
VILNIAUS UNIVERSITETAS

MATEMATIKOS IR INFORMATIKOS FAKULTETAS

Andrius �iginas

Dispersijos minimizavimas
renkant nelygiu� tikimybiu� imti�

Magistro darbas

VILNIUS 2006



Matematin
es analiz
es katedra

Darbo vadovas prof. habil. dr. M. Bloznelis
(para²as)

Darbas apgintas 2006 m. birºelio m
en. 1 d.
Gynimo pos
edºio protokolo Nr.

Registravimo Nr.
2006-06-20



Turinys
1. I�vadas 2

2. Populiacijos modelis 4

3. Poisson'o 
emimas 5

4. Horvitz-Thompson'o i�vertinys 5

5. Regresinis i�vertinys 7
5.1. β1 = 0 atvejis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
5.2. β1 6= 0 atvejis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

6. Apytikslis skirtumo h∗ − h0 skirstinys 9

7. I²reik²tin
es dydºio h∗ aproksimacijos 10

8. Kompiuterinis modeliavimas 12

9. I²vados 15

Literat	ura 16

Santrauka 17

Summary 17

1



1. I�vadas
Nagrin
ekime populiacij¡ U = {u1, . . . , uN} ir tarkime, kad norime i�vertinti

²ios populiacijos parametr¡ ty =
∑

1≤i≤N yi, £ia yi = y(ui) ºymi tyrimo kin-
tamojo y reik²m¦ populiacijos elementui ui. Tuo tikslu i² populiacijos U
rinksime imti� s. Tarkime, kad apie visus populiacijos elementus turime pa-
pildomos informacijos, kuri¡ paºym
ekime kaip vektoriu� x = (x1, . . . , xN) su
teigiamomis koordinat
emis. Koordinat¦ xi interpretuokime kaip elemento ui

dydi�. Tuo atveju, kuomet kintamieji x ir y yra stipriai koreliuoti, imties
i²rinkimo plane gali b	uti tikslinga pasinaudoti santykiniais svoriais

pi = xi/tx, tx =
N∑

i=1

xi. (1)

Pavyzdºiui, priklausymo im£iai tikimybes πi = P (ui ∈ s) galima imti pro-
porcingas svoriui pi, t.y.

πi ≈ cpi, 1 ≤ i ≤ N. (2)

Kröger, Särndal ir Teikari (2003) yra pateik¦ asimetriniu� populiaciju� ir

emimo planu� pavyzdºiu�, kuomet priklausymo im£iai tikimyb
es yra artimos
(2) bei parod¦, kad tokiu atveju kai kuriu� daºnai naudojamu� populiacijos
sumos ty i�vertiniu� t̂y dispersijos yra pastebimai didesn
es nei tu� pa£iu� i�vertiniu�
dispersijos, kai priklausymo im£iai s tikimyb
emis imama πi ≈ cpi(h), kai £ia

pi(h) = (1− h)pi + h/N, 1 ≤ i ≤ N. (3)

�ia h ∈ [0,1]. Jie nagrin
ejo Horvitz-Thompson'o, regresini� ir apibendrint¡
regresini� (GREG) i�vertinius ir 
emimo planus, kuomet �ksuoto dydºio im-
tys yra renkamos be gr¡ºinimo. Kompiuterinis modeliavimas parod
e, kad
pateiktiems pavyzdºiams dispersija minimizuojama parekant h ∈ (0.2; 0.5).

I�vertinio dispersij¡ minimizuojan£i¡ parametro h reik²m¦ paºym
ekime
h∗. Neºinant tyrimo kintamojo y reik²miu� visiems populiacijos elementams,
nei�manoma suºinoti ir ²io h∗. Papras£iau b	utu� atsakyti i� klausim¡ - ar h∗ > 0
(t.y. kada i� priklausymo im£iai tikimybes yra prasminga i�traukti pastovi¡
komponent¦) vienokiems ar kitokiems 
emimo planams, populiaciju� mode-
liams ir i�vertiniams t̂y? Kitas i�domus klausimas - kaip naudojantis papildo-
ma informacija sukonstruoti reik²m
es h∗ i�verti�? Pasirenkant gana paprastas
aplinkybes, ²iame darbe ir yra m
eginama atsakyti i� pastaruosius klausimus.

Sukonkretinkime situacij¡. Tarkime, kad populiacijos ta²kai {(yi,xi) :
1 ≤ i ≤ N} yra i²sibarst¦ taip, tarytumei jie butu� sugeneruoti naudojant
tikimybini� modeli�, kuriame y1, . . . , yN yra nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu�
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Y1, . . . , YN realizacijos. Jei t̂y yra i�vertinys, nusakytas imtimi s, bei imties
elementu� priklausymo tai im£iai tikimyb
emis πi ≈ cpi(h), tai tegu D∗

h =
D∗

h(t̂y) ºymi t̂y s¡lygin¦ dispersij¡ esant s¡lygai Y1 = y1, . . . , YN = yN . Be
to, tegu Dh ºymi ²ios dispersijos vidurki�, t.y. Dh = ED∗

h. Kol kas sakykime,
kad intervale 0 ≤ h ≤ 1 funkcija h → Dh i�gyja vienintel¦ maºiausi¡ reik²m¦.
Paºym
ekime

h0 = argmin(Dh). (4)
Tada, remiantis didºiu�ju� skai£iu� d
esniu, galima tik
etis, kad dideliems N ,
skai£ius h0 yra artimas funkcijos h → D∗

h(t̂y) minimumo ta²kui. D
el to i�
h0 gali b	uti ºi	urima kaip i� neºinomo atsitiktinio dydºio h∗ artini�. Tam, kad
i�sitikinti tokios aproksimacijos kokybe, galima pam
eginti i�vertinti vidutin¦
kvadratin¦ paklaid¡ E(h∗ − h0)

2 ir palyginti funkciju� D∗
h∗ , D∗

h0
, D∗

0 ir D∗
1

vidurkius.
Darbe nagrin
ejamas paprastas Poisson'o imties, renkamos i² populiaci-

jos, kuri yra generuota naudojant tiesin
es regresijos modeli� (ºr. Särndal,
Swensson ir Wretman (1997), 226 p.) atvejis. Modeliavimo pavyzdºiu bu-
vo pasirinktas b	utent Poisson'o 
emimas, nes tokiam imties i²rinkimo pla-
nui minimizavimo problemos i²sprendºiamos vienareik²mi²kai, o ir pati ana-
liz
e yra s¡lyginai paprasta. Nagrin
ejant du populiarius i�vertinius - Horvitz-
Thompson'o ir regresini� - parodoma, kad gana daºnai turime h0 > 0. Nusta-
tomas apytikslis skirtumo h∗ − h0 skirstinys, pasi	ulomos i²reik²tin
es dydºio
h∗ aproksimacijos. Taip pat pateikiama empirin
e aproksimacijos h∗ ≈ h0

tikslumo ir efektyvumo analiz
e.
Didel¦ dali� id
eju� ir rezultatu�, pateiktu� ²iame darbe, galima rasti VU MIF
preprinte 2005 � 11 M. Bloznelis, A. �iginas, On Variance minimization for
unequal probability sampling.
Pad
eka. �is magistro darbas buvo rengiamas dalyvaujant �iaur
es Ministru�
Tarybos projekte Nordplus Neighbour. D
ekoju �iaur
es Ministru� Tarybos,
�vedijos Umeå universiteto Matematikos ir matematin
es statistikos katedros
darbuotojams ir asmeni²kai prof. G. Kulldor�ui uº param¡.
Acknowledgements. The master thesis has been prepared taking part in
the program Nordplus Neighbour of the Nordic Council of Ministers. I would
like to thank the sta� of the Nordic Council of Ministers, department of Mat-
hematics and Mathematical Statistics of the Umeå University and prof. G.
Kulldor� personally for the support.
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2. Populiacijos modelis
Tarkime, kad y1, . . . yN yra nepriklausomu� atsitiktiniu� dydºiu� Y1, . . . , YN

realizacijos, tokiu�, kad kiekvienam k,

E(Yk) = β1 + β2xk, V(Yk) = σ2
k. (5)

�ia σ1, . . . σN ir x1, . . . , xN n
era atsitiktiniai skai£iai, ir xk > 0 kiekvienam k.
Taip pat toliau visur laikysime, kad β2 6= 0.

I�veskime du populiacijos parametrus

M1(γ) =
N∑

i=1

pγ−1
i − 1

N

N∑
i=1

pγ−2
i , M2(γ) =

N∑
i=1

pγ+1
i − 1

N

N∑
i=1

pγ
i ,

kai £ia γ ∈ [0,2]. Pasteb
ekime, kad M1(2) = M2(0) = 0, ir, kad M1(γ) =
M2(γ) = 0, kai tik pi = N−1, 1 ≤ i ≤ N , kiekvienam γ ∈ [0,2].

Lema. Tarkime, kad maºiausiai dvi i² tikimybiu� {pi} yra skirtingos.
(i) M1(γ) < 0, kai γ ∈ [0,2). (ii) M2(γ) > 0, kai γ ∈ (0,2].

I�rodymas. Tvirtinimui (i) i�rodyti sudarykime Lagrange'o funkcij¡

F (p1, . . . ,pN) =
N∑

i=1

pγ−1
i − 1

N

N∑
i=1

pγ−2
i − λ

( N∑
i=1

pi − 1
)
.

Diferencijuodami j¡ ir i²vestines prilygindami nuliui turime
∂F

∂pi

= (γ − 1)pγ−2
i − 1

N
(γ − 2)pγ−3

i − λ = 0, 1 ≤ i ≤ N, (6)

bei dar nepamir²tame s¡lygos p1 + . . . + pN = 1. Lengva matyti, kad ta²kas
(p̃1, . . . ,p̃N) = ( 1

N
, . . . , 1

N
) yra (6) sistemos sprendinys ir tai yra funkcijos

M1(γ) = M1(γ)(p1, . . . ,pN) grieºtojo s¡lyginio lokaliojo maksimumo ta²kas,
nes ²iame ta²ke ∂2F

∂p2
i

= 2N3−γ(γ − 2) < 0, kai 1 ≤ i ≤ N ir ∂2F
∂pi∂pj

= 0, kai
1 ≤ i < j ≤ N , ir tada d2F (p̃1, . . . ,p̃N) = 2N3−γ(γ − 2)

∑N
i=1 dp2

i < 0. Kaip
ºinia, ta²ke (p̃1, . . . ,p̃N) = ( 1

N
, . . . , 1

N
) turime M1(γ) = 0.

I�sitikinsime, kad (6) sistema kitu� sprendiniu� neturi. Jei tarsime, kad be
rastojo egzistuoja dar vienas (6) sistemos sprendinys, tarkime (ṗ1, . . . ,ṗ1),
tai egzistuoja tokie indeksai i0,j0 ∈ {1, . . . ,N}, i0 6= j0, kad ṗ−1

i0
< N ir

ṗ−1
j0

> N . �iuos indeksus atitinkan£ias (6) sistemos lygtis at
em¦ vien¡ i²
kitos, paºym
ekime

Υ = (γ − 1)(ṗγ−2
i0

− ṗγ−2
j0

)− 1

N
(γ − 2)(ṗγ−3

i0
− ṗγ−3

j0
) = 0. (7)
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Ai²ku, kad neva egzistuojantis sprendinys (ṗ1, . . . ,ṗ1) turi tenkinti ir ²i¡ lygti�.
Ta£iau yra akivaizdu, kad Υ < 0, kai γ ∈ [1,2), o kai γ ∈ [0,1), tai turime
Υ = (γ−1)(ṗγ−2

i0
− ṗγ−2

j0
)−N−1(γ−2)(ṗ−1

i0
ṗγ−2

i0
− ṗ−1

j0
ṗγ−2

j0
) < ṗγ−2

i0
− ṗγ−2

j0
< 0.

Taigi, prielaida apie dar vien¡ kritini� ta²k¡ yra neteisinga ir tvirtinimas (i)
i�rodytas.
Tvirtinimas (ii) i�rodomas analogi²kai.

3. Poisson'o 
emimas
Renkant Poisson'o imti� populiacijos elementai uk patenka i� aib¦ s su ati-

tinkamomis tikimyb
emis πk nepriklausomai vienas nuo kito. T.y. atsitikti-
niai dydºiai Ik := I{uk∈s} yra nepriklausomi. Pasirinkus skai£ius n < N ir
h ∈ [0,1] priklausymo im£iai tikimyb
emis imama

πk = πk(h) = npk(h), 1 ≤ k ≤ N. (8)

Tada tik
etinas renkamos imties dydis yra

E(I1 + · · ·+ IN) = π1(h) + · · ·+ πN(h) = n. (9)

Paprastumo d
elei, i² karto susitarkime nagrin
eti atveji�

πk(0) < 1, kiekvienam k = 1, . . . , N. (10)

Ai²ku, kad tada ir πk(h) < 1 visiems h ∈ [0,1] ir k = 1, . . . , N .
M
eginsime parodyti, kad apra²yto 
emimo atveju funkcijos h → D∗

h ir
h → Dh yra i²kilos Horvitz-Thompson'o i�vertinio ir regresinio i�vertinio at-
vejais. Tai reik², kad skai£iai h0 = argminDh ir h∗ = argminD∗

h apibr
eºti
korekti²kai.

4. Horvitz-Thompson'o i�vertinys
Horvitz-Thompson'o i�vertinys (toliau ji� vadinsime HT i�vertiniu)

t̂yHT =
N∑

i=1

Iiyiπ
−1
i (11)

yra nepaslinktasis, o jo dispersija yra

D∗
h =

N∑
i=1

y2
i (1− πi)π

−1
i . (12)
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Teiginys 1. Funkcijos h → Dh ir h → D∗
h yra i²kilos. �ios funkcijos yra

konstantos, kai tik pi = N−1 kiekvienam i = 1, . . . , N .

I�rodymas. Paprasta i�sitikinti, kad

Dh =
N∑

k=1

( 1

n

1

pk(h)
− 1

)
(β2

1 + 2β1β2xk + β2
2x

2
k + σ2

k

)
. (13)

Pasteb
ekime, kad ∂2

∂h2
1

pi(h)
> 0, kai pi 6= N−1. Tuo atveju, kai pi = N−1,

turime, kad ∂
∂h

1
pi(h)

= 0. Tod
el funkcija h → Dh yra i²kila ir Dh yra konstanta
tik tada, kai pi = N−1 kiekvienam i = 1, . . . , N . Visi²kai taip pat m¡stytume
ir apie funkcij¡ h → D∗

h.

Sekantis teiginys i�rodo, kad labai daºnai turime h0 > 0. Vadinasi, pri-
klausymo im£iai tikimyb
es (8), i� kurias su svoriu h0 > 0 yra i�traukta vi-
siems populiacijos elementams vienoda 
emimo komponent
e, lems maºesn¦
HT i�vertinio dispersij¡, nei klasikinis imties plano tikimybiu� (2) pasirinki-
mas.

Teiginys 2. Sakykime, kad σ2
k = σ2xγ

k, kur γ ∈ [0,2]. Tarkime, kad maºiau-
siai dvi i² tikimybiu� {pi} yra skirtingos.
(i) Sakykime, kad γ ∈ [0,2). Jei β1β2 > 0, tai 0 < h0 < 1. Jei β1 = 0, β2 6= 0,
tai tada turime 0 < h0 < 1, kai σ2 > 0 ir turime h0 = 0, kai σ2 = 0.
(ii) Sakykime, kad γ = 2. Jei β1β2 > 0, tai 0 < h0 < 1. Jei β1 = 0, β2 6= 0,
tai h0 = 0.

I�rodymas. Tegu D′
h rei²kia i²kilos funkcijos h → Dh i²vestin¦. Tvirtinimas

(i) seka i² s¡lygos D′
0 < 0, kuri¡ atitinka (14) ir s¡lygos D′

1 > 0, kuri¡ atitinka
(15). �ia

β2
1M1(0) + 2β1β2txM1(1) + σ2tγxM1(γ) < 0, (14)

2β1β2M2(1) + β2
2txM2(2) + σ2tγ−1

x M2(γ) > 0. (15)
Tvirtinimas (ii) seka i² s¡lygos D′

0 < 0, kuri¡ atitinka (16) ir s¡lygos D′
1 > 0,

kuri¡ atitinka (17). �ia

β2
1M1(0) + 2β1β2txM1(1) < 0, (16)

2β1β2M2(1) + (β2
2 + σ2)txM2(2) > 0. (17)

8-ame skyrelyje empiri²kai palyginamos dispersijos D∗
h reik²m
es ta²kuose

h = h∗, h = h0, h = 0 ir h = 1.
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5. Regresinis i�vertinys
Atvejus β1 = 0 ir β1 6= 0 nagrin
ekime atskirai.

5.1. β1 = 0 atvejis
Tarkime, kad β1 = 0. �iuo atveju regresinis i�vertinys gali b	uti uºra²ytas

pavidalu (ºr. Särndal, Swensson ir Wretman (1997))
t̂yr = t̂yHT + B̂(tx − t̂xHT ), (18)

kur

t̂xHT =
N∑

k=1

Ikxkπ
−1
k , B̂ =

( N∑

k=1

Ik
x2

k

σ2
kπk

)−1
N∑

k=1

Ik
xkyk

σ2
kπk

.

�io i�vertinio dispersijos i²rai²ka yra gan
etinai sud
etinga, tod
el paprastai nag-
rin
ejama apytiksl
e dispersija

D∗
h =

N∑

k=1

(yk −Bxk)
2
(
1− πk)π

−1
k , kur B = D−1

N∑

k=1

xkyk

σ2
k

ir D =
∑N

k=1 σ−2
k x2

k. Atlik¦ papras£iausius skai£iavimus gauname, kad vidur-
kis Dh = ED∗

h gali b	uti uºra²ytas pavidalu

Dh =
N∑

k=1

( 1

n

1

pk(h)
− 1

)
(σ2

k −D−1x2
k

)
. (19)

Visi²kai taip pat kaip ir HT i�vertiniui parodoma, kad funkcijos h → Dh ir
h → D∗

h yra i²kilos.
Teiginys 3. Sakykime, kad σ2

k = σ2xγ
k, kur γ ∈ [0,2]. Tarkime, kad maºiau-

siai dvi i² tikimybiu� {pi} yra skirtingos. Tegu σ2 > 0.
(i) Sakykime, kad γ = 0. Tada h0 = 1.
(ii) Sakykime, kad γ ∈ (0,2). Tada h0 > 0. Jei σ2tγ−2

x M2(γ) > D−1M2(2),
tai 0 < h0 < 1. Jei σ2tγ−2

x M2(γ) ≤ D−1M2(2), tai h0 = 1.
(iii) Sakykime, kad γ = 2. Tada h0 = 0.
I�rodymas. I�rodymo principas toks pats kaip ir Teiginio 2. Tvirtinimas (i)
seka i² s¡lygos D′

1 < 0, kuri¡ atitinka nelygyb
e D−1M2(2) > 0.
Tvirtinimas (ii) seka i² s¡lygos D′

0 < 0, kuri¡ atitinka (20) ir s¡lygos D′
1 > 0,

kuri¡ atitinka (21). �ia
σ2tγxM1(γ) < 0, (20)

σ2tγ−2
x M2(γ)−D−1M2(2) > 0. (21)

Tvirtinimas (iii) seka i² to, kad D′
0 = 0 ir i² s¡lygos D′

1 > 0, kuri¡ atitinka
nelygyb
e (σ2 −D−1)M2(2) > 0.
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5.2. β1 6= 0 atvejis
Tarkime, kad β1 6= 0. Tokiu atveju populiacijos dydis N gali b	uti trak-

tuojamas kaip papildoma informacija ir tada mes turime regresini� i�vertini�
(ºr. Särndal, Swensson ir Wretman (1997))

t̂yr = t̂yHT + B̂1(N − t̂1HT ) + B̂2(tx − t̂xHT ). (22)

�ia t̂1HT =
∑N

i=1 Iiπ
−1
i . Koe�cientai

(
B̂1

B̂2

)
=

( N∑
i=1

IiXiX
′
i/σ

2
i πi

)−1
N∑

i=1

IiXiyi/σ
2
i πi,

kur Xi =
(

1
xi

)
. �io i�vertinio dispersijos i²rai²ka yra gan
etinai sud
etinga, tad

nagrin
esime apytiksl¦ dispersij¡

D∗
h =

N∑

k=1

(π−1
k − 1)(yk −B1 − xkB2)

2, (23)

kur (
B1

B2

)
=

( N∑
i=1

XiX
′
i/σ

2
i

)−1
N∑

i=1

Xiyi/σ
2
i .

Funkcij¡ Dh = ED∗
h galima pertvarkyti i� pavidal¡

Dh =
N∑

k=1

( 1

n

1

pk(h)
− 1

)(
σ2

k −
1

W
(D − 2Gxk + Hx2

k)
)
, (24)

kur paºym
ejome

D =
N∑

k=1

x2
k

σ2
k

, G =
N∑

k=1

xk

σ2
k

, H =
N∑

k=1

1

σ2
k

, W = DH −G2.

Ai²ku, kad ir dabar nagrin
ejamam i�vertiniui funkcijos h → Dh ir h → D∗
h

yra i²kilos.
Turima funkcijos Dh i²rai²ka tolimesnei analizei yra per daug sud
etinga,

tod
el imkime jai apytiksl¦ (ºr. Särndal, Swensson ir Wretman (1997))

Dh '
N∑

k=1

( 1

n

1

pk(h)
− 1

)
σ2

k. (25)

Tokia funkcija taip pat yra i²kila.
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Teiginys 4. Sakykime, kad σ2
k = σ2xγ

k, kur γ ∈ [0,2]. Tarkime, kad maºiau-
siai dvi i² tikimybiu� {pi} yra skirtingos. Tarkime, kad funkcija Dh nesiskiria
nuo tos, kuri yra apytiksl
es lygyb
es (25) de²in
eje. Tegu σ2 > 0.
(i) Sakykime, kad γ = 0. Tada h0 = 1.
(ii) Sakykime, kad γ ∈ (0,2). Tada 0 < h0 < 1.
(iii) Sakykime, kad γ = 2. Tada h0 = 0.

I�rodymas. �inome, kad funkcija Dh yra i²kila. Tvirtinimas (i) seka i² to, kad
D′

1 = 0 ir i² s¡lygos D′
0 < 0, kuri¡ atitinka nelygyb
e σ2M1(0) < 0.

Tvirtinimas (ii) seka i² s¡lygos D′
0 < 0, kuri¡ atitinka nelygyb
e σ2tγxM1(γ) < 0

ir i² s¡lygos D′
1 > 0, kuri¡ atitinka nelygyb
e σ2tγxM2(γ) > 0.

Tvirtinimas (iii) seka i² to, kad D′
0 = 0 ir i² s¡lygos D′

1 > 0, kuri¡ atitinka
nelygyb
e σ2t2xM2(2) > 0.

6. Apytikslis skirtumo h∗ − h0 skirstinys
Funkcijos h → D∗

h i²vestin¦ paºym
ekime d∗h. I² funkcijos h → D∗
h i²kilumo

seka, kad i�vykiai {h∗ ≤ x} ir {d∗x ≥ 0} yra tapat	us. Tod
el

P{h∗ ≤ x} = P{d∗x ≥ 0}. (26)

Uºra²ykime funkcij¡ d∗x pavidalu

d∗x =
1

n

N∑

k=1

pk −N−1

p2
k(x)

Zk, (27)

kur Zk yra nepriklausomi atsitiktiniai dydºiai. HT i�vertiniui (11) turime,
kad Zk = Y 2

k , o regresiniams i�vertiniams (18) ir (22) turime atitinkamai
Zk = (Yk − xkB)2 ir Zk = (Yk −B1 − xkB2)

2.
Trumpumo d
elei paºym
ekime vk(x) = n−1(pk − N−1)p−2

k (x). Kadangi
Ed∗x = D′

x, tai, naudodamiesi lygyb
emis (26) ir (27), gauname, kad

P{h∗ ≤ x} = P{
N∑

k=1

vk(x)(Zk − EZk) ≥ −D′
x}.

Atsitiktinio dydºio d∗x dispersij¡ paºym
ekime V 2
x =

∑N
k=1 v2

k(x)V(Zk). Pasi-
naudoj¦ skleidiniais D′

h0+u = uD′′(h0) + o(u2) ir Vh0+u = Vh0 + o(u), kai £ia
u → 0, dideliems N turime normali¡j¡ skirtumo h∗ − h0 skirstinio aproksi-
macij¡

P{h∗ ≤ h0 + u} ≈ Φ
(D′

h0+u

Vh0+u

)
≈ Φ

(
u
D′′

h0

Vh0

)
.

9



7. I²reik²tin
es dydºio h∗ aproksimacijos
Optimalios priklausymo im£iai tikimyb
es, t.y. tikimyb
es minimizuoja-

n£ios i�vertinio dispersij¡, gali b	uti ie²komos ir kitokiais b	udais. HT i�vertiniui,
atsisak¦ lygyb
eje (13) priklausomyb
es nuo parametro h, paºym
ekime

Dπ =
N∑

k=1

( 1

πk

− 1
)
a2

k, (28)

kur a2
k = β2

1 +2β1β2xk +β2
2x

2
k +σ2

k. Kadangi, naudojantis Cauchy-Schwartz'o
nelygybe, yra teisinga

( N∑

k=1

ak

)2

≤
( N∑

k=1

a2
k

πk

)( N∑

k=1

πk

)
,

tai turime, kad

Dπ =
N∑

k=1

a2
k

πk

−
N∑

k=1

a2
k ≥

(∑N
k=1 ak

)2

∑N
k=1 πk

−
N∑

k=1

a2
k.

�ioje nelygyb
eje lygyb
e yra pasiekiama tada ir tik tada, kai πi ≈ cai kiek-
vienam i = 1, . . . , N . Tada, pasinaudoj¦ s¡lygos (9) analogu

∑N
k=1 πk = n,

turime, kad optimalios priklausymo im£iai tikimyb
es yra

πi = πi(a) =
nai∑N
i=1 ai

, 1 ≤ i ≤ N, (29)

kai £ia a tegu rei²kia vektoriu� (a1, . . . , aN).
Apibendrintam regresiniam i�vertiniui (GREG) yra parodyta (ºr. Särndal,

Swensson ir Wretman (1997)), kad optimalios priklausymo im£iai tikimyb
es
yra

πi = πi(σ) =
nσi∑N
i=1 σi

, 1 ≤ i ≤ N, (30)

kai £ia σ tegu rei²kia vektoriu� (σ1, . . . , σN).
Kadangi kiekviena i² tikimybiu� (29) ar (30) tiesiogiai priklauso nuo j¡

atitinkan£io populiacijos elemento, tai tokiu� 
emimo tikimybiu� konstravimas
pareikalautu� gan
etinai tiksliai i�vertinti kiekvien¡ ai ar σi. Tuo tarpu, ²iame
darbe nagrin
ejamos tikimyb
es (8) tiesiogiai priklauso tik nuo vieno paramet-
ro.

Funkciju� (13), (19) ir (24) minimizavimo uºdavini� papras£iausia spr¦sti
skaitiniais metodais. Visgi, pasinaudodami tikimyb
emis (29) ir (30), pa-
si	ulysime i²reik²tines atsitiktinio dydºio h∗ aproksimacijas HT ir regresiniam
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i�vertiniams, neatskirdami abieju� nagrin
etu� regresinio i�vertinio atveju�. Pa-
ºym
ekime atsitiktinio dydºio h∗ artinius HT ir regresiniam i�vertiniams ati-
tinkamai hHT ir hR.

HT i�vertiniui, esant pakankamai dideliems N , egzistuoja bent vienas po-
puliacijos U elementas, sakykime, ui, kuriam jo patekimo i� imti� tikimyb
es
πi(hHT ) ir πi(a) yra gana artimos, t.y. πi(hHT ) ≈ πi(a). I² ²ios apytiksl
es
lygyb
es i²prend¦ parametr¡ hHT turime

hHT ≈
aiPN

i=1 ai
− pi

1
N
− pi

, kaºkuriam indeksui i. (31)

Funkcij¡ f(σi) = ai =
√

(β1 + β2xi)2 + σ2
i skleisdami MacLoren'o eilute ir

imdami tris tokio skleidinio narius turime

f(σi) ≈ β1 + β2xi +
σ2

i

2(β1 + β2xi)
= β1 + β2xi +

cv(yi)

2
σi, (32)

£ia cv(yi) ºymi elemento ui kitimo koe�cient¡. Sakykime, kad cv(yi) ≈ cv(y),
kur cv(y) yra visos populiacijos U kitimo koe�cientas. Naudodamiesi pasta-
r¡ja prielaida, i�ra²¦ apytiksl¦ lygyb¦ (32) i� (31), bei atlik¦ paprastus skai£ia-
vimus gauname, kad

hHT ≈
β1 + cv(y)

2
ξi

β1 + β2µx + cv(y)
2

µσ

, kaºkuriam indeksui i, (33)

kai £ia µx = tx/N , µσ = 1
N

∑N
i=1 σi ir

ξi =
µxσi − µσxi

µx − xi

.

Sakykime, kad σ2
k = σ2xγ

k, kur γ ∈ [0,2]. Tada, kai γ = 0, turime ξi = σ o, kai
γ = 2, turime ξi = 0. Naudodamiesi ²iais kra²tiniais atvejais bei remdamiesi
empiriniais steb
ejimais, tiesiog tariame, kad ξi ≈ (1 − γ

2
)σ. Tokiu b	udu

gauname, kad

hHT ≈
β1 + cv(y)

2
(1− γ

2
)σ

β1 + β2µx + cv(y)
2

µσ

. (34)

Pana²iai elgiam
es ir regresinio i�vertinio atveju. I² apytiksl
es kuriam nors
elementui ui ∈ U lygyb
es πi(hR) ≈ πi(σ) i² karto i²sprendºiame

hR ≈ ξi

µσ

, kaºkuriam indeksui i. (35)

11



Tar¦, kad σ2
k = σ2xγ

k, kur γ ∈ [0,2], ir tada, manydami, kad ξi ≈ (1 − γ
2
)σ,

turime
hR ≈

(1− γ
2
)σ

µσ

. (36)

Gautu� atsitiktinio dydºio h∗ artiniu� hHT ir hR tikslum¡ patikrinsime se-
kan£iame skyrelyje.

8. Kompiuterinis modeliavimas
Fiksuokime populiacijos dydi� N = 1000 ir imties dydi� n = 100. Imkime

tris skirtingus papildomos informacijos vektorius x̃ = (x1, . . . , xN).
1. Pirmojo vektoriaus x̃E koordinat
es yra

xi =
∣∣∣ ln(1− i− 0.5

N
)
∣∣∣, 1 ≤ i ≤ N. (37)

2. Antrojo vektoriaus x̃L koordinat
es yra

xi = i0.25, 1 ≤ i ≤ N. (38)

3. Tre£iojo vektoriaus x̃G koordinat
es yra

xi = (1.002)i, 1 ≤ i ≤ N. (39)

Pasteb
esime, kad papildomos informacijos vektoriai (37), (38) ir (39) tenkina
(10) s¡lyg¡.

Tur
edami papildomos informacijos vektoriu� x̃, imkime populiacijos modeli�
yi = 2 + xi + σiηi, kur σ2

i = σ2xγ
i , 1 ≤ i ≤ N . Domim
es atvejais, kai £ia

γ ∈ {0; 0.5; 1; 1.5; 2}, o σ yra parenkamas taip, kad koreliacijos koe�cientas
tarp kintamu�ju� x ir y yra kuo labiau artimas 0.9. Laikome, kad η1, η2,... yra
nepriklausomu� standartiniu� normaliu�ju� atsitiktiniu� dydºiu� seka.
Lentel
ese T1.1-T1.3 yra pateikiami HT i�vertinio dispersijos (12) empirinio
tyrin
ejimo rezultatai.
Lentel
ese T2.1-T2.3 yra pateikiami regresinio i�vertinio dispersijos (23) empi-
rinio tyrin
ejimo rezultatai.
Lentel
ems i�ved
eme tokius paºym
ejimus: E1-E4 atitinkamai rei²kia santykiu�
D∗h0

D∗0
, D∗h0

D∗1
, D∗

h∗
D∗h0

, D∗
h∗

D∗hHT

(arba D∗
h∗

D∗hR

) vidurkius, o V1-V4 - ju� dispersijas. Dydºiai
E1-E4 ir V1-V4, bei E(h∗−h0)

2 buvo i�vertinti pasigaminus 50 nepriklausomu�
reikiamos populiacijos kopiju�, o dydis cv(y) buvo i�vertintas imant pirm¡ pa-
sitaikiusi¡ populiacijos kopij¡.
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Lentel
e T1.1 HT i�vertinys, x = x̃E

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 0.675 0.2106 0.8940 0.2112 0.8937 0.9999 0.9999
0.5 0.668 0.2178 0.8905 0.2176 0.8895 0.9999 0.9999
1.0 0.663 0.2185 0.8877 0.2189 0.8889 0.9999 0.9999
1.5 0.660 0.2183 0.8856 0.2182 0.8865 0.9999 0.9999
2.0 0.658 0.2182 0.8836 0.2184 0.8836 0.9999 0.9999

E(h∗ − h0)2 cv(y) hHT V1 V2 V3 V4

0.0 3.37E-05 0.372 0.676 4.29E-04 8.33E-06 1.42E-09 1.60E-09
0.5 2.93E-05 0.361 0.671 2.73E-05 1.31E-05 1.27E-09 2.75E-09
1.0 3.07E-05 0.363 0.664 3.49E-06 2.02E-05 1.19E-09 1.10E-09
1.5 4.96E-05 0.356 0.658 2.91E-06 3.03E-05 3.56E-09 4.63E-09
2.0 6.22E-05 0.390 0.652 2.70E-06 4.76E-05 8.00E-09 1.61E-08

Lentel
e T1.2 HT i�vertinys, x = x̃L

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 0.311 0.9931 0.9787 0.9932 0.9787 0.9999 0.9999
0.5 0.310 0.9932 0.9786 0.9933 0.9786 0.9999 0.9999
1.0 0.308 0.9933 0.9785 0.9933 0.9785 0.9999 0.9999
1.5 0.307 0.9933 0.9784 0.9932 0.9786 0.9999 0.9999
2.0 0.306 0.9934 0.9784 0.9934 0.9784 0.9999 0.9999

E(h∗ − h0)2 cv(y) hHT V1 V2 V3 V4

0.0 9.65E-05 0.156 0.311 2.31E-07 3.12E-07 7.37E-11 7.50E-11
0.5 1.35E-04 0.154 0.309 2.84E-07 4.91E-07 6.86E-11 6.86E-11
1.0 6.94E-05 0.152 0.307 1.29E-07 2.90E-07 3.88E-11 4.00E-11
1.5 6.82E-05 0.155 0.306 1.04E-07 2.95E-07 3.67E-11 3.97E-11
2.0 7.19E-05 0.155 0.306 1.11E-07 3.47E-07 5.15E-11 5.12E-11

Lentel
e T1.3 HT i�vertinys, x = x̃G

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 0.403 0.9350 0.8883 0.9350 0.8882 0.9999 0.9999
0.5 0.394 0.9377 0.8858 0.9376 0.8860 0.9999 0.9999
1.0 0.387 0.9398 0.8835 0.9400 0.8833 0.9999 0.9999
1.5 0.382 0.9413 0.8815 0.9408 0.8822 0.9999 0.9999
2.0 0.378 0.9424 0.8800 0.9421 0.8803 0.9999 0.9999

E(h∗ − h0)2 cv(y) hHT V1 V2 V3 V4

0.0 8.81E-05 0.380 0.404 9.28E-06 9.64E-06 1.62E-09 1.65E-09
0.5 7.49E-05 0.384 0.391 7.02E-06 8.83E-06 1.13E-09 1.81E-09
1.0 5.88E-05 0.380 0.382 4.75E-06 8.63E-06 7.91E-10 1.08E-09
1.5 6.72E-05 0.379 0.377 4.64E-06 1.02E-05 8.33E-10 1.61E-09
2.0 7.68E-05 0.384 0.375 5.04E-06 1.36E-05 1.89E-09 2.71E-09
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Lentel
e T2.1 Regresinis i�vertinys, x = x̃E

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 1.000 0.1099 1.0000 0.1227 1.0000 0.9998 0.9998
0.5 0.716 0.4496 0.9362 0.4460 0.9345 0.9994 0.9903
1.0 0.419 0.7831 0.7832 0.7814 0.7857 0.9995 0.9866
1.5 0.161 0.9587 0.6045 0.9582 0.6048 0.9994 0.9895
2.0 0.000 1.0000 0.4458 1.0000 0.4434 0.9999 0.9999

E(h∗ − h0)2 cv(y) hR V1 V2 V3 V4

0.0 1.98E-04 0.372 1.000 1.18E-03 4.09E-31 2.21E-07 2.21E-07
0.5 8.33E-04 0.361 0.827 1.06E-03 2.05E-04 3.96E-07 2.36E-05
1.0 8.33E-04 0.363 0.564 4.47E-04 4.86E-04 5.44E-07 2.73E-05
1.5 6.41E-04 0.356 0.272 8.58E-05 1.01E-03 6.45E-07 2.47E-05
2.0 1.65E-05 0.390 0.000 2.09E-31 6.04E-04 2.65E-08 2.65E-08

Lentel
e T2.2 Regresinis i�vertinys, x = x̃L

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 0.997 0.9340 0.9999 0.9352 0.9999 0.9997 0.9997
0.5 0.710 0.9668 0.9962 0.9655 0.9966 0.9995 0.9974
1.0 0.446 0.9869 0.9865 0.9861 0.9871 0.9993 0.9965
1.5 0.206 0.9971 0.9725 0.9968 0.9736 0.9995 0.9983
2.0 0.000 1.0000 0.9558 1.0000 0.9550 0.9999 0.9999

E(h∗ − h0)2 cv(y) hR V1 V2 V3 V4

0.0 5.35E-03 0.156 1.000 1.93E-04 8.16E-10 3.34E-07 3.56E-07
0.5 9.67E-03 0.154 0.517 8.22E-05 6.78E-06 4.35E-07 5.39E-06
1.0 1.28E-02 0.152 0.237 4.39E-05 3.21E-05 1.10E-06 9.95E-06
1.5 8.50E-03 0.155 0.081 5.56E-06 4.79E-05 3.42E-07 2.82E-06
2.0 1.47E-03 0.155 0.000 2.08E-31 4.42E-05 6.50E-08 6.51E-08

Lentel
e T2.3 Regresinis i�vertinys, x = x̃G

γ h0
Dh0
D0

Dh0
D1

E1 E2 E3 E4

0.0 1.000 0.7029 1.0000 0.7032 1.0000 0.9998 0.9998
0.5 0.742 0.8191 0.9783 0.8170 0.9784 0.9995 0.9909
1.0 0.477 0.9172 0.9174 0.9159 0.9188 0.9993 0.9875
1.5 0.224 0.9799 0.8309 0.9791 0.8326 0.9994 0.9939
2.0 0.000 1.0000 0.7355 1.0000 0.7342 0.9998 0.9998

E(h∗ − h0)2 cv(y) hR V1 V2 V3 V4

0.0 6.05E-04 0.380 1.000 3.17E-04 1.93E-31 2.09E-07 2.09E-07
0.5 1.62E-03 0.384 0.578 2.76E-04 4.77E-05 3.40E-07 1.81E-05
1.0 2.10E-03 0.380 0.291 2.16E-04 1.92E-04 8.90E-07 3.23E-05
1.5 1.85E-03 0.379 0.108 5.15E-05 3.82E-04 7.48E-07 1.58E-05
2.0 3.63E-04 0.384 0.000 2.18E-31 2.37E-04 1.67E-07 1.67E-07
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9. I²vados
Mat
eme, kad daºnai i� priklausymo im£iai tikimybes yra prasminga i�traukti

visiems populiacijos elementams vienod¡ 
emimo komponent¦. Kai turime
papildomos informacijos apie tiriam¡ populiacij¡, o taip paprastai b	una, kai
tyrimas yra periodinis, tai, prie² rinkdami imti�, naudodamiesi teiginiais 2-
4, galime nustatyti, ar verta priklausymo im£iai tikimybes konstruoti ²iame
darbe nagrin
ejamu b	udu. Tam tereikia i�vertinti populiacijos parametrus β1,
β2, σ ir γ.

Darbe nagrin
ejamas Poisson'o 
emimas yra retas ²iu� dienu� praktikoje,
ta£iau tik
etina, kad pana²	us i� nustatytuosius d
esningumai galios ir sud
etingesniems

emimo planams. Nagrin
eto imties i²rinkimo metodo tr	ukumu galima laikyti
tai, kad turime i² anksto nuspr¦sti, koki� i�vertini� (HT ar regresini�) naudosime
vertinimo etape.

Kompiuterinio modeliavimo pavyzdºiai rodo, kad parametras h0 gana
tiksliai i�vertina i² anksto neºinom¡ h∗. Be to, matome, kad reik²m
es D∗

h0

ir D∗
h∗ yra labai artimos. Tod
el beveik nieko neprarandame priklausymo

im£iai tikimybes (3) imdami su h = h0. Net ir tuo atveju, kai vietoje skai-
tiniais metodais rastojo h0 naudojame hHT (arba hR), matome, kad net ir
²iems dydºiams, kurie, lyginant su h0, neb	utinai yra tiksl	us (tai pasakytina
apie hR), dispersijos D∗

hHT
(arba D∗

hR
) ir D∗

h∗ yra kur kas labiau artimos nei
D∗

h∗ ir D∗
0, ir D∗

h∗ ir D∗
1. Taip yra, nes ta²ko h∗ aplinkoje funkcija h → D∗

h

vidutini²kai kinta l
etai.
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Santrauka
Darbe nagrin
ejame 
emimo planus, kuriu� priklausymo im£iai tikimyb
es yra

dvieju� komponen£iu� mi²iniai. Pirmoji komponent
e yra proporcinga papildo-
ma informacija nusakytam populiacijos elemento dydºiui, o antroji yra vie-
noda visiems elementams. Ie²kome tokiu� mi²iniu�, kurie minimizuoja i�vairiu�
populiacijos sumos i�vertiniu� dispersijas ir parodome kaip, naudojantis papil-
doma informacija, apytiksliai nustatyti optimalu� mi²ini�. Pateikiame teori-
nius ir kompiuterinio modeliavimo rezultatus Poisson'o imtims, renkamoms
i² populiaciju�, kurios yra generuotos naudojant tiesin
es regresijos modeli�.

Summary
We consider sampling designs, where inclusion (to sample) probabilities

are mixtures of two components. The �rst component is proportional to the
size of a population unit (described by means of an auxiliary information
available). The second component is the same for every unit. We look for
mixtures that minimize variances of various estimators of the population
total and show how auxiliary information could help to �nd an approximate
location of such mixtures. We report theoretical and simulation results in
the case of Poisson samples drawn from populations which are generated by
a linear regression model.
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