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ABSTRACT 
 

The asymptotic of the Gerber-Shiu discounted penalty function in Poisson model with 

Pareto distributed claims is obtained. The asymptotic is obtained as initial surplus x tends to 

infinity. The main term of discounted penalty function ( )δψ ,x  has different expression in 

case when interest rate 0≠δ and when 0=δ . The graphs of the Gerber-Shiu discounted 

penalty function in the case of Pareto claims are examined for various parameter choices. 
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SANTRAUKA 

 

Darbe gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika, kai žalos 

pasiskirsčiusios pagal Pareto dėsnį ir pradinis kapitalas ∞→x . Pagrindinė išraiška ( )δψ ,x  

išskaidyta į du atvejus, kai palūkanų norma 0≠δ ir 0=δ . Darbe pateikti grafikai rodo 

diskontuotos baudos funkcijos priklausomybę nuo įvairių Puasono modelio parametrų.  
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ĮVADAS. PAGRINDINIS REZULTATAS. 

 

1957 metais Sparre Andersen [1] pasiūlė lygtį, kuri aprašo draudimo kompanijos turtą 

U(t) momentu t: 

( )
( )

∑
=

−+=
tN

n

nYctxtU
1

 (1), 

čia t - laikas, c – premijų surinkimo greitis, x – pradinis turtas, Y1, Y2, Y3… - individualios 

žalos, N(t) – paraiškų skaičius intervale [0,t]. 

Laikoma, kad žalos Y1, Y2, Y3,…yra nepriklausomi vienodai pasiskirstę absoliučiai 

tolydūs neneigiami atsitiktiniai dydžiai. Paraiškų skaičius N(t) yra atstatymo procesas, t.y.  

( ) { }tWWWTntN nn ≤+++=≥= ...:1 21  (2), 

čia W1, W2, W3,…nepriklausomi vienodai pasiskirstę teigiami atsitiktiniai dydžiai.  

Paraiškų skaičiaus N(t) grafikas: 

 

Be to Y1, Y2, Y3,… yra nepriklausomi nuo W1, W2, W3,…. Jeigu visi Wi turi 

eksponentinį skirstinį su parametru λ: 

( )




≥−

<
=< − ,0,1

,0,0

yjeie

yjei
yWP

yλ  

tai N(t) yra Puasono procesas. Šiuo atveju visas aprašytas modelis dažniausiai vadinamas 

klasikiniu arba Puasono. 

Iš lygties (2) išplaukia, taip pat paraiškų skaičiaus N(t) grafike galime matyti, kad žalų 

atėjimo momentai yra T1, T2, T3…, kur Tn = W1 + W2 +…+ Wn. 
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 Kompanijos turimo turto kitimą laiko atžvilgiu apibūdina tokia kreive: 

 

Draudimo kompanija pradeda veiklą su tam tikru pradiniu kapitalu x. Tuomet kreivė 

tiesiškai auga su krypties koeficientu c iki laiko momento T1 = W1, kai atsitinka pirma žala. 

Kreivė nukrenta per dydį Y1 (pirma žala). Intervale [T1,T2] U(t) kreivė vėl didėja iki antros 

žalos atėjimo momento T2, kur nukrenta dydžiu Y2 ir t.t. 

Sakykime, tam tikrą laiką U(t) yra teigiamas, o laiko momentu t = T procesas nukrenta 

žemiau nulio. Šis laikas T vadinamas kompanijos žlugimo laiku. Aišku, kad 

{ }0)(:0inf <≥= tUtT . 

Tuomet P(T < ∞) yra kompanijos žlugimo tikimybė. Aišku, ši tikimybė priklauso nuo 

x, c, žalų pasiskirstymo, Puasono proceso N(t) parametro λ. Yra žinoma, kad ši tikimybė 

mažesnė už 1, kai 

0<−=−
λ
c

EYcEWEY . 

 Jei 0≥− cEWEY , tai P(T < ∞)=1 kiekvienam fiksuotam pradiniam kapitalui x. Taigi 

premijų surinkimo greitis turi būti c=λ EY(1+θ), kur θ>0 yra santykinė apsauginė draudimo 

priemoka. 

1998 m Gerber ir Shiu [2] vietoj bankroto tikimybės pasiūlė nagrinėti dydį 

( ))( ∞<
− Ι T

TeE δ , 

ir pavadino jį diskontuota baudos funkcija. Ši funkcija priklauso nuo x, c, δ (palūkanų 

normos), žalų pasiskirstymo Y, Puasono proceso parametro λ. Pažymėkime 

( ) ( ) ( )( )∞<
− Ι== T

TeExx δδψψ , . 
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Jei į Gerber-Shiu diskontuotą baudos funkciją įstatytume δ = 0, gautume bankroto 

tikimybę 

( ) ( ) ( )∞<=Ι= ∞< TPEx T )(0,ψ . 

Sakykime, individualios žalos Y1, Y2, Y3…Sparre Andersen modelyje turi absoliučiai 

tolydžią pasiskirstymo funkciją H(y). Tada 

∞<= ∫
∞

dyyHEY
0

)(  (3). 

Sakykime, be to N(t) – Puasono procesas su parametru λ ir c=λ EY(1+θ), θ>0. Darbuose [2], 

[3] ir [4] parodyta, kad šiuo atveju Gerber-Shiu diskontuota baudos funkciją galime išreikšti 

begaline eilute: 

( ) ( ) ( )xFx
n

nn∑
∞

=

∗
−=

1

1, φφδψ  (4), 

čia: F(x) yra nauja pasiskirstymo funkcija apibrėžiama lygybe  

( )

( )∫

∫
∞

−

∞
− +

=

0

0)(

dyyHe

dyxyHe

xF
y

y

ρ

ρ

 (5), 

φ  yra konstanta, kurią galima apskaičiuoti iš lygybės 

( )

( )EY

dyyHe y

θ
φ

ρ

+
=
∫
∞

−

1
0  (6), 

o ρ>0 yra Lunbergo lygties sprendinys 

( )∫
∞

− −+=
0

ρδλλ ρ cydHe y  (7). 

2001 m Willmot ir Lin [3] užrašė diskontuotos baudos funkcijos išraišką žaloms 

pasiskirsčiusioms pagal eksponentinį dėsnį su parametru µ. Šiuo atveju 

( ) ( ) ( )φµµ φ
µ

φδψ −−
∞

=

+− == ∑ 1

0

1

!
, x

n

n

nx e
n

x
ex , 

kur: 

( )( )ρµθ
µ

φ
++

=
1

, 

( )
c

ccc

2

42 µλµδλµδλ
ρ

−+++−+
= , 
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( ).1 θ
µ
λ

+=c  

 

Darbe [8] užrašyta funkcijos ( )δψ ,x  išraiška, kai žalos Y1, Y2, Y3,…Puasono 

modelyje pasiskirsčiusios pagal Erlang(2, µ) skirstinį. Šiuo atveju tankio funkcija yra 





≥

<
= − .0,

,0,0
)(

2 ykaiye

ykai
yh

yµµ
 

Minėtame darbe parodyta, kad Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija  

( ) [ ]∑
∞

=

−=
0

2/

!
),(

n

n

n

n

x B
n

x
ex φ

µ
δψ µ , 

kur: 

( ) ( )

( ) ( )












+=+






 −







 +
−

=+






 −







 +
−

=

∑ ∑

∑ ∑
+

=

−

=

+

+

=

−

=

1

1

22

0

2

1

1

12

0

,12,
1

1

,2,
1

1

m

k

k

j

m

j

km

m

jm

k

k

j

km

n

mnjei
A

A

j

km
AA

mnjei
A

A

j

km
AA

B

φφφ

φφφ
 

( ) ( ) ( )
,

2

12

2
22 µρ

µρ
θ

µ
µρ
µρλ

φ
+

+
+

=
+

+
=

c
 

µρ
µρ
2+

+
=A  

ir 

( )( )( )
c

c

EcDc

cc
EcD

c 3

2

123

22
12

6

1
3

22
3 µδλ

µ

µµδλδλ
µρ

−+
+

+

++++
++=  

su 

( ) ( ) ( )( )333 22674234 δλµµδδµµδλλµ +++++−+= cccccD , 

( ) ( ) ( ) ( )( )3333222 4454312123 λδµλδµδλµδλλδλ +++−++++−= cccE , 

( )θ
µ
λ

+= 1
2

c . 

 

Pareto, Lognormalus, Veibulo(su parametru 0<τ<1) ir panašūs skirstiniai dažnai 

vadinami skirstiniai turinčiais sunkias uodegas. Tokiems skirstiniams ),( δψ x elgesys nėra 

tirtas. Tačiau atskiram atvejui )0,()( xx ψψ = yra nemažai gautų rezultatų. Pateikiame vieną iš 

stipriausių. Tai Embrechts ir Veraverbeke 1982 metais įrodyta teorema (žr. [6] arba [7]). 



 10 

1. Teorema. Sakykime, turime Puasono modelį su θ>0. Tuomet sekantys teiginiai yra 

ekvivalentūs: 

(a) SH ∈Ι , 

(b) ( ) Sx ∈−ψ1 , 

(c) 
( )
( )

1lim −

Ι
∞→

= θ
ψ

xH

x

x
. 

Čia  )0,()( xx ψψ =  – žlugimo tikimybė,  

( ) ( )∫=Ι

u

dyyH
EY

uH
0

1
, ( ) ( )uHuH −= 1 , 0≥u , 

o simbolis S žymi subeksponentinių skirstinių klasę. 

Apibrėžimas. Pasiskirstymo funkcija H intervale (0, ∞) yra subeksponentinė, jei 

teisinga lygybė 

( )
2

)(
lim

2

=
∗

∞→ xH

xH

x
. 

Visų tokių skirstinių klasė žymima S. 

Galima nesunkiai patikrinti, kad Pareto, lognormalus ir Veibulo (su parametru 0<τ<1) 

skirstiniai  priklauso klasei S, t.y. subeksponentiniai.  

Šio darbo tikslas gauti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotiką, kai  

žalos pasiskirsčiusios pagal Pareto dėsnį. Nagrinėjamu atveju pasiskirstymo funkcija yra 

α










+
−=

y
yH

1

1
1)( ,  ,0≥y  

o Pareto parametras 1>α . 

Pareto pasiskirstymo funkcijos grafikas atrodo taip: 
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2. Teorema. Sakykime, Puasono modelyje santykinė apsauginė draudimo priemoka 

θ>0, žalos Y1, Y2, Y3,… pasiskirsčiusios pagal Pareto skirstinį su parametru 1>α . Tada 

Gerber – Shiu diskontuota baudos funkcija:  

( ) ( )

( )








=
+

>
+

− ,0,
1

11

,0,
1

1

~,

1
δ

θ

δ
δ
λ

δψ

α

α

jei
x

jei
x

x  (8) 

kai ∞→x . 

Nesunku pastebėti, kad esant δ=0 mūsų tvirtinimas sutampa su 1. Teorema (c) dalimi. 

O atveju kai δ>0, ),( δψ x  pagrindinis narys visa eile greičiau artėja į 0 lyginant su )0,(xψ  

pagrindiniu nariu. 
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2. TEOREMOS ĮRODYMAS. 

 

Iš (3) gauname: 

( )
( )

1

1

1

1

1

1

0

1

0 −
=

+−
+

=
+

==

∞+−∞

∫ αα

α

α

y
dy

y
EYh . 

Pradžioje tiriame ( )xF  aprėžtą (5) lygybe elgesį. Suintegravę dalimis skaitiklyje 

esantį integralą, gauname: 

( ) ( ) ( )
( )( ) =+++

++

−
=









−++
=

++
−

∞ −
∞

−∞ −∞
− ∫∫∫ dyyx

e

yx

ee
d

yx
dy

yx
e

yyy
y

/

0000

1
11

1

1

1 α
ρ

α

ρρ

αα
ρ

ρρρ
 

( ) ( ) ( )
( )

( ) 










++
+−

+
=

++
−

+
= ∫∫

∞

+

−∞

+

−

0
1

0
1 1

11
1

1

11

1
dy

yx

e
x

x
dy

yx

e

x

yy

α

ρ
α

αα

ρ

α α
ρρ

α
ρ

. 

Analogiškai pertvarkome (5) lygybės vardiklį 

( ) ( ) ( ) ( )
=











+
+

+−
=









−+
=

+
−

∞∞
−−∞∞

− ∫∫∫ α
ρ

α

ρρ

αα
ρ

ρρρ y
de

y

ee
d

y
dy

y
e y

yy
y

1

11

11

1

1

1

0000

 

( ) 










+
−= ∫

∞

+
−

0
11

1
1

1
dy

y
e y

α
ρα

ρ
. 

Vadinasi, 

( )
( )

( )
( )

( ) 



















+
−

++
+−

+
=

∫

∫
∞

+

−

∞

+

−

0
1

0
1

1
1

1
11

1

1

dy
y

e

dy
yx

e
x

x
xF

y

y

α

ρ

α

ρ
α

α

α

α
. 

Skliausteliuose esantį reiškinį pažymėkime L(x). 

- Kiekvienam 0≥x , funkcija L(x) aprėžta. 

- L(x)>0, kai 0≥x . 

- L(0)=1. 

 Be to 

( )

( )
( ) ( )

=










−

==

+
−

=∞

∫∫∫
∞ −∞

−
∞

+

−

000
1

11

1
1

1

ρ
ρρα

ρ
ρ

α

ρ y
y

y
e

dyHdyyHedy
y

e
L  
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( ) ( ) ( ) δρ
λ

λ
ρδλ

ρρ
ρ

ρρ
ρ −

=
−+

−
=

−

=














+

−

=

∫∫
∞

−
∞

−

∞− cc
ydHeyHdeyH

e y
y

y
1

1

1

1

1

1

000

. 

Iš Lunbergo (7) lygties  

( )








−=− ∫

∞
−

0

1 ydHec yρλδρ , todėl 

0>−δρc . 

Vadinasi, 

( )
( )

( )
( ) 











++
+−

+−
= ∫

∞

+

−

0
11

11
1

1
dy

yx

e
x

xc
xF

y

α

ρ
α

α α
δρ

λ
. 

Aišku, kad visiems 0≥x  

( )
( )

( )
( ) ( )x

dye
x

x
dy

yx

e
x y

y

+
=

+

+
≤

++
+≤ ∫∫

∞
−

+

∞

+

−

11

1

1
10

0
1

0
1 ρ

α
αα ρ

α

α

α

ρ
α . 

Taigi, 

( )
( )

( )
( )










+
∆

−
+−

=
x

x

xc
xF

1
1

1

1

ρ
α

δρ
λ

α  

visiems 0≥x , čia ( ) 10 ≤∆≤ x . Kadangi bet kuriam t>0 
( )
( )

( )
( )

α
α

α
−

∞→∞→
=

+

+
= t

tx

x

xF

txF

xx 1

1
limlim , tai 

α−∈ RF .reguliariai kintančių funkcijų klasei. Vadinasi, mūsų tiriama funkcija priklauso 

subeksponentinių funkcijų klasei, t.y. SF ∈ , nes SR ⊂−α . Remiantis subeksponentinės 

funkcijos savybe (žr. [6] 39p), mūsų funkcija tenkina lygybę : 

( )
( )

n
xF

xF
n

x
=

∗

∞→
lim . 

Antra vertus, ∃>∀ 0ε konstanta ( )εK  tokia, kad ( ) ( ) ( )( ) 01 ≥∀+≤
∗

xxFKxF
nn

εε (žr. [6] 

41p). 

Kadangi  

( )

( )

( )

( )
1

1

1

11
00 <

+
=

+
<

+
=

∫∫
∞∞

−

θθθ
φ

ρ

h

dyyH

h

dyyHe y

, θ>0, 
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tai visiems x, tenkinama tokia nelygybė 
( )

( )
( ) ( )( )n

nn

K
xF

xF
εφε

φ
+≤

∗

1 , kiekvienai laisvai 

parinktai konstantai ε . 

Vadinasi, eilutė  

( ) ( )
( )∑

∞

=

∗

−
1

1
n

n

n

xF

xF
φφ  

konverguoja tolygiai visiems 0≥x , nes galima parinkti ε  taip, kad ( ) 11 <+ εφ .  

Pasinaudoję (4) lygybe gauname  

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )∑∑∑
∞

=

∗

∞→

∞

=

∗∞

=
∞→∞→

=−=−=−=
111

1lim11lim
,

lim
n

n

n

x
n

n

n

n

n
xx

n
xF

xF

xF

xF

xF

x
φφφφφφ

δψ
 

( ) ( )
( ) φ

φ
φ

φφφφφ
−

=
−

−=−= ∑
∞

=

−

11

1
11

2
1

1

n

nn , 

nes )(
1

1

1

1 ynyn
n

n

n

n ϕφ == ∑∑
∞

=

−
∞

=

− ,  ∫∫∑ =
∞

=

−
uu

n

n dyydyny
00 1

1 )(ϕ ,  ∫∑ =
∞

=

u

n

u
n

dyy
n

ny

01 0

)(ϕ ,  

∫∑ =
∞

=

u

n

n dyyu
01

)(ϕ ,  ∫=
−

u

dyy
u

u

0

)(
1

ϕ ,  
( )

)(
1

1
2

u
u

ϕ=
−

,  taigi 
( )∑

∞

=

−

−
=

1
2

1

1

1

n

nn
φ

φ , bet kokiam 

10 << φ . 

Tuo tarpu  

( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) =














+−

+
=









−+
=

+
= ∫∫
∫ ∞

−

∞−∞ −

∞
−

000

0 1

1

1

1

1

1
yHdeyH

e

h

e
dyH

hh

dyyHe
y

yy

y

ρ
ρρ

ρ

ρρθρθθ
φ

( )
( )( )

( )
( )

( )
=







 −+
−

+
=










−

+
=










−+

+
= ∫∫

∞
−

∞
−

λ
ρδλ

θρθρρρθ
ρρ c

h
ydHe

h
yHde

h

yy 1
1

1
1

1

1
1

11

1

1

00

( ) ( ) ρ
δρ

θλρ
δρ

λ
ρδλλ

θρ c

c

h

cc

h

−
=

+
−

=
+−−

+
=

11

1
. 

Vadinasi, 

δ
δρ

ρ
δρ

ρ
δρ

φ
φ −

=
−

−

−

=
−

c

c

c

c

c

11
. 

Todėl dideliems x 

( ) ( ) ( )
( )αδρ

λ
δ

δρ
δ

δρ
φ

φ
δψ

xc

c
xF

c
xFx

+−
−

=
−

=
− 1

1

1
~, . 
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Gavome ( )
( )αδ

λ
δψ

x
x

+1

1
~, , kai 0, >∞→ δx . 

Kai δ=0 iš Lundbergo lygties turime rasti ρ=ρ(0). Lunbergo lygtis šiuo atveju tokia : 

( ) ρλλ cydH −+=∫
∞

0
0

, 

Iš jos gauname ρ(0)=0. 

Tada iš (5) lygybės 

( )
( )

( )

( )

( )

( )( )
=

+−
++

−=

+

++
=

+

=

∞+

∞

∞

∞

∞

∫

∫

∫

∫

0

1

0

0

0

0

1

1
1

1

1

1

1

α
α

α

α

α
yx

dy
y

dy
yx

dyyH

dyyxH

xF  

( )
( ) ( ) ( ) 11 1

1

1

1

1

1
1

−− +
=

+−
−= ααα

α
xx

. 

Pasiskirstymo funkcija ( )xF  tenkina tuos pačius reikalavimus kaip ir δ>0 atveju. Vadinasi 

kaip ir δ>0 atveju gaunam  

( ) ( )xFx
φ

φ
ψ

−1
~0, . 

Kai δ=0 iš (6) lygties išplaukia, kad: 

θ
φ

+
=
1

1
. 

Todėl  

θθ
θ

θ
θ

θ
φ

φ 11

1

1

1

1
1

1

1

1
=

+
+

=

+
−

+=
−

. 

Vadinasi kai δ=0 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika tokia: 

( )
( ) 11

11
~0,

−+ αθ
ψ

x
x . 

Taigi Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija žaloms pasiskirsčiusioms pagal 

Pareto dėsnį tenkina sąryšį: 

( ) ( )

( )








=
+

>
+

−
.0,

1

11

,0,
1

1

~,

1
δ

θ

δ
δ
λ

δψ

α

α

jei
x

jei
x

x  
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GERBER-SHIU DISKONTUOTOS BAUDOS FUNKCIJOS GRAFIKAI 
 

Šiame skyriuje pateikiami grafikai, kurie parodo diskontuotos baudos funkcijos (8) 

priklausomybę nuo įvairių parametrų.  

 

( )δψ ,x  δ=0.04, λ=1, α=1.1  ( )δψ ,x  δ=0.04, λ=1, α=2 

x  x 

 

 

( )δψ ,x  δ=0.04, λ=0.01, α=3  ( )δψ ,x  δ=0.04, λ=0.01, α=4 

x  x 

 

 

( )δψ ,x  δ=0.04, x=100, α=2 

λ 
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( )δψ ,x  δ=0.04, λ=1, x=100  ( )δψ ,x  δ=0.04, λ=1, x=10 

α  α 
 

( )δψ ,x  δ=0, θ=5, α=1.1  ( )δψ ,x  δ=0, θ=2, α=2 

x  x 
 

( )δψ ,x  δ=0, α=5, x=10 

θ 
 

( )δψ ,x  δ=0, θ=2, x=100  ( )δψ ,x  δ=0, θ=5, x=10 

α  α 
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 Paskutinis grafikas rodo diskontuotos baudos funkcijos priklausomybę nuo 

palūkanų normos δ. 

 

( )δψ ,x  x=100, λ=10, α=2 

δ 
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IŠVADOS 
 

Remiantis darbe gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika 

( ) ( )

( )








=
+

>
+

− ,0,
1

11

,0,
1

1

~,

1
δ

θ

δ
δ
λ

δψ

α

α

jei
x

jei
x

x  

kai žalos pasiskirsčiusios pagal Pareto dėsnį 

α









+

−=
x

xH
1

1
1)( , ,0≥x  

su parametru 1>α , galima daryti prielaidą, kad bendresniu atveju, kai žalų pasiskirstymo 

funkcija DH ∈ , vidurkis EYh =  yra baigtinis ir santykinė apsauginė draudimo priemoka 

θ>0, Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika, kai ∞→x  yra: 

( )










=

>

∫
∞

.0,)(
1

,0),(

~,
δ

θ

δ
δ
λ

δψ
jeidyyH

h

jeixH

x

x

 

D žymi  skirstinių klasę intervale (0, ∞), kurie tenkina nelygybę: ∞<
∞→

)(/)2/(suplim xHxH
x

. 
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