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ABSTRACT

The asymptotic of the Gerber-Shiu discounted penalty function in Poisson model with
Pareto distributed claims is obtained. The asymptotic is obtained as initial surplus x tends to
infinity. The main term of discounted penalty function l//(x, 5) has different expression in
case when interest rate o # 0and wheno =0. The graphs of the Gerber-Shiu discounted

penalty function in the case of Pareto claims are examined for various parameter choices.



SANTRAUKA

Darbe gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika, kai Zzalos
pasiskirsCiusios pagal Pareto désni ir pradinis kapitalas x — oo. Pagrindiné iSraiska l//(x, 5)
iSskaidyta { du atvejus, kai palikany norma o #0ir & =0. Darbe pateikti grafikai rodo

diskontuotos baudos funkcijos priklausomybg nuo ivairiy Puasono modelio parametry.



IVADAS. PAGRINDINIS REZULTATAS.

1957 metais Sparre Andersen [1] pasiailé lygti, kuri apraSo draudimo kompanijos turta

U(t) momentu t:

N(r)
Ult)=x+ct-) 7, (1),
n=1
Cia t - laikas, ¢ — premijuy surinkimo greitis, x — pradinis turtas, Y, Y2, Ys... - individualios

zalos, N(t) — paraiSkuy skaicius intervale [0,t].
Laikoma, kad zalos Y, Y2, Ys...yra nepriklausomi vienodai pasiskirste¢ absoliuciai
tolydiis neneigiami atsitiktiniai dydziai. ParaiSky skaicius N(t) yra atstatymo procesas, t.y.
Nt)=n>1:T, =W, + W, +..+W, <t} (2),
¢ia Wi, W,, W3 ...nepriklausomi vienodai pasiskirstg teigiami atsitiktiniai dydziai.

Paraisky skaiciaus N(t) grafikas:

M 4

W T, W T, Wa Ts Wiy T, W Ts L

Be to Y1, Y2, Ys... yra nepriklausomi nuo W;, Wy, Ws.... Jeigu visi W; turi
eksponentini skirstini su parametru A:
P < ;v)={ _ﬂo’ sery <0,
l—e™, jei y20,
tai N(t) yra Puasono procesas. Siuo atveju visas aprasytas modelis dazniausiai vadinamas
klasikiniu arba Puasono.
IS lygties (2) iSplaukia, taip pat paraisky skaiciaus N(t) grafike galime matyti, kad zaly

atéjimo momentai yra Ty, Ty, Ts..., kur T,=W;+ W +...+ W,



Kompanijos turimo turto kitima laiko atzvilgiu apibtidina tokia kreive:
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Somad

Ty T; Tz Ty t

Draudimo kompanija pradeda veikla su tam tikru pradiniu kapitalu x. Tuomet kreivé
tiesiSkai auga su krypties koeficientu c iki laiko momento T; = Wy, kai atsitinka pirma zala.
Kreivé nukrenta per dydi Y, (pirma zala). Intervale [T;,T,] U(t) kreivé vél didéja iki antros
zalos atéjimo momento T, kur nukrenta dydziu Y ir t.t.

Sakykime, tam tikra laika U(t) yra teigiamas, o laiko momentu t = T procesas nukrenta
zemiau nulio. Sis laikas T vadinamas kompanijos zlugimo laiku. Aisku, kad

T =inf{t>0:U(t) < 0}.

Tuomet P(T < o) yra kompanijos zlugimo tikimybé. Aisku, $i tikimybeé priklauso nuo

X, ¢, zaly pasiskirstymo, Puasono proceso N(t) parametro A. Yra zinoma, kad §i tikimybeé

mazesné uz 1, kai
EY —cEW = EY—% <0.

Jei EY —cEW >0, tai P(T < )=1 kiekvienam fiksuotam pradiniam kapitalui x. Taigi
premiju surinkimo greitis turi biiti c=A EY(1+0), kur 6>0 yra santykiné apsauginé draudimo
priemoka.

1998 m Gerber ir Shiu [2] vietoj bankroto tikimybés pasitilé nagrinéti dydi

—oTr
Ele ™)),

ir pavadino ji diskontuota baudos funkcija. Si funkcija priklauso nuo x, c, & (palikany

normos), zaly pasiskirstymo Y, Puasono proceso parametro A. Pazymékime

p(x)=y(x.6)= Ee™1;..,)).



Jei 1 Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija istatytume & = 0, gautume bankroto
tikimybe
V(5.0)= BlL,., )= P(T <=).
Sakykime, individualios Zalos Y, Y, Y3...Sparre Andersen modelyje turi absoliuciai

tolydzia pasiskirstymo funkcija H(y). Tada
EY = j H(y)dy <o 3).
0

Sakykime, be to N(t) — Puasono procesas su parametru A ir c=A EY(1+0), 6>0. Darbuose [2],
[3] ir [4] parodyta, kad Siuo atveju Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija galime iSreiksti
begaline eilute:
=S (1-¢}'F '(x) (),
n=1

¢ia: F(x) yra nauja pasiskirstymo funkcija apibréziama lygybe

B Te”y ﬁ(y + x)dy
Fla)=2—— (5).
[ H(y)ay

¢ yra konstanta, kuria galima apskaiciuoti i§ lygybés

Te"’y H(y)dy

N e

(6),
o p>0 yra Lunbergo lygties sprendinys
2 j e dH(y)=A+5-cp (7).
0

2001 m Willmot ir Lin [3] uzras¢ diskontuotos baudos funkcijos iSraiska Zaloms

pasiskirs¢iusioms pagal eksponentini désni su parametru p. Siuo atveju

XOO n+l \FMY) ,ux1¢
;415 o =ge”
kur:
=t
(1+6)u+ p)
_ l+5—c,u+\/(l+5+c,u)2 —4Acu
2c ’



c=2(1+0)
7]

Darbe [8] uzraSyta funkcijos l//(x, o ) iSraiSka, kai zalos Y1, Y2, Y3....Puasono
modelyje pasiskirs¢iusios pagal Erlang(2, p) skirstini. Siuo atveju tankio funkcija yra

0, kai y <0,

h(v) =
) {,uzye"y,kaiyZO.

Minétame darbe parodyta, kad Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija

y(x,0)= ewi (AZC!) $"B,

n=0

kur:
m 2k-1 Y
A7(1-§)> (p4) z(’" ¥ kj(uj L g" jein=2m,
B — k=1 =0\ J A A
i m+1 2k=2 Y
TSy K o VN et
k=1 =0 J A
_Ap+2p o pt2u
Clpruf 20+0)(pra)f
qo PTH
p+2u
ir
2 2
p:Lm+2((ﬂ+5)(ﬂ+5+2luc)+,u c )+/1+5—2,uc
6¢ 3A/D+12ucE 3¢
su

D = 43ucA(24 + 46 - Tpc)+ 6c5(8 + pc)+ 2u°c* + 2(A + 5) ),
E=-32(1246(A+8)+ 12pc(A + 6 + 317> (45 = 54)+ 4p’c® + 48 + 1),

2%(1
Y7

c +6).

Pareto, Lognormalus, Veibulo(su parametru 0<t<l) ir panaSis skirstiniai daznai

vadinami skirstiniai turinciais sunkias uodegas. Tokiems skirstiniams w(x,0)elgesys néra
tirtas. Taciau atskiram atvejui w(x) =y (x,0) yra nemazai gauty rezultaty. Pateikiame viena i$

stipriausiy. Tai Embrechts ir Veraverbeke 1982 metais irodyta teorema (Zr. [6] arba [7]).



1. Teorema. Sakykime, turime Puasono modelj su 6>0. Tuomet sekantys teiginiai yra

ekvivalentis:

(a) H, €8S,
(b) 1-yp(x)es,

Cia w(x) =w(x,0) — zlugimo tikimybe,
1 t— —
Hl(u):ﬁ.([H(y)dy, H(wu)=1-H(u), u>0,

o simbolis S Zymi subeksponentiniy skirstiniy klasg.
Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcija H intervale (0, o) yra subeksponentine, jei

teisinga lygybe

2
im 2 5
X—>0 H(X)

Visy tokiy skirstiniy klasé Zymima S.
Galima nesunkiai patikrinti, kad Pareto, lognormalus ir Veibulo (su parametru 0<t<1)

skirstiniai priklauso klasei S, t.y. subeksponentiniai.
Sio darbo tikslas gauti Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika, kai

zalos pasiskirs¢iusios pagal Pareto désni. Nagrin¢jamu atveju pasiskirstymo funkcija yra

H(y>=1—(Lj . 20,
I+y

o Pareto parametras o > 1.
Pareto pasiskirstymo funkcijos grafikas atrodo taip:

i
f
) T
- - e =2
T o = 3
-1 : - — = - =
0.4_[;_. o ]
. ———— o =15
9
J
i
i
oz
|
o T T T
o 0.5 1 1,8 2 2.5 <]
p 3
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2. Teorema. Sakykime, Puasono modelyje santykiné¢ apsauginé¢ draudimo priemoka
0>0, zalos Y1, Y2, Y3... pasiskirsCiusios pagal Pareto skirstini su parametru o >1. Tada

Gerber — Shiu diskontuota baudos funkcija:

%(1;)“’ ]el o > 0,

wlxo)~1 ] ®)
e, jeis =0,
0 (1+x)

kai x — 0.
Nesunku pastebéti, kad esant =0 miisy tvirtinimas sutampa su 1. Teorema (c) dalimi.
O atveju kai 6>0, y(x,0) pagrindinis narys visa eile greiCiau artéja | 0 lyginant su w(x,0)

pagrindiniu nariu.

11



2. TEOREMOS JRODYMAS.

IS (3) gauname:

h=EY:T ! dyz(y”)_ww: L
o (1+y) -a+l ‘O a—1

PradZzioje tiriame F(x) aprézta (5) lygybe elgesi. Suintegrave dalimis skaitiklyje

esant] integrala, gauname:

® - 9 e rY B —e Y |°0 9
.O[e py(l+x+y '!-1+x+y ( ,OJ_p(lerer)a +'([ Yo,

1 * -py 1 a‘” -py
:—a—gj ¢ a+1dy: )a {l—a(l+x) J-e—tmdyj.
0

p(1+x) ,00(1+x+y)

Vadinasi,
I e PV
-l
1 a( o '(‘)'(lJr)chy)”Hl 4
F(x)=

(1+x) Toe””
l—aj Ty

0(1+y)a

Skliausteliuose esantj reiskini pazymékime L(x).
- Kiekvienam x > 0, funkcija L(x) aprézta.

- L(x)>0, kai x>0.

- L(0)=1.
Be to
1 1 1
g Aeon ]
-« o dy  ple yH dy o, H ( j
0(l+y)l -p

12



1 1 1 y

(0 P . T e T A+6-cp cp-o
p(e " H(y* lj *Pde( )} l—je pde(y) 1- 1
P

0

IS Lunbergo (7) lygties
cp—5= 1(1 - j e”de(y)J , todeél
0

cp—0>0.

Vadinasi,

Flx)=—2 1) (1 a(1+xaziﬁldyj.

cp—6 (1+x)

Aisku, kad visiems x>0

OSa(I+x)“ILd < (1+x) J‘e*f’ydy:_
0 0

Taigi,

visiems x>0, ¢ia 0< A( )<1 Kadangi bet kuriam t>0 lim—= F( ) =lim (1 +x) =t tai
xo [ (x) % (14 1x)”

FeR_a reguliariai kintanc¢iy funkcijy klasei. Vadinasi, miisy tiriama funkcija priklauso

subeksponentiniy funkcijy klasei, t.y. FeS, nes R , < S. Remiantis subeksponentinés

funkcijos savybe (zr. [6] 39p), misu funkcija tenkina lygybe :

lim F_ (x) =n
)

Antra vertus, V& >0 3 konstanta K (5) tokia, kad F*n(x) <K (g)l?(x)(l + 5)" Vx>0 (zZr. [6]

41p).
Kadangi

0

[er H(y)ay Tﬁ(y)dy

=2 2 = 1,6>0
? (1+0)h <(1+6’)h o

13



tai visiems X, tenkinama tokia nelygybé ¢'F ) < K(e)p(1+ &))", kiekvienai laisvai

parinktai konstantai ¢ .

Vadinasi, eiluté

- F" (x)
1 - " Y, <
;( ) )
konverguoja tolygiai visiems x > 0, nes galima parinkti ¢ taip, kad ¢(1 + 5) <.

Pasinaudojg¢ (4) lygybe gauname

lim Y20 _ i, 2(1—¢)¢"w= S (1-p)" tim©_ ) _ S (1-p)p"n =

X—>0 F() X—>0 el F()C) el X—>00 F(x) el
N 1 ¢
_ (1= - ’
#p2 g™ =( YT 1o

nes Sng =S =0(0), [ m = j o)y, > = [y,
iu"=j¢)(y)dy, L=jq0(y)dy, ;zq)(u), taigi in(ﬁ”‘l: 1 , bet kokiam
2.0 = oy = e T 2 =gy
0<gp<l
Tuo tarpu

1 =\ fe™ 1 e’ — | LT
= o ‘<1+e>h!H‘y)d(—pj‘<1+e>h{‘ ] et )}

1 (1 17, 1 2 o 45cp)
:(1+9)h{/?+p£ - H(y))j M(l_le dH(y)J_p(ne)h(l_ )

1 A=A=0+cp  cp-06 _cp-0

) A T ph(140)  ¢p
Vadinasi,

cp—0

¢ o _cp- o
1-¢ |_cP- o o
cp
Todé¢l dideliems x
@ cp—0 co—06 A 1
0)~——F(x)=
v(x.5) 1-¢ ) 1) ) 5 cp-5(1+x)

14



Gavome y(x,5)~ % 0 +1x)a

Kai 6=0 i§ Lundbergo lygties turime rasti p=p(0). Lunbergo lygtis Siuo atveju tokia :

,kai x >0, 6 >0.

A dH(y)=A+0-cp,
0
IS jos gauname p(0)=0.
Tada 18 (5) lygybés
T K 1
[HGc+ )y [ dv
0

Flx) =2 _ (1+x+y) :(a_1](1+x+y)‘“lw:

— | -a+l1
{

1) 11

Pasiskirstymo funkcijaf(x) tenkina tuos pacius reikalavimus kaip ir 6>0 atveju. Vadinasi

kaip ir 6>0 atveju gaunam

Kai 6=0 i8 (6) lygties iSplaukia, kad:

1
¢_1+0

Todél

L

¢ _ 1+ 60 . 1 1+86 _ l
I-¢ 1 1460 0 0
1+6
Vadinasi kai =0 Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika tokia:
1 1
X,0)~ ——m——.
V/( ) 6 (x + 1)0{—1

Taigi Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcija zaloms pasiskirs¢iusioms pagal

Pareto désni tenkina sarysi:

g(l l)a, jei 6 >0,

l//(x’é‘)~ 1 +);
——a_l,jei5=0.
0 (1+x)

15



GERBER-SHIU DISKONTUOTOS BAUDOS FUNKCIJOS GRAFIKAI

Siame skyriuje pateikiami grafikai, kurie parodo diskontuotos baudos funkcijos (8)

priklausomybg nuo {vairiy parametry.

v (x,5)
25:

0=0.04, A=1, a=2

20-
157
10

5

71

o1 2 3 4

v (x,5)
D.EE;

6=0.04, 2=0.01, o=4

0.2
015
0.1
0.05;

[y

R Y

0=0.04, x=100, 0=2

w(x,5) §=0.04, \=1, a=1.1
254
20
151
101
5:
o 1 2 3 4 5
X
w(x,0) §=0.04, 1=0.01, a=3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0 T A
X
v (x.5)
0.251
0.2
0153
0.1
0.05
0 o0

40 B0 8O 100
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w(x,0) §=0.04, \=1, x=100 w(x,0) §=0.04, \=1, x=10
254 251
201 204
15 15%
10 10
51 5
0°"""p4 o8 12 1B 2 0 04 08 12 16 2
o
w(x,0) §=0, 0=5, oa=1.1 w(x,0) §=0, 0=2, a=2
0.2 0.5
EHB-E 0.41
015 0.3
D_-”.r_' 0.2
0,164 Bl
o 2 4 B &8 10 o 2 4 B KL
X
w(x,0) =0, 0=5, x=10
El.’l'_
0.081
IZI.EIE-;
0.04
n.uzé
0 02 04 0B 08 1
0
w(x,0) §=0, =2, x=100 w(x,0) =0, 6=5, x=10
&0 1
21
40 ;
1.51
30 1
20 1
10 0.5
0" "'p4 08 12 1B 2 0 04 08 12 16 2
o
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Paskutinis grafikas rodo diskontuotos baudos funkcijos priklausomybe nuo

paliikany normos 6.

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1]

v (x,5)

x=100, A=10, 0=2
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ISVADOS

Remiantis darbe gauta Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika

A 1

— , jeio >0,
é‘ o

W(x’§)~ 1 (1+)lc)
P ]615 = 0,
6’(l+x)

kai zalos pasiskirs¢iusios pagal Pareto désni

H(x):l—( ! J x>0,

I+x
su parametru o >1, galima daryti prielaida, kad bendresniu atveju, kai Zaly pasiskirstymo
funkcija H € D, vidurkis 7= FEY yra baigtinis ir santykiné apsauginé draudimo priemoka

0>0, Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos asimptotika, kai x — o yra:
A— -
EH(x), jei 0 >0,

g//(x,5)~ 12— o
%;[H(y)dy, jeio = 0.

D zymi skirstiniy klase intervale (0, o), kurie tenkina nelygybeg: limsup ﬁ(x/2)/ ﬁ(x) <00,

X—>0

19
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