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SUMMARY

In this work the main member of the Gerber-Shiu discounted penalty function
in a classic collective risk model with Weibull distribution (parameters 7 = const, 0 <n <1
and o =1) is calculated. The expression of the main member is obtained by making use of
properties of subexponential distribution functions. In the graphs a dependence of the main
member of the Gerber-Shiu discounted penalty function on various parameters of classic
collective risk model is represented.

REZIUME

Darbe apskaiCiuotas Gerber-Shiu diskontuotos baudos funkcijos pagrindinis
narys klasikiniame kolektyvinés rizikos modelyje, kai draudimo kompanijos Zalos
pasiskirsciusios pagal Veibulo skirstini su parametrais 7 =const, 0<n <1 ir c=1, o
pradinis kompanijos turtas x —oo. Minétojo nario asimptotika gauta pasinaudojus
subeksponentiniy pasiskirstymo funkciju savybémis. Darbe pateiktuose grafikuose
pavaizduota diskontuotos baudos funkcijos pagrindinio nario priklausomybé nuo jvairiy
klasikinio kolektyvinés rizikos modelio parametry.



1. Jvadas.

Tarkime, kad yra nagrinéjamas draudimo kompanijos stabilumas laikotarpiu
t €[0,00). ParaiSky iSmoketi zalas atéjimo laiko momentus zZymeésime 7,7,,..., 0 atéjusiy
paraiSky zaly dydZius — atitinkamai Y,,Y,,..., t.y. laikko momentu 7, atéjusios paraiSkos Zalos
dydis Y, laiko momentu 7, atéjusios parai$kos Zalos dydis 7, ir t.t.

Tegul N(t) - paraisky skaiCius intervale [0,t]. Laikysime, kad N () ~ P(At),
A >0. Aisku, kad

N(1)

Y=Y,

yra bendras laikotarpiu [0,t] iSmokéty zaly dydis. Laikysime, kad Y,,Y,,Y;.... - nepriklausomi
vienodai pasiskirst¢ neneigiami absoliuciai tolydis atsitiktiniai dydZiai (zalos), be to
Y,.,Y,,Y,,... ir N(t) yra tarpusavy nepriklausomi. Sakysime, kad W, yra laiko intervalas tarp
zalos Y, atéjimo laiko momento 7, | ir Zalos Y, atéjimo laiko momento 7. Gerai Zinoma
(zr. [6]), kad W,,W,,W; ... - nepriklausomi vienodai pasiskirstg teigiami atsitiktiniai dydZiai,
pasiskirste pagal eksponentinj skirstini su parametru A4, t.y.

0,w<0,

l—e™,w>0,

P(W<w)={

be to
Nt)={nz21:T, =W, +W, +..+W <t}.

ApraSytasis draudimo kompanijos veiklos kolektyvinés rizikos modelis vadinamas klasikiniu
arba Puasono, arba Lundbergo modeliu.

Kai pateiktos aukSciau aprasytos salygos, dydis
Ut)y=x+ct=Y (@)
yra draudimo kompanijos valdomas turtas laiko momentu t. Cia:
U (0) = x - pradinis kompanijos turtas (pradinis kapitalas),
¢ — premijy, gaunamy uz pasiraSytus draudimo polisus, surinkimo greitis, t.y. per laikotarpi

At iplaukia cAt suma.

Si draudimo kompanijos gyvavimo cikla galima pavaizduoti ir grafidkai:



1 pav. draudimo kompanijos valdomas turtas

Jei laikko momentu t valdomas turtas U(¢) >0, tai kompanija gyvuoja, jei
U(t) <0, tai laiko momentu t jos iSlaidos yra didesnés nei pajamos, kompanija yra priversta

bankrutuoti. Zlugimo ar bankroto laiko momentu vadinamas laiko momentas T, kai
kompanijos valdomas turtas U(t) pirma karta tampa neigiamas, todel:

T=inf{r=20:U(t) <0},

be to, jeigu U(t) > 0,Vt €[0,o), tai sutarta laikyti, kad T = o0 .
Kompanijos bankroto (zlugimo) tikimybé yra P(T < ). Ji priklauso nuo:
pradinio kompanijos turto x, premiju jplauky greic¢io c, zZaly Y,,Y,,Y;,... pasiskirstymo,

parais$ky skaiCiaus N(t) pasiskirstymo (t.y. parametro A). DaZnai labiausiai bankroto
tikimybg itakoja kompanijos pradinis turtas x.
Gerai Zinoma (Zr. [6]), kad jei EY —cEW >0, tai P(T <o) =1 prie bet kokio pradinio

kapitalo x, o
(P(T <) <1) < (EY — cEW = EY—%<0).

Kadangi tam, kad buty P(T <o) <1, bitina salyga yra ¢ > AEY, norédama iSsilaikyti
draudimo kompanija vietoj grynosios (NET‘0) premijos uZ draudimo paslaugas turi imti
papildoma apsidraudimo suma, ty. c=(1+68)AEY. Dydis 6 >0 vadinimas apsaugine
draudimo priemoka, garantuojancia bankroto tikimybg maZesng nei vienetas.

1998 m. matematikai Gerber ir Shiu (Zr. [1]) pasialé dydi
E(e™1;.,)

nagrinéti Puasono modelio kontekste. Cia & = In(l1+i) - tolydZioji metiné paliikany norma (i

— metiné paliikany norma), o 7' — draudimo kompanijos bankroto laiko momentas. Laikysime,
kad 6 >0.



Minétasis dydis (funkcija) priklauso nuo pradinio kompanijos turto x, premijy
iplauky greicio c, tolydZiosios metinés palikany normos ¢, Zaly Y,,Y,,Y;,... pasiskirstymo,
paraisSky skaiCiaus N(tz) pasiskirstymo (t.y. parametro A). Pagrindiniais Sios funkcijos
kintamaisiais laikomi pradinis turtas x ir paliikany norma ¢ . Tod¢l paprastai Zymime

w(x,0)=E( " 1;.,).
Funkcija y(x,0) daZznai vadinama Gerber-Shiu diskontuota baudos funkcija.
Akivaizdu, kad kai 6 =0, tai
w(x,0)=E(l;_,)=1-P(T <©0)+0-P(T =)= P(T <o),

t.y. diskontuota baudos funkcija yra lygi bankroto tikimybei.

2. Pagrindinis rezultatas.

Teorema. Tarkime, kad klasikiniame kolektyvinés rizikos modelyje Zalos Y,,Y,,Y,,... yra
nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydZiai, pasiskirst¢ pagal Veibulo skirstini su
parametrais 7 = const, 0<n <1 ir o =1. Tuomet:

ie”‘” ,0 %0,

v (x,0) ~ 1 )
— xe™™ 5 =0,
)

kai x - 0.

3. Veibulo skirstinys.

Veibulo skirstinys yra vienas iS tikimybiniy skirstiniy, kuriais daznai
aproksimuojami skirstiniai, pasitaikantys sprendziant masinio aptarnavimo ar patikimumo
teorijos uzdavinius. Biitent patikimumo teorijoje daznai taikomas Veibulo skirstinys.

Atsitiktinio dydzio X, pasiskirs¢iusio pagal Veibulo désni, galimy reikSmiy sritis yra
(0,40), o tankis

n-1
f(x”]’o.)zi(ij e—(x/a)’z’
O\ O

kai x>0.

Matome, kad tankis priklauso nuo dviejy parametry 7 >0 ir o > 0. Kintant parametrams,
tankis igyja ivairias formas. 1 paveiksle pavaizduoti tankio grafikai su keliomis parametry
reikSmeémis.
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2 pav. Veibulo skirstinio tankis

Matome, kad kintant parametrui o, kreiviy forma nekinta, kinta tik mastelis. O kintant
parametrui 77, kinta ir kreiviy forma: kai 7 <1, tankis monotoniSkai mazéja, kai 7 > 1, tankis
monotoniSkai didéja iki



o toliau monotoniskai mazéja.
Atsitiktinio dydZio X, pasiskirsciusio pagal Veibulo désni, ir vidurkis, ir
dispersija yra iSreiSkiami per Gama funkcijos reikSmes.

EX = TxdF(x) = [ (0dx = %Tx(ﬁ]q_l e dr T"e(i)n d@;)"
—o 0

0

+00
1
jei ()" =y, tai x=o0y", tada

oo 1

= [yl dy=ol(1+1).
0

400 +o0 +00 n-1 +00
EXZ — szdF(X) = Ixzf(x)d_x :Q J'_xz(lj ei(;) dx = J’Xzei(;) d(?)’7
el e (o2 0 (o) 0

1 2
jei (2)" =y, tai x=0y", x’=0’y’, tada

oo 2

=o’ jy;e_ydy = 0'21“(1+%).
0
Tuomet
DX = EX* —(EX)> = 0’T(1+2) (ol (1+1))* = o*(T(1 + 2) — (N1 + 1))*).
4. Pagrindinés teoremos jrodymas.

Misy teoremos irodymui i§ esmeés naudosime Zemiau suformuluotas dvi teoremas.

Teorema 1. (Zr. [1], [2], [4]) Tarkim individualios Zalos klasikiniame kolektyvinés rizikos
modelyje turi absoliuciai tolydZiq pasiskirstymo funkcijq H(y). Tegu

EY = J.ﬁ(y)dy <00,
0

N(t) Puasono atsitiktinis procesas su parametru A ir ¢ = AEY(1+6), kur 6 > 0.
Tada



w(x,8) = [y (x= Y)dF (y) + $F (x), (1)
kur

Te””ﬁ(y + x)dy
F() =" —— : (2)
[ H(ydy

[ H(y)dy
0

=0 000 3
/ (1+6)EY 3)
ir p yra neneigiamas Lundbergo lygties
ije_”de(y)=/1+5—cp (4)
0

sprendinys.

Teorema 2. (Zr. [3], [4]) Tarkim &,,&,,...yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydZiai su pasiskirstymo funkcija F(x), apibréita (2) lygybe. Tegu M yra diskretus
geometrinis pasiskirstymas:

P(M =n)=¢"(1-¢),n=0,12,...,

kur ¢ apibréztas (3) lygybe.
Tada

y(x.8)=Y - h¢"F " (x) (5)

yra (1) lygties sprendinys.

Taigi, tarkime, kad klasikiniame kolektyvinés rizikos modelyje zalos
Y,,Y,.,Y,,...yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, pasiskirst¢ pagal Veibulo désni, t.y.
turintys tankio funkcija

0,y<0,
h(y) = T e
gy o
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Nagrinésim atveji, kai 7 - konstanta, o o =1. Tuomet Zaly tankio funkcija bus tokia:

0,y<0,
Wy =1 (©6)
" e ,y>0
o pasiskirstymo funkcija:
H(y)=1-¢"",y>0. (7)

Pastaroji lygybé gaunama taip:
[dH () = [h(ndy = [my™e™ dy = [e™"dy"
H(y)= —e +c,
H(+x)=1 = )1irgo(c—e*>"’) =1 = c=1.

Tam, kad i$ (5) iSraiSkos gautume diskontuotos baudos funkcijos y(x,0) asimptotika, turime

rasti funkcijos F n-taja sasuka. Tuo tikslu pasinaudosime subeksponentiniy pasiskirstymo
funkcijy savybémis.

Apibrézimas (Zr. [6]). Pasiskirstymo funkcija F, turinti apibréZimo sriti (0,0), yra
vadinama subeksponentine, jei visiems n > ?2

lim F" (0 _ n. (8)
=% F()

Subeksponentiniy pasiskirstymo funkcijy klasé Zymima raide S.

Teorema 3. (Klasés S charakteristiné teorema) (zr. [7]) Tarkime, kad F yra absoliuciai
tolydi pasiskirstymo funkcija su tankiu f ir rizikos norma q(x):= (—lnf(x))': %Ex;
X

artéjancia i 0. Tada:
a) F €8 tada ir tik tada, kai

lim [ £ (y)dy =1
0

b) Jei funkcija e f(x) yra integruojama intervale [0,), tai F € S .
Pasinaudojant Sia teorema nesunku isitikinti, kad Veibulo pasiskirstymas su

parametrais 0 <7 <1 ir o > 0 priklauso subeksponentiniy pasiskirstymo funkcijy klasei S.
Kadangi

11



X

0(x) = [q(y)dy =~In F(x),

0

tai nagrin¢jamu atveju gauname:
f(x) =e¢ ™ ,x>0,
f)=om" e ™,
O(x) =ox" ir g(x) =onx"".
Nesunku pastebéti, kad kai x artéja | + o, tai g(x) artéjai0, nes 7 <1. Be to funkcija
e’“’(")f(x) = oY ovpc”’1
yra integruojama intervale (0,00) visiems 0 <7 <1. IS 3 teoremos iSplaukia, kad F € S .

Taigi, kai 0 <7 <1, Veibulo skirstinys priklauso subeksponentiniy pasiskirstymo funkciju
klasei S. Vadinasi, ieSkodami funkcijos F n-tosios sasukos galime pasinaudoti (8) lygybe ir
dideliems x imti aproksimacija:

F" (x) ~ nF(x). )

Tuomet diskontuota baudos funkcija
p(58) =Y A-P¢"F ()~ FD (- hg'n=Fx)1-$> ¢'n (10)

dideliems x.

Pasinaudodami (3) lygybe ir tuo, kad € > 0 gauname, kad

Te-ﬂyﬁ(y)dy Tﬁmdy

¢ = S = < s
(1+6)EY 1+OEY 1+6
be to
[ H(y)dy
=t 20,
(1+O)EY
nes

12



EY >0
ir
e H(y)>0 = J.e_”yﬁ(y)dy >0.
0
Vadinasi, eiluté ng" konverguoja absoliuciai intervale (0;1) ir todél visiems ¢ e (0;l)
=1

n

turime

by b
=g (-9

g =gy g =43 @ = HE =4

Taigi pratgsdami (10) iSraiSka, gauname, kad dideliems x diskontuota baudos funkcija

w(x,8) ~ F(x). (11)

1-¢
Pasinaudojg (4) lygtimi gauname

00

- - 1% I B B
I, = [ e H(y)dy = [ (1- H(y)dy :—;ja—my))de ” :;—;je ”dH (y)

0

1 1 A+6-cp _cp-9o

pop A p
Taigi
,=$L=0 (12)
Ap
Vadinasi,
= _p=5 ) (13)
Ap(L+ O)EY

Dabar ijvertinsime funkcijos f(x) elgesi dideliems x. Aisku, kad

0
n

I,(x)= Ie"”y E(y + x)dy = je"”ye"””w dy = —lje_(y”)” de™ :le"" +
0 0 IO 0 p

—pv —(v n
e ”de (y+x)

O =y 8

x|~

= le_"” I gty (y+x)""dy.
p P
Tegul

13



I(x):= Ie’pye’(’”y’ (y+x)""dy.
0
Akivaizdu, kad I(x) >0, visiems x> 0. Be to

¢ ) ) n ,’ICC — v _ ,’ICC — v 1
I(x)=je"’~‘e’””> (y+x)"'dy<e™ Ie P(y+x)""'dy=e"" Ie ”“—H] y
0 0 0 ()’+X)

n

M | e T e
—x —-py _ —-py _ .

<e _([e N dy = N _([e dy = P

Vadinasi,
e

I(.X') = Tqu’ Al S [0,1] .

X

Tuomet

—x"

1

L) =te —Lpy=4— 1€ A _¢ (_ T_A). A €l01].
p p

pop” " p o px
I8 (12), (14) ir (2) gauname, kad

n
—-x
e

n
(I=—14A)
_ I 1-n ,
Foy=tr= PP A ra g,
1, cp—9 cp—0 px
Ap
Tai yra
— l —x" 1-
F(x)= e (1-0(x™)).
-0
Kadangi

['e]

: - I yde™" = ]Syeyq dy”
0 0

EY = [H(»dy = [ dy = ye
0 0

1
jei x:=y" tai y=x" ir dx =dy”, tada

w 1
:jx”e’xdxzf(l+l).
0 n

(14)

(15)

14



Tuomet pasinaudoj¢ (13) lygybe ir lygybe

c=(1+0)AEY ,
gauname, kad
. cp-06 cp—0 _p-6_. O (16)
APA+OEY 5 L orasly p
n
IS (11), (15) ir (16) gauname:
-0 A A
cp X" -
75 ~ = 5
w(x,0) 5 Cp_5e 5°
cp
t.y. dideliems x
A
W(x,c?):ge (I+o(1)), (17)

kai O<n<liro=0.

Dabar iSnagrinésime atveji, kai 0 <7 <1 ir 6 =0.
IS Lundbergo lygties (4) pavidalo iSplaukia, kad p(0) |5=0 =0 (zr. [1]). Tuomet i§ (3) ir (2)

lygybiy gauname
[H(dy
=29 = , 18
¢ 1+0)EY 1+6 (1%)
J.ﬁ(y + x)dy jﬁ(y + x)dy
f _0 _0
(x) — EY
[H(dy
0
Integrala

J = jﬁ(y + x)dy
0

isivertinsime atskirai:

15



J =J.e—()’+x)’7dy — je—()’+x)’7d(y+x) :J.e—r dt
0 0 X
1 1 1,
jei t" = s,tai t=s5" ir dt =—s" ds,tada
n

w 1 © 1 % 1

_ J-e_’s” ds :—ljsT de™ :lxl_”e_x” +— ! J- =L —1)s” ds

7 o n nu o0
1 : 1
=—x"e™ + (——1)_[e‘°s’7 ds— x' e — (——l)js” de"’
n nno " nmo
L e Ly (——1)(1—2)je Ys”
n nn n
— Ly LA gy (— DL -2
n nn n
1
l(1—1)(——2)(——3)je s ds=.
nn

Lome v L oppre L gpwone 4
nnoon

nn

1

n
1

+—(
nn

n

Paskutinis integralas

Be to, kadangi
l_{l}_l e[-1;0), s e[x";0),
noLn
tai
H < Te“x"(’l?{”_hds bl Jerds=x s
Vadinasi,

_1)(__2) (l_{l}+1)xl{”}”€_x” +l(l—l)(l—2)'...-(l—{ })J’ s o [7}
n nn n n

16



Tuomet

J=tae p L e L L gypee
7 nnoon

+l(l—1)(l—2)-...-(1_{1}44))61[”}ﬂe"” +1(1—1)(1—2)-....<1‘F}xl"M"eX”Az
nnoon noLn nanoon noLn

= lxlfﬂefx” (1 + (l _ l)x’n + (l _ 1)(1 _ 2)x7277 +..
d U non

rAondoy. A F} i 1)x"q”}lj rAondoy A F})xﬂ["hz)
non n Ly non n |n

— Lo (v o).
7

Taigi nagrinéjamu atveju

J 1

F(x)= = e (1+0(x7)). 19
(x) EY g+ ( (x™)) (19)
(18) ir (19) iSraiskas isistate 1 (11) gauname:
1
W(X,O) - L . F(x) — 1+ H 1 xl*’]e*x” — ;x1777€7X,’ — 1 xl*ﬂe*x”
1-¢ 1— 1 pr(1+ %) Onl(1+ i) HF(i)
1+6

Cia pasinaudojome Gama funkcijos savybe:
I'(x+1) =xI'(x).

Taigi, dideliems x

e (1+0(1)), (20)

kai O<7n<1.
IS (17) ir (20) gauname, kad Zaloms, pasiskirs¢iusioms pagal Veibulo skirstini su parametrais

n=const, 0<np <1 ir o=1, diskontuotos baudos funkcijos pagrindinio nario iSraiSka
priklauso nuo tolydziosios paliikany normos o, t.y.:

17



ie‘*” ,0 %0,
o
w(x,0) ~ 1

1o —x"
x Te™™ ,6 =0,

kai x > .

Teorema irodyta.

5. Pastabos.

Matome, kad tuo atveju, kai tolydzioji metiné paliikany norma 6 # 0, baudos
funkcijos pagrindinis narys priklauso nuo Puasono modelio parametry: 4,0 ir x, o tuo atveju,
kai 6 =0 - nuo x ir #. Galima sakyti, kad kai kompanija savo veikla pradeda su dideliu
pradiniu kapitalu (pradiniu valdomu turtu), baudos funkcijos pagrindinio nario elgesys, kai
modelyje taikoma nenuliné tolydZioji palikany norma, nepriklauso nuo draudimo priemokos
6. Baudos funkcija itakoja Zaly skaiCiaus N(t) pasiskirstymas, pati paliikany norma & bei
pradinis turtas x. Tuo atveju, kai kompanija savo veikla pradeda su dideliu pradiniu kapitalu,
taCiau modelyje taikoma nuliné tolydZioji palukany norma, pati baudos funkcija tampa
kompanijos bankroto tikimybe. Ji priklauso nuo draudimo priemokos dydzio € ir nepriklauso
nuo Zaly skai¢iaus N(¢) pasiskirstymo.

Verta pastebéti, kad tuo atveju, kai Veibulo skirstinio parametras 77 > 1, Gerber-

Shiu diskontuotos baudos funkcijos elgesio Siuo metodu, t.y. pasinaudojant subeksponentiniy
pasiskirstymo funkciju savybémis, nustatyti nejmanoma ir norint jvertinti pagrindinj Sios
funkcijos nari reikia ieskoti kity metody.

Zemiau pateiktuose grafikuose pavaizduota, kaip atrodo funkcijos w(x,d)

pagrindinis narys. Atvejis, kai 0 # 0, pavaizduotas 3 ir 6 paveiksluose. Atvejis, kai 6 =0,
pavaizduotas 4, 5 ir 7 paveiksluose.

18
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3 pav. Funkcijos y(x,0) pagrindinis narys, kai 0 =0,05, 4 =0,1.

= = = = = =
- [N i [y} o =4
0 T B A 1

=
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4 pav. Funkcijos ¥ (x,0) pagrindinis narys, kai 0 =0, 8 =1.
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