
1 I�vadas
Per pastaruosius du de²imtme£ius nagrin
ejant �nasines eilutes ju� modeliavimui
buvo i�vestos dvi procesu� klas
es: auto regresive conditional heteroskedastic (to-
liau ARCH) ir heterogeneous auto regresive conditional heteroskedastic (toliau
HARCH). ARCH(k) procesas apibr
eºiamas tokiomis lygyb
emis:

xn = σnεn, (1.1)

σ2
n = c0 +

k∑

j=1

cjx
2
n−j , (1.2)

o HARCH(k) procesas � tokiomis:

xn = σnεn, (1.3)

σ2
n = c0 +

k∑

j=1

cj

( j∑

i=1

xn−i

)2

, (1.4)

�ia x0, . . . , xk−1 yra bet kokius skirstinius turintys atsitiktiniai dydºiai, εn

� nepriklausomi, vienodai pasiskirst¦ atsitiktiniai dydºiai su nuliniu vidurkiu,
nepriklausantys nuo x0, . . . , xk−1, c0 > 0, ck > 0 ir cj > 0, j = 1, . . . , k − 1.
Praktikoje modeliai naudingi tik tuo atveju, kai ºinomos ju� bazin
es savyb
es,
t.y. ºinoma, kokias s¡lygas turi tenkinti koe�cientai cn, n = 0, . . . , k ir a.d.
(εn, n > k), kad egzistuotu� invariantinis (stacionarus) proceso skirstinys.

Darbe nagrin
ejamas atskiras HARCH(k) proceso atvejis kai k = 2 ir sufor-
muluotos hipotetin
es invariantinio ²io proceso skirstinio egzistavimo s¡lygos.

2 Pagrindin
es s¡vokos ir naudojamos teoremos
�iame skyrelyje pateikiamos pagrindin
es darbe naudojamos s¡vokos bei sufor-
muluotos taikomos teoremos.

2.1 Markovo grandines
Tegu (E, F) yra mati erdv
e. Stochastiniu branduoliu toje erdv
eje vadiname
funkcij¡ P(x,A) : E × F 7→ [0; 1], tenkinan£i¡ s¡lygas:

1) �ksuotoms pirmojo argumento x reik²m
ems funkcija P(x, ·) yra tikimybi-
nis matas (E, F) erdv
eje;

2) �ksuotoms antrojo argumento A reik²m
ems funkcija P(·, A) yra F-mati.
Stochastin
e seka (Xn, n > 0) vadinama homogenine Markovo grandine (visur

toliau laikysime, kad (Xn, n > 0) ºymi homogenin¦ Markovo grandin¦), jei

P(Xn+1 ∈ A | X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = x) = P(Xn+1 ∈ A | Xn = x)
= P(x, A)

su x ∈ E, n > 0 ir A ∈ F.
Stochastinis branduolys P(x,A) vadinamas ²ios grandin
es per
ejimo tikimybe.
Daºnai homogenin
es Markovo grandin
es apibr
eºiamos taip. Tegu f : E ×

R 7→ E � mati funkcija, X0 � kaºkoki� skirstini� turintis a.d., o (εn, n > 0)
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� n.v.p.a.d. seka, nepriklausanti nuo X0. Tada homogenin
e Markovo seka
apibr
eºiama rekurenti²kai:

Xn+1 = f(Xn, εn) . (2.1)

Nesunku matyti, kad ²iuo atveju P(x,A) = P{f(x, εn) ∈ A}.
Tarkime, kad L(X0) = π. Skirstinys π vadinamas stacionariu, jei π(A) =∫

π(dy) P(y,A). I² £ia turime, kad L(Xn) = π, jei π � stacionarus.
Grandin
e (Xn, n > 0) vadinama stacionaria siaur¡ja prasme (stacionaria),

jei ∀k > 0 vektoriaus (Xn, . . . , Xn+k), n > 0, skirstinys nuo n nepriklauso.
Pasteb
esime, kad jei π � stacionarus grandin
es (Xn, n > 0) skirstinys ir
L(X0) = π, tai grandin
e stacionari, nes P(Xn ∈ B0, . . . , Xn+k ∈ Bk) =∫

B0
π(dx0)

∫
B1

P(x0, dx1) . . .
∫

Bk
P(xk−1, dxk)

2.2 Pasiekiamumas, neskaidumas, maºumas
Tegu turime homogenin¦ Markovo grandin¦ (Xn, n > 0). Aib
e A vadinama
pasiekiama, jei

∀x ∈ E ∃n > 1 P(Xn ∈ A | X0 = x) = Px(Xn ∈ A) > 0 . (2.2)

Grandin
e vadinama ψ-neskaidºia, jei egzistuoja toks netrivialus matas ψ, kad

ψ(A) > 0 ⇔ A pasiekiama. (2.3)

Aib
e C vadinama m0-maºa, jei egzistuoja toks tikimybinis matas ν, realus
skai£ius δ > 0 ir sveikas skai£ius m0 > 1, kad

P(Xn+m0 ∈ A | Xn = x) = Pm0(x,A) > δν(A) (2.4)

su n > 0, A ∈ F ir x ∈ C.
Aib
e C vadinama νa-maºa, jei egzistuoja tikimybinis matas a, sukoncentruo-

tas natu	raliu� skai£iu� aib
eje, netrivialus matas νa ir δ > 0, kad
∑

n>0

Pn(x,A)a(n) > δνa(A) (2.5)

su A ∈ F ir x ∈ C.
Aib
e α vadinama atomu, jei P(x,A) = P(y, A) su bet kokiais x, y ∈ α ir

A ∈ F.
Neskaidi grandin
e vadinama Hariso grandine, jei bet kokiai pasiekiamai aibei

A teisinga
∀x ∈ A Px{∃n > 1 Xn ∈ A} = 1.

Kiekviena Hariso grandin
e turi vieninteli� (multiplikatyvios konstantos tikslumu)
invariantini� σ-baigtini� mat¡. Jei invariantinis matas baigtinis, grandin
e vadi-
nama teigiama.

Grandin
e vadinama Felerio (silpnai), jei kiekvienai apr
eºtai tolydºiai funkci-
jai h : E 7→ R funkcija P h(x) =

∫
P(x, dy)h(y) yra tolydi apr
eºta funkcija.
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2.3 Teoremos
Po kiekvienos teoremos pateikiama originalioje literatu	roje naudota numeracija.
Kai kurios teoremos pateikiamos nepilna formuluote.

2.1 teorema. Jei ψ-neskaidi grandin
e (Xn, n > 0) yra silpnai Felerio ir mato
ψ atramos vidus netu²£ias, tai kiekviena kompakti²ka aib
e yra νa-maºa [2, The-
orem 6.0.1].

2.2 teorema. Jei (2.1) modelyje funkcija f yra tolydi, tai (Xn, n > 0) yra
silpnai Felerio [2, Theorem 6.1.2].

2.3 teorema. Tegu (Xn, n > 0) yra neskaidi aperiodin
e Hariso grandin
e. Tokie
teiginiai ekvivalentu	s.

(i) Grandin
e yra teigiama (t.y. invariantinis matas baigtinis).
(ii) Egzistuoja tokia m0-maºa pasiekiama aib
e C ir skai£ius P∞(C) > 0, kad

∀x ∈ C
Pn(x,C) −−−−→

n→∞
P∞(C) .

(iii) Egzistuoja tokia νa-maºa aib
e C, kad

sup
x∈C

Ex

[
τC

]
< ∞ ;

kur τC = inf{n > 1 | Xn ∈ C}.
(iv) Egzistuoja tokia νa-maºa aib
e C, skai£ius b < ∞ ir funkcija V : E 7→

[0;∞), kad su visais x ∈ E

∆V (x) = Ex

[
V (X1)

]− V (x) 6 −1 + b1C(x) . (2.6)

Bet kuri ²iu� s¡lygu� ekvivalenti egzistavimui invariantinio mato π, tenkina£io
s¡lyg¡

sup
A∈F

|Pn(x,A)− π(A)| −−−−→
n→∞

0 ∀x ∈ E

[2, Theorem 13.0.1].

3 Kitokia ARCH(2) modelio charakterizacija
Nagrin
ekime atskir¡ ARCH modelio atveji�, kai k = 2. Apibr
eºkime Markovo
proces¡ (Xn, n > 0) lygyb
emis

Xn =
(

x2
n+1

x2
n

)
. (3.1)

I² (1.1) ir (1.2) gauname, kad modelis (3.1) gali bu	ti uºra²ytas tokiu pavidalu

Xn =
(

c0ε
2
n+1

0

)
+

(
c1ε

2
n+1 c2ε

2
n+1

1 0

)(
x2

n

x2
n−1

)

= an + AnXn−1

= an +
n−1∑

i=1

An . . . An−i+1an−i + An−j . . . A1X0 ,

(3.2)
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kur

an =
(

c0ε
2
n+1

0

)
, An =

(
c1ε

2
n+1 c2ε

2
n+1

1 0

)
.

Darbe [1] parodyta, kad stacionarumo s¡lyga HARCH(2) procesui gali bu	ti
suformuluota naudojantis matrica

Bn = An . . . A1 . (3.3)

Jei limn→∞ 1
n ln‖Bn‖ = γ, tai ARCH(2) procesas turi stacionaru� sprendini� tuo

atveju, kai γ < 0, ir neturi stacionaraus sprendinio, kai γ > 0. Naudodamiesi
²iuo faktu parodysime, kad ji gali bu	ti performuluota kitaip. Nauja formu-
luot
e skirta tam, kad naudojantis analogija suformuluoti hipotetines staciona-
raus HARCH(2) proceso egzistavimo s¡lygas.

3.1 skyrelyje i�sivesime pagalbini� proces¡ ir nurodysime s¡lygas, kada jis sta-
cionarus.

3.2 skyrelyje naudodamiesi pagalbiniu procesu gausime nauj¡ ARCH(2) sta-
cionarumo formuluot¦.

3.1 Pagalbinis procesas
Nagrin
ekime proces¡ (yn, n > 0), apibr
eºiam¡ lygybe

yn =
(
c1 +

c2

yn−1

)
ε2
n+1 , (3.4)

kur y0 yra �ksuot¡ skirstini� turintis a.d., tenkinantis s¡lyg¡ P(y0 > 0) = 1,
c1, c2 � teigiamos konstantos, o (εn, n > 2) � n.v.p.a.d. seka, nepriklausanti
nuo y0. Parodysime, kad teisingas

3.1 teiginys. Tarkime, kad tenkinamos s¡lygos

S1) E|ln ε2
n| < ∞;

S2) εn turi absoliu£iai tolydºi¡ komponent¦, kuri teigiama intervale (0,∞).

Tada egzistuoja stacionarus sekos (yn) skirstinys.

I�rodymas. Pasir
em¦ S2, gauname, kad grandin
e (yn) yra Hariso, neskaidi ir
aperiodin
e. Pasir
em¦ 2.2 teorema, gauname, kad grandin
e yra Felerio. I² 2.1
teoremos i²plaukia, kad kiekviena kompakti²ka aib
e yra νa-maºa, tod
el pakanka
rasti kompakt¡ ir testin¦ funkcij¡ V , kuriems bu	tu� teisinga 2.3 teoremos (iv)
nelygyb
e. Imkime funkcij¡

V (y) =





ln y, kai y > 1 ;
2 ln y−1, kai 0 < y 6 1 ;
0, kitais atvejais ;

(3.5)

ir skai£iuokime ∆V (y).
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Jei y > a > 1, tai

∆V (y) = E
[(

1{ε2>y(c2+yc1)−1} − 1{ε26y(c2+yc1)−1}2
)

ln
[(

c1 +
c2

y

)
ε2

]]
− ln y

= ln
(
c1 +

c2

y

)(
P{ε2 > y(c2 + yc1)−1} − 2P{ε2 6 y(c2 + yc1)−1}

)

+ E
[(

1{ε2>y(c2+yc1)−1} − 1{ε26y(c2+yc1)−1}2
)

ln ε2
]
− ln y

6 max
(
ln

(
c1 +

c2

a

)
,−2 ln c1

)
+ 2E|ln ε2| − ln a

6 −1 ,

kai a pakankamai didelis.
Jei 0 < y < b < 1, tai

∆V (y) = E
[(

1{ε2>y(c2+yc1)−1} − 1{ε26y(c2+yc1)−1}2
)

ln
[(

c1 +
c2

y

)
ε2

]]
+2 ln y

6 ln(c1y + c2)
(
P{ε2 > y(c2 + yc1)−1} − 2P{ε2 6 y(c2 + yc1)−1})

+ E
[
ln ε2

(
1{ε2>y(c2+yc1)−1} − 1{ε26y(c2+yc1)−1}2

)]
+ ln y

6 max
(
ln(c1b + c2),−2 ln c2

)
+ 2E|ln ε2|+ ln b

6 −1 ,

kai b pakankamai maºas.
Taigi, uº intervalo [b, a] ribu� turime, kad ∆V (y) 6 −1. Pa£iame intervale

∆V (y) yra apr
eºta. ¤

3.2 Nauja formuluot
e
�iame skyrelyje i�rodysime teigini�, susiejanti� 3.1 skyrelyje i�vest¡ pagalbini� pro-
ces¡ (yn) ir ARCH(2) modeli�.

3.2 teiginys. Tarkime, kad 3.2 modelis tenkina tokias s¡lygas
S1) P(X0 > 0) = 1 ;
S2) c1 > 0 ;
S3) εn turi absoliu£iai tolydºi¡ komponent¦, kuri teigiama intervale (0,∞) ;

S4) E|ln ε2
n| < ∞ .

Tada teisingas s¡ry²is

1
n

ln‖Bn‖ P−→ γ ⇔ 1
n

n−1∑

i=0

ln yi
P−→ γ ,

kur Bn yra matrica, apibr
eºiama 3.3 lygybe, o seka (yn, n > 0) gaunama pa-
gal 3.4 formul¦, imant konstantas c1, c2 ir sek¡ (εn, n > 2) tokius pat, kaip ir
nagrin
ejamame 3.2 modelyje, bei apibr
eºiant pradin¦ bu	sen¡ tapatybe y0 = x2

0
x2
1
.

I�rodymas. Tegu (3.2) modelyje koe�cientas c0 = 0. Patogumo d
elei ºym
ekime
²i¡ sek¡ (Vn, n > 0), laikydami, kad V0 yra lygus �ksuotam X0. Parodysime,
kad teisinga implikacija

min
i

X0i > 0 ⇒
(

1
n

ln‖Bn‖ P−→ γ ⇔ 1
n

ln‖BnX0‖ =
1
n

ln‖Vn‖ P−→ γ

)
(3.6)
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Kadangi baigtiniamat
ese erdv
ese visos normos ekvivalen£ios, tai pakaks i�rodyti
implikacijos teisingum¡ su konkre£ia norma.

Tarkime, kad matricos Ak×l norma apibr
eºiama formule

‖A‖ = max
16i6k

l∑

j=1

|aij | . (3.7)

Tegu m ∈ N yra toks, kad
1
m

< min
16i62

X0i .

Kadangi matricos Bn koordinat
es teigiamos, tai

‖BnX0‖ = max
( 2∑

j=1

bn1jX0j ,

2∑

j=1

bn2jX0j

)

> max
( 2∑

j=1

bn1j
1
m

,

2∑

j=1

bn2j
1
m

)

=
1
m
‖Bn‖

ir
1
n

ln‖BnX0‖ > 1
n

ln‖Bn‖ − 1
n

lnm .

Antra vertus
‖BnX0‖ 6 ‖Bn‖‖X0‖ ,

tod
el
1
n

ln‖BnX0‖ 6 1
n

ln‖Bn‖+
1
n

ln‖X0‖
Pasir
em¦ ²iomis nelygyb
emis gauname (3.6).

Dabar nagrin
ekime
1
n

ln‖Vn‖ . (3.8)

Imkime atskir¡
Vn =

(
v2

n+1

v2
n

)

koordinat¦ v2
n+1 = (c1v

2
n + c2v

2
n−1)ε

2
n+1. Padalin¦ abi ²ios lygyb
es puses i² v2

n ir
paºym
ej¦ yn = v2

n+1
v2

n
gausime, kad

y0 =
x2

1

x2
0

,

yn =
(

c1 +
c2

yn−1

)
ε2

n+1

su n > 1. Be to, v2
n+1 = yn . . . y0x

2
0. Remdamiesi ²ia lygybe perra²ykime (3.8)

tokiu bu	du

1
n

ln‖Vn‖ =
1
2n

ln(v4
n+1 + v4

n) =
1
n

n−1∑

i=0

ln yi +
1
2n

(ln x4
0 + ln(1 + y2

n))
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Pasir
em¦ s¡lygomis S1, . . . , S4 ir 3.1 teiginiu, gauname, kad (yn) seka turi
stacionaru� skirstini� π ir kad (3.6) gali bu	ti performuluota taip

min
i

X0i > 0 ⇒
(

1
n

ln‖Bn‖ P−→ γ ⇔ 1
n

n−1∑

i=0

ln yi
P−→ γ

)
(3.9)

nes 1
2n (lnx4

0 + ln(1 + y2
n)) P−→ 0, kai n →∞ . ¤

Pastaba 1. I² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio stacionarioms Markovo grandin
ems
i²plaukia, kad γ = Eπ

[
ln y0

]
.

Pastaba 2. Jei netenkinama s¡lyga S2, tai charakterizacija naudojant sek¡
(yn) netenka prasm
es d
el dvieju� prieºas£iu�.

Visu� pirma, jei c1 = 0, tai i² 3.4 gauname, kad

yn =
c2

yn−1
ε2

n+1 = yn−2
ε2
n+1

ε2
n

.

I² kur
ln yn = ln yn−2 + ln

ε2
n+1

ε2
n

.

Paºym
ejus δn = ln ε2
n+1
ε2

n
gauname, kad

ln y2k = ln y2(k−1) + δ2k . (3.10)

Seka (δ2k, k > 1) yra sudaryta i² n.v.p.a.d., t.y. procesas (ln y2k, k > 0) yra
atsitiktinis klaidºiojimas ant ties
es. Analogi²kai gauname, kad (ln y2k+1, k > 0)
yra klaidºiojimas ant ties
es. Tod
el pradinis uºdavinys ²iuo atveju susivestu� i�
atsitiktinio klaidºiojimo ant ties
es stacionarumo tyrim¡.

Antra vertus, jei c1 = 0, tai ARCH(2) stacionarumo s¡lyg¡ galima gauti
i²reik²tiniu pavidalu tiesiogiai paskai£iavus rib¡ limn→∞ 1

n ln‖Bn‖. I² tikru�ju�,
indukcijos bu	du nesunku patikrinti, kad ²iuo atveju (3.3) matricos i²rai²ka yra

B2k =

(
ck
2

∏k
i=1 ε2

2i+1 0
0 ck

2

∏k
i=1 ε2

2i

)

B2k+1 =

(
0 ck+1

2

∏k+1
i=1 ε2

2i

ck
2

∏k
i=1 ε2

2i+1 0

)

su k > 1. Jei matricos Ak×l norma apibr
eºiama lygybe 3.7, tai, pasir
emus
tolydaus atvaizdºio principu (ºr. [3]) ir didºiu�ju� skai£iu� d
esniu, gauname, kad

1
2k

ln‖B2k‖ =
1
2k

lnmax
(
ck
2

k∏

i=1

ε2
2i+1, c

k
2

k∏

i=1

ε2
2i

)

= max
( 1

2k
ln ck

2

k∏

i=1

ε2
2i+1,

1
2k

ln ck
2

k∏

i=1

ε2
2i

)

P−→ 1
2
(ln c2 + ln ε2) ,

kai k →∞. Visi²kai analogi²kai gauname, kad
1

2k + 1
ln‖B2k+1‖ P−→ 1

2
(ln c2 + ln ε2) .
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4 HARCH(2) procesas
Pagrindinis ²io skyrelio tikslas � sukonstruoti pagalbini� proces¡, kurio pagalba
galbu	t galima charakterizuoti HARCH(2) stacionarum¡.

Nagrin
ekime HARCH(2) modeli�, apibr
eºiam¡ (1.3) ir (1.4) lygtimis. Tarki-
me, kad P(x0 = 0) = P(x1 = 0) = 0 ir su n > 0 apibr
eºkime nauj¡ sek¡

Vn =
(

vn+1

vn

)
, (4.1)

kurios koordinat
es gaunamos i² HARCH(2), pa
emus c0 = 0. Tiksliau �

vn+1 =
√

c1v2
n + c2(vn−1 + vn)2εn+1, (4.2)

kai n > 1 ir vi = xi, i = 0, 1. Paºym
ekime yn = vn+1
vn

. Tada turime, kad y0 = v1
v0

ir

yn =
vn+1

vn

=
1
vn

√
c1v2

n + c2(vn−1 + vn)2εn+1

=
sign(vn)vn

vn

√
c1 + c2

(
1 +

vn−1

vn

)2

εn+1

= sign(vn)

√
c1 + c2

(
1 +

1
yn−1

)2

εn+1 ,

(4.3)

kai n > 1. Pasteb
esime, kad sign(vn) = sign(εn) su n > 2.

4.1 teiginys. Tegu tenkinamos s¡lygos

S1) E|ln ε2
n| < ∞;

S2) εn turi absoliu£iai tolydºi¡ komponent¦, kuri teigiama intervale (−∞,∞);
S3) c1 > 0 .

Tada (Yn, n > 0), apibr
eºiamas lygyb
emis

Y0 =
(

sign(v1)
y0

)
,

Yn =
(

sign(εn+1)
yn

) (4.4)

turi stacionaru� sprendini�.

I�rodymas. Kaip ir 3.1 teiginio i�rodyme, pasir
em¦ teoremomis 2.1, 2.2 bei S2
s¡lyga, gauname, kad grandin
e (Yn) yra Hariso, neskaidi ir aperiodin
e. Tod
el
v
el gi belieka sukonstruoti kompakt¡ ir testin¦ funkcij¡ V , kuriems bu	tu� teisinga
2.3 teoremos (iv) nelygyb
e.

Tegu

V (u, y) =





ln y2, kai |y| > 1 ;
2 ln y−2, kai 0 < |y| 6 1 ;
0, kai y = 0 .

(4.5)
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Tada, jei |y| > a > 1, tai

∆V (Y ) = E
[
(1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)>1} − 1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)61}2)

× ln
(
(c1 + c2(1 + y−1)2)ε2

) ]− ln y2

= ln
(
c1 + c2(1 + y−1)2

)

× (
P

{
ε2(c1 + c2(1 + y−1)2) > 1

}− 2P
{
ε2(c1 + c2(1 + y−1)2) 6 1

})

+ E
[
(1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)>1} − 1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)61}2) ln ε2

]− ln y2

6 max
(
ln(c1 + c2(1 + a−1)2),−2 ln(c1 + c2(1− a−1)2)

)

+ 2 E|ln ε2| − 2 ln a

6 −1 ,

kai a pakankamai didelis. Jei |y| < b < 1, tai

∆V (Y ) = E
[
(1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)>1} − 1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)61}2)

× ln
(
(c1 + c2(1 + y−1)2)ε2

) ]−2 ln y−2

= ln
(
c1 + c2(1 + y−1)2

)

× (
P

{
ε2(c1 + c2(1 + y−1)2) > 1

}− 2P{ε2(c1 + c2(1 + y−1)2) 6 1
})

+ E
[
(1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)>1} − 1{ε2(c1+c2(1+y−1)2)61}2) ln ε2

]− 2 ln y−2

6
(
ln(c1y

2 + c2(1 + y)2) + ln y−2
)
P

{
ε2(c1 + c2(1 + y−1)2) > 1

}

+ 2 E|ln ε2| − 2 ln y−2

6 ln(c1 + 4c2) + 2E|ln ε2| − ln b−2

6 −1 ,

kai b pakankamai maºas. Taigi, ∆V (Y ) 6 −1 uº kompakto C = {−1, 1} ×
{[−a,−b]

⋃
[b, a]} ribu�. I² logaritmo tolydumo, funkcijos V apibr
eºimo ir s¡lygos

S3 gauname, kad pa£iame kompakte ∆V (Y ) yra apr
eºta. ¤
Tarkime, kad tenkinamos k¡ tik gauto teiginio s¡lygos ir π ºymi stacionaru�

sekos (Yn) skirstini�. Tada i² didºiu�ju� skai£iu� d
esnio turime, kad
∫
|f(x)|dπ(x) < ∞⇒ ∃ lim

n→∞
1
n

n−1∑

i=0

f(Yi) = Eπ

[
f(Y0)

]
,

t.y. egzistuoja riba

lim
n→∞

1
n

n−1∑

i=0

ln y2
i = γ ,

jei tik
∫ |ln x2

2|dπ(x1, x2) < ∞. Naudojantis analogija su ARCH(2) procesu yra
pagrindo manyti, kad HARCH(2) turi stacionaru� skirstini�, kai γ < 0, ir neturi,
kai γ > 0.

5 Pavyzdys
Tam, kad empiri²kai pagri�sti teorinius samprotavimus buvo para²yta progra-
m
el
e, kurios pagalba sugeneruotos dvi sekos. Viena seka, kuri pagal prielaid¡
n
era stacionari, ir seka, kuri tur
etu� tur
eti stacionaru� sprendini�. Laikyta, kad

9



L(εn) = N(0, 1), n > 2, tiek vienu, tiek kitu atveju. Skai£iaus γ i�ver£iu laikyta
suma

γ̂ =
1
n

n−1∑

i=0

ln y2
i

Nestacionarios sekos atveju paimti tokie parametrai

c0 = 0.1, c1 = 0.5, c2 = 4,

gautas γ̂ = 0.4440253002. Stacionarios sekos atveju paimti tokie parametrai

c0 = 0.1, c1 = 0.5, c2 = 0.001,

gautas γ̂ = −1.870343855. Imties tu	ris n = 65 abiem atvejais, kadangi nesta-
cionarios sekos atveju generuojant didel¦ imti� kartais gaudavosi perpildymas.

Priede pateikiamos lentel
es ir gra�kai iliustruoja sekos elgesi� vienu ir kitu
atveju.
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