1 Ivadas

Per pastaruosius du desimtmecius nagrinéjant finasines eilutes ju modeliavimui
buvo jvestos dvi procesy klasés: auto regresive conditional heteroskedastic (to-
liau ARCH) ir heterogeneous auto regresive conditional heteroskedastic (toliau
HARCH). ARCH(k) procesas apibréZiamas tokiomis lygybémis:

Tpn = Opkn, (11)
k
0'72L :60+ch‘ri—j? (12)
j=1

o HARCH(k) procesas — tokiomis:

Ty = OnEn, (1.3)
k j 5
ol =co+ Z cj (Z xnfi) ) (1.4)
j=1  i=1

Cia 20, ...,Th_1 yra bet kokius skirstinius turintys atsitiktiniai dydziai, e,
— nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su nuliniu vidurkiu,
nepriklausantys nuo xg,...,Tx—1, ¢co¢ > 0, ¢cxg > 0irc¢; >0, j =1,...,k— 1L
Praktikoje modeliai naudingi tik tuo atveju, kai zinomos jy bazinés savybés,
t.y. zinoma, kokias salygas turi tenkinti koeficientai c¢,,n = 0,...,k ir a.d.
(en,n = k), kad egzistuoty invariantinis (stacionarus) proceso skirstinys.
Darbe nagrinéjamas atskiras HARCH(k) proceso atvejis kai k = 2 ir sufor-
muluotos hipotetinés invariantinio Sio proceso skirstinio egzistavimo salygos.

2 Pagrindinés sgvokos ir naudojamos teoremos

Siame skyrelyje pateikiamos pagrindinés darbe naudojamos savokos bei sufor-
muluotos taikomos teoremos.

2.1 Markovo grandines

Tegu (F,§) yra mati erdvé. Stochastiniu branduoliu toje erdvéje vadiname
funkcija P(z, A) : E x § — [0; 1], tenkinancia salygas:

1) fiksuotoms pirmojo argumento x reik§méms funkcija P(z, ) yra tikimybi-
nis matas (E,§) erdvéje;

2) fiksuotoms antrojo argumento A reik§meéms funkcija P(-, A) yra §-mati.

Stochastiné seka (X,,,n > 0) vadinama homogenine Markovo grandine (visur
toliau laikysime, kad (X,,n > 0) zymi homogenine Markovo grandine), jei

P(Xpr1e€eA|Xo=m0,...,Xn1=2,1,X,, =2) =P(X,51 € A| X,, = 1)
=P(z,A)

suz € Ein>0ir Ae€g.
Stochastinis branduolys P(z, A) vadinamas §ios grandinés peréjimo tikimybe.
Daznai homogeninés Markovo grandinés apibréziamos taip. Tegu f : E X
R — FE — mati funkcija, Xo — kazkokj skirstinj turintis a.d., o (g,,n > 0)



— n.v.p.a.d. seka, nepriklausanti nuo Xy. Tada homogeniné Markovo seka
apibréziama rekurentiskai:

Xnt1 = f(Xn,en) . (2.1)

Nesunku matyti, kad siuo atveju P(z, A) = P{f(z,e,) € A}.

Tarkime, kad £(Xo) = 7. Skirstinys 7 vadinamas stacionariu, jei m7(A) =
[ m(dy) P(y, A). I8 ¢ia turime, kad £(X,,) = 7, jei m — stacionarus.

Grandiné (X,,,n > 0) vadinama stacionaria siaurgja prasme (stacionaria),
jei Vk > 0 vektoriaus (X,,...,Xn+k),n = 0, skirstinys nuo n nepriklauso.
Pastebésime, kad jei @ — stacionarus grandinés (X,,n > 0) skirstinys ir
£(Xo) = m, tai grandiné stacionari, nes P(X, € By,...,Xp4r € Bip) =
fBo W(d.l‘()) fBl P((E(), d$1) . ka P(ﬁk‘,h d{Ek)

2.2 Pasiekiamumas, neskaidumas, maZzumas

Tegu turime homogenine Markovo grandine (X,,n > 0). Aibé A vadinama
pasiekiama, jei

Vee EIn>1PX,cA|Xo=2)=Py (X, €A4)>0. (2.2)
Grandiné vadinama v -neskaidzia, jei egzistuoja toks netrivialus matas ¥, kad
P(A) > 0 & A pasiekiama. (2.3)

Aibé C vadinama mg-maZa, jei egzistuoja toks tikimybinis matas v, realus
skaicius § > 0 ir sveikas skai¢ius mg > 1, kad

P(Xnime € A| X, =) = P™ (2, A) > 60(A) (2.4)

sun>0,AeFirxzeC.
Aibé C vadinama v,-maZa, jei egzistuoja tikimybinis matas a, sukoncentruo-
tas nattraliy skai¢iy aibéje, netrivialus matas v, ir § > 0, kad

> P (x, A)a(n) > 6va(A) (2.5)

n=0

sudeFirxzeC.
Aibé a vadinama atomu, jei P(z, A) = P(y, A) su bet kokiais z,y € « ir
Aecg.
Neskaidi grandiné vadinama Hariso grandine, jei bet kokiai pasiekiamai aibei
A teisinga
Vee AP, {In>1X, € A} =1.

Kiekviena Hariso grandiné turi vienintelj (multiplikatyvios konstantos tikslumu)
invariantinj o-baigtinj mata. Jei invariantinis matas baigtinis, grandiné vadi-
nama teigiama.

Grandiné vadinama Felerio (silpnai), jei kiekvienai apréztai tolydziai funkei-
jai h: E — R funkcija P h(z) = [ P(z,dy)h(y) yra tolydi aprézta funkcija.



2.3 Teoremos

Po kiekvienos teoremos pateikiama originalioje literattiroje naudota numeracija.
Kai kurios teoremos pateikiamos nepilna formuluote.

2.1 teorema. Jei ¢-neskaidi grandiné (X,,,n > 0) yra silpnai Felerio ir mato
¥ atramos vidus netuScias, tai kiekviena kompaktiska aibé yra v,-maza [2, The-
orem 6.0.1].

2.2 teorema. Jei (2.1) modelyje funkcija f yra tolydi, tai (X,,n > 0) yra
silpnai Felerio [2, Theorem 6.1.2].

2.3 teorema. Tegu (X,,,n > 0) yra neskaidi aperiodiné Hariso grandiné. Tokie
teiginiai ekvivalentus.
(i) Grandiné yra teigiama (t.y. invariantinis matas baigtinis).
(ii) Egzistuoja tokia mo-maza pasiekiama aibé C ir skaicius P*°(C) > 0, kad
Ve e C
P"(z,C) —— P(C) .

n—oo
(iii) Egzistuoja tokia v,-maZza aibé C, kad

sup E; [7¢] < o0 ;
zeC

kur 7 =inf{n > 1| X,, € C}.
(iv) Egzistuoja tokia v,-maza aibé C| skaidius b < oo ir funkcija V : E
[0; 0), kad su visais © € F
AV(z) =E,[V(X1)] = V(z) < =1+ blc(z) . (2.6)

Bet kuri Siy salygy ekvivalenti egzistavimui invariantinio mato 7, tenkinacio

salyga
sup|P"(z, A) — w(A)] —— O0Vz € E
Aeg n—oo

[2, Theorem 13.0.1].

3 Kitokia ARCH(2) modelio charakterizacija

Nagrinékime atskirg ARCH modelio atvejj, kai k = 2. Apibrézkime Markovo
procesy (X,,n > 0) lygybémis

x,
X, = < x?) . (3.1)
I5 (1.1) ir (1.2) gauname, kad modelis (3.1) gali buti uZraSytas tokiu pavidalu

X - CoEn1 + Cigni1 C2Eppy =
" 0 1 0 z2_,

=an+ Aan—l (32)
n—1

=ap + Z A ... An—i+1an—i + An—j cee AlXO )
i=1



kur

2 2 2
_ [ Coén+1 A = C1&€py1  C28n41
=0 )T 1 0o )

Darbe [1] parodyta, kad stacionarumo salyga HARCH(2) procesui gali buti
suformuluota naudojantis matrica

Bp=An... Al . (3.3)

Jei lim,, .o £ In||B,|| =+, tai ARCH(2) procesas turi stacionary sprendinj tuo
atveju, kai v < 0, ir neturi stacionaraus sprendinio, kai v > 0. Naudodamiesi
Siuo faktu parodysime, kad ji gali buti performuluota kitaip. Nauja formu-
luoté skirta tam, kad naudojantis analogija suformuluoti hipotetines staciona-
raus HARCH(2) proceso egzistavimo salygas.

3.1 skyrelyje isivesime pagalbinj procesa ir nurodysime salygas, kada jis sta-
cionarus.

3.2 skyrelyje naudodamiesi pagalbiniu procesu gausime nauja ARCH(2) sta-
cionarumo formuluote.

3.1 Pagalbinis procesas
Nagrinékime procesa (y,,n > 0), apibréziamg lygybe
c
Yn = (Cl + 72)63-&-1 ) (3.4)
Yn—1

kur yo yra fiksuota skirstinj turintis a.d., tenkinantis salyga P(yo > 0) = 1,
1, co — teigiamos konstantos, o (e,,n = 2) — n.v.p.a.d. seka, nepriklausanti
nuo yo. Parodysime, kad teisingas

3.1 teiginys. Tarkime, kad tenkinamos salygos

S1) Ellne?| < oo;

S2) e, turi absoliuciai tolydzia komponente, kuri teigiama intervale (0, 00).
Tada egzistuoja stacionarus sekos (y,) skirstinys.

Irodymas. Pasiréme S2, gauname, kad grandiné (y,) yra Hariso, neskaidi ir
aperiodiné. Pasiréme 2.2 teorema, gauname, kad grandiné yra Felerio. I3 2.1
teoremos isplaukia, kad kiekviena kompaktiska aibé yra v,-maza, todél pakanka
rasti kompakta ir testine funkcija V, kuriems buty teisinga 2.3 teoremos (iv)
nelygybé. Imkime funkcija

Iny, kaiy > 1;
V(y)=<2lny™!, kaiO<y<1; (3.5)
0, kitais atvejais ;

ir skai¢iuokime AV (y).



Jeiy >a>1, tai
c
AV(y) = E|:(1{52>y(02+yc1)*1} — 1{62<y(62+y(:1)*1}2) 111[(01 + f)EQ:H — lny
= ln(cl + %2) (P{£2 > y(ca + ycl)_l} — 2P{€2 <ylea + ycl)_l})

+ E[<1{52>y(cz+ycl)*l} - 1{€2<y(62+yc1)*1}2) 11162} ~lny
< max(ln(cl + cj)’ —21nc1) + 2E|1D82| _lna
a
<-1,

kai a pakankamai didelis.
Jei 0 <y <b<1,tai

c
AV(y) = E{(1{52>y(62+y61)71} — 1{52<y(02+ycl)*1}2) 111|:<Cl + 5)52}}+2 lny
<In(ery + 02)(P{52 > ylea +yer) '} —2P{e? <ylea + ye1)~'})
+E[Ine? (Lietsy(eatyen) 1) — Yergylcatyen-132)] +1ny
< max(In(er1b + ¢2), —2Iney) + 2E[Ine?| + Inb
g -1 )

kai b pakankamai mazas.
Taigi, uZ intervalo [b,a] riby turime, kad AV (y) < —1. Pafiame intervale
AV (y) yra aprézta. O

3.2 Nauja formuluoté

Siame skyrelyje jrodysime teiginj, susiejantj 3.1 skyrelyje jvesta pagalbinj pro-
cesa (yn) ir ARCH(2) modelj.

3.2 teiginys. Tarkime, kad 3.2 modelis tenkina tokias salygas
S1) P(Xo>0)=1;
S52) ¢1 >0
S3) e, turi absoliuciai tolydzig komponente, kuri teigiama intervale (0, 00) ;
S4) Ellne?| < oo .
Tada teisingas sarysis

n—1

1 P 1 P
— || Ball —W@E;mzﬁ =,

kur B, yra matrica, apibréziama 3.3 lygybe, o seka (y,,n > 0) gaunama pa-
gal 3.4 formule, imant konstantas c1,cq ir seka (en,n > 2) tokius pat, kaip ir
2

nagrinéjamame 3.2 modelyje, bei apibréziant pradine biisena tapatybe yo = %
1

Irodymas. Tegu (3.2) modelyje koeficientas ¢y = 0. Patogumo délei zymékime
sig seka (V,n > 0), laikydami, kad Vp yra lygus fiksuotam X,. Parodysime,
kad teisinga implikacija

1 1 1
min Xo; > 0 = (n In||B,|| 2 v < ~In|[ B, Xo| = ~In|[Va| £, ~y> (3.6)



Kadangi baigtiniamateése erdvése visos normos ekvivalencéios, tai pakaks jrodyti
implikacijos teisinguma su konkrec¢ia norma.
Tarkime, kad matricos Agx; norma apibréziama formule

JA]l = max Zlau\ (3.7)

1<i<k

Tegu m € N yra toks, kad

1
— < min Xy; .
m o 1<i<2

Kadangi matricos B,, koordinatés teigiamos, tai

2 2
|| BnXoll = HlaX(Z bn1;Xoj, Z bn2jX0j>

j=1 j*l
max(z bnl] Z bpaj— )

= Bl
ir
1 1 1
—In||Bp,Xol| = —In||B,|| — = Inm .
n n n

Antra vertus
[BnXoll < [|Bulll Xoll
todél
1 1 1
— In||B, Xo|| < — In||B,|| + — In[[Xo||
n n n

Pasiréme Siomis nelygybémis gauname (3.6).
Dabar nagrinékime

1
Vol . .
n n||V,|| (3.8)

2
V, = <”n§rl)
U?L

koordinate v2,; = (c1v2 + cov2_1)e2 . Padaline abi sios lygybeés puses i§ v2 ir

Imkime atskira

2
pazymeéje y, = "“ gausime, kad
2
-5
Yo = xg?

C2
Yn = (Cl + ) 5%4.1
Yn—1

sun > 1. Be to, v2,; = yn...y0x3. Remdamiesi 8ia lygybe perragykime (3.8)
tokiu budu

1 1
— [Vl = o In(vppy + vp) Zlnyz lnxo +1In(1+ 7))



Pasiréme salygomis S1,...,54 ir 3.1 teiginiu, gauname, kad (y,) seka turi
stacionary skirstinj 7 ir kad (3.6) gali buti performuluota taip

1 n—1
min Xo; > 0= ( In||By|| £y & = Z Iny; 2> 'y> (3.9)
! i=0
nes o (Inzd + In(1 + y2)) P, 0,kain — oo . O
Pastaba 1. 1§ didziyjy skai¢iy désnio stacionarioms Markovo grandinéms
isplaukia, kad v = E, [ln yo].
Pastaba 2. Jei netenkinama salyga S2, tai charakterizacija naudojant seka
(yn) netenka prasmés dél dviejy priezasciy.
Visy pirma, jei ¢; = 0, tai i§ 3.4 gauname, kad

y 2

o C2 2 _ 571,+1

Yn = €n+1 = Yn—2 ) .
Yn—1 En

I8 kur
5%+1
Iny, =Iny,_2+1n 5

n

n+1

Pazyméjus 0,, = In gauname, kad

Inyor = Inyak—1) + ook - (3.10)

Seka (0ox,k > 1) yra sudaryta i n.v.p.a.d., t.y. procesas (Inyor,k = 0) yra
atsitiktinis klaidZiojimas ant tiesés. AnalogiSkai gauname, kad (Inyog+1,k = 0)
yra klaidziojimas ant tiesés. Todél pradinis uzdavinys Siuo atveju susivesty i
atsitiktinio klaidZiojimo ant tiesés stacionarumo tyrima.

Antra vertus, jei ¢; = 0, tai ARCH(2) stacionarumo salyga galima gauti
isreikstiniu pavidalu tiesiogiai paskaiciavus ribg lim, .o = In||B,||. I§ tikryjy,
indukcijos budu nesunku patikrinti, kad 8iuo atveju (3.3) matricos israiska yra

k k 2
@ B €5, 0
B2k‘ = < 2 Hl—l 2141 >

k k 2
0 s [Tizy €%

0 k+1 H/H—l 2.
BQk‘+l - k k 2

cs [ imy €2i4+1

su k > 1. Jei matricos Agx; norma apibréZiama lygybe 3.7, tai, pasirémus
tolydaus atvaizdzio principu (7r. [3]) ir didZiyjy skai¢iy désniu, gauname, kad

111||B2k|| = ln maux(c2 H €341, Co H521>
= max(— Incy H€21+1’ o Incy H€21)

1
Eil §(ln62 +1Ine?),
kai £ — oo. Visigkai analogigkai gauname, kad

1
CY In||Bog+1]l P, §(ln co +1ne?) .



4 HARCH(2) procesas

Pagrindinis §io skyrelio tikslas — sukonstruoti pagalbinj procesa, kurio pagalba
galbut galima charakterizuoti HARCH(2) stacionaruma.

Nagrinékime HARCH(2) modelj, apibréziama (1.3) ir (1.4) lygtimis. Tarki-
me, kad P(zg =0) = P(z; = 0) =0 ir su n > 0 apibrézkime nauja seka

Vv, = (”““) , (4.1)

Un,

kurios koordinatés gaunamos i§ HARCH(2), paémus ¢o = 0. Tiksliau —

Vpt1 = V€102 + ca(Un_1 + vn)2enyi1, (4.2)

Un+1
Un

kain > 1ir v; = z;,7 = 0,1. Pazymékime y,, = . Tada turime, kad yg = 5—;

1r
Un+1
Un

Yn =

1
= ?\/Cl?},’% =+ CQ(Un—l + Un)25n+1

n

i n)Un n— 2 (43)
_ sign(vy, )v \/01 e (1 LY 1) -

UTL UTL

. 1 2
= sign(vp)y/c1 + ¢2 (1 + ” ) En+l s
n—1

kai n > 1. Pastebésime, kad sign(v,,) = sign(e,) su n > 2.

4.1 teiginys. Tegu tenkinamos sglygos

SI1) Ellne2| < oo;
S2) e, turi absoliudiai tolydzia komponente, kuri teigiama intervale (—oo, 00);

53)01>0.

Tada (Y,,n > 0), apibréZiamas lygybémis

Yo = <51gn(v1)> 7
Yo
Y, = (sigrl(snﬂ))
Yn

turi stacionary sprendinj.

Irodymas. Kaip ir 3.1 teiginio jrodyme, pasiréme teoremomis 2.1, 2.2 bei S2
salyga, gauname, kad grandiné (Y,,) yra Hariso, neskaidi ir aperiodiné. Todél
vél gi belieka sukonstruoti kompakta ir testine funkcija V', kuriems bty teisinga
2.3 teoremos (iv) nelygybe.

Tegu
Iny?, kai Jy| > 1 ;
Viu,y) =1 2lny=2, kaiO<|yl <1; (4.5)
0, kaiy =0 .



Tada, jei |y| > a > 1, tai

AV(Y) = E[(Li2(ertesi4y1)2)51) — L2 (erteatiy—1)9)<1)2)
xIn((c1 +co(1+ y_l)z)ag) |-In e
=In(c1 +e2(1+y~1)?)
x (P{e*(c1 + co(1+y 1)) > 1} —2P{e’(c1 + c2(1 +y1)?) < 1})
+E[(Le2 e teai0y-1951) ~ L erter 10y 1<y 2) Ine?] —Iny?
<max(In(e; + e2(14+a™")?), —2In(cr + e2(1 —a™1)?))
+2E[lne? —2lna
<-1

3

kai a pakankamai didelis. Jei |y| < b < 1, tai

AV(Y) = E[(L{2(e1tea(14y-1)2)>1) — L{e2(erter(14y-1)2)<1}2)

xIn((e1 +co(1+y 1)?)e?) | —2lny 2

=In(c1 +c2(1+y™")?)
x (P{e®(c1 + co(1+y ")) > 1} —2P{*(c1 + co(1 + 47 1)?) < 1})
+ E[(1{e2(cr4er14y-1)2)>1} — Lie2(ertes(14y-1)2)<132) Ine?]— 2Iny~

< (n(e1y® + c2(1+9)?) +Iny ?) P{*(cr + (1 +y1)?) > 1}
+2E|Ine?| — 2lny 2

<lIn(ey +4c) +2E[lne?| —Inb~?

<-1,

2

kai b pakankamai mazas. Taigi, AV(Y) < —1 uz kompakto C = {-1,1} x
{[—a, =b]U[b, a]} riby. I8 logaritmo tolydumo, funkcijos V" apibrézimo ir salygos
S3 gauname, kad pa¢iame kompakte AV (Y') yra aprézta. O

Tarkime, kad tenkinamos ka tik gauto teiginio salygos ir 7 Zymi stacionary
sekos (Y;,) skirstinj. Tada i§ didziyjy skai¢iy désnio turime, kad

n—1

J1r@ldn(e) <00 =2 lim 3" 1(¥) = Ea[700)]
=0

n—00 1 4

t.y. egzistuoja riba
n—1

1 2
nlggogzlnyi =7,
i=0
jei tik [|Ina3|dn(x1,22) < co. Naudojantis analogija su ARCH(2) procesu yra
pagrindo manyti, kad HARCH(2) turi stacionary skirstinj, kai v < 0, ir neturi,
kai v > 0.

5 Pavyzdys
Tam, kad empiri§kai pagristi teorinius samprotavimus buvo paraSyta progra-

melé, kurios pagalba sugeneruotos dvi sekos. Viena seka, kuri pagal prielaida
néra stacionari, ir seka, kuri turéty turéti stacionary sprendinj. Laikyta, kad



L(en) = N(0,1),n > 2, tiek vienu, tiek kitu atveju. Skaifiaus v jverciu laikyta

suma
n—1
2
E Iny;
=0

Nestacionarios sekos atveju paimti tokie parametrai

S|

:Y\:

Co = 0.1701 = 0.5762 = 4,
gautas 7 = 0.4440253002. Stacionarios sekos atveju paimti tokie parametrai
Co = 01, c1 = 05, Cy = 0001,

gautas 7 = —1.870343855. Imties tiiris » = 65 abiem atvejais, kadangi nesta-
cionarios sekos atveju generuojant didele imtj kartais gaudavosi perpildymas.

Priede pateikiamos lentelés ir grafikai iliustruoja sekos elgesj vienu ir kitu
atveju.
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