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Jvadas.

Logika [gr. logike] — mokslas tiriantis priimtinus samprotavimadls, taisyklingas
mastymas, samprotavipeiga.

Logika tyrinéja kurios nors kalbos tvirtinamojo padizio sakinius. Kelia klausim tie
sakiniai yra teisingi, ar klaidingi. Sitokie sakiniai dar vadinami teiginiais. Teidogikos
alecele sudaro loginiai kintamieji ir logiés operacijos (neigimas, konjunkcija, disjunkcija bei
implikacija). Jy ir skliaust; pagalba mes galime konstruoti formules. Kiekyiggigini galime
uzrasSyti formuhy pagalba ir iSnagrifjus susijusius teiginius (formules) daryti iSvadas. Pvz.:
turime teiginius: “Jei studentas lanko paskaitas, tai jis iSlaikys egzaminus” ir “Jonas lanko
paskaitas”. IS §i dviejy teiginiy galime daryti iSvagl kad Jonas iSlaikys egzaminus. ISujkr
matome, kad teigini logika padeda taisyklingai astyti. Bet teigini logika ne vienintel
zinoma ir nagrigjama logika, y yra daug daugiau.

Mano baigiamajame bakalauro darbe buvo iSnagrinmodalumo logik S4,
panaSumai ir skirtumai tarp teiginiogikos bei modalumo logikos ir konkreti modalumo
logika S4. Taip pat, kai kurios modalumo logikos S4 formpulklasss bei |
iSsprendziamumas. Sis darbasdjadjeriau suprasti modalumo logikos samgrattobulinti
irodingjimo jgadZzius.

Nagriréjant bet kura logika, jdomu ir reikalinga Zinoti, kokios jos formad yra
iSsprendziamos, bei kaip supaprastinti formpidodingjima. Kaip tik supaprastintam formuli
irodingjimui naudojamos skirtingos logikos formulklases, beiy iSsprendziamumas. Juk jei
mes Zinome, kad formeilyra neiSsprendziama, nereikia gaisti laiko bandairopyti. Tockl
Sio magistrinio darbo tikslas — ne tik prsti jau pradta darly, pagilinti igytas zinias, bet ir

panaudoti Sias Zinias ieSkant nai§sprendziamumo klasi



1. Modalumo logika S4.

Modalumo logika, tai papildyta klasikinlogika. Jos pagalba galime nagtin
teiginius su modalumo operatoriaisiatmai” ir “galbat”. Apibrézkime pagrindinesasokas,
naudojamas modalumo logikoje.

Modalumo logikos kalboabécélé:

1. Logires operacijos: ' (neigimas), & (konjunkcija),J (disjunkcija), >

(implikacija);

2. Bendrumd] ir egzistavimc U kvantoriai;
3. Modalumo operatoriai: ‘tinai’ [1, “galbit” O;
4. Loginiai kintamieji;
Modalumo logikojeformul é yra:
1. Loginis kintamasis;
2. Jei F formd, tai ir ' F irgi formuk;
3. Jei F, S formuk, tai ir (F&S), (EIS), (F>S) formuks;
4. Jei F formu, tai ir LJF, OF formuks;

Modalumo logikos form@éms naudosime standartine S.Kripke semantika. Mums bus
reikalingi tokie terminai:

1. = (M, R, V) — S.Kripke strukira modalumo logil teiginiy formulgj F. Cia, M —
netugia galimy pasauliy aibé, R — predikatas, apitittas aije M, kitaip vadinamasarysiu
tarp pasauliy, V —interpretacij y aibé pasauliuose.

Kada formu¢ F vadinsimeeisinga

1. Jei F yra loginis kintamasis, tai ji yra teisinga tada ir tik tada , kai ji yra teisinga
pasaulyjeq;

2. Jei F =71 G, tai F teisinga tada ir tik tada, kai G klaidinga pasaulyje

3. Jei F = G&H, tai F teisinga tada ir tik tada, kai abi G, H teisingos pasauilyje

4. Jei F = GH, tai F teisinga tada ir tik tada, kai bent vena iS G, H teisinga
pasaulyjeq;

5. Jei F = ®H, tai F teisinga tada ir tik tada, kai G klaidinga, arba H teisinga
pasaulyjeq;

6.Jei F =0JG, tai F teisinga tada ir tik tada, kai G teisinga visuose tokiuose

pasauliuose’, kad R@, a’) = t;



7. Jei F G, tai F teisinga tada ir tik tada, kai atsiras bent vienas toks pasaulis
kad R, a’) = tir G teisinga pasaulyje’;

Formuk F jvykdoma, jei egzistuoja tokia strutta® = (M, R, V) ir pasaulis M, kad F
ivykdoma pasaulyje;

Formuk F tapaciai teisinga, jei ji teisinga bet kurios strultos kiekviename pasaulyje;

Formuk F tapaciai klaidinga, jei ji klaidinga bet kurios strulitos kiekviename
pasaulyje;

Pavyzdys:F =[lp. Struktira ® = (M, R, V) apibéZiame tokiu fadu, M — VU studentai,
R(x, y) =t tada ir tik tada, kai studentai x ir y paskait&jli SSalia. Interpretacijos V —
studentas mokosi vien deSimtukais. Tuomet, priklausomai nuo pasirinkto pasauliog¢fBrmul
gali bati teisinga, arba klaidinga. Jeigu pasirinktas pasaulis — studentasnpsnsalia kurio
sedés dar vienas pirimas, tai formw bus teisinga. Jei pasirinktas pasaulis — blogai
besimokinantis studentas, tai Si forgidus klaidinga. ReiSkia, formulF jrodoma, bet ne
tapaiai teisinga.

Papildzius klasikias teiginiy logikos Hilberto skaiiavimus aksiomomis bei taisythis,
gaunami skirtingi ska&iavimai. Skatiavimas, kurio aksiomos yra 1.1 — 4t3K, 4, o taisykks

MP ir AT, vadinamas modalumo logikos S4 skarimu, arba tiesiognodalumo logika S4

Aksiomos:
1.1 A>(BA)
1.2 (A>(B=>C)) 2 ((A=>B)=>(A>0QC))

2.1 (A &B) DA
2.2 (A &B) >B
2.3 (A>B) > ((A>C) > (A> (B &Q)))

3.1 AS(ACB)
3.2 B> (ALB)
3.3 (A>C)>((B>C)>((AB)>C))

4.1 (A>B)>( "B>TA)
42A>7 A
437 TASA



k. O(A>B)>(OA>0B)
t. OASA
4. OA>O0OA

Taisykles:

—

Modus ponents(MP): B

Apibendrinimo (AT): A

LA

Be modalumo logiko$4 taip pat yra ir kit modalumo logik. Skatiavimas, kuriame
yra 1.1 — 4.3 ik aksiomos, vadinamas modalumo loglka Modalumo logikaT nusakoma
skatiavimu, kuris susideda iS 1.1 — 4.Xjrt aksiomy. Formut [LJA->0A pazynmekime raide
d, o formuk ¢LJA-> A — skatiumi 5. Modalumo logiko®D skatiavima sudaro 1.1 —4.%,

d, aksiomos, o logiko$s5 - 1.1 — 4.3k, t, 4, 5 aksiomos. Taisykk MP, AT yra &
modalumo logik taisykks.

Modalumo logikos tarp kugi aksiomy yra aksiomak, vadinamosnormaliosiomis,
prieSingu atveju —pusiau normaliosiomis Kaip matome, modalumo logika S4 yra
normalioji, neqg jos aksiomageina aksiom.

Kai kuriose aksiomose yra tam tikpasauly sarySiy apribojimy. Pavyzdziui, aksiom
t atspindi savys UOx R(x,x), o aksiomad - OxOyOz((R(x,y)&R(y,z)) 2R(x,z)). IS ¢ia
iSplaukia, kad modalumo logikoje S4 forraufra tapéiai teisinga, tada ir tik tada, kai ji
teisinga kiekvienos strukitos, kurios srySis yra refleksyvus ir tranzityvus, bet kuriame
pasaulyje.

Formuks FiSvedimu modalumo logikos sk&iavime S4 vadinsime baigtrformuliy
selq, kuri baigiasi formule F ir kurios kiekvienas narys yra modalumo logikos Sdiakano

aksioma arba gautas iS k@ nuo jo esatiy nary pagal taisylkd MP ar AT.

Formuks F ir G vadinamogkvivalen¢iomis (zymésime F= G) modalumo logikoje
S4, jei jy reikSmes vienodos bet kurios strakbs kiekviename pasaulyje. PasauljpySiai
tenkina logikos S4agySiy apribojimus.



Modalumo logikoje S4 galioja tokie ekvivalentumai:
OOp=90p

LOp=0p

(000)’p =D0p

(00)?p = 00p

TOp=0T"p

(Up&Uq) = U(p&q)

(0pLXq) = ¢ (plia)

N o o b~ wDdh

Bet[p[lq ir Cl(pOq) rera ekvivalewios. Lygiai taip pat, kaip i0p&0q, O(pq).

Nagrircjame formules pavidalo M ...MJ. Cia M;, i <= n yra viena i§ modalumo
operatony [1, 0, o | — klasikires logikos litera. Kai kurias tokio pavidalo formules galima
redukuoti | ekvivalertias, kuriose modalumo operaiprimaziau. Pavyzdziui, formél
OO0 ™ p logikoje S4 redukuojamald ™ p, bet neredukuojam@a ' p. ISvardinsime visas
neredukuotinas modalumo logikos S4 formulegill, 01, (101, 011, L1011, OTIOI.

Tarkime A yra kurios nors formed F poformulis. Tai Zygsime F(A). Klasikigje
logikoje yra teisingas tvirtinimas jei & B, tai ir F(A) = F(B). Deja, tai neteisinga modalumo
logikose. Pavyzdziui, modalumo logikoje S4 iS to, kaelgpneiSplaukid_lp = Lqg, nes tokios

iSvedimo paieSkos medzio Sakos negalimeeptiaki aksiomy:

a, p.0p | Oq

a0, 9- p,0OpfF Oqg

p-0ad-plOp- Oq

(p-a) &(q - p)}Op - Og) & (Og - Op)

Bet, jei formués A, B tenkina savyh kad logikoje S4 iSvedamal(A =B), tai
keitimas formutje F, iSlaikant ekvivalentumgalimas. Teisingas tvirtinimas (pateiksime be
irodymo):

Kokia belmty formule F ir jos poformulis A, modalumo logikoje S4 i$ to, kad
CI(A = B), iSplaukia F(A)= F(B).



Taigi, keitimas formuli ekvivalergiais ne visada leistinas. Tarkime forresg tra
loginés operacijos ', &, [J Trodyta, kad modalumo logikoje S4 tokioms forgmb galima
rasti ekvivalegiias, kuriose neigimas yra tik prieS loginius kintamuosius. Tai gaunama,
ikeliant neigim i skliaustus naudojantis Zinomomis klasddnlogikos formumis ir
TOA=0TA T0A=0O"A. Siuo atveju, negalime apsieiti tik modalumo operatoritimi
Naudojame abu modalumo operatorius. [Nor04]

Taip pat, Zinome, kad ir kokiaity formulé, galima rasti jai ekvivalatia, kurioje yra

tik loginés operacijo™ , &, Oir neigimas gali bti tik prieS loginius kintamuosius.



2. Kvantorin ¢ modalumo logika S4

Ta p&ia modalumo logik atitinka skirtingos kvantoris logikos. Jos skirstomos pagal
individiniy konstant aibiy, termy Zyméjimy bei konstant egzistavimo reikalavimus.

Individini y konstanty aibé.

Jei individiniy konstan aibé yra viena ir ta pati visuose pasauliuose, tai sakome, kad
ji yra pastovi. Jei ne, tai sakoma, kad individikonstang aike yra kintanti.
Termy zymeéjimas.

Jei bet kuris simbolis apitziamas vienodai visuose gretimuose pasauliuose v, w, t.y
R(v, w) =t, tai logika vadinama fiksugd, prieSingu atveju — nefiksugs.
Objekty (konstanty egzistavimas).

Jei nesvarbu, koks yra pasaulis w, nagamosios logikos kalbos n-vietis funkcinis
simbolis f ir pasaulio w individini konstang aibés elementaia ... , &, f(a, ... , &) taip
pat priklauso pasaulio w individipi konstang aibei, tai logika vadinama lokaja,

prieSingu atveju — nelokaja.

Mes nagrigsime tik kvantorig modalumo logik S4, gaut iS klasikires predikai
logikos, papildZiusg atitinkamomis modalumo operatpksiomomis bei taisykimis.

ApraSysime sekvendin kvantories modalumo logikos S4 skK#&vima, Kkai
nagrirejamose formuise yra tik logigs operacijos ', &, [ ir neigimas yra tik pries
atomines formules. Tokias formules vadiname teigiamosiomis.

Aksiomos:T, F, " F|.

Taisykleés:
(&) rG,H} O r,GgF Tr,H}
r, G&H | r,GH |
@ 1,606} ©) G}
r,OG | r,oG f
, kur grasad™” susideda i$ visl" formuliy, prasideda¥iy operatoriumil.
@ T G1),0xGK) | O r.c@f

r, OxG(x) | r, IXG(x) |
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, kur t — kuris nors termas laisvas kintamojo x atzvilgiu foéeuF, a — naujas laisvasis
kintamasis, nginantisj apatire sekvenciy.

Pateiksime kelgtiSvedany sekvencij pavyzdzi:

1. Sekvencija x0OyP(x,y), 00yOx P(x,y)|— iSvedama taip:

aksioma

O0yP(a,y),0yP(a,y), P(a,b)," P(a,b),0x " P(x,b)}  Taisykk (0)

O0yP(a,y),0yP(a,y), P(a,b)iIx " P(x, b)|— Taisykk ()
O0yP(a,y),0yP(a,y),0x " P(x,b)} Taisykk ()
O0yP(a,y),0x " P(x,b)} Taisykk (O
O0yP(ay),yOx ™ P(x,y) F Taisykk (0)
O0yP(a,y),00yOx ™ P(x.y)F Taisykk (D)

CXOIOyP(x.y), 00yOx ™ P(x.y)F

2. Sekvencijax[JA(x) D x[1B(x) |-DD<(A(X) [B(x)) iSvedama taip:

aksioma aksioma

OA(@@), A@), "A(@), "B(@} OB(a), B(a), " A@@), " B@)}

OA@), A@@), "A@& " B@)} OB(a), B(a), " A@)& " B(@)f

OA@), "A@& "B@F OB(a), " A@& ~B@)f

OA(), Ox ' (AX)B(x)), (A(a)DB(a))|— OB(a), Ox ' (A(X)B(x)), (A(a)DB(a))|—

OA(@), Ox ™ (AX)DB(x)) | OB(a), Ox ™ (AX)B(X)) F

OA(@), ™ AKX B(X)) F OB(a), ~ X(AX)B(x)) |

OA(a), 0™ X(AX)B(X) | OB(a), 0 ™ IX(A(X) B(x)) |

IXOA(X), 0 DX(AX) OB(x)) | XOB(x), 0 ™ [X(AX)B(x)) F

CXOIAM) [ xOB(x), 0~ DX(AX)B(X)) |

XOAX) M xOB(x), ™ OXAK) B(X)) F

XOAX) I xOB(x) | OX(AX) DB(X))
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3. Sekvencij@axO0OyA(x,y) | Oytx ™ O™ A(x,y) iSvedama taip:

aksioma

O0yA(a,y), OyA(a,y), A(a,b),0x0 ™ A(x,b), 07 A(a,b), ™ A(a,b) |

O0OyA(a,y), OyA(a,y), A(a,b),0x1 " A(x,b), 17" A(a,b) |-

O0yA(a,y), OyA(a,y), A(a,b),0x0 ™ A(x,b) |

O0yA(ay), OyA(a,y), OxO ™ Ax,b) |

O0yA(a,y), OxO ™ A(x,b) |

O0yA(ay), yOxO ™ A(xy) F

XOOyA(xY), yOxO ™ A(xy) F

IXOOyA(xy), ~ Oyix " O Ay) F

XOOyA(x,y) FOyx™ O™ Ax,Y)

4. Sekvencija 10xA(x)& LIOxB(x) |— LIOx(A(X)&B(x)) iSvedama taip:

aksioma aksioma

A(a), OxA(x), LJOxA(x), B(a), OxB(x), LIOxB(x) |—A(a) A

A(a), OxA(x), IOXA(x), B(a), OxB(x), L1IOxB(x) |-A(a)&B(a)

A(a), OxA(X), LIOxA(x), OxB(x), L1OxB(x) |-A(a)&B(a)

A(a), OxA(x), LOxA(x), LIOxB(x) |—A(a)&B(a)

OxA(x), OOxA(x), OOxB(x) | A(a)&B(a)

OOxA(x), OOxB(x) | A(a)&B(a)

O0xA(x), OOxB(x) F Ox(AX)&B(x))

LIOxA(x), CIOxB(X) |- LOX(A(X)&B(x))

LOxA(X)& L1OxB(x) |— LOx(A(X)&B(x))

Kur A = A(Q), OxA(x), LIOXA(x), B(a), OxB(x), LIOxB(x) |-B(a)
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5. Sekvencija DOA(X)&( D((0-AX))[B(X)))&(-b)&(0-b) | isvedama taip:
aksioma
A@). DyA(y), OOyA®) | A@)
OyA(y), OOyA() | Aa)
OOyA®) | A)
OOyAY) FDA@)
OOyA(y) | OyOA()

F OOyA(y) - OyOA(y)
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3. Kai kuri y modalumo logikos S4 klagjy iSsprendziamumas

Nagriréjant bet kura logika, jdomu ir reikalinga Zinoti, kokios jos formad yra
iSvedamos, bei kaip supaprastinti formulirodinéjima. Mes nagriasime kai kurias
kvantorires modalumo logikos S4 klases bei§sprendziamum Nagrirgjamos formuts bus
be funkciny simboliy. Formukje F bus tik logigs operacijos], O ir neigimas sutinkamas tik

pries atomines formules.

1 apibrézimas:
Formuk R; R.G, kurioje R (i=1...n) kvantoriai [ bendrumo,[}- egzistavimo), arba
modalumo operatoriai, 0 G — bekvartoformule, yra apibendrintoje normaliojoje

prieSdélin éje formoje. Ry R, vadinsime prefiksu, o G — matrica.

2 apibrézimas:
Duota formu¢ G. Formu¢ G', kuri gauta, paSalinus iS ¥@sus modalumo operatorius,

vadinama formus Gprojekcija .

Pavyzdys:
Jei F =Op&( ™ g O0Op), tai jos projekcija pr(F) = pé g Op).

Pastebsime, kad jei klasikiés logikos formut pr(F) rera tapdiai teisinga, tai ir F éra
tapaiai teisinga. 18 tikyjy, atsiras interpretacija, su kuria pr(F) klaidinga. Tuomet strakt
apibrziame tokiu lndu. M susideda i$ vienintelio elemento a. R(a, a) = t. Aibei V priklauso
tik viena interpretacija. @ent tam su kuria pr(F) klaidinga. Tuomet abi®rmuliy F, pr(F)
reikSmes sutampa, t.y. F klaidinga.

Antra vertus, jei pr(F) tagai teisinga, F neilfinai tapdiai teisinga. Pavyzdziui, formule
(p0q) - (p UQq) tapdiai teisinga, d1(p 0q) —» (dp OUq) réra tapdiai teisinga. Tarkim,

M — naftiraliy skatiy aibé. R(x, y) = t tada ir tik tada, kaiy =x + 1 arba y=x + 2. V yra
tokiy interpretaciy aike: p — pasaulis nusakomas lyginiu s#aini, g — pasaulis nusakomas
nelyginiu skatiumi. Tuomet bet kuriame duotosios stiirkis pasaulyje formall(p 0q) —
(Op OOaq) klaidinga.
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1Lema:
Jei F(p, ..., p) tap&iai teisinga klasikias teiginiy logikos formut ir Gy, ..., G, bet kurios

modalumo logik formuks, tai F(G, ..., G)) iSvedama kiekvienoje modalumo logikoje.

Jrodymas:

Kadangi F(p, ..., p) tap&iai teisinga formu, tai atsiras tokia baigtinklasikines teiginiy
logikos formulyy seka F, ...,R, kad F = kir kiekvienas narysFyra viena iS aksiom1.1 —
4.3 arba gautas iS kaje jo esaniy formuliy R, Fy (k, m < i) pagal taisykl modus ponents.
Pakeiskime visose iSvedime naudojamose fo¢seuloginius kintamuosius; i = 1, ..., n)
formulémis G. Tuomet gausime modalumo logikormuks F(G, ..., G) iSvedimy, kuriame
panaudotos tik aksiomos 1.1 — 4.3 ir taisykhodus ponents. Kadangi Sios aksiomos ir
taisykk priklauso visoms nagréf|amoms modalum logikoms, tai tuo p&u gavome ir

iSvediny modaluny logikose. Lemarodyta. [Nor04]

3 apibrézimas:
Jei P n-vietis predikatinis simbolis ir t1...tn termai, tai P(tl...tn) vadinatomine

formule, arba tiesiogitomu.

Noréedami palengvinti kai kuti modalumo logikos formuli jrodingjima, pabandysim
iSskirti iSsprendziamas formuliklases. 1S pradidj apZvelgsime jau aprasytas ir iSnaéias

modalumo logikos S4 iSsprendZziamumo klases.

4 apibrézimas:
Skakiavima vadinsimeminus-normaliuoju, jei termas t taisykje (O |- )

OF) T, G@),0xG(X) |

r, OxG(x) |
yra pagrindinis,jeinantisi kuria nors iSvados formel Jei iSvadose ana pagrindini

termy, tai t yra kuri nors nauja konstanta a.
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1 teorema: Jeigu formu yra iSvedama modalumo logikos skavime S4, tai ji yra

iSvedama ir minus-normaliajame skavime S4.

[rodymas:

Priminsime, kad nagrésime formules be funkcinisimbolu. Si teorema éra teisinga
formuléms su funkciniais simboliais. Pavyzdziui, formaul
DnyODzO(P(x)&(Q(y)&ﬂQ(f(z))))|— yra iSvedama sk&iavime S4, bet éra iSvedama
minus-normaliajame sk&avime S4.

Skakiavime S4 mes galime sukonstruoti iSvedlitaip, kad kiekvienas taisydd (D|—)
@h T.G@}f
r, XG(x) F

(kur a — naujas laisvasis kintamasiseimantisj apatire sekvenci)
panaudojimas, atitigtsalyga: laisvasis kintamasis yra naujas ne tik nagamoje Sakoje, bet
ir visame iSvedimo medyje. Paskutiisvedimo medzio formélbus aksioma. Mes atseksime

kelia nuo tos aksiomos iki iSvedimo medzio pradzios. Tarkime, radome @rsykks (O |-)

(OF) r, 6(t),0xG(x) F

r, OxG(x) |

('kur t — kuris nors termas laisvas kintamojo x atzvilgiu foéjeuF )

panaudojim, kuris netenkina minus-normalumalygjos. Tai reiSkia, kad laisvieji kintamieji
priklauso formuts iSvadai (pavadinkime viens ty laiswju kintamyju a), bet pagrindinis
termas t yra naujas laisvasis kintamasigeinantisj iSvady. Tokiu atveju, mes pak#am tj a
nagrirejamos taisylds prielaidose. Po Sito keitimo, medis pasilieka iSvedimo medziu. IS
tikryju,

1. Laisvieji kintamieji bet kuriame taisyss$ (D|—) panaudojime yra naujieji kintamieji
iSvedimo medyje. IS Sito seka, kad visi nagami kintamieji skiriasi nuo a.

2. Kiekvienas taisylds (D|—) panaudojimas, kuris iSvedimo medyje yra &ik$ uz
nagrirtjama panaudojim yra minus-normalusis. Jeigu kurios nors taisyk{] |—)
termas buvo t, jis pasikeis.

Pastebsime, kad t pakeitimg a iSvedimo medzio satingumas gali tik sumah. Taip

pat imanoma panaikinti visus taisgkl |—) panaudojimus, netenkindos minus-

normalumo slygos. [Nor01]
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5 apibrézimas:
Tegu M — kai kunp modalumo formuli aibé. M projekcija, pavadinsime visaibés M

formuliy projekcijy aibe.

2 teorema:

Egzistuoja neiSsprendziam modalumo formuli aibe, pavidalo
O0ys...0y ... xmG& "' p (kur G — bekvanter formule, p — teigini logikos, loginis
kintamasis), tenkinaimy savyle, kad kiekvienos atomés formubs modalumo laipsnis,
santykinai su G nevirSija 1 ir G modalumo operatoriai yra tik prie$ literas. Taip pas klas

projekcija sudaro neiSsprendziaaibx.

[rodymas:

Nagrirekime, uzdan modalumo logikos formuli klas: (t.y. tu, kurios neturi laiswju
kintamyjy), turintiy tik vienvietius predikatinius kintamuosius. Zinoma, kad tokia &lgsa
neiSsprendziama. Egzistuoja algoritmas, kuriuo remiamtisdant naujus predikatinius
kintamuosius, sekvencijo{s F iSvedimo nustatymas susiveggalutires formuliy sekos %
priestaros nustatymKiekviera Xg formuk yra viename iS gipavidaly:

O (L,0..00), O0(L.O00L,), O0O(L.0L,), ' p, (1)

kur L, i <= 1, 2, 3, - literos. Nagréfamame atvejyje, kai formésd neturi laisuju
kintamyjy p yra teiginip logikos loginis kintamasis.

Tokiu atveju, X% formulés yra pavidalo:

O, 0...05), O3,.031R), Od,001,), 1,

kur [, i <= 3, - literos. Tiksliau,lantroje formuje yra loginio kintamojo neigimas, o
trecioje formukje — loginis kintamasis. Tuo pat metu,, dntroje formuje yra loginis
kintamasis, o tr@oje — kai kurio loginio kintamojo neigimas.

Seka X transformuojasi formulk tokiu bidu:

» kablef keiciame konjunkcija,

* iSneSame [ pries formut (pasinaudojam tuo, kad [JA:1&...&0LAY)

o OA&...&A D)),

e suvedam gauatformuk i normala prieSa&ling forma, iSneSdami iS pradgivisus

bendrumo kvantorius, o paskui egzistavimo kvantorius ir pervadindami individinius

kintamuosius, jei to prireikia.
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Gauta formud (pazyntkime ja C) turi pavidad
O0"0"G& ™' p 2

(kur G — bekvanta@rformule, kurioje modalumo operatoriai yra tik pries literas) ir tenkina
salyga, kad sekvencija (F iSvedama tada ir tik tada, kai iSvedama |-XT okiu atveju, klas
formuliy, pavidalo (2) neiSsprendziama.

Panaudotas formulitransformacijos algoritmas su naljintamyjy jvedimu, remiasi tuo,
kad

O0(A - B) | F(A) tada ir tik tada, ka}- F(B).

Todkl mes galime ne tikvedireti naujus kintamuosius, bet ir naikinti juos, pasinaudojus
tais pa&iais ekvivalentumais. Formtd pavidaloLIB, ivedus nauyj predikatin kintamaji A,
keiciamosi

O0( ™ PsOPR,), OO(Ps 0 " Pa).

Naikinant kintamuosius formésg projekcijoje, Si transformacija tampa Pervadinimu
Ps.

Tokiu atveju, pr(%) |-iévedama tada ir tik tada, k{}ipr(F). Formut pr(F) yra klasikigs
predikat; logikos formué su vienvig€iais predikatiniais kintamaisiais, tédtokiy formuliy
aibé yra iSsprendziama. Teoreritadyta. [Nor02]

Panagrigkime kvantorigs modalumo logikos formules, tuéias tik vienvi€ius
predikatinius kintamuosius ir tenkingas slygas:

formulése bus tik logias operacijod], O ir neigimas sutinkamas tik prieS atomines
formules,
formulés yra normaliosios prieslines formos, ty. yra pavidalo &...QXxmG
(G E { ] }, G — bekvantot formulk ) ir neturi laiswjy kintamyjuy,
kiekvienos formuis modalumo laipsnis nevirsSija 1,
formuléje nréra skirting: individiniy kintamyju ieiciy, patenkasiy i to paties

modalumo operatoriaus veikimo grit

Pazyntkime toki klas: A.
PavyzdZziui:
Formuk
OxBy(E(P(X) BQ(X)) & (0( " P(x) & R(x)) H(R(Y) & ' Q(x)))

priklauso klasei A.
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Formuk

OxBy(B(P(x) D Q(Y)) & 0( P(X) & R(x))
nepriklauso klasei A.

3 teorema:
Klast A iSsprendziama pagal iSvedamum

[rodymas:

Tegu F priklauso A ir Pi =1, 2, ..., - nauji predikatiniai kintamieji, j@gnantysj F.
Kiekviena poformul, prasidedamnt_1 (arba¢), ketiami R(x), kur X — individinis kintamasis,
jeinantis i nagrirgjama poformul (pagal apib¥Zzima jis yra vienintelis). Skirtingus
poformulius, pake&iam skirtingais P Gauname klasikinio predikaskatiavimo formuk F'
su vienvigiais predikatiniais kintamaisiais. Formulei F' galima rasti ekvivadejai formuk
pavidalo[X;...x,0ys...ymG'. Tam pasinaudojame kintajm pervadinimo taisykles ir Zinomais
ekvivalentumais, kuu pagalba formus transformuojamo$ konjunkcines ir disjunkcines
normalines formas, taip pat ekvivalentumais, padédeniSnesti kvantorius prie$ pagringdin
formule. Dabar, formulje G' pakeié¢ P | atitinkamas formules, prasided#as [1ir 0,
gauname kvantoré#s modalumo logikos formel [Xi...x0yi...ymG. Pastetsime, kad
individiniy kintamyjy skatius, palyginus su F ggb padicti. Formuk F iSvedama
skatiavime S4 tada ir tik tada, kai iSvedar®,...x,0y;...ymG |- IS tikryju, S4 teisinga
salyga

O0(A - B) |FF(A) - F(B)

Anksciau pamiti ekvivalentumai tenkinaatyga |—S4 LI(A - B). Nagrirgjamos sekvencijos

Ke. Xay1.. YmG | 3
kiekviename iSvedimo medyje galima rastiakjps iSvedim, kuris tenkin salyga, kad
kiekvienoje Sakoje naudojamos tik kvant@srtaisykes ir tik po ju visos likusios. Gali fiti,
kad ketiant iSvedimo meg reikes pervadinti kai kuriuos sutinkamus individinius
kintamuosius. Salia iSvedimo medyje e$as modalumo operatoriausitinai (CJ) ir vienos
iS kvantoring taisykliy panaudojimus galima sukeisti vietomis. Jeigu kokioje nors Sakoje
sutinkamas modalumo operatoriaus ,@dlb(0) panaudojimas, tai aukau jo negali kbt
panaudotos kvantors taisykés. Mes nagrigjome tik normaliosios priestinés formos

formules, todl su taisykés () panaikinamos visos formid, prasidedatios kvantoriais.
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Tokiu atveju, tukdami omeny, minus-normalipiformuliy sudarymo galimyly Zinome,
kad kiekviename pavidalo (3) sekvencijos iSvedimo medyje galima rastokitsekvencijos
iSvedimo med kuris tenkina Sias glygas:

iS pradzi, panaudojamos n kvantoém taisykés, ju panaudojimo metu,1X.x, bus
pakeistii poromis skirtingus laisvuosius kintamuosius (pa&sime juos a..a),
aukgiau m karty taikoma taisyld (0), ju taikymo metu vietoj y i = 1, ..., m,i
formulg (3) iraSome vieaiS g, j =1, ..., n,

kiekvienoje Sakoje, auk@u uz taisykh (OJ0), () panaudojim, sutinkami tik
klasikines ir modalumo logily taisykks.

Po pirmo pirmo klasikies, ar modalumo logikos taisyd taikymo mes gauname
sekvencij pavidalo:

Xy... % OY1...ymG, Goi, Goy, ..., Gos | (4)
kur o; — keitinys pavidalo {gXy, ..., &Xn ti/y1, ..., Wym}, tjO{ay, ..., &} j =1, ..., m. IS viso
tokiy keitiniy negali Witi daugiau uz h Galima laikyti, kad keitiniaby, ..., s yra poromis
skirtingi. Jeigu kai kurie ddy = oy, k, | <= s, tai ir formuls Gox = Go). Tada sekvencija (4)
iSvedama tada ir tik tada, kai iSvedama sekvencija, kuri skiriasi nuo (4) tuo, kad i$ jos
pasalinta @,. Reiskia, klas A yra iSsprendziama. Teoreriradyta.

Atkreipkite cemeg, kad formués nelatinai turi turti tik vienviecius predikatinius

kintamuosius. [Nor02]

6 apibréZzimas:

Panagrigsime kai kurias modalumo operaipieitis i formule Qx..QxG.
Tegul x...%s, 11 < i2 < ... <'is, - pilnas individini kintamyjy, jeinartiy i nagrirgjamo
modalumo operatoriaus veikimo gritskatius. Tada Q...Qs vadinamas nagréamo

modalumo operatoriatsities prefiksu.

7 apibréZzimas:

Tegu formués tenkina tokj salyga: jeigu i kokio nors modalumo operatoriaus veikimo
sriti patenka ne maZziau dwvgjindividiniy kintamyju, tai visos y jeitys patenka tiki
nagrirejamo operatoriaus veikimo grit kiekvieno modalumo operatoriaigstis turi pavidad
0. Tokiy formuliy klas; paZzynésime B.

Pastebsime, kad nagriggamoms formuims ail O<d negali luti tu&ia.
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4 teorema:

Klase B iSsprendZiama pagal iSvedamum

[rodymas:

[rodymas yra analogiSkas teoremai 3. [Nor02]

5 teorema:

Tarkime, turime toki apibendrintosios normaliosios priégdés formos formu Ry R.G,
kurios prefiksas neturi savyje modalumo operatorfa(fgal bat”). Be to, formutje neigimas
gali bati sutinkamas tik prieS atomines formules. Tai RG |— yra irodoma tada ir tik tada,
kai yrajrodoma jos projekcijaiR RisG |-

[rodymas:
Taisykks

OF) r,of F}

r,OF }

panaudojimas duoda mums galimylakartoti taisykles
OPp F@),OxFX),T |

Ox F(x),T F

bei
(Oh) F(O.T FA
X F(x),T A

su ta paia pagrindine formule RR,G arba su G kur s keitimasMums nereikalinga speciali
dubliavimo taisykt, nes taisylds |-) panaudojimas taip pat iSsaugo pagrindiormule.
Formuliy prasidedatiy [0 bei G kartojimas irgi nebitinas, nes silpnegn taisykk
klasikiniame predikat skatiavime yra nereikalinga. Teorenradyta.

Irodeme, kad normaliosios priedihés formos formuli be modalumo operatoriatis
klas: yra jrodomas tada ir tik tada, kagiodoma & formuliy projekcija. Taip pairodysime,
kad Sios klass formuks gali hiti ne katinai normaliosios prie&inés formos.
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Apzvelggme kai kurias iSsprendZziamumo klases, kurios buvo aprasytos ir iSagrin
doc. Norglos. Pabandysime panaudojus jas kaip pavyzdZius apraSyti ir iSagitas
iSsprendZziamumo klases.

Penktoje teoremoje nagépme apibendrintosios normaliosios prigfitks formos
formules, kuny prefiksas neturi savyje modalumo operatoriauégal bat”). Taip pat, tose
formulése neigimas galititi sutinkamas tik prieS atomines formulésodéme, kad tokios
formulés yrairodomos tada ir tik tada, kai yi@domos y projekcijos. Panagritkime panag

atvej, tik dabar nagrigjamos formuts neturi savyje bendrumo kvantorio.

6 teorema
Klasé formuliy, kuriose gra modalumo operatorias(“gal bat”) ieities bei bendrumo

kvantorio (J), iésprendiiamal— F irodoma tada ir tik tada, kai yieppdoma |—pr(F).

Jrodymas:
Priminsime, kad neigimal' tik prieS atomines formules, tédjeigu formuk nebuvo

normaliosios prie&dinés formos, panaudojus taisykles

&P r A BFA @p T AfaT,BFA

rA&BLA : rAOBFA

ja galima suskaidyti normalisias prieSélines formules @ G,. [rodyny tesime analogiskai,

kaip ir teoremoje 5.

Tarkim duota iSsprendziama Kklasikinio predikatkatiavimo normaly prieSeliniy
formuliy klasz A. Naudodami g4 sukonstruosime dar vienmodalumo logikos normaii

prieSatliniy formuliy klass Aw.

8 apibrézimas:

Tarkim, { formukés F = R_R,G prefikas R;. R, neeina modalumo operatorids arba
operatorius) yra paskutinio modalumo operatoridulsdeSirgje, o0 matricoje &a modalumo
operatony [ ir 0. Tai formuk F priklauso Ay tada ir tik tada, kai jos projekcijainRRisG

priklauso klasei A.
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7 teorema: Klas: Ay yra iSsprendziama.

Irodymas:

Pirmas atvejis: Modalumo operatoriug neeinai formulés prefikg. Toctl, pagal penkt
teorem, formuk R; R,G irodoma tada ir tik tada, kabdoma jos projekcijaiR RisG.

Antras atvejis: Operatoriai¢ yra deSigje nuo paskutinio operatorials, kitaip sakant,
mes nagriasime formules, pavidalu:

Ry1...ROOXis1...O0Xivs issQurssiXivst1...QixnG 1)

Operatorius® yra pozicijoj (i + 1) ir jam iS deSés yra tik kvantoriai. Tarkime, kad
kvantorius L pirma karty atsiranda pozicijoje (i + s) (atsiZvelgianpaskutinio modalumo
operatoriaus® pozicija). Be to, tarkim, kad turime matscG normaliojoje konjunkcige
formoje su k poformuli. Nepraradus bendrumo, mes galime nagriskaciavima su tokia
taisykle (0 P):

[ N R I R B R

r(eo.0L) 0.0 0...0L%) !

kur Lij (i=1,..kj=1,2, .., maxgny)) yra litera.

Mes naudosime, tokijrodymo strategy: kai tik aptiksime G (keitima), naudosime
taisyklke ([T |-). Kai formukje F; nebus modalumo operatoristrategijajvykdyta. Tarkime,
kad formué (1) iSvedama ir mes turime jos dedukcmed. Laikysime, kad k aksiom
gaunamos kaip taisydd (I |—) taikymo rezultatas. Mes atseksimavieelia nuo t; aksiomy

iki dedukcinio medzio Sakn Tarkim, radome pirmtaisykks
©F) T FF
r,oFF

panaudojim. Panaudojus taisykl (0 |-), mes iSmetame visas atomines formules.¢ltod
kiekviena papildoma pora galiath tik keitinys tu taisykly taikymo, kuriy pagrindires
formulés yra R._R,G (v >= i+1 ) formos. Tai yra, formél(1) yra iSvedama tada ir tik tada,
kai yra toks keitinys:

0 = {ta/X, ..., UX; tiealXis2, ..., Les-a/Xies1},

kuriam formué [xssRirs+1. RnGo yra iSvedama.
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Aibé nagrirety keitiniy yra lygi ketiamy kintamyjuy skatiui. Todkl, klasz Ay yra
iSsprendZiama, nes kkms Ay formuliy iSvedamumas suvedamagsprendziamos klas A

formuliy iSvedamum. Teoremarodyta.

Pabandykime klas Ay sukonstruoti kitu principu irirodyti, kad Si klas taip pat
iSsprendziama.

8 teorema:

Tarkim, { formulkés F = R_R.G prefikas R;. R, ngeina modalumo operatorids arba
prefiksas baigiasi operatoriumii. O formuks dalis G yra bekvantegr kurioje yra tik
modalumo operatoriugl. Tai formuk F priklauso Ay, tada ir tik tada, kai jos projekcija
Ri1. RisG priklauso klasei A.lrodysime, kad sy naujai sukonstruota klasAy yra

iSsprendziama.

Irodymas:

Pirmas atvejis. Modalumo operatoriug ngeinaj formulés prefikg. Pagal Segtteorem,
formulé Ry R,G jrodoma tada ir tik tada, kiiodoma jos projekcija R RisG.

Antras atvejis. Formuks prefiksas baigiasi modalumo operatoridmKitaip sakant mes
nagrirejame formules, pavidalu:

R;...R0G 2)

Operatoriug) yra pozicijoj (i+1). PrieSjjyra tik kvantoriai, bei modalumo operatorius

Tarkime, kad form@dl G yra normalioje konjunkcije formoje su k poformuli. Galime

nagrireti skaciavima su tokia taisykle[l |—):

r,Li,...,Llnl |_ ...r,LE,...,Lﬁm |_

r(Lo.ok)o.olo..oL,) 1

kur Lij (i=1,...kj=1,2, .., maxgnny) yra litera (modalumo litera vadiname klasisn
logikos literas bei formules pavidaldl, 9l; ¢ia | — klasikires logikos litera).
Naudodami taisykles[{ |-), @ |-) mes iSsaugom pagringdinformule, bei atliekame

keitimus. Kai tik aptiksime keitimy taikysime taisyld (I |—), kai formuks prefikse neliks
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modalumo operatayj strategijajvykdyta. Keitimy bus < i. Todl, kai sutiksim modalumo

operaton ¢ ir panaudosim taisykl
©F) L FE
r,oFF

liks baigtinis skaiius formuliy tik su modalumo operatoriunil ir kvantoriais, ir mes

gaksim pritaikyti pirma Sios teoremos at\ej

Irodeme, kad formud F, i kurios prefikg neeina modalumo operatorids arba prefiksas
baigiasi operatoriumi®>, o formuks matrica yra bekvantgr kurioje yra tik modalumo
operatoriusL], yra iSsprendziama tada ir tik tada, kai yra iSsprendziama jos projekcija.
Pabandysimeérodyti dar bendresratvej, kai formuks F prefiksas yra bet koks, o forrasil

matrica yra bekvantéy kurioje yra tik modalumo operatorius.

9 teorema:
Tarkim, formués F = R R\G prefiksas R R, yra bet koks. O forméas matrica G yra
bekvantog, kurioje yra tik modalumo operatoriis. Tai formuk F yra iSsprendZiama tada ir

tik tada, kai yra iSsprendziama jos projekcija RisG.

Irodymas:

Ankstesrse teoremose mésodeme atvejus, kai formuks F = R_R.G prefike R R,
neieina modalumo operatorius operatorius® yra paskutinio modalumo operatoriaus
deSirgje, arba formuds prefiksas baigiasi modalumo operatoriumiSioje teoremoje lieka
irodyti atvej, kai formuks prefikse R R, modalumo operatoriug yra sutinkamas pries
modalumo operatarill. Kitaip sakant, mes nagéisime formules, pavidalu:

Ri...ROODXik2...OXies XirsQivseiXivs.- QXnG (1)

Tarkim pirmg karty formuléje operatoriu® sutinkamas pozicijoj (i + 1) ir jam iS de&mn

yra tik kvantoriai ir modalumo operatorial.

Kiekviem karta, taikydami taisyld:
©F) T Ff
roFF
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mes iSmetame visas atomines formules¢lt&gbkviena papildoma formeélgali bati tik
prie$S tai taikyt taisykliy keitinys. Mes neprarandame pagrirdinformuks, o pagalbiés
formulés yra tik anksiau taikyt taisykliy keitiniai ir tokiy formuliy yra baigtinis sk&ius.
Reiskia neprarandant bendrumo mes galim taikyti ta@sYk“— ), kol formuks prefikse
modalumo operatoriug liks tik paskutinio modalumo operatoriaus deSirgje. Ankstesase
teoremose mes jaiwrodeme tol atvej, reiSkia toliau teoremosrodynn galim pragsti

analogiSkai. Teorem@odyta.

10 teorema:
Nagrinesime normaliju prieSaliniy formuliy klas;. Jeigu formuli matrica susideda tik

iS vienvigtiy predikat, ir neturi modalumo operatoriais, ji yra iSsprendziama.

Irodymas:

Priminsime, kad neigimas sutinkamas tik prieS atomines formules. Pasirinkimegférmul
= Ri.RM, kur M yra matrica, tai yra bekvantoformule. Mes turime surasti klasikinio
skatiavimo formuk G toki, kad seka IF biity irodoma modalumo logikoje S4 tada ir tik
tada, kai seka q; irodoma klasikiniame predikatskatiavime. Priminsime, kad bekvangor
formulé M yra m-ojoje normaliojoje disjunkcéje formoje tada, kai yra fill ... 0 Ny, formoje,
kur N; (i=1...m) yra liteg konjunkcija ir formués prasideda.

Panaudojus gerai Zinomas teigitdgikos ekvivalentiSkumus ir Siuos modalumo logikos
S4 ekvivalentiSkumus:

00A =0A

O(AB) = 0AXB
mes galime gauti ekvivalentigkformuk M’, kuri yra m-ojoje normaliojoje disjunkcépe
formoje ir kiekvienam jos poformulidiA, t.y. poformuliui, kuris prasideda galioja alyga:
A taip pat yra m-ojoje normaliojoje disjunkeéje formoje.

Formuk M’ m-ojoje normaliojoje disjunkci&e formoje ir ekvivalenti pradiis formuks
F matricai M.

IS Sito seka, kad “poformulis” reiSkia “poformulis su fiksuotu reiskiniu”. Kitaip sakant,
mes nagriasime skirtingus tos @#s formuks reiSkinius kaip skirtingus poformulius.
ApibréSime transformacij El, t.y. operatoriaug> eliminavimy, kaip indukcija pagal M

poformulius.
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Tarkime, kad®G;, ..., 0G, yra @raSas vig M poformuliy, kuriy modalumo laipsnis yra
lygus vienam ir ¥, ..., V\n yra nauji individualus kintamieji rieinantysi M. Pakeisime
poformulius¢G; (j = 1, ..., n) formuimis, kurios gaunamos is; @akeitus visus vienvigus
predikatus naujais dvivéais su tuo p&u pavadinimu. Kintamasisjwra antras individualus
kintamasis visiems oformuliams.

Pradires formuks modalumo laipsnis yra didesnis negu gautos fasnuleigu gauta
formulé turi modalumo operatarj mes kartojame eliminavimo proded. Pastebsime, kad
nagrirejama formué turi dviviecius predikatus, bet mes pakite tik vienvi€ius predikatus
naujais individualiais kintamaisiais jeartiais i nagrirgjama formule.

Mes pakeitme pradie formuk F = R_R.M’ formule Ry R,Dvii...OvigEI(M?), kur
Vi,...,.Ms Yra nauji kintamiejijvesti eliminavus operatari¢ formukje M’. Parodysime, kad
seka F|— irodoma modalumo logikoje S4 tada ir tik tada, kai seka

Ry R B .. Dvis EI(MY) |
irodoma klasikiniame predikaskatiavime.

IS tikryju, jeigu mes galime surasti|-F dedukciniame medyje tpkeitini o, kad <>Gc|-
formos seka (vadinastG yra F poformulis) yra iSvedama, tada mes dar galime surasti keitin
o’ toki, kad El(G)o’ yra irodoma klasikiniame sk&avime ir atvirk€iai. Pakanka panaudoti
keitini o’ = o O{a/v;}, kur a yra naujas laisvas kintamasis, ip wa kintamasisivestas
eliminavus operatayi ¢. Pastebsime, kad litera esantiG,; gali suformuoti papildom pora
dedukcijos medyje tik sbG, literom. Tai yra rezultatas priklauso tik naoFormuk 0G, yra
ekvivalenti bet kuriai loginiai konstantisinga, arklaidinga.

Tai reiSkia, kad gavome klasikinio predikaskatiavimo formuk su vienvi€iais, ar
dvivieciais predikatais, kuri yrarodoma tada ir tik tada, kai pradinlmodalumo logikos
formulé yra jrodoma logikoje S4. Gauta klasikinio predikakatiavimo formuk priklauso
iSvedamai klasei K, tadl kad kiekvienas F prefiksas yra ilgio 1 ir baigiasi kvantorilimi

(priminsime, kad mes nagtjame formut iS kairs sekos pus). Teoremarodyta. [Nor0O1]

ISnagrirtjome normalijy prieSeliniy formuliy klas. Kuriy matrica susideda tik iS
vienvietiy predikatiniy kintamyju ir neturi modalumo operatoriais. Suzinojome, kad ji yra
iSsprendziama. ApibEkime kity formuliy klas;, tardami, kad aukfau nagrigtos klags
formuliy prefiksas gali tuti savyje modalumo operatorius, bet paskutinis modalumo
operatorius Siame prefikse bOs-"galbat‘. Pabandysimarodyti, kad tokia formuly klas

yra iSsprendziama.
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11 Teorema:

Nagrinesime apibendrintosios normaliosios pridtes formos formules, kuriose bus tik
loginés operacijod], [ ir neigimas sutinkamas tik prieS atomines formules. Farsnols
pavidalo R R.G, kur R (i=1...n) O {[I[J [, 0}, formulés matrica G — bekvantgri kuria
jeina tik modalumo operatoriu® —"galbat‘. Taip pat, matricoje G tik vienvigai
predikatiniai kintamieji. Paskutinis modalumo operatorius, esantis fésnuiefikse, yra

modalumo operatorius— "galbat”. Tokia formuliy klas: yra iSsprendziama.

Irodymas:
Nagrinesime aprasyto pavidalo formules, t.y P,0Q:. QmG, kur RO{[IL] [, 0}, o Q
O {[JO}. Tarkime, kad matrig G yra normaliojoje konjunkcife formoje su k poformui

Nepraradus bendrumo, mes galime nagrskakiavima su tokia taisykle[l |-):
MG, L 1 I Y B 1

r(Lo.0k)o.olo..oL,) 1

kur '—i; (i=1,..kj=1,2, ..., maxgnny,)) yra modalumo litera.

Mes naudosime, tokijrodymo strategy: kai tik aptiksime G (keitima), naudosime
taisyklke (I |-). Kai formukje F; nebus modalumo operatoristrategijajvykdyta. Tarkime,
kad formué (1) iSvedama ir mes turime jos dedukcmed. Laikysime, kad k aksiom
gaunamos kaip taisydd (I |—) taikymo rezultatas. Mes atseksimavieelia nuo t; aksiomy

iki dedukcinio medzio Sakn Tarkim, radome pirmtaisykks
©F) T Ff
r,oFF

panaudojim. Panaudojus taisykl (0 |-), mes iSmetame visas atomines formules.¢ltod
kiekviena papildoma pora galiath tik keitinys tu taisykly taikymo, kuriy pagrindires
formulés yra Q. QmG formos. Tai yra, pradinformule yra iSvedama tada ir tik tada, kai yra
toks keitinys:

0 ={ti/Xq, ..., X tiso/Xis2, ..., tXn},

kuriam formut Q;. QmGs yra iSvedama.
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Aibé nagrirety keitiniy yra lygi ketiamy kintamyjuy skatiui. Todel, misy apibgzta
formuliy klas: yra iSsprendziama, tada kai jos dalis Q.G yra iSsprendziama. O jos dalis
Q:.QmG yra normaliosios priestinés formos, jos matrica susideda tik IS vieduie
predikatiniy kintamyju ir neturi modalumo operatoriadsl, tod:l pagal 6 teorem ji yra

iSsprendziama. Teorengadyta.

9 Apibrézimas:
Sakysime, kad formeél yra neigiamos normalés formos, jei joje yra tik logis
operacijos ', &, Oir neigimas yra sutinkamas tik prieS atomines formules.

Zemiau nagrigsime tik neigiamos normaliosios formos formules, kurigsa fieiciy.

12 Teorema:
Formuk I |— iSvedama skalavime S4 tada ir tik tada, kai |5|)(|— iSvedama klasikiniame

skatiavime.

Irodymas:
Naudosime indukcij pagall |- iSvedimo auk§t Pazynékime ji raide I.
Tarkime, kadr|- iSvedama, kai | = 1. Tada galimi tokie penki atvejai, priklausomai nuo

centrires formuks pavidalo:

1) Centrire formule (G&H). Tuomet iSvedimo medis atrodo Sitaip:
rG,H}
r, G&H |

Kadangil"’, G&H |— néra aksioma, tai tarp sekbsformuliy atsiras -G arba —H (arba
G = =H). Kadangi pr(-G) = —-pr(G), pr(-=H) = -pr(H), tai pr(G&H) irgi bus iSvedama, t.y.
tarp formuly pr(”’, G, H) atsiras poros pr(G), pr(=G) arba pr(H), pr(=H).

2) Centrire formuk (GCH). Tuomet iSvedimo medis atrodo Sitaip:
Gk TI©HE
r, GH }
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Kadangil"’, G&H |— néra aksioma, tai tarp sekds formuliy turi atsirasti =G ir =H.
Kadangi pr(=G) = —pr(G), pr(-=H) = -pr(H), tai pr( GCH) irgi bus iSvedama, t.y. tarp
formuliy pr("’, G, H) atsiras poros pr(G), pr(=G) ir pr(H), pr(=H).

3) Centrire formulke 0OxG(x). Tuomet iSvedimo medis atrodo Sitaip:
r, G(t), OxG(x) }
r, OxG(x) |

Kur t — kuris nors termas, laisvas kintamojo x atzvilgiu. KadangiixG(x) |- néra
aksioma, tai tarp sekds formuliy atsiras -G(t). Kadangi pr(-G(t)) = —pr(G(t)), tai Ipr(
OxG(x)) irgi bus iSvedama, t.y. tarp formwli”’ atsiras formut pr(=G(t)).

4) Centrire formuk [XG(x). Tuomet iSvedimo medis atrodo Sitaip:
r, G@) |
r, xG(x) }

Kur a — naujas laisvasis kintamasisemgantisi apatire sekvenci. Matome, kad
pradire formule [XG(x) negali lati iSvedama per vienzingsn, nes a — laisvasis kintamasis

neieinantisi apatire sekvency.

5) Centrire formule [IG. Tuomet iSvedimo medis atrodo Sitaip:
r, G 0OG |
r, OG |

Kadangil, LJG |— néra aksioma, tai tarp sekdsformuliy turi atsirasti -G. Kadangi
pr(=G) = =pr(G), tai pi{’, LIG) irgi bus iSvedama, t.y. tarp formulpr("’, CJG) atsiras pora
pr(G) ir pr(=G).
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Tarkime, kad msy teiginys teisingas, kai | = k, tada liekadyti, kad niisy teiginys
teisingas, kai | = k+1. T.y. iSvedimo medzio aukstis yra k+1. Pirmajame Zingsnyje, galimi
tokie penki formuhy taikymo variantai:

1) Pirmame Zingsnyje taikome taisykformulei G&H. Masy iSvedimo medis atrodys

Sitaip:

A

G, HF}
r, G&H | }k+1

Pagal nisy prielaidy, formuk I'’, G, H |—yra iISvedama per k zingsnitockl formulé ',
G&H |— bus iSvedama tada ir tik tada, kai sek& Prr(G), pr(H) iSvedama.

2) Pirmame Zingsnyje taikome taisgkformulei GCH. Masy iSvedimo medis atrodys
Sitaip:

A A

MGk I HE
ENCR TR

Pagal misy prielaich, formuks ™, G |— irr, H |—yra iSvedamos per k zingsnitockl
formule ', GOH |- bus iSvedama tada ir tik tada, kai bus iSvedamos dvi seko$, pr(
pr(G) ir pr(), pr(H).
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3) Pirmame zingsnyje taikome taisglfiormulei OxG(x). Masy iSvedimo medis atrodys
Sitaip:

A

r, G(t), OxG(x) F

r, OxG(x) | }k+1

, kur t — kuris nors laisvas termas, kintamojo x atzvilgiu. Pagadynprielaid,
formule I'’, G(t), OxG(x) |—yra iSvedama per k zingsnitoctl formule I, OxG(x) |— bus
iSvedama tada ir tik tada, kai bus iSvedama sek@)pnir(G(t)) (formuk pr(OxG(x)

galime iSmesti iS sekos kaip pertekhn

4) Pirmame zingsnyje taikome taisgkiormulei [XG(x). Masy iSvedimo medis atrodys
Sitaip:

A

r, G) |

[, XG(x) b+l

, kur a — naujas laisvasis kintamasisjemantisi apatire sekvenci. Pagal misy
prielaica, formulk ", G(a) |-yra iSvedama per k Zingsnitod:l formulé ", CXG(X) |- bus

iISvedama tada ir tik tada, kai bus iSvedama sekd)par(G(a)).
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5) Pirmame Zingsnyje taikome taisykformulei L1G. Masy iSvedimo medis atrodys
Sitaip:

A

r, G 0G|
rooGk Fkl

Pagal nasy prielaicy, formuk I, G, LIG |-yra iSvedama per k Zingsinitod:l formule
r, G |— bus iSvedama tada ir tik tada, kai bus iSvedama sek3,go((G) ( formuk
LIG galime iSmesti kaip pertekih

Teoremarodyta, panaudojant indukgipagal formuds iSvedimo aukgt
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4. ISsprendziamumo klasy formavimas, naudojantis formuliy
transformavimu i klasiking predikaty logika

Nagrinesime kvantorias modalumo logikos S4 formules, kuriose bus tik légin
operacijod], Oir neigimas sutinkamas tik prie§ atomines formules.

Kad ir kokia ity modalumo logikos formal F, galima rasti toki klasikines predikat;
logikos formut [F] ;, kad Fivykdoma tada ir tik tada, karykdoma [F}..

Taikydami indukcij pagal F pavidal apibéSime [F]:: [p] - = P{), ¢ia p — loginis

kintamasis, R — vienvietis predikatinis kintamasis.

Gl =~ [C].

[H&G] « = [H] « & [G] «

[HUG] . = [H]« U[G]

[H>G] = [H]« > [G].

[OJG] =0x (R (,x) =2 [G] %), kur x — naujas individinis kintamasis.
[0G]: =X (R (,x) & [G] x), kur x — naujas individinis kintamasis.
[Ox Gl =0x [G]«

[ G]: =X [G]«

Transformavima klasikirng logika pavyzdys:

P p>T a0 =R x) &[LHp> 0L (qln]y) =

=X (R@tX) & ([0 pk 2> [0 (=qOn]y) =

= Ik (R(t,x) & ((Uy (R(x,y) > P(y)) > [L (—qUn]y) =

= X (R(t,x) & (Hy (R(x,y) > P(y)) > Dz (R (x,2)> [(~q n]2)) =

= Ik (R(t,x) & ((Hy (R(xy) > P(y)) > Uz (R (x,2)> ([(~a 1.0 R(2)))) =
= Ik (R(t,x) & ((Hy (R(x,y) > P(y)) > 0z (R (x,2)> (-Q(2) U R(2)))))

Pagal apibiZzima, kad ir kokia laty kvantoriress modalumo logikos formélF, galima
rasti toka klasikines predikaf logikos formu¢ [F] ., kad Fivykdoma tada ir tik tada, kai
ivykdoma [F];. Toctl pasinaudojus apraSyta transformacija, galim pagal klasilpnedikai
logikos formuks pavidalo apribojirp aprasyti modalumo logikos formuliSsprendziamumo
klases.



Klasikines predikai logikos normaliosios priegtinées formos formuis
klasifikuojamosi iSsprendziamas ir neiSsprendziamas klases pagal préfiksedikatinius
kintamuosius. Raide'gymesime i-viet predikatin kintamsji. Klases Zyrasime poromis
(M,0), kur M - Zodis abceleje A = {0, O O, @, O, O'Yn = 2,3,...), 0 - predikatini
kintamyjy aike.

Tarkime, yra du alzélés A zodziai B ir C. Sakysime, kad B yra C dalis, jei B gati b
gauta iS C pritaikius baigtirskatiy operaciy:

1) ISbraukus Zodyje C simhdll arball
2) Pakeitus zodyje C simhdl” { 0" arba" i ' (n = 1,2,...)
3) Pakeitus Zodyje C simkdl" i O™ arbal'{ O" (m < n)

1 apibrézimas: Pora (1,0) zymime klag Qixi...Qx, normaliosios prie&dinés
formos formuly, tenkinartiy salygas:
1) Qu...Q =1,
2) Egzistuoja predikatimi kintamyju formukje G ir o abipusiSkai vienareiksn
atitiktis.
Pavyzdziui, formuwd OxCy((P(X) O P(Y)&(Q(x, y) O R(y))) priklauso klasei
(m {P% R, R ).
2 apibrézimas: Sakome, kad klaq[1,0) <= (,,01), jei:
1) M lygusl; arba yra jo dalis,
2) o izomorfiniso; poaibiui.
Klase (1,0) iSsprendziama pagal iSvedamynei:
a) o sudaro tik vienvigai predikatiniai kintamieji,
by N =0%CF,
c) N =0°F0".
Taip pat klas (I’,0") iSsprendziama, jeil{’,0’) <= (IM1,0), kur (1,0) yra viena i$
iSvardyt, a, b, c.
Formuk pavidalo O°[°G. Kvantoriy 00 gauname pritaikius transformaci[0G] -,

kvantory O pritaikius transformacij[[1G] ;.
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Pritaikom transformacijformulei pavidaloL10F, kur F formut be modalumo operatayi
bei kvantoni, neigimas tik prie§ atomines formules. Naudojamos &sgaperacijos — tik],
&ir —.

[00F]« = 0Ox (R(T, X) = [OF] =

=0Ox (=R(, x) O[0F]x) =

= x (~R(t, x) ULy (Q(x, y) & [F]y)) =

= x (~R(1, x) ULy (Q(x, y) & F(y))) =

=x Dy (=R(T, x) O(Q(x, y) & F(¥))).

Gavom formu¢ pavidaloll G, didinam modalumo operataribatinai” (L1) kieki.

[OO0F]: = Ox (R(, x) = [O0F] = Ox (=R(t, x) O[O0F] x) =

= Ux (=R(t, x) U0y (Q(x, y) > [0F]y)) =

=Ox (=R(t, x) U0y (= Q(x, y) O[OF]y)) =

=Ux (~R(t, x) U0y (= Q(x, y) DLz (P(y, 2) & [F}))) =

= Ox (=R(t, x) U0y (=Q(x, y) Ok (P(y, 2) & F(2)))) =

= Ox (=R(t, x) U0y [z < Q(x, y) U (P(y, 2) & F(2)))) =

= Ux Oy [z (R, x) D=Q(X, y) U (P(y, 2) & F(2))))

Gavom formut pavidalo [ G. Taikydami transformacij [LIG] ., kiekviern karty
gauname bendrumo kvantersu nauy kintamuoju, ngeinartiy i tolimesrg formule, toctl
bendrumo kvantoui galime iSkeltii formules prieki ir suvestig i normalaja prieSelineg
forma. Kuo daugiau formgéje bus modalumo operatari‘bitinai”, tuo po transformacijos
formulés prieky bus daugiau bendrumo kvanioMisy pavidalo formudse jie vig laika bus
pries egzistavimo kvantorius.

Toliau, didinam modalumo operatorigalbat” (0) kiek ir pritaikom transformacij

[O00F] + = Ox (R(T, X) > [OOF] x =

=[x (= R(T, xX) O[00F] ) =

= x (~R(1, x) Oy (Q(x, y) & [0F]y)) =

= Ox (=R(t, x) ULy (Q(x, y) & [z (P(y, ) & [F}))) =

= x (~R(1, x) ULy (Q(x, y) & [z (P(y, 2) & F(2)))) =

=x (~R(, x) ULy [z (Q(x, y) & (P(y, 2) & F(2)))) =

= Ux Oy [z (R, x) O(Q(x, y) & (P(y, 2) & F(2))))

Gavom formu¢ pavidaloII G. Taikydami transformaaij[0G] , kiekviery karty

gauname egzistavimo kvantorsu naup kintamuoju, ngeinartiy i tolimesr formulk, toctl
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egzistavimo kvantoui galime iSkeltij formules prieki ir suvestig i normalija prieSdline
forma. Kuo daugiau forméje bus modalumo operatari‘galbat”, tuo po transformacijos
formulés prieky bus daugiau egzistavimo kvanioliasy pavidalo formulse jie vig laika
bus po bendrumo kvantorius.

IS to galima padaryti iSvad kad taikant transformagij formukkms pavidalo
L1...[10...0F mes gauname klasikis predikaf logikos formuly klas; iSsprendziamp pagal
iSvedamum. Pagal apilizima, modalumo logikos formalF iSsprendziama tada ir tik tada,
kai iSsprendziama jos transformacija {HleiSkia, modalumo logikos formulklas: pavidalo
L1...[10...0F yra iSsprendziama.

Nagrirgjamos formuis prefikse gali Bt ne tik modalumo operatoriai, bet ir
kvantoriai, todl ne tik formuks pavidald_l...L10...0F yra iSsprendziamos. Tokiu pat principu
galimaijrodyti, kad iSsprendziamos yra forrasllpavidalo RR,...R\P1P....BF, kur RR»...R,
yra sudarytas iS bendrumo kvanipfil arba modalumo operataributinai“ [, o PP....Py
yra sudarytas iS egzistavimo kvantpfil arba modalumo operatari,gal bat* 0. Tik Siuo
atveju, nereikia pamirsti, kdd OxF # OxCIF.

PavyzdZziui:

OxCyODOz000OwW(P(X)&(Q(Y)I(R(2)> S(w))))

Formuk pavidalo O°(F0°G. Kaip ir praeitoje forméje, kvantori [ gauname
pritaikius transformacij [0G] ;, kvantoriy O pritaikius transformacij[[1G] ;.

Pritaikom transformacij formulei pavidaloUJOUF, kur F formut be modalumo
operatony bei kvantoni, neigimas tik prie§ atomines formules. Naudojamos &sgin
operacijos — tikJ, & ir —.

[O0OF]« = Ox (R(T, xX) = [0OF]«

=[x (-R(T, X) O[LIOF] ¥) =

= 0Ox (=R(T, x) U0y (Q(x, y) & [[IF]y))

=0x (=R(t, x) ULy (Q(x, y) &0z (P(y, 2)-> [Fl2))) =

=0x (=R(T, x) Oy (Q(x, y) &0z (P(y, 2)> F(2)))) =

=[x (=R(, x) Oy (Q(x, y) &0z (= P(y, 2)0F(2)))) =

=[x (=R(, x) U0y 0z (Q(x, y) & G P(y, 2)0F(2))) =

= Ox Oy Oz (R, X) O(Q(x, y) & P(y, )0 F(2)))

Taip pat kaip ir auk8au nagritoj formulgj, kiekvienas transformadij[0G] ( ir

[(OG]: panaudojimas duoda kvantprsu naujais kintamaisiais, jeiartiais i tolimesr
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formule, todl kvantorius galima iSkelti formules prieK ir suvesti § | normalire prieScatline
forma. Reikia, formu pavidalo O°(FO°G mes galim gauti pritaikius transformacij
modalumo logikos forméms pavidalo[]...L.100[1...LIF. IS viso to seka, kad modalumo
logikos formuliy klase pavidaloll...C10001...C1F yra iSsprendziama.

Nagrirgjamos formuis prefikse gali Bt ne tik modalumo operatoriai, bet ir
kvantoriai, todl ne tik formubs pavidaloU...L100L1...LIF yra iSsprendziamos. Tokiu pat
principu galima  irodyti, kad yra iISsprendziamos forrasl  pavidalo
RiR....RiPR+1Rn+2...RnF,  RiR2...RO[Rn+1Rn+2...RuF ir RiR2...R\II Ry+1Rn+2...RnF, Kur {
RiR....Rny ieina tik modalumo operatoriai gbnai“ [ ir bendrumo kvantoridil.

Pavyzdziui:

OxOyU 00z OwW(P(X)HQ(Y)&(R(2)=> S(w))).
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ISvados

Siame darbe mes apZvéetge modalumo logik S4 bei kvantoria modalumo logil S4.
Taip pat j taisykles, aksiomas ir naudojamus 8laiimus. Pateikme kelias sekvengjj
iSvedimo pavyzdi. Taip pat, apzvelgne kai kuriy, atskin Siy logiky klasiy
iSsprendziamum SuZinojome irirodeme, kad normaliosios priedihés formos modalumo
logikos S4 formuly be modalumo operatoriagsklass yra irodomas tada ir tik tada, Kkai
irodoma t formuliy projekcija.

Taip patirodéme, kad jeigu modalumo logikos formulnatrica susideda tik iS vienvig
predikat, ir ta formuk neturi modalumo operatoriads, ji yra iSvedama. Suradome naujas
iSsprendZziamumo klases. Pavyzdziupdeme, kad formud I'|- iSvedama kvantoriniame
skatiavime S4 tada ir tik tada, kai ﬁr)(|— iSvedama klasikiniame sk@avime.

Taipogi Siame darbe buvo nagfgama labaiidomi tema — iSsprendziamumo Kkiasi
formavimas, naudojantis formultransformavim i klasikine predikat; logika.

Mano manymu, Sis darbas gaalgeriau suprasti modalumo logikos samgragatobulinti

irodingjimo igudzius.Igytas zinias nesunku bus pritaikyti praktikoje.
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Summary (Some Decidable Classes of Modal Logic S4 )

Logic is the branch of mathematics that deals with the formal principles, methods and
criteria of validity of inference, reasoning and knowledge. Logic is concerned with what is
true and how we can know whether something is true. This involves the formalization of
logical arguments and proofs in terms of symbols representing propositions and logical
connectives.

The goal of this work is to learn more about modal logic S4 and to consider some it
decidable classes of formulas. It's important, because decidable classes helps the
substantiation of different formulas. In this work we will consider the formulas of modal logic
without functional symbols. The formulas F contain only logical connective&, [0and no

logical or modal symbol in F occur in the scope of negation.
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