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↪
Ivadas

Sakykime,SF yra baigtiṅe arba suskaičiuojama aiḃe. Atsitiktinis dydisX vadinamas diskre-

čiu, jeiguP(X ∈ SF ) = 1. Tokio dydžio pasiskirstymo funkcijaF irgi vadinama diskrěci
↪
aja.

Aišku, kad nagriṅejamu atveju pasiskirstymo funkcij
↪
aF galime užrašyti taip:

F(x) =
∑
xk<x

P(X = xk).

Pasiskirstymo funkcij
↪
u savyḃes bei ribiṅe elgsena pakankamai plačiai nagriṅejama J. Kubi-

liaus knygoje (žr. [1]).

Atstumus tarp skirstini
↪
u galima matuoti naudojant

↪
ivairias metrikas. Šiame darbe bus nau-

dojamos tokios metrikos tarp diskreči
↪
u skirstini

↪
u: pagal variacij

↪
a, lr , lokalioji ir tolygioji (žr.

[2]).

Pirmoje darbo dalyje pateiksime kelet
↪
a žinom

↪
u tikimybi

↪
u teorijos fakt

↪
u – adityvi

↪
u bei stip-

riai adityvi
↪
u funkcij

↪
u aprašymus (žr. [3]), atstum

↪
u tarp skirstini

↪
u apibṙežimus. Pateikiamus

faktus ir apibṙežimus iliustruosime pavyzdžiais.

Tegux > 3, apibṙežkime tokius matus:

νx = νx
(
n 6 x : fx(n) < z

)
=

1

[x]
#
{
n 6 x : fx(n) < z

}
,

Px = P

(∑
p6x

ξxp < z

)
,

čia ξxp(p 6 x) – nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai (kiekvienam fiksuotamx) apibṙežti

lygybe  P
(
ξxp = fx(p)

)
=

1
p
,

P (ξxp = 0) = 1− 1
p
.

Tegul, be to,

µx = µx
(
p 6 x : fx(p) < z

)
=

1∑
p6x

logp
p

·

∑
p6x

fx(p)<z

logp

p
.

J. Šiaulio ir G. Stepanausko straipsnyje (žr. [4]) nagrinėjamos sveikareikšṁes stipriai adi-

tyvios funkcijos su apṙežtomis reikšṁemis ant pirmini
↪
u skaǐci

↪
u. Šiame darbe ištirta, ar b̄utinai

funkcijosfx turi priklausyti Kubiliaus klasei (žr. [4]), jei atstumas tarpνx ir Px arṫeja
↪
i 0, kai x

neapṙežtai auga.
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Remiantis jau gautais rezultatais, tirsime analogišk
↪
a klausim

↪
a esant kitoms s

↪
alygoms. Nag-

rinėsime sveikareikšmes stipriai adityvias funkcijas, kuriomsfx(p) ∈ {0,1,2, . . .} ir

∃D : lim sup
x→∞

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
= 0.
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1. Natūralieji skai čiai ir matai juose

Mato teorijai svarbiausios yra dvi aibi
↪
u klaṡes: algebros irσ -algebros.

Apibr ėžimas.Bet kurios aiḃesΩ (gali būti ir ∅) poaibi
↪
u sistemaA vadinamaaibi

↪
u algebra,

jei ji tenkina šias s
↪
alygas:

1. Ω ∈ A;

2. JeiA ∈ A, taiAc ∈ A;

3. JeiA ∈ A, B ∈ A, taiA
⋃
B ∈ A.

Apibr ėžimas.Kurios nors aiḃesΩ poaibi
↪
u sistemaA vadinamaaibi

↪
u σ -algebra, kai ji tenkina

s
↪
alygas:

1. Ω ∈ A;

2. JeiA ∈ A, tai ir Ac ∈ A;

3. JeiA1, A2, . . . yra sistemosA aibės, tai ir
⋃
∞

k=1Ak ∈ A.

Tarkime, kadA – netuš̌cios aiḃesΩ poaibi
↪
u algebra, kuri gali ir neb̄uti σ -algebra. Nenei-

giama funkcijaµ (gali
↪
igyti ir reikšmes+∞), apibṙežta visoms algebrosA aibėms, vadinama

matu, kaiµ(∅) = 0 ir µ yra visiškai adityvi.

Kitais žodžiais tariant,matuvadiname aiḃes funkcij
↪
aµ : A→ R̄, turinči

↪
a savybes:

1. µ yra neneigiama;

2. µ(∅) = 0;

3. JeiA1, A2, . . . – bet kuri disjunǩci
↪
u algebrosA aibi

↪
u seka irA =

⋃
∞

k=1Ak ∈ A, tai

µ(A) =
∑
∞

k=1µ(Ak).

Matasµ vadinamasbaigtiniu, kai µ(Ω) < ∞ ir σ -baigtiniu, kai aib
↪
eΩ galima išreikšti

skaǐcios sistemos aibi
↪
uCk ∈ A s

↪
ajunga su s

↪
alygaµ(Ck) <∞, (k = 1,2, . . .).

Jeiµ(Ω) = 1, tai matas vadinamastikimybiniu.

Sakykime,N yra nat̄urali
↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u aiḃe. Nat̄urali

↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u aiḃeje galima apibṙežti daug

tikimybini
↪
u mat

↪
u. Aptarsime populiariausius iš j

↪
u.

I. Sakykime,x – pakankamai didelis skaičius. AiḃesAx dažniuνx(Ax) vadiname dyd
↪
i:

νx(Ax) =
1

[x]
#{n 6 x : n ∈ Ax} =

1

[x]

∑
n6x
n∈Ax

1.
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Dažnisνx bet kuriam aiḃesN elementui, neviršijaňciamx, priskiria skaǐci
↪
u 1

[x] . Nesunku pa-

steḃeti, kadνx yra tikimybinis matas išmatuojamoje erdvėje ({1,2, . . . , [x]}, Φx), kur Φx yra

σ -algebra, susidedanti iš vis
↪
u galim

↪
u aiḃes{1,2, . . . , [x]} poaibi

↪
u. Aišku, kad bet kuris poaibis

Ax ∈ Φx gali priklausyti nuo pasirinktox.

Kai kurioms aiḃemsAx dažnisνx nesunkiai randamas. Pavyzdžiui, jeiA – lygini
↪
u skaǐci

↪
u

aibė, tai

νx(A) =
1

[x]

∑
n6x

n-lyginis

1=
1

[x]

[
x

2

]
=

1

2
+O

(
1

x

)
.

JeiB = {n : n = 3+ 10k, k ∈ {0,1,2, . . .}}, tai

νx(B) =
1

[x]

∑
n6x

n≡3 mod 10

1=
1

[x]

([
x − 3

10

]
+ 1

)
=

1

10
+O

(
1

x

)
.

JeiC = {n : n-pirminis}, tai

νx(C) =
1

[x]

∑
n6x

n-pirminis

1=
1

[x]

(
x

ln x
+O

(
x

ln2 x

))
=

1

ln x
+O

(
1

ln2 x

)
.

II. Kitas populiarus matas aibėjeN yra logaritminis dažnisµx . Bet kuriai aibeiAx ⊂ N:

µx(Ax) =
1∑
n6x

1
n

∑
n6x
n∈Ax

1

n
.

Bet kuriam aiḃesN elementui, neviršijaňciamx, logaritminis dažnisµx priskiria skaǐci
↪
u

1

n
∑
n6x

1
n

.

Logaritminis dažnis taip pat yra tikimybinis matas išmatuojamoje erdvėje({1,2, . . . , [x]}, Φx).

Kai kurioms aiḃemsAx matasµx taip pat nesunkiai apskaičiuojamas.

Pavyzdžiui, jeiA – lygini
↪
u skaǐci

↪
u aiḃe, tai

µx(A) =
1∑
n6x

1
n

∑
n6x

n-lyginis

1

n
=

1∑
n6x

1
n

∑
k6 x2

1

2k

=
1

ln x +O(1)

(
1

2
ln
x

2
+O(1)

)
=

1

2
+O

(
1

ln x

)
.

JeiguB = {n : n ≡ 3 mod 10}, tai

µx(B) =
1∑
n6x

1
n

∑
n6x

n≡3mod10

1

n
=

1∑
n6x

1
n

∑
k6 x−3

10

1

10k + 3

=
1

ln x +O(1)

(
1

10
ln
x − 3

10
+O(1)

)
=

1

10
+O

(
1

ln x

)
.
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JeiguC = {n : n-pirminis}, tai

µx(C) =
1∑
n6x

1
n

∑
n6x

n-pirminis

1

n
=

1

ln x +O(1)

(
ln ln x +O(1)

)
=

ln ln x

ln x
+O

(
1

ln x

)
.

III. Sakykime, turime pirmini
↪
u skaǐci

↪
u p 6 r poaib

↪
i. PažyṁekimeE(pα), (p 6 r, α =

0,1, . . . , [ ln r
lnp ]), – nat̄urali

↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u aiḃesN poaib

↪
i, susidedant

↪
i iš nat̄urali

↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u n, ku-

riems

βp(n) := min

(
αp(n),

[
ln r

lnp

])
= α,

čiaαp(n) yra rodiklis, su kuriuo pirminisp
↪
ieina

↪
i skaǐciausn išdėstym

↪
a pirminiais skaǐciais.

Bet kokiam

k =
∏
p6r

pαp , 06 αp 6 γp,

apibṙežkime aib
↪
e

Ek =
⋂
p6r

E
(
pαp(k)

)
.

Aišku, kad aiḃeEk susideda iš nat̄urali
↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u n, kuriemsβp(n) = αp(k), kaip 6 r. Aibės

Ek generuoja nat̄urali
↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u aiḃeje algebr

↪
a. Sakykime, ši algebra yraJ . Šios algebros aiḃes

A turi pavidal
↪
a

A =
⋃
k

Ek,

čia s
↪
ajunga imama pagal kažkokiusk, be to, skirtingiemsk aibėsEk nesikerta. Bet kokiaiA ∈ J

apibṙežus

Pr(A) =
∑
k

Pr(Ek), Pr(Ek) =
∏
p6r

π
(
pαp(k)

)
,

kur π
(
pαp

)
=

 1
p

(
1− 1

p

)
, jei 06 α <

[ ln r
lnp

]
,

1
pα
, jei α =

[ ln r
lnp

]
,

gauname tikimybin
↪
e erdv

↪
e (N, J, P ).

Pavyzdžiui, jeir = 10,A = {n ∈ N : 22
‖n,3‖n,5 - n,7 - n}, tai

Pr(A) =
1

22

(
1−

1

2

)
1

3

(
1−

1

3

)(
1−

1

5

)(
1−

1

7

)
=

1

8
·

2

9
·

4

5
·

6

7
=

2

105
.

Viena iš tikimybiṅes skaǐci
↪
u teorijos problem

↪
u yra nustatyti aibes, kurioms išvardinti mataiνx ,

µx , Px yra artimi (žinoma, dideliemsx).
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2. Adityvios ir stipriai adityvios funkcijos

Apibr ėžimas.Aritmetinė funkcija vadinamaadityvi
↪
aja, jei bet kokiai porai tarpusavyje pirmi-

ni
↪
u nat̄urini

↪
u skaǐci

↪
um ir n galioja lygyḃe:

f (m · n) = f (m)+ f (n). (2.1)

Iš šio apibṙežimo išplaukia, kadf (1) = 0, be to,

f (m) =
∑
pα‖m

f (pα) =
∑
p

f (pαp(m)).

Pastar
↪
aj
↪
i skaidin

↪
i vadinamekanoniniu skaidiniu.

Apibr ėžimas.Jei adityvioji funkcija (2.1)-
↪
aj
↪
a lygyb

↪
e tenkina visoms poromsm, n, tai j

↪
a vadi-

namevisiškai adityvi
↪
aja funkcija. Tokiai funkcijai

f (m) =
∑
pα‖m

αf (p).

Apibr ėžimas.Jei adityvioji funkcijaf (m) tenkina s
↪
alyg

↪
af (pα) = f (p) kiekvienamα ∈ N ir

kiekvienam pirminiam skaičiui p, tai f (m) vadinamastipriai adityvi
↪
aja funkcija. Šiuo atveju

kanoninis skaidinys supaprastėja:

f (m) =
∑
p|m

f (p). (2.2)

Pavyzdžiai:

1. Ω(m) =
∑
p‖m α – vis

↪
u skaǐciausm pirmini

↪
u dalikli

↪
u kiekis,

↪
iskaitant jo kartotinumus.

Ω(m) – adityvi funkcija.

2. αp(m) – rodiklis, su kuriuo pirminis skaičius
↪
ieina

↪
i m skaidin

↪
i, t.y.

αp(m) =

 α, jei pα‖m,

0, priešingu atveju,

αp(m) – visiškai adityvi, o tuo pǎciu ir adityvi funkcija.

3. Ω3(n) =
∑
pα‖n

(p+1)dalijasi iš 3

α – adityvi funkcija.

4. Ω3(n) =
∑
pα‖n

(p+2)dalijasi iš 3

α – adityvi funkcija.
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5. lnϕ(n) – adityvi funkcija.Čiaϕ(n) – Oilerio funkcija – kiekis nat̄urini
↪
u skaǐci

↪
u, nevirši-

janči
↪
u n ir tarpusavy pirmini

↪
u sun, t. y. ϕ(n) =

∑
k6n,(k,n)=1 1.

6. lnτ(n) – adityvi funkcija. Čia τ(n) =
∑
d|n 1 – skaǐciausn skirting

↪
u nat̄urini

↪
u dalikli

↪
u

kiekis.

7. ω(n) – stipriai adityvi funkcija.ω(n) =
∑
p|n 1 – skaǐciausn skirting

↪
u pirmini

↪
u dalikli

↪
u

kiekis.

8. ln ϕ(n)
n

– stipriai adityvi funkcija,̌ciaϕ(n) – Oilerio funkcija, apibṙežta 5-ame pavyzdyje.

3. Stipriai adityvi
↪

u funkcij
↪

u sekos. J
↪

u skirstiniai dažnio atžvilgiu

Jeifx(n) yra stipriai adityvi
↪
u funkcij

↪
u šeima, tai pagal (2.2) aišku, kad

fx(n) =
∑
p|n

fx(p).

Parink
↪
e skaǐciusfx(p), čiap-pirminis, gauname stipriai adityvi

↪
u funkcij

↪
u sek

↪
a.

Pavyzdžiai:

1.

fx(p) =

 1, jei p 6 ln x,

0, jei p > ln x.

Tada visiemsx > 2 gausime

fx(n) =
∑
p|n

p6ln x

1= #{p 6 ln x : p|n}.

Vadinasi,νx(n 6 x : fx(n) = 1) – dažnis nat̄urali
↪
uj
↪
u n 6 x, kurie turi lygiai vien

↪
a

pirmin
↪
i, neviršijant

↪
i ln x. O νx(n 6 x : fx(n) = 0) – dažnis nat̄urali

↪
uj
↪
u n 6 x, kurie yra

tarpusavyje pirminiai su visais pirminiais, neviršijančiais lnx.

2.

gx(p) =

 1, jei
√
x < p 6 x,

0, jei p 6
√
x, p > x.

Tada visiemsx > 2 gausime

gx(n) =
∑
p|n

√
x6p<x

1= #
{√
x 6 p < x : p|n

}
.
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g10(5) = #
{√

106 p < 10 :p|5
}
= 1,

g20(4) = #
{√

206 p < 20 :p|4
}
= 0,

g24(7) = #
{√

246 p < 24 :p|7
}
= 1,

g32(23) = #
{√

326 p < 32 :p|23
}
= 1.

Šiuo atveju,νx(n 6 x : gx(n) = 0) – dažnis nat̄urali
↪
uj
↪
u n 6 x, kurie tarpusavyje

pirminiai su visais pirminiais iš intervalo [
√
x, x]. νx(n 6 x : gx(n) = 1) – dažnis

nat̄urali
↪
uj
↪
u n 6 x, kurie turi pirmin

↪
i dalikl

↪
i iš intervalo [

√
x, x].

3.

hx(p) =

 1, jei
√
x < p 6 x

2,

−1, jei p 6
√
x, p > x

2.

Tada visiemsx > 2 gausime

hx(n) =
∑
p|n

√
x<p6 x2

1+
∑
p|n

p6
√
x, p> x

2

(−1)

= #

{
√
x < p 6

x

2
: p|n

}
− #

{
p 6
√
x, p >

x

2
: p|n

}
.

Naudojantis šia išraiška aišku, kad:

h25(4) = −1,

h37(34) = 1+ (−1) = 0,

h24(770) = 3− 1= 2.

Šiuo atveju,νx(n 6 x : hx(n) = 0) yra dažnis nat̄urali
↪
uj
↪
u skaǐci

↪
u, kurie pirmini

↪
u dalikli

↪
u

aibėse(
√
x, x2] ir [2 ,

√
x] ∪ (x2, x] turi po lygiai.

Jeigufx(n) – stipriai adityvi
↪
u funkcij

↪
u šeima ir, be to,

νx
(
n 6 x : fx(n) 6 u

)
⇒ F(u),

kur F(u) yra kokia nors pasiskirstymo funkcija, tai iš užrašytos lygybės akivaizdžiai iš-

plaukia, kad

#
{
n 6 x : b < fx(n) 6 a

}
∼
(
F(a)− F(b)

)
· x,

kai x →∞.
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4. Atstumas tarp diskreči
↪

u skirstini
↪

u

Matasµ vadinamassveikaskaičiu, jeiµ{R\Z} = 0. Krūvis∆ irgi vadinamas sveikaskaičiu,

jeigu∆{R\Z} = 0. Kiekvien
↪
a sveikaskait

↪
i krūv

↪
i ∆ galima užrašyti taip:

∆(A) =
∑
j∈Z

Ej∆j (A), čia∆j (A) =

 1, j ∈ A,

0, j ∈/A,
A ∈ B(R).

Jo variacija –

‖∆‖ =
∑
j∈Z

|Ej |.

Jeiguµ yra sveikaskaitis matas, tai aišku, kad‖µ‖ = 1.

Sakykime,F ir G yra krūviai aiḃeje Z. Atstumus tarp j
↪
u galima tirti naudojant žemiau

išvardintas metrikas.

ρr(F,G) =

{∑
l∈Z

∣∣F(l)−G(l)∣∣r}1/r

, r > 1, (4.1)

ρr(F,G) vadinamalr atstumu, o kair = 1 – atstumu pagal variacij
↪
a.

ρ̂(F,G) = sup
l

∣∣F(l)−G(l)∣∣, (4.2)

ρ̂(F,G) vadinamalokali
↪
aja metrika.

ρ̃(F,G) = sup
u

∣∣∣∣∑
l<u

F(l)−
∑
l<u

G(l)

∣∣∣∣, (4.3)

ρ̃(F,G) vadinamatolygi
↪
aja metrika.

Pavyzdžiai:

1. PasirenkameF(1) = 1
2, F (2) =

1
2, ir G(1) = 1

2,G(3) =
1
2. Skaǐciuosime atstumus

pagal (4.1), (4.2) ir (4.3) metrikas. Pasirenkame, jogr = 1. Tada atstumas pagal variacij
↪
a

apskaǐciuojamas taip:

ρ1(F,G) =

(∣∣∣∣12 − 1

2

∣∣∣∣+ 2 ·

∣∣∣∣12 − 0

∣∣∣∣) = 1.

Toliau apskaǐciuosime lokal
↪
uj
↪
i atstum

↪
a:

ρ̂(F,G) = sup
l

∣∣F(l)−G(l)∣∣ = 1

2
,

o pagal tolygiosios metrikos apibrėžim
↪
a:

ρ̃(F,G) = sup
u

∣∣∣∣∑
l<u

F(l)−
∑
l<u

G(l)

∣∣∣∣ = 1

2
,
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nes

∑
l<u

F(l) =


0, jei u < 1,
1
2, jei 16 u < 2,

1, jei u > 2,

∑
l<u

G(l) =


0, jei u < 1,
1
2, jei 16 u < 3,

1, jei u > 3.

2. Sakykime, dabar abu matai sukoncentruoti taškuosel = 0,1,2,3 ir

F(0) =
1

4
, F (1) =

1

4
, F (2) =

1

4
, F (3) =

1

4
,

G(0) =
1

3
, G(1) =

1

3
, G(2) =

1

6
, G(3) =

1

6
.

Skaǐciuosime atstumus pagal (4.1), (4.2) ir (4.3) metrikas:

ρr(F,G) =

(∣∣∣∣14 − 1

3

∣∣∣∣r + ∣∣∣∣14 − 1

3

∣∣∣∣r + ∣∣∣∣14 − 1

6

∣∣∣∣r + ∣∣∣∣14 − 1

6

∣∣∣∣r)1/r

=

(
1

12r
· 4

)1/r

=
1

12
· 41/r ,

ρ̂(F,G) = sup
l

∣∣F(l)−G(l)∣∣ = max

(∣∣∣∣14 − 1

3

∣∣∣∣, ∣∣∣∣14 − 1

6

∣∣∣∣) = 1

12
,

ρ̃(F,G) = sup
u

∣∣∣∣∑
l<u

F(l)−
∑
l<u

G(l)

∣∣∣∣ = max
u

{∣∣∣∣14 − 1

3

∣∣∣∣, ∣∣∣∣24 − 2

3

∣∣∣∣, ∣∣∣∣34 − 5

3

∣∣∣∣,0} = 1

6
.

3. Imkime geometrin
↪
i pasiskirstym

↪
a:

Fη(x) =
∑

06s<x

p(1− p)s,

P (η1 = m) = pq
m, q = 1− p.

13



Pasirenkame tikimybesp1 = 0,64, p2 = 0,4. ApskaǐciuojameP(m, p1) ir F(x):

m P(m, p1) F (x)

1 0,64000 0,64000

2 0,23040 0,87040

3 0,08294 0,95334

4 0,02986 0,98320

5 0,01075 0,99395

6 0,00387 0,99782

7 0,00139 0,99922

8 0,00050 0,99972

9 0,00018 0,99990

10 0,00006 0,99996

11 0,00002 0,99999

12 0,00001 1

Taip pat randameP(m, p2) ir G(x):

m P(m, p2) G(x)

1 0,40000 0,40000

2 0,240000 0,64000

3 0,014400 0,78400

4 0,08640 0,87040

5 0,05184 0,92224

6 0,03110 0,95334

7 0,01866 0,97201

8 0,01120 0,98320

9 0,000672 0,98992

10 0,00403 0,99395

11 0,00242 0,99637

12 0,00145 0.99782

>12 0,00218 1

14



ρr(F,G) =
(
0,24r + 0,0096r + 0,06106r + 0,05654r + 0,04109r

+ 0,02723r + 0,01070r + 0,00654r + 0,00397r

+ 0,0024r + 0,00144r + 0,00218r
)1/r

,

ρ̂(F,G) = max(0,24;0,0096;0,06106;0,05654;0,04109;0,02723;

0,01070;0,00654;0,00397;0,0024;0,00144;0,00218) = 0,24,

ρ̃(F,G) = 0,24.

4. Tegu kr̄uviaiF ir G yra pasiskirst
↪
e pagal binomin

↪
i skirstin

↪
i su skirtingais parametraisn ir

p: F ∼ B(n1, p1), p1 = 0,2, n1 = 4, ir G ∼ B(n2, p2), p2 = 0,3, n2 = 4. F ir G

galim
↪
u reikšmi

↪
u
↪
igijimo tikimybės skaǐciuojamos pagal formules:

P(F = l|n1, p1) = C
l
n1
plqn1−l

ir

P(G = l|n2, p2) = C
l
n2
plqn2−l.

Taigi, paskaǐciuojame tikimybes:

P(F = 0|4;0,2) = 0,4096,

P (F = 1|4;0,2) = 0,4096,

P (F = 2|4;0,2) = 0,1536,

P (F = 3|4;0,2) = 0,0256,

P (F = 4|4;0,2) = 0,0016,

P (G = 0|3;0,3) = 0,343,

P (G = 1|3;0,3) = 0,441,

P (G = 2|3;0,3) = 0,189,

P (G = 3|3;0,3) = 0,027,

ρr(F,G) =
∣∣|0,4096− 0,343|r + |0,4096− 0,441|r + |0,1536− 0,189|r

+ |0,0256− 0,027|r + |0,0016− 0|r
∣∣1/r

=
∣∣0,0666r + 0,0314r + 0,0354r + 0,0014r + 0,0016r

∣∣1/r ,
ρ̂(F,G) = max

{
|0,4096− 0,343|; |0,4096− 0,441|; |0,1536− 0,189|;

|0,0256− 0,027|; |0,0016− 0|
}

= max{0,0666;0,0314;0,0354;0,0014;0,0016} = 0,0666,
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ρ̃(F ,G) = max
{
|0− 0|; |0,4096− 0,343|; |0,8192− 0,784|;

|0,9728− 0,9731|; |0,9984− 1|; |1− 1|
}

= max{0;0,0666;0,0352;0,0002;0,0016} = 0,0666.

5. Tegu mataiF ir G pasiskirst
↪
e pagal nupjaut

↪
a Puasono skirstin

↪
i su skirtingais parametrais

λ: F ∼ P(λ1), λ1 = 5 ir G ∼ P(λ2), λ2 = 3, l ∈ [0,5).

F ir G galim
↪
u reikšmi

↪
u
↪
igijimo tikimybės skaǐciuojamos pagal formules:

P(F = l|λ1) =
λl1

l!
e−λ1

ir

P(G = l|λ2) =
λl2

l!
e−λ2.

P (F = 0|5) = 0,0067,

P (F = 1|5) = 0,0335,

P (F = 2|5) = 0,0838,

P (F = 3|5) = 0,1396,

P (F = 4|5) = 0,1745,

P (F = 5|5) = 0,5619,

P (G = 0|3) = 0,0498,

P (G = 1|3) = 0,1494,

P (G = 2|3) = 0,2240,

P (G = 3|3) = 0,2240,

P (G = 4|3) = 0,1680,

P (G = 5|3) = 0,1848,

ρr(F,G) =
∣∣|0,0067− 0,0498|r + |0,0335− 0,1494|r + |0,0838− 0,2240|r

+ |0,1396− 0,2240|r + |0,1745− 0,1680|r + |0,5619− 0,1848|r
∣∣1/r

=
∣∣0,0431r + 0,1159r + 0,1402r + 0,0844r + 0,2935r + 0,3771r

∣∣1/r ,
ρ̂(F,G) = max

{
|0,0067− 0,0498|; |0,0335− 0,1494|; |0,0838− 0,2240|;

|0,1396− 0,2240|; |0,1745− 0,1680|; |0,5619− 0,1848|
}

= max{0,0431;0,1159;0,1402;0,0844;0,2935;0,3771} = 0,3771,
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ρ̃(F,G) = max
{
|0− 0|; |0,0067− 0,0498|; |0,0402− 0,1992|;

|0,124− 0,4232|; |0,2636− 0,6472|; |0,4381− 0,8152|; |1− 1|
}

= max{0;0,0431;0,159;0,2992;0,3836;0,3771} = 0,3836.

5. Stipriai adityvi
↪

u funkcij
↪

u Kubiliaus klasės

Apibr ėžimas. Realioji stipriai adityvi aritmetiṅe funkcija f priklausoKubiliaus klaseiH

(f ∈ H ), jei

lim
x→∞

1

B2
x

∑
xt<p6x

f 2(p)

p
= 0, ∀t ∈ (0,1),

čiaB2
x =

∑
p6x

f 2(p)
p

.

Apibr ėžimas.Stipriai adityvi
↪
u funkcij

↪
u šeimafx ∈ H , jei

lim
x→∞

∑
xt<p6x

f 2
x (p)

p
= 0, ∀t ∈ (0,1).

Apibr ėžimas.Stipriai adityvi
↪
u funkcij

↪
u šeim

↪
afx , tenkinaňci

↪
a s

↪
alyg

↪
a

lim
x→∞

∑
xt<p6x
|fx(p)|>δ

1

p
= 0, ∀t ∈ (0,1), ∀δ > 0,

vadinsimeKubiliaus tipošeima ir žyṁesimefx ∈ K.

Jeigufx yra sveikareikšmi
↪
u stipriai adityvi

↪
u funkcij

↪
u šeima, tai paskutiṅe s

↪
alyga ekvivalenti

s
↪
alygai

lim
x→∞

∑
xt<p6x
fx(p) 6=0

1

p
= 0, ∀t ∈ (0,1).

Paskutinis reikalavimas ekvivalentus tokiam:

lim
x→∞

1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0

lnp

p
= 0. (5.1)

Vadinasi, sveikareikšmi
↪
u stipriai adityvi

↪
u funkcij

↪
u šeimafx priklauso klaseiK tada ir tik tada,

kai išpildyta s
↪
alyga (5.1).

Kubiliaus tipo adityvi
↪
u funkcij

↪
u šeimos apibṙežimas pirm

↪
a kart

↪
a pateiktas I. Z. Rusza straips-

nyje (žr. [5]).
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Iš rėčio metodu gaut
↪
u rezultat

↪
u (žr. [6], 11 skyrius) išplaukia, kad tokios adityvi

↪
uj
↪
u funkcij

↪
u

šeimos skirstiniaiνx ir Px atžvilgiu asimptotiškai sutampa, t. y.

νx
(
n 6 x : fx(n)− α(x) < u

)
∼ P

(∑
p6x

ξxp − α(x) < n

)
, (5.2)

kai x → ∞. Čia ξxp, p 6 x, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, kurie
↪
igyja reikšmes 0 ir

fx(p) su tikimyḃemis 1− 1
p

ir 1
p

atitinkamai.

Šiame darbe nagrinėjamas atvirkštinis klausimas – ar iš s
↪
alygos (5.2) išplaukia, kadfx pri-

klauso klaseiK.

6. Pagrindinis rezultatas

Sakykime,fx(n) – stipriai adityvi
↪
u sveikareikšmi

↪
u funkcij

↪
u seka,fx(p) ∈ {0,1,2, . . .},

kiekvienam pirminiamp ir egzistuoja konstantaD, kuriai

lim sup
x→∞

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
= 0.

Sakykime,ξxp, p 6 x – nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai, (kiekvienam fiksuotamx), pasi-

skirst
↪
e pagal ḋesn

↪
i:

ξxp =

 fx(p), su tikimybe 1
p
,

0, su tikimybe 1− 1
p
.

Tegul, be to,

ρ(νx, Px) = sup
k

∣∣∣∣νx(n 6 x : fx(n) = k
)
− P

(∑
p6x

ξxp = k

)∣∣∣∣,

E(x) =
∑
p6x

fx(p) 6=0

1

p
,

γ (x) =
1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0

lnp

p
.

Teorema. Esant nurodytoms s
↪
alygoms,

ρ(νx, Px)−−−−→
x→∞

0 ⇔ min

{
γ (x),

1

E(x)

}
−−−−→
x→∞

0.
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7. Teoremos
↪
irodymas

Pakankamumas.

Pakankamumo
↪
irodymas išplaukia tiesiogiai iš žemiau pateikiamos lemos.

Lema. Tegux > 3, fx – stipriai adityvi
↪
u sveikareikšmi

↪
u funkcij

↪
u šeima. Tada

sup
k

∣∣∣∣νx(n 6 x : fx(n) = k
)
− P

(∑
p6x

ξxp = k

)∣∣∣∣� (
min

{
γ (x);

1

E(x)

})1/2

+ x−4/5.

Lemos
↪
irodym

↪
a žiūrėti [4].

Būtinumas.

Sakykime, kadfx(p) ∈ {0,1,2, . . .} ir

∃D : lim sup
x→∞

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
= 0. (7.1)

Tegul, be to,

ρ(νx, Px)−−−−→
x→∞

0.

↪
Irodysime, kad

min

{
γ (x),

1

E(x)

}
−−−−→
x→∞

0.

JeiguE(x)→∞, tai aišku, kad

min

{
γ (x),

1

E(x)

}
−−−−→
x→∞

0.

Sakykime dabar, kadE(x)→/ ∞ kažkokiame posekyjex = x(1). TadaE(x) yra apṙežta visiems

x iš šio posekio, t. y.E(x) � 1 visiemsx ∈ x(1). Paprastumo ḋelei toliau nagriṅesime tikx iš

šio posekio.
↪
Irodysime, kad šiuo likusiu atveju

γ (x) =
1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0

lnp

p
−−−−→
x→∞

0.

Apibrėžkime nauj
↪
a stipriai adityvi

↪
u funkcij

↪
u šeim

↪
afxD:

fxD(n) =
∑
p|n

fx(p)6D

fx(p).

Tegul, be to,ξxDp, p 6 x yra nepriklausom
↪
u (kiekvienam fiksuotamx) atsitiktini

↪
u dydži

↪
u,

turinči
↪
u pasiskirstymus

ξxDp =

 fxD(p), su tikimybe 1
p
,

0, su tikimybe 1− 1
p
,
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šeima.

Iš trikampio nelygyḃes turime

ρ(νxD, PxD) 6 ρ(νxD, νx)+ ρ(νx, Px)+ ρ(Px, PxD), (7.2)

čia

νxD = νx
(
n 6 x : fxD(n) = k

)
,

PxD = P

(∑
p6x

ξxDp = k

)
.

Aišku, kad

ρ(νxD, νx) = sup
k

∣∣νx(n 6 x : fx(n) = k
)
− νx

(
n 6 x : fxD(n) = k

)∣∣

= sup
k

∣∣∣∣ 1

[x]

∑
n6x

fx(n)=k

1−
1

[x]

∑
n6x

fxD(n)=k

1

∣∣∣∣ = sup
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

[x]

∑
n6x

fx(n)=k
fxD(n) 6=k

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6 sup

k

1

[x]

∑
n6x

fx(n) 6=fxD(n)

1=
1

[x]

∑
n6x

fx(n) 6=fxD(n)

16
1

[x]

∑
n6x

∃p|n:fx(p)>D

1

6
1

[x]

∑
p6x

fx(p)>D

∑
n6x
p|n

16
1

[x]

∑
p6x

fx(p)>D

[
x

p

]
6

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
.

Iš s
↪
alygos (7.1) išplaukia, kad

ρ(νxD, νx)−−−−→
x→∞

0. (7.3)

Antra vertus,

ρ(Px, PxD) = sup
k

∣∣∣∣P(∑
p6x

ξxp = k

)
− P

(∑
p6x

ξxDp = k

)∣∣∣∣
= sup

k

∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

{∏
p6x

(
eitfx(p)

1

p
+ eit ·0

(
1−

1

p

))

−

∏
p6x

(
eitfxD(p)

1

p
+ eit ·0

(
1−

1

p

))}
e−itk dt

∣∣∣∣
= sup

k

∣∣∣∣ 1

2π

π∫
−π

(∏
p6x

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)

−

∏
p6x

(
1+

eitfxD(p) − 1

p

))
e−itk dt

∣∣∣∣
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6
1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
−

∏
p6x

(
1+

eitfxD(p) − 1

p

)∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)

−

∏
p6x

fx(p)6D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
·

∏
p6x

fx(p)>D

(
1+

1− 1

p

)∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
−

∏
p6x

fx(p)6D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

fx(p)6D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
·

∏
p6x

fx(p)>D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)

−

∏
p6x

fx(p)6D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∏
p6x

fx(p)6D

∣∣∣∣1+ eitfx(p) − 1

p

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ ∏
p6x

fx(p)>D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
− 1

∣∣∣∣dt
6

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

fx(p)>D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
− 1

∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∏
p6x

fx(p)>D

(
1+

eitfx(p) − 1

p

)
−

∏
p6x

fx(p)>D

1

∣∣∣∣dt
=

1

2π

π∫
−π

∣∣∣∣ ∑
p6x

fx(p)>D

(
1+

eitfx(p) − 1

p
− 1

)∏
q<p

(
1+

eitfx(q) − 1

q

) ∏
p<q6x

1

∣∣∣∣dt
6

1

2π

π∫
−π

∑
p6x

fx(p)>D

∣∣∣∣eitfx(p) − 1

p

∣∣∣∣ ∏
q<p

∣∣∣∣1+ eitfx(q) − 1

q

∣∣∣∣dt
6

1

2π

π∫
−π

∑
p6x

fx(p)>D

|eitfx(p) − 1|

p
dt 6

1

2π

π∫
−π

∑
p6x

fx(p)>D

2

p
dt

=
1

π

∑
p6x

fx(p)>D

1

p

π∫
−π

dt = 2
∑
p6x

fx(p)>D

1

p
.
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Iš s
↪
alygos (7.1) išplaukia, kad

ρ(Px, PxD)−−−−→
x→∞

0. (7.4)

Iš (7.2), (7.3) ir (7.4) gauname, kad

ρ(νxD, PxD)−−−−→
x→∞

0.

Iš teoremos (žr. [4]) išplaukia, kad

min


1∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

1
p

,
1∑

p6x
lnp
p

∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

lnp

p


−−−−→
x→∞

0.

Kadangi ∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

1

p
6

∑
p6x

fx(p) 6=0

1

p
= E(x)� 1,

tai
1∑

p6x
lnp
p

∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

lnp

p
−−−−→
x→∞

0.

Tačiau ∑
p6x

lnp

p
∼ ln x,

vadinasi
1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

lnp

p
−−−−→
x→∞

0. (7.5)

Be to,

γ (x) =
1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0

lnp

p
=

1

ln x

∑
p6x

fx(p) 6=0
fx(p)6D

lnp

p
+

1

ln x

∑
p6x

fx(p)>D

lnp

p
(7.6)

ir
1

ln x

∑
p6x

fx(p)>D

lnp

p
6

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
.

Iš (7.1) gauname, kad
1

ln x

∑
p6x

fx(p)>D

lnp

p
−−−−→
x→∞

0.

Vadinasi, iš (7.5) ir (7.6) išplaukia, kad nagrinėjamu atvejuγ (x)−−−−→
x→∞

0.

Teorema
↪
irodyta.
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Reziumė

Atstumai tarp aritmetini
↪

u skirstini
↪

u

Darbe nagriṅejamos sveikareikšṁes stipriai adityvios funkcijos, j
↪
u sekos bei pasiskirstymai.

Pagrindinis rezultatas yra nustatyti, ar esant s
↪
alygoms:

fx(p) ∈ {0,1,2, . . .},

∃D : lim sup
x→∞

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
= 0,

yra teisinga

ρ(νx, Px)−−−−→
x→∞

0 ⇔ min

{
γ (x),

1

E(x)

}
−−−−→
x→∞

0.

Summary

Distances between arithmetical distributions

Integer – valued strongly additive functions, their sequences and distributions are studied in

this paper. The main result is to find out if having the conditions:

fx(p) ∈ {0,1,2, . . .}

∃D : lim sup
x→∞

∑
p6x

fx(p)>D

1

p
= 0,

the statement

ρ(νx, Px)−−−−→
x→∞

0 ⇔ min

{
γ (x),

1

E(x)

}
−−−−→
x→∞

0

holds.
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