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Santrauka
Darbe yra vertinami stochastinio genetinio modelio ir CKLS lygties parametrai pa-

sinaudojant sprendinio stacionariuoju tankiu. Atlikti skaièiavimai parodo, kad SDL
parametrai yra ¥gerai" ávertinami, esant pakankamai dideliam stebëjimø skaièiui, pvz.:
N = 10000. Skaièiavimams atlikti sukurta kompiuterinë programa.

Abstract
In this work estimation of parameters of stochastic genetic model and CKLS equation

using process stationary density is presented. The research shows that SDE parame-
ters are estimated "well" when we have large number of observations, e.g. N = 10000.
Application is created to carry out calculations.
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Ávadas
Stochastinës diferencialinës lygtys (SDL) � tai palyginti neseniai atsiradusi tikimy-

biø teorijos sritis, kuri ðiuo metu tampa vis populiaresnë. Jos vis daþniau yra naudoja-
mos apraðant daugelá fiziniø ir matematiniø reiðkiniø. Tai yra susijæ su tuo, kad deter-
ministinës diferencialinës lygtys apraðo tik vidurkinæ sistemø elgsenà, tuo tarpu realios
sistemos yra veikiamos daugybës atsitiktiniø trikdþiø, kurie sukelia ne tik kiekybinius
(kaip daþnai áprasta manyti), bet ir kokybinius sistemø pokyèius. Ne maþiau svarbus
uþdavinys yra stochatiniø diferencialiniø lygèiø parametrø vertinimas. Ðiai uþduoèiai
spræsti yra naudojama nemaþai ávairiø metodø. Verta paminëti didþiausio tikëtinumo
metodà ir sàlyginá maþiausiø kvadratø metodà. Ðio darbo tiklas yra stochastiniø dife-
rencialiniø lygèiø sprendiniø parametrø vertinimas pasinaudojant sprendinio staciona-
riuoju tankiu. Vertinimo esmë tokia: atsitiktinio proceso � SDL sprendinio parametrai
parenkami taip, kad stacionariojo tankio grafikas bûtø ¥kaip galima panaðesnis¡ á pro-
ceso reikðmiø histogramà stebint já pakankamai ilgai. Þinoma, ðis metodas gali bûti
taikomas tik tada, kai proceso stacionarusis tankis egzistuoja.

Pirmoje ðio darbo dalyje pateikiamas Ito difuzinio proceso apibrëþimas, jo staciona-
riojo tankio apibrëþimas bei jo pavidalas difuziniam procesui. Nagrinëjamos konkreèios,
daþnai taikymuose naudojamos lygtys: Vasicekÿo (1977), CKLS (Chan, Karolyi, Longs-
taff, Sanders (1992)), bei vadinamojo genetinio modelio lygtis. Randamos stacionariøjø
tankiø iðraiðkos duotosioms lygtims.

Antroje darbo dalyje yra apraðyta veiksmø seka, naudojama minëtø stochastiniø di-
ferecialiniø lygèiø parametrams vertinti, pateikiami rezultatai, priklausantys nuo tam
tikrø ið anksto parinktø kintamøjø (pvz., imties dydþio, histogramos þingsnio ir t.t.) ir
konkretûs modeliavimo pavyzdþiai.

Svarbi ðio darbo dalis yra C# kalba paraðyta kompiuterinë programa, sukurta nau-
dojantis Microsoft Visual C# 2005 Express Edition aplinka. Microsoft Windows terpëje
veikianti programa nesunkiai leidþia vartotojui, keièiant algoritmo parametrus, mode-
liuoti stochastiniø diferencialiniø lygèiø sprendinius ir vertinti jø parametrus. Grafikai
nubrëþti naudojantis matematiniu Maple paketu bei mano ir Povilo Banio bakalauro
darbuose sukurta programa, skirta tiesiniø stochastiniø diferencialiniø lygèiø modelia-
vimui (plaèiau þr. [5] arba 4.4).

Darbe nagrinëjamà vertinimo algoritmà savo magistriniame darbe nepriklausomai
modeliavo ir P. Banys [6]. Jis nagrinëjo kitokias SDL bei naudojo kità programinæ áran-
gà.
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1. Teorinë dalis.

1.1. Stochastinë diferencialinë lygtis. Difuzinis procesas.

Nagrinëkime lygtá:

Xt = x0 +

t∫
0

b(s, Xs)ds +

t∫
0

σ(s, Xs)dBs, t ∈ I (1)

Daþnai dël praktinio patogumo ði lygtis uþraðoma formaliu diferencialiniu pavidalu

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt, X0 = x0 (2)

Abi lygtys vadinamos stochastinëmis diferencialinëmis lygtimis. Formalus apibrëþi-
mas bûtø toks:

1 apibrëþimas. Sakoma, kad tolydusis atsitiktinis procesas Xt, t ∈ I, yra stochastinës
diferencialinës lygties (1) sprendinys intervale t ∈ I jei jis tenkina (2) lygtá (su tikimybe
1).

Toliau tarkime, kad lygties koeficjentai tenkina Lipðico ir tiesiðko augimo sàlygas:

1. |b(t, x)− b(t, y)|2 + |σ(t, x)− σ(t, y)2 ≤ C|x− y|2x, y ∈ R, t ∈ R+

2. |b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ C(1 + |x|2), x ∈ R, t ∈ R+

1 teorema. Jei iðpildytos 1 ir 2 sàlygos, tai egzistuoja vienintelis tolydusis atsitiktinis
procesas X, kuris yra stochastinës diferencialinës lygties (2) sprendinys intervale [0,∞).

2 apibrëþimas. Stochastinës diferencialinës lygties

Xt = x +

t∫
0

b(s, Xs)ds +

t∫
0

σ(s, Xs)dBs, t ≥ 0, (3)

su koeficjentais b, σ, tenkinanèiais sprendinio egzistavimo ir vienaties sàlygas, sprendi-
nys X vadinamas (Ito) difuzijos procesu. Jei koeficjentai b ir σ nepriklauso nuo laiko
t, tai X vadinamas homogeniniu (laike) difuzijos procesu. Koeficjentas b vadinamas di-
fuzinio proceso X poslinkio koeficjentu, o σ - difuzijos koeficjentu. Norëdami pabrëþti
sprendinio X priklausomybë nuo pradinio taðko x, já þymësime Xx, o difuziniu proce-
su X vadinsime visà ðeimà sprendiniø {Xx, x ∈ R}. Xs,x þymësime atsitiktiná procesà,
apibrëþtà intervale [s,∞) (s ≥ 0) ir tenkinantá lygtá

Xs,x
t = x +

t∫
s

b(u, Xs,x
u )du +

t∫
s

σ(u, Xs,x
u )dBu, t ≥ s. (4)

1.2. Stacionarusis tankis.

3 apibrëþimas. Atsitiktinis procesas X vadinamas Markovo procesu, jei sàlyginis tan-
kis

PXt|Xt1 ,Xt2 ,...,Xtk
,Xs(y|x1), x2, . . . , xk, x) = p(s, x, t, y) := pXt|Xs(y|x) (5)

su visais 0 = t1 < t2 < · · · < tk < s < t, x1, x2, . . . , xk, x, y ∈ R. Tada funkcija p =
p(s, x, t, y), 0 < s < t, x, y ∈ R, vadinama Markovo proceso perëjimo tankiu.



5

4 apibrëþimas. Homogeninio difuzinio proceso {Xx} perëjimo tankis p(s, x, t, y) pri-
klauso tik nuo skirtumo t−s ir todël pakanka nagrinëti funkcijà p(t, x, y) := p(0, x, t, y) =
p(s, x, s + t, y). Pastaroji taip pat vadinama proceso {Xx} perëjimo tankiu.

5 apibrëþimas. Difuzinio proceso X su perëjimo tankiu p(t, x, y), t > 0, x, y ∈ R stacio-
nariuoju tankiu vadinama tankio funkcija p0(y), y ∈ R, tenkinanti lygtá

p0(y) =

∫
R

p(t, x, y)p0(x)dx, t > 0, x ∈ R (6)

Jei difuzinio proceso X pradinë reikðmë X0 yra atsitiktinis dydis X0 su tankiu p0, tai
difuzinio proceso reikðmës Xt turi tà patá skirstiná su tankiu p0 visais laiko momentais
t ≥ 0. Be to, jo reikðmiø baigtiniø rinkiniø (Xt1+t, Xt2+t, . . . , Xtk+t) skirstiniai yra tie
patys su visais t ≥ 0. Tokie procesai vadinami stacionariais.

6 apibrëþimas. Difuziniø procesø, turinèiø stacionarøjá tanká p0, elgsenos stabilizaci-
jà dideliuose laiko intervaluose nusako ergodiðkumas: su bet kokia aprëþta (maèiàja)
funkcija f : R → R

lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(Xx
t )dt =

∫
R

f(y)p0(y)dy. (7)

Gana daþnai, difuzinio proceso X trajektorijos pasiþymi tam tikru uþdarumu kokio
nors intervalo (a, b) ∈ R atþvilgiu, t.y. procesas iðëjæs ið bet kurio taðko x ∈ (a, b),
pasilieka intervale (a, b) visà laikà. Pavyzdþiui,Ginzburgo-Landau lygèiai egzistuoja du
tokie intervalai: (0, +∞) ir (−∞, 0). Tokioje situacijoje verta kalbëti apie stacionaraus
tankio iðraiðkà intervale (a, b).

7 apibrëþimas. Difuzinis procesas X, kurio perëjimo tankis p = p(t, x, y), turi staciona-
røjá tanká p0 intervale (a, b) ∈ R, jei

b∫
a

p(t, x, y)dy = 1, t > 0, x ∈ (a, b), (8)

ir

p0(y) =

b∫
a

p(t, x, y)p0(x)dx, t > 0, y ∈ (a, b), (9)

2 teorema. Sakykime, difuzinis procesas X, kurio perëjimo tankis p = p(t, x, y), turi
stacionarøjá tanká p0 = p0(y) intervale (a, b) ∈ R. Tarkime, kad p ir p0 yra tolydþios
funkcijos, turinèios tolydþiàsias iðvestines ∂p/∂t, ∂p/∂y, ∂2p/∂y2, ∂p0/∂y, ∂2p0/∂y2. Be to,
jei σ(x) > 0, x ∈ (a, b), tai difuzinio proceso X stacionarusis tankis p0 yra pavidalo

p0(y) =
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
, y ∈ (a, b); (10)

èia c - bet koks taðkas ið intervalo (a, b), oN yra normuojanti konstanta, su kuria
∫ b

a
p0(y)dy =

1.

Árodymas. Ðios teoremos árodymà galima rasti [1], psl. 138.
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1 pastaba. Jei difuzinis procesas X = {Xx} apraðomas Stratonovièiaus lygtimi

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt) ◦ dBt, (11)

tai jos stacionariojo tankio formulë gaunama vietoje poslinkio koeficjento b áraðant b
′
:=

b + 1
2
σσ′.

p0(y) =
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u) + 1
2
σσ′(u)

σ2(u)
du

}

=
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du +

y∫
c

σσ′(u)

σ2(u)
du

}

=
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du +

y∫
c

σ′(u)

σ(u)
du

}

=
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
exp

{
ln σ(y)− ln σ(c)

}

=
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
σ(y)σ−1(c)

=
N

σ(y)
σ−1(c) exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}

=
N1

σ(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
,

èia N1 := Nσ−1(c). Apjungæ Ito ir Stratonovièiaus lygèiø atvejus, gauname:

p0(y) =
N

σν(y)
exp

{
2

y∫
c

b(u)

σ2(u)
du

}
, y ∈ (a, b), (12)

èia Ito lygèiai ν = 2, Stratonovièiaus lygèiai ν = 1.

2 pastaba. Stacionarusis tankis suteikia mums gana svarbià pradinæ informacijà apie
proceso tikimybinæ elgsenà.

1.3. Adityvus triukðmas: bendras atvejis

Nagrinëkime lygtá su adityviuoju triukðmu:

dXt = f(Xt)dt + σdBt, (σ > 0)

Jei atitinkamo difuzinio proceso stacionarusis tankis egzistuoja, tai jis turi bûti pa-
vidalo:

p0(y) =
N

σ2
exp

{
2

σ2

y∫
c

f(u)du

}
. (13)
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Tam, kad tai ið tikrøjø bûtø tankis, bûtinas funkcijos p0 integruojamumas. Tada
normuojanti konstanta bûtø lygi:

N =

( +∞∫
−∞

1

σ2
exp

{
2

σ2

y∫
c

f(u)du

}
dy

)
. (14)

3 pastaba. Adityvusis triukðmas kokybine prasme nekeièia difuzinio proceso staciona-
rios elgsenos. Keièiant trukðmo intensyvumà (σ) keièiasi tik stacionariojo tankio ekst-
remumø dydis, bet nesikeièia jø padëtis ir skaièius.

1.4. Vasicekÿo lygtis (1977) (arba CKLS, kai ν = 0)

Nagrinëkime lygtá:

dXt = k(θ −Xt)dt + σdBt.

Þemiau pateikiama keletas tipiðkø Vasicekÿo lygties trajektorijø (trajektorijos nu-
braiþytos naudojantis mano minëta bakalauro darbe sukurta programa, plaèiau þr. 4.4
arba [5]):

Gausime stacionaraus tankio iðraiðkà. Remiantis (13) formule gauname:
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p0(y) =
N

σ2
exp

{
2

σ2

y∫
c

k(θ − u)du

}

=
N

σ2
exp

{
2k

σ2

y∫
c

(θ − u)du

}

=
N

σ2
exp

{
2k

σ2
(θu− u2

2
)

∣∣∣∣y
c

}
=

N

σ2
exp

{
2k

σ2

(
(θy − y2

2
)− (θc− c2

2
)

)}
=

N

σ2
exp

{
2k

σ2
(θy − y2

2
)

}
exp

{
− 2k

σ2
(θc− c2

2
)

}
.

Imkime c = 0. Tada

p0(y) =
N

σ2
exp

{
2k

σ2
(θy − y2

2
)

}
. (15)

Rasime konstantos N iðraiðkà:

N =

( +∞∫
−∞

1

σ2
exp

{
2

σ2

y∫
c

k(θ − u)du

}
dy

)−1

= · · · =

=

( +∞∫
−∞

1

σ2
exp

{
2k

σ2
(θy − y2

2
)

}
dy

)−1

=

(
1

σ2

+∞∫
−∞

exp

{
2kθy

σ2
− ky2

σ2

}
dy

)−1

=

(
1

σ2

+∞∫
−∞

exp

{
− 1

2

[(√
2ky

σ

)2

− 2

(√
2ky

σ

)(√
2kθ

σ

)
+

(√
2kθ

σ

)2]
+

kθ2

σ2

}
dy

)−1

=

(
1

σ2

+∞∫
−∞

exp

{
− 1

2

(√
2ky

σ
−
√

2kθ

σ

)2

+
kθ2

σ2

}
dy

)−1

=

(
1

σ2
exp

{
kθ2

σ2

} +∞∫
−∞

exp

{
− 1

2

(√
2ky

σ
−
√

2kθ

σ

)2}
dy

)−1

=

(
1

σ2
exp

{
kθ2

σ2

} +∞∫
−∞

exp

{
− t2

2

}
σ√
2k

dt

)−1

=

(
1

σ2

σ√
2k

exp

{
kθ2

σ2

} +∞∫
−∞

exp

{
− t2

2

}
dt

)−1

=

(
1√
2kσ

exp

{
kθ2

σ2

}√
2π

)−1

=

( √
π√
kσ

exp

{
kθ2

σ2

})−1

.
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Gavome, kad

N =

( √
π√
kσ

exp

{
kθ2

σ2

})−1

. (16)

1.5. Multiplikatyvus triukðmas: bendras atvejis

Skirtingai nei adityvaus triukðmo atveju, multiplikatyvus triukðmas gali sukelti ne
tik kiekybinius, bet ir kokybinius sistemos pokyèius.

Tarkime, kad difuzinis procesas X = Xx
t apraðomas lygtimi

dXt = f(Xt)dt + σ(Xt)dBt (17)

turi stacionarøjá tanká p0 intervale (a, b). Tankio pavidalas yra toks:

p0(y) =
N

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

f(u)

σ2(u)
du

}
, y ∈ (a, b), c ∈ (a, b). (18)

Konstanta N uþraðoma tokiu bûdu:

N =

( +∞∫
0

1

σ2(y)
exp

{
2

y∫
c

f(u)

σ2(u)
du

}
dy

)
, y ∈ (a, b), c ∈ (a, b). (19)

Labai svarbu yra tai, kad propocingas multiplikatyvaus triukðmo didinimas, gali "ko-
kybiðkai" pakeisti proceso elgsenà. Tai pasireiðkia ne tik stacionaraus tankio ekstremu-
mø dydþiu, bet ir jø padëties, bei skaièiaus pakitimais. Tokie kokybiniai stacionariojo
tankio pakitimai vadinami triukðmo indukuotais virsmais.

1.6. CKLS lygtis

Nagrinëkime CKLS (Chan, Karolyi, Longstaff, Sanders (1992)) stochastinæ diferen-
cialinæ lygtá:

dXt = k(θ −Xt)dt + σXν
t dBt (20)

Bus iðnagrinëti du atvejai. Kai ν = 1 ir ν > 1/2; ν 6= 1. Þemiau pateikiama keletas
tipiðkø CKLS lygties trajektorijø:
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Dabar gausime stacionaraus tankio, bei konstantos iðraiðkas. Remiantis (18) ir (19)
formulëmis gauname:

p0(y) =
N

σ2y2ν
exp

{
2

y∫
c

k(θ − u)

σ2u2ν
du

}
, (21)

N =

( +∞∫
0

1

σ2y2ν
exp

{
2

y∫
c

k(θ − u)

σ2u2ν
du

}
dy

)−1

. (22)

Tarkime ν = 1. Tada

p0(y) =
N

σ2y2
exp

{
2

y∫
c

k(θ − u)

σ2u2
du

}

=
N

σ2y2
exp

{
2k

σ2

y∫
c

(θ − u)

u2
du

}

=
N

σ2y2
exp

{
2k

σ2

y∫
c

(
θ

u2
− 1

u

)
du

}

=
N

σ2y2
exp

{
2k

σ2

(
− θ

u
− ln u

)∣∣∣∣y
c

}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2k

σ2

(
θ

u
+ ln u

)∣∣∣∣y
c

}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2k

σ2

(
θ

y
+ ln y −

(
θ

c
+ ln c

))}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2k

σ2

(
θ

y
+ ln y

)}
exp

{
2k

σ2

(
θ

c
+ ln c

)}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
exp

{
− 2k

σ2
ln y

}
exp

{
2k

σ2

(
θ

c
+ ln c

)}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
exp

{
ln(y)−

2k
σ2

}
exp

{
2k

σ2

(
θ

c
+ ln c

)}
=

N

σ2y2
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2 exp

{
2k

σ2

(
θ

c
+ ln c

)}
=

N

σ2
exp

{
2k

σ2

(
θ

c
+ ln c

)}
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2.
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Tarkime c = 1. Tada

p0(y) =
N

σ2
exp

{
2kθ

σ2

}
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2 = N1 exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2. (23)

Konstanta N1 lygi (kai c = 1):

N1 =
N

σ2
exp

{
2kθ

σ2

}
=

1

σ2
exp

{
2kθ

σ2

}( +∞∫
0

1

σ2y2
exp

{
2

y∫
c

k(θ − u)

σ2u2
du

}
dy

)−1

= . . . =

=
1

σ2
exp

{
2kθ

σ2

}( +∞∫
0

1

σ2
exp

{
2kθ

σ2

}
exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2dy

)−1

=

( +∞∫
0

exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2dy

)−1

.

Tarkime, kad ν > 1/2; ν 6= 1. Tada tankio pavidalas yra toks:

p0(y) =
N

σ2y2ν
exp

{
2

y∫
c

k(θ − u)

σ2u2ν
du

}

=
N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

y∫
c

θ − u

u2ν
du

}

=
N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

y∫
c

(
θ

u2ν
− 1

u2ν−1

)
du

}

=
N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θu1−2ν

1− 2ν
− u2−2ν

2− 2ν

)∣∣∣∣y
c

}
=

N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θ

1− 2ν

(
y1−2ν − c1−2ν

)
− 1

2− 2ν

(
y2−2ν − c2−2ν

))}
=

N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

(
− θc1−2ν

1− 2ν
+

c2−2ν

2− 2ν

)}
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)}

Kai c = 1, turime:

p0(y) =
N

σ2y2ν
exp

{
2k

σ2

(
− θ

1− 2ν
+

1

2− 2ν

)}
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)}
(24)

=
N1

y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)}
. (25)

Konstanta N (c = 1):

N1 =

( +∞∫
0

1

y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)})−1

. (26)
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1.7. Genetinis modelis.

Determinuota lygtis

dXt = (α−Xt + λXt(1−Xt))dt, X0 ∈ (0, 1),

su parametrais α ∈ (0, 1) ir λ ∈ R vadinama genetiniu modeliu. Ði lygtis daþnai nau-
dojama praktikoje, pvz.: ji apraðo tam tikras chemines reakcijas, kuriose dalyvauja dvi
medþiagos, ir Xt, reiðkia vienos ið jø santykiná kieká laiko momentu t. Laikydami, kad
parametras λ yra veikiamas triukðmo, gausime Stratonovièiaus stochastinæ diferencia-
linæ lygtá

dXt = (α−Xt + λXt(1−Xt))dt + σXt(1−Xt) ◦ dBt, X0 ∈ (0, 1).

Ekvivalenti Ito lygtis:

dXt = (α−Xt + λXt(1−Xt) +
1

2
σ2Xt(1−Xt)(2−Xt))dt + σXt(1−Xt)dBt, X0 ∈ (0, 1).

4 pastaba. Jei X0 ∈ (0, 1), tai ir Xt ∈ (0, 1) su visais t ≥ 0 (r.[1]psl.151).

Þemiau pateikiama keletas tipiðkø trajektorijø:
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Stacionarusis proceso tankis turi pavidalà (þr. Pastaba 1):

p0(y) =
N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

y∫
c

α− u + λu(1− u)

u2(1− u)2
du

}

=
N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

y∫
c

(
α− u

u2(1− u)2
+

λ

u(1− u)

)
du

}

=
N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

y∫
c

(
I1 + I2

)
du

}
.

Rasime I1 ir I2 iðraiðkas:

I1 =

y∫
c

α− u

u2(1− u)2
du =

y∫
c

(
α

u2
+

2α− 1

u
+

α− 1

(1− u)2
+

2α− 1

1− u

)
du

=

(
− α

u
+

α− 1

1− u
+ (2α− 1) ln

u

1− u

)∣∣∣∣y
c

=

(
− α

y
+

α− 1

1− y
+ (2α− 1) ln

y

1− y

)
−

(
− α

c
+

α− 1

1− c
+ (2α− 1) ln

c

1− c

)
.

I2 =

y∫
c

λ

u(1− u)
du =

y∫
c

λ

(
1

u
+

1

1− u

)
du

= λ

(
ln u− ln(1− u)

)∣∣∣∣y
c

= λ

(
ln

y

1− y
− ln

c

1− c

)
.

Tarkime c = 1/2. Tada:

I1 =

(
− α

y
+

α− 1

1− y
+ (2α− 1) ln

y

1− y

)
+ 2.

I2 = λ ln
y

1− y
.

Ástatæ gauname:

p0(y) =
N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y
+ (2α− 1) ln

y

1− y
+ 2 + λ ln

y

1− y

)}
=

N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y
+ (2α + λ− 1) ln

y

1− y
+ 2

)}
=

N

σ2y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)
+

4

σ2
+ ln

(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)}

=
N

σ2y(1− y)
exp

{
4

σ2

}
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

=
N1

y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

.
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Tokiu bûdu gavome formulæ tankiui ir konstantai N :

p0(y) =
N1

y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

. (27)

N1 =
N

σ2
exp

{
4

σ2

}
=

1

σ2
exp

{
4

σ2

}( 1∫
0

1

σ2y(1− y)
exp

{
4

σ2

}

× exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

dy

)−1

=

( 1∫
0

1

y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

dy

)−1

.

Gauta funcija integruojama intervale (0, 1) su visomis parametrø σ > 0 ir λ ∈ R
reikðmëmis, taigi ir nagrinëjama lygtis visada turi stacionarøjá tanká. Þemiau pavaiz-
duota keletas genetinio modelio asimetriniø (λ > 0 arba λ < 0) tankiø su parametrais
α = 0.5, λ = 1. Matome, kad didëjant σ, kinta tankio ekstremumø padëtis, bei skaièius.

Kai α = 0.5, λ = −1 gauname:
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2. Praktinë dalis.

2.1. Parametrø vertinimas: bendras atvejis

Sakykime, turime stochastinës diferencialinës lygties bei jos stacionaraus tankio ið-
raiðkas. Tada:

(1) Naudodamiesi Oilerio-Marujama aproksimacija skaièiuojame lygties sprendiná in-
tervale (0, T ] su ið anksto nustatytu þingsniu h. Gautas stebëjimø skaièius yra T/h.

Xh
k+1 = Xh

k + b(Xh
k )h + σ(Xh

k )4Bk. (28)

(2) Pradinë proceso reikðmë X0 = x0. Daþnai dalis pradiniø sprendinio reikðmiø yra
atmetama, norint iðvengti priklausomybës nuo pradinio taðko.

(3) Nubraiþoma stebëjimø histograma H su þingsniu h1.

(4) Tada bandoma parinkti ¥geriausià" tanká, atitinkantá ðià histogramà, toká, kad:

F =
n∑

i=1

(
p0(xi)−H(xi)

)2

→ min, (29)

èia n - skaièius taðkø, kuriuose skaièiuojamas skirtumas, H(xi) - histogramos
reikðmë taðke xi.

(5) Funkcijai minimizuoti naudojamas LUDE (Line-up Differential Evolution) algorit-
mas (þr. 4.3). Pateiktuose rezultatuose buvo generuojama 20 sprendiniø ir atlieka-
ma 100 iteracijø.

(6) Visà ðá darbà atlieka mano paraðyta kompiuterinë programa, veikianti Microsoft
Windows terpëje (þr. 2.5).
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2.2. Parametrø vertinimas: Vasicekÿo lygtis

Vasicekÿo lygties atveju stacionaraus tankio ir konstantos N iðraiðkos remiantis (15)
ir (16) formulëmis yra:

p0(y) =
N

σ2
exp

{
2k

σ2
(θy − y2

2
)

}
= N1 exp

{
2k

σ2
(θy − y2

2
)

}
.

N1 =
N

σ2
=

1

σ2

( √
π√
kσ

exp

{
kθ2

σ2

})−1

=

(√
πσ√
k

exp

{
kθ2

σ2

})−1

.

Matome, kad á tankio iðraiðkà áeina k
σ2 , todël mano taikomas metodas sugeba ¥pa-

gauti" tik ðá santyká, bet ne paèius parametrus. Lentelëje f - tikslo funkcijos reikðmë, n
- imties dydis, naudotas histogramos þingsnis h = 0.1.

Þemiau pateikiama keletas grafikø (raudona spalva - duomenø histograma, þalia
spalva - tankis su teoriniais parametrais, mëlyna spalva - tankis su mano ávertintais
parametrais, imant ið anksto þinoma parametro k reikðmæ, kad ið ávertinto santykio
galëtume iðskaièiuoti σ2). Teoriniai parametrai k = 1, θ = 1, σ = 1. Tada k/σ2 = 1.
Histogramos þingsnis h = 0.025
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2.3. Parametrø vertinimas: CKLS lygtis

Kai ν = 1, gavome tokias formules:

p0(y) = N1 exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2.

N1 =

( +∞∫
0

exp

{
− 2kθ

σ2y

}
y−

2k
σ2−2dy

)−1

.

Kai ν > 0 ir ν 6= 1/2; ν 6= 1, tai:

p0(y) =
N1

y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)}
.

N1 =

( +∞∫
0

1

y2ν
exp

{
2k

σ2

(
θy1−2ν

1− 2ν
− y2−2ν

2− 2ν

)})−1

.

Konstantos N1 iðraiðkoje intergralas skaièiuojamas intervale (min xi, max xi), èia i =
1 . . . T/h, bet ne intervale (0, +∞) (naudojama Oilerio aproksimacija (þr. 4.2)). Lentelëse
f - tikslo funkcijos reikðmë, n - imties dydis, naudotas histogramos þingsnis h = 0.025.
Pirmoje lentelëje pateikiami rezultatai, kai ν = 1, antroje ν > 1/2, ν 6= 1.
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Þemiau pateikiama keletas grafikø (raudona spalva - duomenø histograma, þalia
spalva - tankis su teoriniais parametrais, mëlyna spalva - tankis su mano ávertintais
parametrais, imant ið anksto þinomà parametro k reikðmæ). Histogramos þingsnis h =
0.025, teorinës parametrø reikðmës k = 1, θ = 1, σ = 1, ν = 1.
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2.4. Parametrø vertinimas: Genetinis modelis

Genetinio modelio atveju gautos tokios formulës:

p0(y) =
N1

y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

.

N1 =

( 1∫
0

1

y(1− y)
exp

{
2

σ2

(
− α

y
+

α− 1

1− y

)}(
y

1− y

) 2
σ2 (2α+λ−1)

dy

)−1

.

Pasinaudojæ tankio ir konstantos iðraiðkomis vertiname parametrus α, λ, σ. Þemiau
pateikiami rezultatai, gauti imant histogramos þingsná h = 0.01:
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Keletas grafikø (spalvos, kaip ir anksèiau). Histogramos þingsnis h = 0.01, teorinës
parametrø reikðmës α = 0.5, λ = 2, σ = 3, ν = 1.
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2.5. Programa

Stochastiniø diferencialiniø lygèiø parametrams vertinti yra sukurta kompiuterinë
programa, kurios vaizdas matomas ðiame puslapyje. Vartotojas pasirenka norimà lyg-
tá, lygties parametrus, bei intervalus, kuriuose bus ieðkomi parametrø áverèiai. Be to,
nustatomi LUDE algoritmui reikalingi: áteracijø skaièius ir generuojamø sprendiniø
skaièius, kurie bus naudojami tikslo funkcijos minimizavimui. Deðinëje lango daly-
je esanèiuose laukuose pasirenkami: stebëjimø skaièius (t.y. keliuose taðkuose bus
skaièiuojamas stochastinës diferencialinës lygties sprendinys), þingsnis h (t.y pasirenka-
mas tarpas tarp dviejø gretimø taðkø, kuriuose skaièiuojamas sprendinys), histogramos
þingsnis h1.

Paspaudus mygtukà ¥Skaièiuoti¡ yra paskaièiuojami parametrø ávertinimai. Paspau-
dus mygtukà ¥Rezultatai¡ yra suformuojams dokumentas PDF formatu (þr. 4.5), kuria-
me yra iðsaugojami gauti rezultatai, bei grafike pavaizduojami histograma ið duomenø
ir tankiai: su teoriniais parametrais ir su programos apskaièiuotomis parametrø reikð-
mëmis.

Programà ir techninës árangos reikalavimus galima rasti kartu su darbu pateikia-
moje CD plokðtelëje.
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3. Iðvados
Remiantis atliktais skaièiavimais galima teigti, kad kai stebëjimø skaièius yra labai

didelis (pvz.: N > 100000) stochastinio genetinio modelio ir CKLS lygties parametrai yra
ávertinami ðimtøjø tikslumø. Kai imamas daug maþesnis N (pvz.: N > 2000) tikslumas
sumaþëja, taèiau nubrëþtas tankis su ávertintais parametrais gan ¥neblogai" aproksi-
muoja stebëjimø histogramà.

Iðvedant formules pastebëta, kad CKLS lygties atveju á stacionariojo tankio iðraiðka
visur áeina k/σ2, todël mano taikomas metodas nesugeba ávertinti ðiø parametrø atski-
rai, bet ¥gerai" ávertina jø santyká. Gauti rezultatai tai patvirtina.

Ateityje ádomø bûtø panaudoti kitokias tikslo funkcijas, bei jø minimizavimui nau-
doti ne LUDE, bet kitokius algoritmus. Taip pat SDL sprendiná skaièiuoti naudojant
aukðtesniø eiliø aproksimacijas.



25

Literatûra
[1] V. Mackevièius, Stochastinë analizë, Vilnius (2005).

[2] R. F. Bass, The basics of financial mathematics, Department of mathematics Uni-
versity of Connecticut (2003).

[3] P. Chalasani, S. Jha, Stochastic calculus and finance, Carnegie Mellon University
(1997).

[4] H. Sarimveis, A. Niikolakopoulos, A line up evelutionary algorithm for solving nonli-
near constrained optimization proglems, Computers Operations Research, 32, 1499
� 1512 (2005).

[5] J. Jusel, Tiesiniø stochastiniø diferencialiniø lygèiø modeliavimas, Bakalauro dar-
bas, Vilniaus Universitetas Matematikos ir Informatikos Fakultetas (2004).

[6] P. Banys, Difuzijø, turinèiø stacionarøjá tanká, parametrø vertinimas, Magistro dar-
bas, Vilniaus Universitetas Matematikos ir Informatikos Fakultetas (2006).



26

4. Priedai

4.1. Wienerio procesas arba Brauno judesys

Brauno judesys naudojamas apraðant daugelá fiziniø ir matematiniø reiskiniu. Pra-
dþioje jis buvo skirtas maþos dalelës, veikiamos daugybës chaotiðku molekuliø smugiø,
judëjimo skystyje apraðymui. Pirmasis toká judejimà apraðë anglø botanikas Robertas
Braunas (Robert Brown) (1827m.).
Ádomu tai, kad Vynerio proceso prototipas pirmà kartà pasirodë siekiant matematið-
kai apraðyti akcijos kainos kurso kitimà. Ið esmës panaðia matematine konstrukcija
naudojosi Louis Bachelier savo 1900 metø darbe. Matematiðkai korektiðka ðio proceso
egzistavimo árodymà pirmà kartà pateikë Norbertas Vyneris (Norbert Wiener) 1923 me-
tais. Matematiðkai ðio proceso chaotiðkumas pasireiðkia tuo, kad jo trajektorijos, nors
ir bûdamos tolydþios, yra niekur nediferencijuojamos.

3 teorema. Egzistuoja toks atsitiktinis procesas B = {Bt, t ≥ 0}, kad

k∑
i=1

λiS
n
ti
→

k∑
i=1

λiBti (30)

kai n → ∞ su visais rinkiniais 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk, λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , k, k ∈ N . Ðià
savybæ þymësime Sn → B ir sakysime, kad procesø seka {Sn} silpnai konverguoja á B
(baigtiniamaèiø skirstiniø prasme). Procesas B vadinamas Brauno judesiu.

4 teorema. Brauno judesá charakterizuojanèios savybës:

(i) B(0) = 0 ir visiems 0 < s < t < ∞, B(t) − B(s) yra normalus atsitiktinis dydis su
vidurkiu 0 ir dispersija t− s;

(ii) pokyèiai B(t1)−B(s1), . . . , B(tn)−B(sn) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydþiai bet
kuriems 0 < s1 < t1 < · · · < sn < tn < ∞;

(iii) proceso trejktorijos B(·, ω) yra tolydþios funkcijos beveik visiems ω ∈ Ω.

4.2. Skaitinis integravimas

Jei þinome funkcijos f(x) pirmykðtæ funkcijà F (x), tai apibrëþtiná integralà apskai-
èiuojame pagal Niutono - Leibnico formulæ. Taèiau tik nedaugeliui funkcijø galime rasti
pirmykðtæ. Tuomet stengiamasi kuriuo nors bûdu apskaièiuoti integralo reikðmæ apy-
tiksliai.

Nagrinëkime integralà:

Xt =

t∫
0

b(s, Xs)ds

Paþymëkime h = T/n, tk = kh ir pakeiskime integralà apytikre jo reikðme pagal
staèiakampiø formulæ:

Xtk+1
≈ Xtk +

tk+1∫
tk

b(tk, Xtk)ds = Xtk + b(tk, Xtk)h,
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kai k = 0, 1, . . . , n−1. Atmetus paklaidà ir vietoje apytikslës lygybës naudojant tikaliàjà,
gauname paprasèiausià Eulerio aproksimacijà:

Xh
tk+1

= Xh
tk

+ b(tk, Xtk)h,

kai k = 0, 1, . . . , n− 1. Árodoma, kad Eulerio aproksimacija yra pirmosios eilës:

sup
t≤T

|Xh
t −Xt| = O(h), h → 0.

4.3. LUDE algoritmas

LUDE (Line-up Differential evolution) algoritmas naudojamas netiesinës funkcijos
globalaus ekstremumo aproksimavimui. Vieninteliai ðio algoritmo apribojimai yra funk-
cijos kintamøjø virðutiniø ir apatiniø rëþiø nustatymas. Sakykime sprendinys yra n-
matis vektorius x = (x1, . . . , xn). Be to turime virðutini xup = (xup

1 , . . . , xup
n ) ir apatiná

xlo = (xlo
1 , . . . , xlo

n ) rëþius. Taip pat pasirenkame maksimalø áteracijø skaièiø mxiter.

(1) Generuojame L sprendiniø xi = (x1i, . . . , xni), i = 1, . . . , L. Èia xki yra imamas toly-
giai pasiskirtæs intervale (xlo

k , xup
k );

(2) Iteracijø skaièius iter = iter + 1;

(3) Skaièiuojame tikslo funkcijos reikðmæ kiekvienam mûsø sugeneruotam sprendi-
niui: f(xi), i = 1, . . . , L;

(4) Sprendiniai iðrikiuojami tikslo funkcijos maþëjimo tvarka, t.y xi eina prieð xj, jei
f(xi) > f(xj), kai i, j = 1, . . . , L;

(5) Toliau atliekama sekanti procedûra (r ∼ U [0, 1]):
for(i = 0; i < L− 1; i + +){
xnew = xi + r(xi+1 − xi);
if(f(xnew) < f(xi+1))xi = xnew;
}

(6) Kartojamas (4) þingsnis;

(7) Atliekama sekanti procedûra (r, r1 ∼ U [0, 1] ir P{b = 0} = P{b = 1} = 1/2):

for(i = 0; i < L; i + +){
pm,i = L−i+1

L

for(j = 0; j < N1; j + +){
if(r < pm,i)
if(b = 0)xi,new(j) = xi(j) + (xup(j)− xi(j))

r1

d
exp{−2iter/mxiter}

if(b = 1)xi,new(j) = xi(j)− (xi(j)− xlo(j)) r1

d
exp{−2iter/mxiter}

}
if(f(xi,new) < f(xi))xi = xi,new;
}

(8) Kartojamas (4) þingsnis;

(9) Jei iter < mxiter gráþtame prie (2) þingsnio;
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4.4. Balakauro darbo programa
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4.5. Rezultatø atvaizdavimas
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