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Santrauka

Darbe yra vertinami stochastinio genetinio modelio ir CKLS lygties parametrai pa-
sinaudojant sprendinio stacionariuoju tankiu. Atlikti skaic¢iavimai parodo, kad SDL
parametrai yra ,gerai" ivertinami, esant pakankamai dideliam stebé¢jimu skaiéiui, pvz.:
N =10000. Skaic¢iavimams atlikti sukurta kompiuteriné programa.

Abstract

In this work estimation of parameters of stochastic genetic model and CKLS equation
using process stationary density is presented. The research shows that SDE parame-
ters are estimated "well" when we have large number of observations, e.g. N = 10000.
Application is created to carry out calculations.



Ivadas

Stochastinés diferencialines lygtys (SDL) — tai palyginti neseniai atsiradusi tikimy-
biy teorijos sritis, kuri Siuo metu tampa vis populiaresné. Jos vis dazniau yra naudoja-
mos aprasant daugeli fiziniu ir matematiniu reiskiniu. Tai yra susije su tuo, kad deter-
ministines diferencialinés lygtys apraso tik vidurkine sistemu elgsena, tuo tarpu realios
sistemos yra veikiamos daugybés atsitiktiniy trikdziu, kurie sukelia ne tik kiekybinius
(kaip daznai iprasta manyti), bet ir kokybinius sistemu pokycius. Ne maziau svarbus
uzdavinys yra stochatiniu diferencialiniu lygéiu parametru vertinimas. Siai uzduoéiai
spresti yra naudojama nemazai ivairiu metodu. Verta paminéti didziausio tikétinumo
metoda ir salygini maziausiu kvadratu metoda. Sio darbo tiklas yra stochastiniy dife-
rencialiniy lygéiu sprendiniu parametry vertinimas pasinaudojant sprendinio staciona-
riuoju tankiu. Vertinimo esmeé tokia: atsitiktinio proceso — SDL sprendinio parametrai
parenkami taip, kad stacionariojo tankio grafikas batu ,kaip galima panasSesnis” i pro-
ceso reikdmiuy histograma stebint ji pakankamai ilgai. Zinoma, §is metodas gali buti
taikomas tik tada, kai proceso stacionarusis tankis egzistuoja.

Pirmoje Sio darbo dalyje pateikiamas Ito difuzinio proceso apibrézimas, jo staciona-
riojo tankio apibrézimas bei jo pavidalas difuziniam procesui. Nagrinéjamos konkrecios,
daznai taikymuose naudojamos lygtys: Vasicek’o (1977), CKLS (Chan, Karolyi, Longs-
taff, Sanders (1992)), bei vadinamaojo genetinio modelio lygtis. Randamos stacionariuju
tankiuy iSraiSkos duotosioms lygtims.

Antroje darbo dalyje yra apraSyta veiksmu seka, naudojama minéty stochastiniy di-
ferecialiniy lyg¢iu parametrams vertinti, pateikiami rezultatai, priklausantys nuo tam
tikru i$ anksto parinktu kintamuju (pvz., imties dydzio, histogramos zZingsnio ir t.t.) ir
konkretis modeliavimo pavyzdziai.

Svarbi Sio darbo dalis yra C# kalba parasyta kompiuteriné programa, sukurta nau-
dojantis Microsoft Visual C# 2005 Express Edition aplinka. Microsoft Windows terpéje
veikianti programa nesunkiai leidZia vartotojui, kei¢iant algoritmo parametrus, mode-
liuoti stochastiniy diferencialiniy lygc¢iu sprendinius ir vertinti ju parametrus. Grafikai
nubrezti naudojantis matematiniu Maple paketu bei mano ir Povilo Banio bakalauro
darbuose sukurta programa, skirta tiesiniu stochastiniu diferencialiniu lygc¢iu modelia-
vimui (plac¢iau zr. [5] arba 4.4).

Darbe nagrinéjama vertinimo algoritma savo magistriniame darbe nepriklausomai
modeliavo ir P. Banys [6]. Jis nagrinéjo kitokias SDL bei naudojo kita programine iran-

ga.



1. Teoriné dalis.

1.1. Stochastiné diferencialiné lygtis. Difuzinis procesas.
Nagrinékime lygti:
t

t
X, =x9+ /b(s, X)ds + /0(3, Xs)dBg, t € 1 (1)
0 0

Daznai del praktinio patogumo i lygtis uzrasoma formaliu diferencialiniu pavidalu
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, X(] =T (2)

Abi lygtys vadinamos stochastinémis diferencialinemis lygtimis. Formalus apibrézi-
mas butuy toks:

1 apibrézimas. Sakoma, kad tolydusis atsitiktinis procesas X;,t € I, yra stochastinés
diferencialinés lygties (1) sprendinys intervale ¢ € I jei jis tenkina (2) lygti (su tikimybe
1).

Toliau tarkime, kad lygties koeficjentai tenkina LipsSico ir tiesiSko augimo salygas:

L [b(t, ) = b(t,y)| + |o(t,2) — o(t,y)* < Clz —y[*z,y € R,t € Ry
2. ot 2)|* +o(t.2)* < C(L+ |af*),x € Rit € Ry

1 teorema. Jei ispildytos 1 ir 2 salygos, tai egzistuoja vienintelis tolydusis atsitiktinis
procesas X, kuris yra stochastinés diferencialinés lygties (2) sprendinys intervale [0, o).

2 apibrézimas. Stochastinés diferencialinés lygties

t t
X, =x+ /b(s,Xs)ds + /O‘(S,Xs)dBS,t >0, (3)
0 0

su koeficjentais b, o, tenkinanciais sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas, sprendi-
nys X vadinamas (Ito) difuzijos procesu. dJei koeficjentai b ir o nepriklauso nuo laiko
t, tai X vadinamas homogeniniu (laike) difuzijos procesu. Koeficjentas b vadinamas di-
fuzinio proceso X poslinkio koeficjentu, o o - difuzijos koeficjentu. Norédami pabreézti
sprendinio X priklausomybé nuo pradinio tasko x, ji Zymésime X*, o difuziniu proce-
su X vadinsime visa Seima sprendiniu {X* = € R}. X*” zZymésime atsitiktini procesa,
apibrézta intervale [s, 00) (s > 0) ir tenkinantj lygti

t t

X =+ / b(u, X3 du + / o(u, X;®)dBy,t > s. (4)

S S

1.2. Stacionarusis tankis.
3 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X vadinamas Markovo procesu, jei salyginis tan-
kis

Px X0, Xty X, X (Ylz1), 29,5 - - o 8, ) = P(8, 2,1, Y) = Pxy xs(Y|T) (5)

suvisais 0 = ¢ <ty < -+ <ty < s < t, x1,22,...,2, x,y € R. Tada funkcija p =
p(s,z,t,y), 0 <s<t, r,y € R, vadinama Markovo proceso peréjimo tankiu.
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4 apibrézimas. Homogeninio difuzinio proceso {X*} peréjimo tankis p(s,z,t,y) pri-
klauso tik nuo skirtumo t — s ir todél pakanka nagrinéti funkcua p(t,x,y) == p(0,x,t,y) =
p(s,x,s +t,y). Pastaroji taip pat vadinama proceso { X} peréjimo tanklu

5 apibrézimas. Difuzinio proceso X su peréjimo tankiu p(¢,z,y),t > 0, x,y € R stacio-
nariuoju tankiu vadinama tankio funkcija py(y), vy € R, tenkinanti lygti

m@wa/Muawm@Mat>axeR ®)
R

Jei difuzinio proceso X pradiné reik§me X, yra atsitiktinis dydis X, su tankiu p,, tai
difuzinio proceso reikSmeés X; turi ta pati skirstini su tankiu p, visais laiko momentais
t > 0. Be to, jo reikSmiy baigtiniu rinkiniu (Xy, ¢, Xeyit, ..., X¢,4¢) Skirstiniai yra tie
patys su visais ¢ > 0. Tokie procesai vadinami stacionariais.

6 apibrézimas. Difuziniu procesu, turinéiu stacionaruji tanki p,, elgsenos stabilizaci-
ja dideliuose laiko intervaluose nusako ergodiskumas: su bet kokia aprézta (maciaja)
funkcija f: R— R

7llm—/le )dt = /f Y)po(y (7)

Gana daznai, difuzinio proceso X trajektorijos pasiZymi tam tikru uzdarumu kokio
nors intervalo (a,b) € R atzvilgiu, t.y. procesas isSéjes i bet kurio tasko = € (a,b),
pasilieka intervale (a, b) visa laika. Pavyzdziui,Ginzburgo-Landau lygéiai egzistuoja du
tokie intervalai: (0,4o00) ir (—o0,0). Tokioje situacijoje verta kalbéti apie stacionaraus
tankio israiska intervale (a,b).

7 apibrézimas. Difuzinis procesas X, kurio per¢jimo tankis p = p(¢, x, y), turi staciona-
ruji tanki p, intervale (a,b) € R, jei

b
/p@xwwyth>0,w€wﬁ% (8)

ir
b

polo) = [ plt.zp)mla)ds, >0, y € (a.b), (©)
2 teorema. Sakykime, difuzinis procesas X, kurio peréjimo tankis p = p(t,z,y), turi
stacionaryji tanki po = po(y) intervale (a,b) € R. Tarkime, kad p ir p, yra tolydzZios
funkcijos, turinéios tolydZigsias isvestines Op/0t,dp/dy, d*p/dy?, Opy/dy, D*po/dys. Be to,
Jei o(x) >0,z € (a,b), tal difuzinio proceso X stacionarusis tankis p, yra pavidalo

po(y) = Ogi(y)exp {27:2(—%%},?; € (a,b); (10)

C

¢ia c - bet koks taskas is intervalo (a,b), o N yra normuojanti konstanta, su kuria f; po(y)dy
1.

Irodymas. Sios teoremos irodyma galima rasti [1], psl. 138.



1 pastaba. Jei difuzinis procesas X = { X, } aprasomas Stratonoviciaus lygtimi
dX; = b(X})dt + o(X;) o dBy, (11)

tai jos stacionariojo tankio formulé gaunama vietoje poslinkio koeficjento b iragant b :=
b+ %0’0" .

N
poly) = UZ—(ZJ)GXP

2C/y b(u) C—;(%s)a’(u) du}

2/:2(—&))du+/zzl—((5))du}

Cc Cc

[

Cc c

2 [ 201} exp {inoty) - ot

c

N
= ——~exp
a?(y)

{
{
R
{
{

o

N oxp
= ——€X
o?(y)

N
= exp
o*(y)

_ %a-%c)exp{? /y :58)“}

C

- eXp{z/y %ﬂ“}’

[

2 /y :2(22) du}a(y)a—l(c)

C

¢ia N; := No~!'(c). Apjunge Ito ir Stratonovic¢iaus lygéiu atvejus, gauname:

poly) = — exp{2 / blu) du},ye<a,b>, (12)

¥ (y) o?(u)

¢ia Ito lygéiai v = 2, Stratonovic¢iaus lygciai v = 1.

2 pastaba. Stacionarusis tankis suteikia mums gana svarbia pradine informacija apie
proceso tikimybine elgsena.

1.3. Adityvus triuksmas: bendras atvejis

Nagrinéekime lygti su adityviuoju triuksmu:
dXt = f(Xt)dt + O'dBt, (O' > 0)

Jei atitinkamo difuzinio proceso stacionarusis tankis egzistuoja, tai jis turi buti pa-
vidalo:

po(y) = % exp {%/f(u)du} (13)
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Tam, kad tai i$ tikruju bttu tankis, batinas funkcijos p, integruojamumas. Tada
normuojanti konstanta bty lygi:

N:(/ exp{ /f du}dy) (14)

3 pastaba. Adityvusis triukSmas kokybine prasme nekeiéia difuzinio proceso staciona-
rios elgsenos. Keic¢iant truksmo intensyvuma (o) keiciasi tik stacionariojo tankio ekst-
remumy, dydis, bet nesikeicia ju padétis ir skaicius.
1.4. Vasicek’o lygtis (1977) (arba CKLS, kai v = 0)
Nagrinékime lygti:
dXt = k‘(@ — Xt>dt + O'dBt.

Zemiau pateikiama keletas tipisku Vasicek’o lygties trajektoriju (trajektorijos nu-
braizytos naudojantis mano minéta bakalauro darbe sukurta programa, plaéiau zr. 4.4

arba [5]):

k= DStheta 23|gma 1

,W \www

Gausime stacionaraus tankio iSraiska. Remiantis (13) formule gauname:



po(y)

Imkime ¢ = 0. Tada

Rasime konstantos

{
{

L=

Bz U= U=

po(y) (15)

N iSraiska;:

V2k6

g

V2k#H

o

V2ky

g

e

o2

S ) () )
(=) k)

g

1
2

e

2
-

o




Gavome, kad

v (e o

1.5. Multiplikatyvus triuksmas: bendras atvejis

Skirtingai nei adityvaus triukS§mo atveju, multiplikatyvus triukSmas gali sukelti ne
tik kiekybinius, bet ir kokybinius sistemos poky¢ius.

Tarkime, kad difuzinis procesas X = X7 aprasomas lygtimi

turi stacionaruji tanki p, intervale (a, b). Tankio pavidalas yra toks:

Y

N
poly) = 02—@)exp {2/ 52((1”3)6111}, y € (a,b), c € (a,b). (18)
Konstanta N uZrasoma tokiu budu:
T [ f(w)
N = </ ) O {Q/UQ(Zb)du}dy), y € (a,b), ¢ € (a,b). (19)
0 c

Labai svarbu yra tai, kad propocingas multiplikatyvaus triuksmo didinimas, gali "ko-
kybiskai" pakeisti proceso elgsena. Tai pasireiskia ne tik stacionaraus tankio ekstremu-
muy dydziu, bet ir ju padéties, bei skai¢iaus pakitimais. Tokie kokybiniai stacionariojo
tankio pakitimai vadinami triukSmo indukuotais virsmais.

1.6. CKLS lygtis
Nagrinékime CKLS (Chan, Karolyi, Longstaff, Sanders (1992)) stochastine diferen-
cialine lygti:

Bus i$nagrinéti du atvejai. Kaiv =1irv > 1/2;v # 1. Zemiau pateikiama keletas
tipisku CKLS lygties trajektoriju:

’,l | k=05 theta =05 sigma =08 nu=1
|
]
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k=03 theta =2 sigma = 0.4 =1

Dabar gausime stacionaraus tankio, bei konstantos iSraiSkas. Remiantis (18) ir (19)

formulémis gauname:

y
k(O — u)
3 exp{?/ oY du}, (21)
[ (6 —u) -
—u
o2 exp{2/ =D du}dy) ) (22)

y
N k(0 — u)
poly) = o2y exp {2/ o du}
N % [ (0—u)
—u
= o2y exp{—Q/ " du}
y
N 2k 0 1
= 0_2y2 exp —2 E — a du
N 2k 0 v
= 02_y2 expy |~ Inu )
N 2k (6 v
N 2k (0 0
= expqy — — | —+Iny—(—-+1Inc
o292 o2 \y c
N 2k (0 2k (0
= S 56xpy— 5| -thy)rexpq—| - +Inc
o2y o2 \y o2\ c
— i e — 2_]{9 e [ — l e % Q + 1
= 5 Xp o Xp gy pexpq—| - +lnc
N 2k0 _2k 2k (0
= o Xp{q — o exp ¢ In(y)~ 2 » exp g s +Inc
N 2k0 ) _2 2k (0
— 02y2 Xp — 0'_2y exXp ; E + h’l C
N 2]{; 8 2k9 _2k_9
= —Sexpy 5| -the|rexpy — -y 2 "
o o2\ c o2y



Tarkime ¢ = 1. Tada
N 2k0 2k0) _ 2% o 2k0
; exp ? exp — 5 Yy o = N1 exp — O'T

Konstanta N, lygi (kai ¢ = 1):

po(y) =

[

. N
1e 2k0 /1e 2k0 . 2k0 | 2,
= —expl — —exp{ — pexpL — —— -
o2 TP\ 2 o2 P 2 P o3y Y
0
+o00 1
([l =Tt )
= expy — —— Y dy )
a7y
0

Tarkime, kad v > 1/2; v # 1. Tada tankio pavidalas yra toks:

11

0= 1)

+o0o
N (2k0) 1 2k0 1 /
; exp ? = ﬁ exp ? 02y2 exp 2 0‘2u2
0
-1
dy)

y
N k(O — u)
poly) = 52,5 P {2 / T dU}
y
N 2k / 0 — U
= ——expl — u
O-2y21/ p o u2l/
y
N 2k 0 1
- o2y XP1 2 w2 g1 du
N 2k 9u1—21/ u2—21/ Y
pr— e —_— J—
o2y?v Plo2\i-o " 2- o .
_ N Qk 0 1-2v 1-2v 1 2—2v 2—2v
B 02y2”eXp{02(1—21/<y ¢ 2w\’ ¢
N . 2k 901721/ N 62721/ . 2k 9y172u
pu— —_— — —_— X E—
o2y?v P o2 1—-2v  2—-2v Ploz\1-2

Kai ¢ = 1, turime:

N

B y2721/
2—2v

——— €
O—2y21/

W 2% o 1 % [ Oy~
Poty) = Pl T 10w T2 (P 2\ T o2

Nl 2k 9y1—2u y2—2u
= —exp{ — — :
2 P e\ 2w

Konstanta N (c = 1):
2 «9y1_2” y2—2u -1
p{¥(1—2y_2—2u)}) '

“+o00

1
N1:< TGX
yu

0

2—2v
B Qy— 2u> } (24)

(25)

(26)
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1.7. Genetinis modelis.

Determinuota lygtis
dXt = (Oé - Xt + )\Xt(l — Xt))dt,X() & (0, ].),

su parametrais a € (0,1) ir A € R vadinama genetiniu modeliu. Si lygtis daznai nau-
dojama praktikoje, pvz.: ji apraso tam tikras chemines reakcijas, kuriose dalyvauja dvi
medziagos, ir X, reiskia vienos i$ ju santykini kieki laiko momentu ¢. Laikydami, kad
parametras \ yra veikiamas triukSmo, gausime Stratonovic¢iaus stochastine diferencia-
line lygti

dXt = (O{ — Xt -+ )\Xt(l - Xt))dt + O'Xt<1 — Xt) o) dBt,XO € (0, 1)
Ekvivalenti Ito lygtis:
1
dX, = (o — X; + AX, (1 — X,) + 502)(,5(1 — X)(2 - X))dt + o X, (1 — X,)dB,, X € (0,1).

4 pastaba. Jei X, € (0,1), tai ir X; € (0,1) su visais ¢t > 0 (r.[1]psl.151).

Zemiau pateikiama keletas tipisky trajektoriju:

06 ]
06 ]
04 ]

] alfa =05 lamhda =1 sigma = 3
024

0.8 ]
0.5

0.4]
1 affa = 0.7 lambda =1 sigma = 2

0.2 1
v

1
20

™
20

07
0B
04
04
03
021 ah-02 lnbda=05 sgna=12
0.1

™
20



Stacionarusis proceso tankis turi pavidala (zr. Pastaba 1):

N o E/ya—u—l—)\u(l—u)d
a?y(1—y) P o2 u?(1 — u)? b

poly) =

- ﬁ}‘p{éf (uﬁ_—?;)? +u(1iu))du}

y
7 / a—u J / o 2a-—1 a—1 200 — 1
= u = _
! u?(1 — u)? u? u (I1—u)? 1-u
a a-—1 v
= <—E+1_u+(206—1)1n _u>c
-1
= (_g+a + (2a—1)In Y )
y l-y -y
a a-—1
— - — 200 — 1)1
( c+1—c+(a ) In —c)
[ /11
I, = / du:/)\ -+ du
u(l —u) u —u

_ i(m_m_u))

Tarkime ¢ = 1/2. Tada:

Y
:/\<1n Yy _p-C )
. 1—y 1—c¢

I = (—g+i‘:;+(2a—1)mlgy)+2.
L = An—2—.
-y
Istate gauname:
poy) = %exp{%(—%+?:;+(2a—l)ln gy-l—2+)\ln1
= %exp{%(—%#—?_;—I—(2a~|—)\—1)1n1_y+2)}
N 2 a a—1 4 y % (2042-1)
- mnel= (-5 S) () }
N 4 2 a a-—1 y o2 (2002-1)
N 02y(1—y)eXp{§}eXp{§(_§+1—y>}(1—y)
N 2/ a a-1 y ety
~oy(- )eXp{g(_EJrl—y)}(l—y) '

13
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Tokiu badu gavome formule tankiui ir konstantai /V:

e
D = expy —|{ ——+ : 27)
oly) y(1—y) o? y l—y 1—y

1
N N 4 1 4 / 1 4
= —expl— ¢ =—expl — ———exXpy —
! o2 P 52 o2 P 02 a?y(1 —y) P o
0
2 (2a+2-1) -1
2 a a—1 Y o2
— - = d
g eXp{UQ( y+1—y)}(1—y> y)
y 1 9 o a-—1 y % (20+A-1) -1
([ EEElEE)T )
) y(1—y) o y 1-y 1—y

Gauta funcija integruojama intervale (0,1) su visomis parametru ¢ > 0ir A € R
reikSmémis, taigi ir nagrinéjama lygtis visada turi stacionaruyji tanki. Zemiau pavaiz-
duota keletas genetinio modelio asimetriniy (A > 0 arba A < 0) tankiu su parametrais
a = 0.5, \ = 1. Matome, kad did¢jant o, kinta tankio ekstremumu padétis, bei skaicius.

sigma = 1

sigma = 4

Kai o = 0.5, \ = —1 gauname:

sigma = 1
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2. Praktiné dalis.

2.1. Parametru vertinimas: bendras atvejis

Sakykime, turime stochastinés diferencialineés lygties bei jos stacionaraus tankio is-
raiskas. Tada:

(1) Naudodamiesi Oilerio-Marujama aproksimacija skai¢iuojame lygties sprendini in-
tervale (0, 7] su i§ anksto nustatytu Zingsniu h. Gautas stebéjimy skaicius yra 7'/h.

XJ = X+ 0(XP)h+ o(X])ABy. (28)

(2) Pradineé proceso reikSmé X, = xy. Daznai dalis pradiniu sprendinio reik§miuy yra
atmetama, norint iSvengti priklausomybés nuo pradinio tasko.

(3) Nubraizoma stebéjimuy histograma H su zingsniu h;.

(4) Tada bandoma parinkti ,geriausia" tanki, atitinkanti Sia histograma, toki, kad:
n 2
F = Z (po(a:i) - H(acl)) — min, (29)
=1
¢ia n - skaidius tasku, kuriuose skai¢iuojamas skirtumas, H(z;) - histogramos
reiksme taske z;.

(5) Funkcijai minimizuoti naudojamas LUDE (Line-up Differential Evolution) algorit-
mas (Zr. 4.3). Pateiktuose rezultatuose buvo generuojama 20 sprendiniy ir atlieka-
ma 100 iteraciju.

(6) Visa §i darba atlieka mano parasSyta kompiuteriné programa, veikianti Microsoft
Windows terpéje (zr. 2.5).
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2.2. Parametru vertinimas: Vasicek’o lygtis

Vasicek’o lygties atveju stacionaraus tankio ir konstantos NV israiSkos remiantis (15)
ir (16) formulémis yra:

N

2k 1> 2k y?
min) = Sew{ 2oy~ Dl =meo{Ze- D)},

v meale ) - ()

Matome, kad i tankio iSraiska ieina %, todel mano taikomas metodas sugeba ,pa-
gauti" tik §i santyki, bet ne pacius parametrus. Lenteléje f - tikslo funkcijos reiksme, n
- imties dydis, naudotas histogramos zingsnis h = 0.1.

Teorinial parametral (Fautt rezultatal
1000 n g Rl e = ko2 k
1 1 1 066656 0.98320 0.01959
5 0.86957 1.03476 0.04986
10 0.85920 1.01577 0.07567
100 0.59021 1.02733 0.00334
1000 0.94615 0.95450 0.00045
1 07 0.5 063960 0.65451 0.521%0
3 0.58205 0.51578 0.03804
10 0.76357 0.58612 0.03423
100 067511 0.53592 0.00630
1000 063527 046545 0.00555
1 0.9 0.3{1) L5331 0.77305 0.17882
3 064662 040515 0.13204
10 0.50544 0.37381 0.03517
100 0.73150 (0.28275 0.00220
1000 086021 (0.30685 0.00073

Zemiau pateikiama keletas grafiky (raudona spalva - duomeny histograma, zalia

spalva - tankis su teoriniais parametrais, meélyna spalva - tankis su mano ivertintais
parametrais, imant i§ anksto Zinoma parametro k reikSme, kad is ivertinto santykio
galétume iSskaiéiuoti 0?). Teoriniai parametrai k = 1, § = 1, 0 = 1. Tada k/o> = 1.
Histogramos zingsnis 2 = 0.025

0.5 +
0.6 4
0.4 4

0.2+

= T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T i
014 326
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2.3. Parametry vertinimas: CKLS lygtis

Kai v = 1, gavome tokias formules:

2k0) _2k_
poly) = N16Xp{—7}y o2 2,
o7y

I 250 -1
o2y
0

Kaiv >0irv # 1/2;v # 1, tai:
( ) Nl 2k 9y1—21/ y2—21/
= —expq — — :
Poly Yy Plo2\i—2r " 2— o
+oo
1 o [ yl—2v 2—2v -1
N, = ——expl — Y Y .
Yy o2\1—-2v 2-—2v
0

Konstantos N, israiSkoje intergralas skaifiuojamas intervale (minz;, maxz;), ¢ia i =
1...T/h, bet ne intervale (0, +c0) (naudojama Oilerio aproksimacija (zr. 4.2)). Lentelése
f - tikslo funkcijos reikSme, n - imties dydis, naudotas histogramos zingsnis » = 0.025.
Pirmoje lenteléje pateikiami rezultatai, kai v = 1, antroje v > 1/2, v # 1.

Teorinial paratnetrat (rauti rezultatat
1000 n & kfoh ! L i f
1 1 1 075619 1.418447 263112
5 135251 081723 0.400%6
10 131228 0.83045 0. 20683
100 0.95967 098897 0.02372
1000 1.01211 057807 0.01367
1 0.7 0.5 1.07807 0. 19682 687914
5 070823 0.555995 0.92040
10 07139 041739 (.30993
100 069858 046080 0.13422
1000 06274 (0.53453 0.08855
1 0.9 0.3(1) 1.35393 0.30916 227132
5 074725 040163 043658
10 1.37817 0. 16840 0.23605
100 0.97360 024885 0.05058
1000 106005 022379 0.01505
1 1.5 1.2 158244 083120 2. 16149
5 1.30031 1 66532 052242
10 176556 091728 030136
100 142642 1.22559 0.02686
1000 140504 131226 0.06340
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Teorinial parametrat (rauti rezultatat

1000 n B |dedlofZ| W g b f ot v f

1 1 1 0.7 1.55007 0.50064 067976 264770
5 098124 096131 0770624 054741
10 0.94251 1.0116% 072103 0.33659
100 1.07510 0.92530 0.63984 0.06725
1 0.7 0.5 0.6 0.94143 0.40034 059153 431410
5 1.02439 0.32676 055311 142216
10 0.80757 0.50385 0.59802 0.88656
100 0.78736 0.56405 0.51753 145876
1 0.9 | 0301 i 1.57929 0.24170 1.20054 1.225805
) 0.95070 019414 1.20732 0.39231
10 1.01404 024610 1.17351 0.30539
100 0.90064 0.30322 1.14508 0.05283
1 1.5 Lt |4 1775470 0.64400 1.24764 201783
5 1.57005 1. 16670 1.13062 0455946
10 1.5115% 1.12473 1.153701 0.45524
100 156453 136879 0.91117 0.02525

Zemiau pateikiama keletas grafiku (raudona spalva - duomenuy histograma, zalia
spalva - tankis su teoriniais parametrais, meélyna spalva - tankis su mano ivertintais
parametrais, imant i§ anksto Zinoma parametro k reikSme). Histogramos zingsnis h =

0.025, teorinés parametru reikSmes k=1, 0 =1, o =1, v = 1.

k=1 theta = 1.86 sigma=0.75f=1.13 n = 2500

0.21

k=1 theta=1.152 sigma= 0805 f=0229 n= 10000

T
4.51

0.24

T
5.62
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k=1 theta=1.121 sigrma = 1.166 f=0.133 n =25 000

(R=]

0B

0.4

oz

k =1 theta = 0.97 sigma = 1.01 f=0.031 n = 100 000

0.24

T
4.94

k =1 theta = 1129 sigma=1.31 nu=085 f=0553 n= 10 000

0.sg

0.6

0.4

0.z

k =1 theta = 1.029 sigma = 1.086 f=0.091 n = 50 000
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2.4. Parametru vertinimas: Genetinis modelis

Genetinio modelio atveju gautos tokios formules:

N, 9 o a-—1 y % (20+A-1)
poly) = ew{ (- 2+ (%) .
y(1—y) o\ 'y 1l-y l—y

1 2
2 (2a42-1) -1
1 2 1 p
wos ([rmmeleo )i Gs)T W)
J y(1—y) o y 1l-—y 1—y

Pasinaudoje tankio ir konstantos israiskomis vertiname parametrus «, )\, o. Zemiau
pateikiami rezultatai, gauti imant histogramos zingsni » = 0.01:

Teorinial pararmetral (auti rezultatal

10000 | o A o o A o f

1 0.5 1 1 0. 24656 1.46802 1.00452 24 98745
3 047851 0.94341 0.99908 4 563453
10 042174 1.32323 1.09234 2106790
25 0.39467 141127 1.02669 0.578247
100 049150 1.02289 1.00568 0205718
1 0.2 0.7 2 0.23465 060179 1.50717 16. 14068
3 0. 18026 1.04452 1. 86528 3098915
10 023114 143154 2.00556 1729654
25 0 32846 045455 1.99249 0.902644
100 0 26466 0.88284 1.97940 0.2140%4
1 0.7 05 3 073413 0.58276 253685 1746532
3 072122 0.65384 316144 3.311245
10 0.63044 025318 317761 1452355
25 062178 0.64993 332081 (.949452
100 0693244 0.29200 2.98577 0168571
1 0.4 -1 25 0.32240 -1.52541 3.01470 18.82227
3 0 40981 -141188 2.55323 3.340878
10 038724 -1.02762 2.80091 1407747
25 041577 -1, 18389 262108 0.681430
100 0. 24890 -0.69970 242337 (.299974
1 0.8 -3 1.5 067507 -3 15871 1.59774 1102279
3 0.61450 -2, 13305 1.34620 4 533296
10 081696 -3 24212 1.60453 4 232529
25 074033 -2 80429 1.80298 2.000021
100 074343 -2 85396 1.57428 0.544723
1 0.5 -8 3 046513 -7 86833 2.90325 7.295558
3 051519 -9.07045 3.64349 6895383
10 0.28140 -6, 98456 2.29003 6.127200
25 046127 -8, 76654 354632 6.148012
100 0.26679 -6, 29639 2.28809 5.500864
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Keletas grafiku (spalvos, kaip ir anksc¢iau). Histogramos zingsnis 7 = 0.01, teorinés
parametru reikSmes o = 0.5, A\=2, 0 =3, v = 1.

I8
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2.5. Programa

Mif2: Stochastiniu diferencialiniy lygtiu parametry | [ mas. = II:IIL‘
Lwgkis
Genetiniz modeliz Min T SDL parametrai
I§5] 01 nAa
da | i | Stebeimy sk [100000
] ] 2
ambla | | | Zingatis |o.01
; 1 ] 2
sigma i I I Hiztogramos Zingzshiz IEI.EH
LUDE paramatrai Rezultatas
Sprendiniy zk. IEI:I alta l sigma
[teracijy k. 11 0o ke I
Skaidiuati I Hezultatal I1Zdanyti

Stochastiniu diferencialiniy lygéiu parametrams vertinti yra sukurta kompiuteriné
programa, kurios vaizdas matomas Siame puslapyje. Vartotojas pasirenka norima lyg-
ti, lygties parametrus, bei intervalus, kuriuose bus ieSkomi parametruy iverciai. Be to,
nustatomi LUDE algoritmui reikalingi: iteraciju skaicius ir generuojamu sprendiniy
skaicius, kurie bus naudojami tikslo funkcijos minimizavimui. Desinéje lango daly-
je esanciuose laukuose pasirenkami: stebéjimu skaicius (t.y. keliuose taskuose bus
skaic¢iuojamas stochastinés diferencialinés lygties sprendinys), Zingsnis A (t.y pasirenka-
mas tarpas tarp dvieju gretimu tasku, kuriuose skaic¢iuojamas sprendinys), histogramos
zingsnis h;.

Paspaudus mygtuka ,Skaiciuoti” yra paskaic¢iuojami parametruy ivertinimai. Paspau-
dus mygtuka ,Rezultatai” yra suformuojams dokumentas PDF formatu (zr. 4.5), kuria-
me yra iSsaugojami gauti rezultatai, bei grafike pavaizduojami histograma i§ duomenu
ir tankiai: su teoriniais parametrais ir su programos apskaic¢iuotomis parametru reiks-
mémis.

Programa ir techninés irangos reikalavimus galima rasti kartu su darbu pateikia-
moje C'D ploksteléje.
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3. Isvados

Remiantis atliktais skai¢iavimais galima teigti, kad kai stebéjimy skaicius yra labai
didelis (pvz.: N > 100000) stochastinio genetinio modelio ir CKLS lygties parametrai yra
ivertinami Simtuju tikslumu. Kai imamas daug mazesnis N (pvz.: N > 2000) tikslumas
sumazeja, taciau nubreztas tankis su ijvertintais parametrais gan ,neblogai" aproksi-
muoja stebéjimu histograma.

Isvedant formules pastebéta, kad CKLS lygties atveju i stacionariojo tankio iSraiska
visur ieina k/o?, todél mano taikomas metodas nesugeba ivertinti §iu parametru atski-
rai, bet ,gerai" ivertina ju santyki. Gauti rezultatai tai patvirtina.

Ateityje idomu butu panaudoti kitokias tikslo funkcijas, bei ju minimizavimui nau-
doti ne LUDE, bet kitokius algoritmus. Taip pat SDL sprendini skaic¢iuoti naudojant
aukstesniu eiliu aproksimacijas.
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4. Priedai

4.1. Wienerio procesas arba Brauno judesys

Brauno judesys naudojamas aprasant daugeli fiziniy ir matematiniu reiskiniu. Pra-

dzioje jis buvo skirtas mazos dalelés, veikiamos daugybés chaotisku molekuliy smugiu,
judéjimo skystyje aprasymui. Pirmasis toki judejima aprasé anglu botanikas Robertas
Braunas (Robert Brown) (1827m.).
Idomu tai, kad Vynerio proceso prototipas pirma karta pasirodé siekiant matematis-
kai aprasyti akcijos kainos kurso kitima. IS esmés panasSia matematine konstrukcija
naudojosi Louis Bachelier savo 1900 metu darbe. Matematiskai korektiska Sio proceso
egzistavimo irodyma pirma karta pateiké Norbertas Vyneris (Norbert Wiener) 1923 me-
tais. Matematiskai Sio proceso chaotiSkumas pasireiskia tuo, kad jo trajektorijos, nors
ir budamos tolydzios, yra niekur nediferencijuojamos.

3 teorema. Egzistuoja toks atsitiktinis procesas B = {B;,t > 0}, kad

k k
> ASE =Y AB, (30)
i=1 =1

kai n — oo su visais rinkiniais 0 < t; <ty < --- < tp,\; € R,i=1,2,...,k,k € N. Siq

savybe Zymesime S™ — B ir sakysime, kad procesy seka {S"} silpnai konverguoja | B
(baigtiniamacdiy skirstiniy prasme). Procesas B vadinamas Brauno judesiu.

4 teorema. Brauno judesi charakterizuojancios savybeés:

(i) B(0) = 0irvisiems 0 < s <t < oo, B(t) — B(s) yra normalus atsitiktinis dydis su
vidurkiu 0 ir dispersija t — s;

(ii) pokyciai B(t1) — B(s1),...,B(t,) — B(s,) yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai bet
kuriems 0 < s; <t; < -+ < 8, < t,, < 00;

(iii) proceso trejktorijos B(-,w) yra tolydzios funkcijos beveik visiems w € ).

4.2, Skaitinis integravimas

Jei zinome funkcijos f(x) pirmykste funkcija F'(x), tai apibréztini integrala apskai-
¢iuojame pagal Niutono - Leibnico formule. Taciau tik nedaugeliui funkciju galime rasti
pirmykste. Tuomet stengiamasi kuriuo nors btidu apskaiciuoti integralo reikSme apy-
tiksliai.

Nagrinékime integrala:

t

X, = /b(s,Xs)ds

0

Pazymékime h = T'/n,t, = kh ir pakeiskime integrala apytikre jo reikSme pagal
stac¢iakampiu formule:

tea
th+1 ~ th + / b(tk, th)dS = th + b(tk, th)h,

ty



27

kai k =0,1,...,n—1. Atmetus paklaida ir vietoje apytikslés lygybés naudojant tikaliaja,
gauname paprasciausia Eulerio aproksimacija:

Xp o = X0+ b(ty, Xy )b,
kai k=0,1,...,n — 1. Irodoma, kad Eulerio aproksimacija yra pirmosios eilés:

sup | X! — X;| = O(h),h — 0.

t<T

4.3. LUDE algoritmas

LUDE (Line-up Differential evolution) algoritmas naudojamas netiesinés funkcijos
globalaus ekstremumo aproksimavimui. Vieninteliai §io algoritmo apribojimai yra funk-
cijos kintamujuy virsutiniy ir apatiniy réziy nustatymas. Sakykime sprendinys yra n-
matis vektorius x = (z1,...,7,). Be to turime virSutini z*? = (z{* ... z"P) ir apatini

lo lo

zlo = (2%, ..., 2l°) rézius. Taip pat pasirenkame maksimaly iteraciju skaiciu maiter.

rn

(1) Generuojame L sprendiniu z; = (xy;,...,%,),e = 1,..., L. Cia zp; yra imamas toly-
giai pasiskirtes intervale (20, 2;7);

(2) Iteraciju skaicius iter = iter + 1,

(3) Skaiciuojame tikslo funkcijos reikSme kiekvienam musu sugeneruotam sprendi-
niuvi: f(x;),i=1,...,L;

(4) Sprendiniai iSrikiuojami tikslo funkcijos mazéjimo tvarka, t.y z; eina pries z;, jei
f([[’l) > f((I}j), kai ij = 1, ey L,

(5) Toliau atliekama sekanti procedara (r ~ U[0, 1)):
for(i=0;i<L—1;i++){
Tnew = T; + T(xi—i-l - flfl),
Z}f<f(xnew) < f($1+1))$1 = Tnew;

(6) Kartojamas (4) zingsnis;

(7) Atliekama sekanti procedara (r,r; ~ U[0,1]ir P{b =0} = P{b=1} = 1/2):

for(i =0;i < L;i++){
O L—itl
Pmyi = =7,

for(j =057 < Ni;j++){

Zf(?" < pmyi)

if (b= 0)Tpew(f) = 2:(j) + (2"P(5) — 2:(J)) = exp{—2iter /mziter}
0= ) 0) = 20) = 00) =25 o {-iter mitr)
Z}f(f(xl}new) < f(xz))-Tz = T new;

(8) Kartojamas (4) zingsnis;

(9) dJei iter < maxiter griztame prie (2) Zingsnio;
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Balakauro darbo programa
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4.5. Rezultatu atvaizdavimas

ﬁ' | Adobe Reader - [Resultatas.pdf] - ._.||j[’:'£[

T Fle Edt Wiew Document Tools ‘indow Help 18] x|

=~ A = M) @’Ipémﬁ on) @%*m e e
.aﬂéip_-.w

Fezultarai .
20/85/2006 21:21:43

Magripéjama Gapetinio modelio lygiis:

Teonniai paramemai Gantas jverminimas
[15] 05026800802 B0 06
1 0.06280271 1371653
1 0.957558042355112
0.4401632423381 01

Papildoma informaciia:

Sugenemioty duomeny skaicius k= 100000, Zingsnis 1) - 13-1) = 0.01.
Skaifiavimars paudojame: LUDE {Lins-up differential evelution) alzerimmas.
Treractn skaicius M= 100, & iniy skaifins L = 19, Hise & iz t=0.01.

ﬁ'- Commerts & Aftachments

= T T
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