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Sutartiniy terminy sarasas

a. d. — atsitiktinis dydis

a. v. — atsitiktinis vektorius

X, Y, Z, ... — atsitiktiniai dydZiai
X, Y, Z, ... — atsitiktiniai vektoriai



IVADAS

Klasifikavimo uZdaviniai daZnai sprendZiami jvairiose mokslo srityse bei praktikoje.
Medicinoje taikomi diagnozavimo — klasifikavimo uzdaviniai paskiriant pacientui vienokj ar
kitokj gydyma, atsiZvelgiant j paciento apibtidintus ligos poZymius, tyrimy rezultatus, papildomy
tyrimy rezultatus bei reakcija j jau paskirtag gydyma. Pavyzdziui, véZzio susirgimy rizikos grupéje,
esantiems pacientams, skiriami pirminiai ankstyvosios stadijos véZio Zymeny laboratoriniai
tyrimai, po Siy tyrimy rezultaty, esant jtarimui, gali biiti skiriami papildomi pakartotiniai arba
sudétingesni tyrimai. Gamyboje, iSleidZiamosios kontrolés metu, klasifikuojami gaminiai ]
kokybiskus ir brokuotus, atsiZvelgiant ] gaminio parametry matavimus. Chemijoje
klasifikuojamos cheminés medziagos bei jy miSiniai, genetikoje sprendZiami DNR klasifikavimo
uzdaviniai.

DaZniausiai objektai klasifikuojami pagal tam tikrus turimus pirminius parametrus, kurie
nereikalauja brangiy kasty bei laiko jiems surinkti. Taciau pasitaiko atvejy, kai pagal Siuos
parametrus dalis objekty gali atitikti keliy klasiy reikalavimus. Tokiu atveju galima rinktis dviejy
etapy hierarchinj klasifikavimg. Pirmuoju klasifikavimo etapu remiantis pirmine informacija
klasifikuojami objektai su abiejy rusiy klaidingy sprendimy tikimybiy apribojimais, o objektai,
kuriems atsisakoma priimti sprendima, klasifikuojami antruoju etapu. Siuo atveju atsiranda
papildomas reikalavimas, kad atsisakymas priimti galutinj sprendimg biity kuo retesnis, taciau
abiejy riisiy klaidingy sprendimy tikimybés nevir§yty apribojimy. Jei atsisakymai nuo sprendimo
bty dazni, o papildomos informacijos surinkimo kastai — pakankamai brangtis, prarastuméme
iSlaidy, skirty kontrolei, ekonomija, pavyzdziui, gaminio savikaina tapty brangesné nei jo rinkos
kaina.

Po pirmojo klasifikavimo etapo, atsiranda galimybé rinktis, kaip bus elgiamasi su objektais,
kurie pirmuoju etapu nebuvo suklasifikuoti: maZinti gaminio kaing, raisj, nuraSyti arba surinkti
papildoma informacija, kuri gali uzimti laiko bei kainuoti brangiau nei pirminiai duomenys,
pagal kurig objektas bus priskiriamas vienai i$ klasiy, kitaip sakant, atliekamas antro etapo
klasifikavimas. Naudojant pirminio klasifikavimo be galimybés atsisakyti sprendimo taisykle
galime valdyti tik vieng i§ pasirinkty klasifikavimo klaidingy sprendimy tikimybiy, todél keliy
etapy hierarchinis klasifikavimas yra pranasesnis, nes jtartinais atvejais, kai galutinis sprendimas
néra priimamas, atsiranda galimybé valdyti abiejy rasiy klaidas. Jeigu antrojo etapo
klasifikavimo metu surinkta papildoma informacija taip pat nepakankama pilnam objekty
suskirstymui, galime rinktis treciojo etapo hierarchinj klasifikavimg bei rinkti naujg papildomg
informacijg. Taip pat galime rinktis tiek klasifikavimo etapy, kol bus suklasifikuoti visi objektai j
klases arba nuspresti, kuriuo klasifikavimo atveju turi biiti suklasifikuota likusi objekty dalis,
kuri nebuvo priskirta vienai i§ klasiy. Siame darbe tariama, kad visi stebéjimai bus suklasifikuoti
1 atitinkamas klases sprendZiant dviejy etapy hierarchinj klasifikavima.

Sio darbo pirmame skyrelyje supaZindinama su klasifikavimo uZdavinio pagrindinémis
sgvokomis ir Zymenimis, kurie bus naudojami kituose skyriuose. Kiekvienu klasés atveju
sprendZiami du skirtingi salyginio ekstremumo uZdaviniai, t.y. apribojant klaidingy sprendimy
klasifikavimo tikimybes a;;, i,j = 1, 2,..,m, (m — klasiy skaiCius) arba apribojant aposteriorines
klasifikavimo tikimybes Bj;, i,j = 1,2,..,m, kurios apibudina po klasifikavimo gauty aibiy
uzterStumg kity aibiy elementais. Moksliniuose straipsniuose dazniausiai naudojami dviejy
klasiy klasifikavimo pavyzdZiai, kuriuose optimizuojama atsisakymo nuo sprendimo taisykleé,
taciau neuzsimenama apie detalesne analiz¢ objekty, kuriems buvo atsisakyta priimti sprendimag.
Saltinyje [6] uZsimename apie galima tolimesnio klasifikavimo eiga, taip pat, Saltinyje [7]
trumpai apra$yta dviejy klasiy atvejo hierarchinio klasifikavimo procediira. Sio darbo tikslas yra
detalizuoti objekty, kuriems buvo atsisakyta priimti sprendima, klasifikavimo etapg dviejy ir trijy
klasiy atveju apribojant klaidingy sprendimy klasifikavimo tikimybes a;;, i,j = 1,2,..,m, arba
aposteriorines klasifikavimo tikimybes Bj;, i,j = 1,2,..,m. Antrame skyriuje yra apraSomi
dviejy klasiy hierarchinio klasifikavimo etapai, apribojant tikimybes a;;. TreCiajame etape
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apraSyti antrojo skyriaus salyginio ekstremumo uZdaviniai su f;; tikimybiy apribojimais.
Ketvirtame skyriuje analizuojami salyginio ekstremumo uzdaviniai, sprendZiami 1 etape 1 ir 2
Zingsniuose, atsizZvelgiant ] sprendimy pri€émimo sritis, kurios yra priklausomos nuo sprendimo
priemimo taisykliy. 1 etape 1 Zingsnyje maksimizuojamos teisingy sprendimy klasifikavimo
tikimybés apribojant klaidingas sprendimy tikimybes bei minimizuojamos sprendimy pri€émimo
atsisakymo tikimybés. 1 etape 2 Zingsnyje detalizuojami sprendimy priémimo atsisakymo tipai
objektams, kuriems 1 etape 1 Zingsnyje sprendimy priémimo taisyklé ¢g(x) > 0. Objektai
priskiriami 1,2 arba 3 klasei, t.y. priskiriamas ne pirmai, ne antrai arba atitinkamai ne tre¢iai
klasei, ir 0, jei yra atsisakoma priimti sprendimg. 2 etape sprendZiami 4 klasifikavimo uZdaviniai,
kurie objektus priskirtus 1,2, 3 arba 0 klasei suklasifikuoja j 1, 2 ir 3 klases. Penktame skyriuje
sprendZiami sglyginio ekstremumo uzdaviniai nagrinéti prie§ tai buvusiame skyriuje apribojant
aposteriorines klasifikavimo tikimybes ;. 6 skyriuje pateikiamas teorinés dalies trijy klasiy
hierarchinio 2 etapy klasifikavimo uZzdavinio iliustracinis pavyzdys. Skaifiavimus atlikau
naudodama SAS ir MS Excel programing jranga, sprendimy priémimo sriciy grafikai buvo
braizomi Microsoft Office Visio Drawing programa.

Darbo pabaigoje pateikiamos gauty rezultaty iSvados, darbo reziumé lietuviy ir angly
kalbomis, literattiros ir naudoty Saltiniy sgrasas. SAS programinés jrangos uzdaviniy skai¢iavimo
kodai pateikti kompaktiniame diske.



1. Pagrindinés savokos ir Zymenys

Pagrindines sgvokas bei Zymenis apraSysiu dviejy klasiy atveju be atsisakymo priimti
sprendimg. Klasifikuojamus objektus apibiina a. v. X = (Xy, ... , X;)T. Dél paprastumo tegu a. d.
¢ igyja reikSme 1 arba 2, jei objektas atitinkamai priklauso pirmai ar antrai klasei. A. d. n| jgyja
reikSmes 1 arba 2, jei objektas priskiriamas pirmai arba antrai klasei.

Tikimybeés, apibudinancios klasifikavimo tiksluma, yra

ai; =P{n=1il§ =}, i,j =12 (1.1)

1.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

n
& I 2 z 1.1 lentel¢je @44 ir a,, yra teisingy sprendimy tikimybés, a;, ir ayq —

klaidingy sprendimy tikimybés. Klasifikavimo taisyklé tuo geresné, kuo

1 all aZl 1 . . .. . [ . . . v .
didesnés teisingy sprendimy tikimybés aq; ir a,, ir kuo maZesnés

2 | a, | &, | 1 | Klaidingy sprendimy tikimybés @, ir @y,

Aposteriorinés klasifikavimo tikimybés (po sprendimo priémimo) yra

aija)]-

Bi=P{=jin=i} =———,i,j=12 (1.2)

)
Aj; W1t AW

1.2 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikimybés

7
N Aposteriorinés klasifikavimo tikimybés £;; apibiidina klaidas, kurios buvo

1 | B, | B, | gautos po atlikto klasifikavimo. Sios tikimybés apibiidina po klasifikavimo

gauty aibiy uzterStuma kity aibiy elementais.
Boi | P Apriorinés klasiy tikimybés, nusakancios kiekvienos klasés objekty

)y 1 1 pasikartojima, yra:

w,=PE=1), w,=PE¢=2), w; +w, =1. (1.3)

A. v. X tankis o - baigtinio mato p atzvilgiu, kai & = i, yra f;(x), t.y. (X|¢ = i)~f;(x), (1.4)
i=1,2.

Sprendimy priémimo taisyklé nusakoma dvimate funkcija @ = @(x) = (¢1(x), 2 (x)),
x € R¥; &ia @;(x) reiskia tikimybe priskirti objekta i - ajai klasei, kai a. v. X jgijo reik§me x:

pix)=P{n=ilX=x}, 0<¢;x) <1, i=12; ¢;(x) + ¢, (x) = 1. (1.5)

Tokiy funkcijy ¢;(x), i = 1,2, aibé Zymima ®. Tikimybés a;; yra sprendimy priémimo
taisyklés ¢;(x) funkcijos:
a;; = a;j(@) = [ i fi(x)dp, i,j =1,2. (1.6)

Literatiiroje daZniausiai nagrinéjami uzdaviniai, kuriuose parinkta klasifikavimo taisykl¢ turi
minimizuoti tiesing tikimybiy a;; funkcijg, t.y. nuostoliy funkcijg:

F =%%,_; a;ja;; — min. (1.7)

Skiriami tokie funkcijos atvejai:
1) minimizuojama suminé klasifikavimo klaida @, + a4, kai a;; =1, i # j, ir a;; =0,
i=1,2;
2) Bejeso klasifikavimo taisykle, kai a;; = wj, i #j,ir a; =0, i =1,2; Cia wq ir w, —
apriorines klasiy tikimybeés;
5



3) Atsizvelgiama ] nevienodus klaidingy sprendimy padarinius jvedant svorius c;; > 0 ir
Cip > 0, ty. aij = Cijwj' i :/:j, ir a; = 0, i=1,2.

Taciau ne visada galima apsiriboti tik nuostoliy funkcijos minimizavimu, reikia, kad biity
patenkinti tam tikri apribojimai. Jeigu esant apribotai vienai i§ klaidingy sprendimy tikimybiy
(a1, arba a,;) minimizuojama kitos klaidos tikimybé¢ (arba maksimizuojama teisingo sprendimo
tikimybe):

{0511 — max,

arba a, < a,

{a21 — min, (1.8)

a;p < a,

Kadangi a4 + a1 =1, tai minimizavimo uZdavinys yra ekvivalentus maksimizavimo
uzdaviniui. (1.8) uZzdavinys vadinamas hipoteziy tikrinimo uZdaviniu.

Tikrinama paprastoji hipotezé H: & = 1, kai alternatyva H: & = 2 irgi paprastoji. Skaiius
0 < a <1 vadinamas kriterijaus reikSmingumo lygmeniu; tikimybé aq; vadinama kriterijaus
galia, o uzdavinio (1.8) sprendinys @* € ® vadinamas galingiausiu kriterijumi.

UZdavinio sprendinys ¢, tariant, kad sprendimy priémimo taisyklé yra randomizuotoji,
pagal fundamentaligjg Neimano - Pirsono lemg lygus [8]:

1, fi(x) > cfr(x),
p1(x) =496, fi(x) =cfa(x), (1.9)
0, fi(x) <cfox).

Konstantos ¢ > 0, § € [0,1] randamos i$ salygos a1,( ¢7) = a.

2. Hierarchinis Kklasifikavimas dviejy klasiy atveju atsisakant priimti
sprendimg

1 etapas. Tegu a. d. £ jgyja reikSme 1 arba 2, jei objektas atitinkamai priklauso pirmai ar
antrai klasei, o a. d. n jgyja reikSmes 1 arba 2, jei objektas priskiriamas pirmai ar antrai klasei, ir
0, jei atsisakoma priimti sprendimg priskirti objekta vienai i§ dviejy klasiy. Klasifikavimo
tiksluma apibiidinancios tikimybés yra:

a;; =Pn=il¢ =/}, i=120j=12

2.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

n
1 [ 2]0|zx
¢

1 all aZl aOl 1

2 a, | & | Ay 1

2.1 lenteléje ayq ir ay, yra tikimybés, kai atsisakoma priimti sprendimg priskirti objekta
pirmai arba antrai klasei. Tai néra klasifikavimo klaidos, taciau pageidautina, kad Sios tikimybés
buty kuo maZesnés.

Tarkime sprendimas priimamas remiantis a. v. X, kurio tankio funkcija ¢ — baigtinio mato p
atzvilgiu yra

X[E =D~fi(x), i=1,2.

Tegu @ = @(x) = (p1(x), P2(x), o(x)) yra randomizuota sprendimy priémimo taisyklé
nusakoma trimate funkcija; Cia

pi(x)=Pn=1iX=x}, 05¢;x)<1,i=0,1,2; ¢;(x) +@(x) + po(x) =1.
6



Sprendimy priémimo aib¢ Zymesiu ®.
Tikimybé a;; yra ¢;(x) tiesinis funkcionalas:

ai; = a;j(@) = f 0 (0f; (x)dp,i =0,1,2;j =1,2.

Sprendziame salyginio ekstremumo radimo uZdavini apribojant abiejy rusiy klaidingy
sprendimy tikimybes a4, @51 ir minimizuojant sprendimy priémimo atsisakymo tikimybes:

p1 — Mmin, 11 — Mmax,
oy, — Mmin, ay, — Max,
arba < € P, 2.1
a2 < Ay, a2 < Ay,
0y < 5y, A1 <y,

Kadangi a4, ir a1, priklauso tik nuo ¢4 (x), 0 ay, ir @, - tik nuo @, (x), todél (2.1) galime
spresti kaip du atskirus uzdavinius:

{(lll — max, {0{22 — max, (2 3)

2.2 ir
aqy < aq, ( ) ayq < a,.

SprendZiame uzdavinj (2.2), taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:
11 — €11y — max, @ € P,

Jlo1 () (i(®) — c1fo(0))] dn — max, ¢ € @.
Pagal fundamentaligjag Neimano — Pirsono lemg uZdavinio (2.2) sprendinys yra:

1, kai f(x) > ¢ f2(%),
@1(x) = {6y, kai f;(x) = ¢, f,(x), (2.4)
0, kai f1(x) < c1f2(x),

kur konstantos ¢; = 0,8, € [0,1] randamos i$ salygos: a1,(@1) = a4,
ty. a12(91) = [ 91 () L(x)dn =P{fi(x) = ¢; /L(®)|§ = 2} = a;.
Jei h(c; — 0) = P{fi(x) > 1 (0§ = 2} > a; > P{f1(x) = 1 /(%) = 2} = h(cy)

teisingos nelygybés, tai konstanta §; randama taip: §; = #}%. Jei h(cy) = h(c; — 0), tai
1—Y)™ 1

&, galime pasirinkti laisvai i$ intervalo [0; 1]. Patogiausia imti §; = 0 arba §; = 1.

SprendZiame uzdavinj (2.3), taikome Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metoda:
Ay — Ca0yq = Max, @ € P,
f[‘ﬂz (x)(fz (x) — CZfl(x))] dp - max, @ € P.
UZzdavinio (2.3) sprendinys lygus
1, kai f5(x) > c,f1(x),
@3 (x) = {62 kai f2(x) = c;f1(x), (2.5)
0, kai f>(x) < cpf1(x),

kur konstantos ¢, = 0,8, € [0,1] randamos i8 salygos: a,1(¢3) = g,
ty. a21(93) = [ 9;(0) fi(x)dn =P{f,(x) = c,fi(X)[¢ = 1} = a,.
Jei h(c; — 0) = P{f5(x) > o fi(0)[§ = 1} > a; > P{f2(x) = ¢ f1(x0)|§ = 1} = h(cy)

teisingos nelygybés, tai konstanta &, randama taip: 6, = #};(igc). Jei h(cy) = h(c, — 0),
2—Y)™ 2

tai 8, galime pasirinkti laisvai i$ intervalo [0; 1]. Patogiausia imti §, = 0 arba §, = 1.



Sprendiniai @7, 3 maksimizuoja tikimybes a1 ir a,,. Jei @1 (x) + @5(x) < 1,
ty. c;c, > 1, arba ¢y, = 1, bet §; + 8, < 1, tai galima apibrézti oj(x) = 1 — @7 (x) — @5(x).
Gaunamas daugiaekstremaliojo uzdavinio (2.1) sprendinys @* = (@7, @5, @) € P.
PrieSingu atveju, jei @7(x) + @5(x) > 1, abi tikimybés @,; ir a,, néra maksimizuojamos;
sprendimo priémimo atsisakymo aib¢ yra tuscia. Tada galime maksimizuoti teisingy sprendimy
tikimybiy a4; ir a,, sumg (minimizuoti klaidingy sprendimy tikimybiy a4, ir a,; suma).
Apribojimai (2.1) automatiskai yra tenkinami.

Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy a4 ir a,, suma:

a1 + az; & max, @ = (@1, 9;) € P.

Sprendziame uzdavinj, kur sprendimo priémimo taisyklés ¢;(x), i = 1,2, tenkina (1.5)

salygas:
a1+ az; > max, @ € P,

Jlo1 () fi(x) + 9, () f,(x)] du =
[ an=1]

= [[o1 O fi(®) + (1 — 91 (%)) f,(x)] dp =
= [[p1 () (f(x) — fL(x))] dp —» max, ¢ € .
UZdavinio sprendinys lygus:

oi0) = B9 i) =1- 010, 97 = rep € @ 26

2 etapas. Pirmame etape buvo priimti sprendimai priskirti objektus pirmai ar antrai klasei arba
atsisakyta priimti sprendimg. Tarkime, kad dalis objekty pirmajame etape lieka nesuklasifikuoti,
t.y. atsisakyta priimti sprendima (¢, > 0). Tokiu atveju, greta a. v. X galima surinkti papildoma
informacijg a. v. Y, kuris yra informatyvesnes negu vektorius X. Tada sprendZiamas uzdavinys
nagringjant jungtinj vektoriy (X7, YT)7, kurio tankio funkcija yra g;o~((X, Y)|@§ > 0,¢ = i),
i=1,2.

Tarkime, kad antrajame etape suklasifikuojame visus likusius objektus, kuriems pirmajame
etape buvo atsisakyta priimti sprendimg.

Tegu @ = @@ (x,y) = (¢10(x,¥), 90(x,y)) yra randomizuota sprendimy priémimo
taisyklé nusakoma dvimate funkcija; ¢ia

Pio(x,y) =Pn=ilX=xY=y}, 0<pp(x,y)<1,i=12;, (27
P10(x,Y) + @20(x,y) = @p.

Sprendimy priémimo aibe Zymésiu @ 2.

2.2 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape

U
1 2 | =
¢

(2)
I | a; 1

) )
2 a; a5, 1

Tikimybé ai(jz) yra @;o(x,y) tiesinis funkcionalas:

D =aP(@P) = [ g, ¥)gjo .y, i=1,2; j=1,2, 2.8)

aij



Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy suma:

a® +a) - max, 9@ = (91,(x,¥), P20(x,y)) € P, (2.9)

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:
a? + ) - max, 9@ € @@,

JT010(x, %) g10(x%,¥) + 920(x,¥)g20(x, ¥)] dpn =
[f J20(x,y) = 1]

J1010(,3)g10(x,¥) + (1 = 910(x,¥))g20(x, Y)] dp =
= f[‘ﬂlo(x; )’)(910(9\7:3’) — g20(x, )’))] dpu - max, 9@ € @@,
Uzdavinio sprendinys lygus:

1, g10(x,y) > g20(x,y),

200 Y) = 95 — @io(x,y), 2.10
0, g10(x,y) < g20(x,y), ©50(x,y) = @5 — p10(x,y) ( )

Pio(x,y) = {
@PD* = (910, 930) € PP,

3. Hierarchinis klasifikavimas dvieju klasiy atveju atsisakant priimti
sprendimg, kai apribojamos aposteriorinés klaidy tikimybés

1 etapas. Jei yra Zinomos apriorinés klasiy tikimybés w4, w, salyginio ekstremumo radimo
uzdavinj (2.1) galima spresti apribojant aposteriorines tikimybes 15, f21:

0y, — Min, 11 — Max,
gy, — min, 0y, — max,
[321 < B arba B21 < P, ¢ = (910200) €. 31
:812 < ﬁz' :812 < IBZJ
Aposteriorinés klasifikavimo tikslumo tikimybeés yra
. . ajjw; . . .
Bii =P{E=jln=1i} =m i=1,20j=12

¢iaw; =P =j), j=1,2; w;+ w, =1, apriorinés klasiy tikimybés. A. v. X tankio funkcija,
sprendimy priémimo taisykle bei klasifikavimo tikslumo tikimybés «a; i L= 1,2,0; j = 1,2,
aprasytos 2 skyriuje 1 etape.

3.1 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikslumo tikimybés

N1 1210 o . ©
& Kadangi, kai a;, = a;; = 1, tai 1 = —

= Wy, 0

(1)1+(1)2
w1

L 1B B | P kai @y = ay, =1, tai i, = — = Wy, [1 ir , imame taip, kad
1 2

Bo| Bu | Pu| 0< B1 < wy,00 < By < wyq. ayq ir By priklauso tik nuo ¢4 (x), 0 ay,

y 1 1 1 ir B, - tik nuo @,(x), todél (3.1) galime iSskaidyti j du atskirus

uzdavinius:
@, — max, . @y, — max,
{ B < B, (3.2) ir { 5 <p, @ E D (3.3)

SprendZiame (3.2) uZzdavinj. Visy pirma suvedame apribojima [, i tiesinj pavidala:



A,0,(1 — B1) — a0, B < 0. IraSius tiesinj pavidalg j (3.2) uzdavinj gauname:

a4, — max,
{ s (3.4)

a1wz(1 — 1) — a6 <0,

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:

ay; — c1(a1202(1 — B1) — @101 41) > max, @ € P,
Jlo1 () (A + crwi B)fi(x) = crw,(1 = B fo(x))] dp =
Jlo1() (A + ciy) fi(®) = c1v2£2(x))] du - max, ¢ € ®.

“- _ _ v .y - ~ _ C1V2
Clay; = w1fq, Y2 = w,(1 — B1). PaZymékime ¢; = Tron

Pagal fundamentaligja Neimano — Pirsono lemg uzdavinio (3.2) sprendinys lygus:

1, kai f(x) > ¢, £2(x),
@i(x) = {8y, kai fi(x) = ¢, f2(x), (3.5)
0, kai fi(x) < & f2(x),

konstantos ¢; = 0, §; € [0,1] randamos i8 sglygos: 21 (@7) = B,
Ly. a0 (1 — B1) — ag1w1 1 = 0.
Analogiskai sprendZiamas (3.3) uzdavinys. Apribojimg f;, suvedame j tiesinj pavidalg:
az1w1(1 = B2) — azw,f, < 0.
Irasius tiesinj pavidalg j (3.3) uzdavinj gauname:

{ azz d maX,

a21w1(1 - ﬂz) - a22w2ﬂ2 < O, (36)

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:

Agz — Co(ap101(1 = ) — azw, ;) > max, @ € @,

f[‘ﬂz (x)((l + cawyB2) f2(x) — cowq (1 — ﬁz)fl(x))] dp=
f[‘l’z (x)((l + c2¥3)f2 (%) — 02V4f1(x))] dp - max, @ € P,

“- v L1 e ~ C2Va
Claysz = wyf2, V4 = w1 (1 — B;). Pazymékime ¢, = Prv—

Uzdavinio (3.3) sprendinys lygus:
1, kai f5(x) > &f1(x),
@3 (x) = {62, kai fo(x) = &;f1(x), (3.7
0, kai f>(x) < &, f1(x),

konstantos ¢, = 0, §, € [0,1] randamos i8 salygos: B12(@3) = Sz,
Ly az1w1(1 — B2) — a2, w5, = 0.
Sprendiniai @7, @5 maksimizuoja tikimybes a4 ir a,;. Jei @7 (x) + ¢5(x) < 1, t.y.

c1¢, > 1, arba cic, = 1, bet §; + 6, < 1, tai galima apibrézti pg(x) = 1 — @1 (x) — @5 ().
Gaunamas daugiaekstremaliojo uZdavinio (3.1) sprendinys @* = (@1, @5, @) € ®. PrieSingu
atveju, jei @i(x) + @3(x) > 1, abi tikimybés a;; ir a,, néra maksimizuojamos; sprendimo
priémimo atsisakymo aibé yra tuscia. Taip pat, kaip ir 2 skyriuje, galime maksimizuoti teisingy
sprendimy tikimybiy @, ir @, sumg (minimizuoti klaidingy sprendimy tikimybiy a4, ir @y,
suma).

a1 + Az 2 Max, @ = (@1, ¢;) € P. (3.8)

UZzdavinio (3.7) sprendinys yra lygus (2.6) sprendiniui.

2 etapas. Tarkime, kad antrajame etape suklasifikuojame visus likusius objektus, kuriems
pirmajame etape buvo atsisakyta priimti sprendimg. Tokiu atveju maksimizuojame teisingy
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sprendimy tikimybiy suma, t.y. sprendZiame (2.9) uZdavinj, kuris yra apraSytas 2 skyriuje 2
etape.

Taciau, jeigu 2 etapu klasifikavimo uzdavinys nesibaigia, ir, jei yra Zinomos apriorinés klasiy
tikimybés wq, w,, salyginio ekstremumo radimo uZdavinj galima spresti  apribojant
aposteriorines tikimybes (abiejy rusiy klaidingy sprendimy tikimybiy apribojimai sutampa su
(3.1)):

ag) — min, 51)

2 2
@ <y, @ <y,

— max,
@ = (010, 920) € PP, (3.8)

a0 <p; < a)(z) 0<pB, < w(z).

3.2 lentelé. Aposteriorinés Kklasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape

n » | Jungtino vektoriaus (XT, YT tankio funkcija, sprendimy priémimo taisyklé
& bei klasifikavimo tikslumo tikimybés a;;, i = 1,2,0; j = 1,2, aprasytos 2

1 ) @ | skyrelyje 2 etape.

11 12

) ) ) Suvedame apribojima ﬁz(? ] tiesinj pavidala: ag) wzz)(l B) —

21 22 2 2 . . 2 2 @
5 ) { il) i )ﬂl < 0. Pazymékime V1( = a)( ),81, @ _ w, )(1 f1). IraSius

1 (3.8) uzdavinj tiesinj pavidala bei naujus pazyméjimus gauname tokj
uzdavinj:

SprendZiame (3.8) uzdavinj. Visy pirma suvedame apribojima ,82(? ] tiesinj pavidala:
ag) wéz)(l —B1) — aﬁ) wiz) f1 < 0. IraSius i (3.8) uzdavinj tiesinj pavidalag gauname:

[ (2) — max,

2) (2 2) (2
iz)a’z)(l ﬂl) () ()ﬁ1<0

(3.9)

Taikome Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metoda:
afy =@ (aff 0?1 - B1) — &Y 071 ) - max, @ € ©@,

f [‘Plo(x) ((1 +c® w£2)ﬁ1) Jr0(x,y) — C(Z)wﬁm(l — P1)g20(x, y))] du=

f [‘Plo(x) ((1 + C(Z))ﬁm) g10(x,y) — C(Z)VZ(Z)gzo(x: }’))] dp - max, ‘P(Z) € q,(z),
(2)

1+c(2)y(2)

Pagal fundamentaligjg Neimano — Pirsono lemg uzdavinio (3.8) sprendinys lygus:

.- ot ~(2 c@y,
giay; = wif1, V2 = (1 — By). Pazymékime ¢® =

1, kai gi0(x,y) > ¢@g,0(x,y),
P10(x) = 5@, kai g1o(x,y) = 5(2)920(«‘8 YY), ¢20(x,y) =1-0¢i,(xy), (3.10)
0, kai gio(x,y) <P gy(x,y),

@D = (930, 030) € PP,

konstantos ¢® > 0, §@ € [0,1] randamos i§ salygos: ﬁé?((pio) = f;.
@ ,@1 = —a® w®p =0
ty 0{12 2 ( :81) 11 0)1 ,81 - Y-
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4. Hierarchinis klasifikavimas triju klasiy atveju atsisakant priimti
sprendimg

Tarkime objektai klasifikuojami j tris klases. Kaip ir dviejy klasiy atveju, klasifikuojamus
objektus apibiidina a. v. X = (X3, ..., X)7, kurio tankio funkcija ¢ — baigtinio mato p atzvilgiu
yra (X|¢& =i)~fi(x), i=1,2,3.

Tegu w; =P{{ =i} - apriorinés Kklasiy tikimybés, o, +w, +w, =1. Randomizuota

sprendimy priémimo taisykle yra @(x) = (¢1(x), 92(x), 93(%), p1(x), 93(x), 93(x), 9o (%))

funkcija, kurios i - toji koordinaté ¢;(x), i = 1, 2,3; 1, 2, 3; 0, reiskia tikimybe priimti sprendima
n =1, kai a. v. X jgijo reikSme¢ x:

p;x)=Pn=ilX=x}, 0<p;(x)<1;i=1,23;1,2,3;0; 4.1
P1(x) + @2(x) + @3(x) + p1(x) + @3(x) + p3(x) + po(x) = 1.

Sprendimy priémimo aib¢ Zymesiu ®.

4.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés

o ’ 3 i 5 3 0 5 ']?el paprastumo tegu a.‘ d & '1gyja
¢ reikSme 1, 2 arba 3, jei objektas
1 o, | a | oy | a, | a5 | @5 | @, | 1 | atitinkamai priklauso pirmai, antrai ar

treciai klasei. A. d. n jgyja reikSmes 1, 2

2 Ay | Oy | Oy a1, 0z, a5, | %y 1

arba 3, jei objektas priskiriamas pirmai,
3 | ap | Gy | @y | @ | Q3 | @5, | @y | 1| antrai arba treciai klasei. Taip pat a. d. 77

gali jgyti reikSme¢ 0, jei yra atsisakoma
priimti sprendima priskirti objekta vienai i§ trijy klasiy. Be to, prieSingai negu dviejy klasiy
atveju, trijy ir daugiau klasiy atvejais gali atsirasti papildoma galimybé detalizuoti sprendimo
atsisakymo atvejus. D¢l Sios galimybés atsiranda papildomos 7 reikSmés. Trijy klasiy atveju
Sios reik§més yra: 1, kai priimamas sprendimas, kad objektas nepriklauso pirmai klasei; 2, kai
priimamas sprendimas, kad objektas nepriklauso antrai klasei; 3, kai priimamas sprendimas, kad
objektas nepriklauso treciai klasei.

4.1 lentel¢je pateiktos klasifikavimo tikslumo tikimybés:

a;j = 0(1](<p) = P{T] = llf =]} = f(pl(x)f](x) dﬂ, i=1,23; I, Z g; 0; ] =1,2,3. (43)

Klasifikavimo klaidingy sprendimy tikimybés yra a;, i1#ji,j= 123, 1ir a;, i=123. Visos
likusios tikimybés rodo teisingus sprendimus. Pirmiausia pageidautina, kad tikimybése,,,
i =1,2,3, buty kuo didesnés. Antra - tikimybes a;, i# J;i,j=123, biity kuo didesnés, taip pat.

Todél 1 etape uzdavinj, kai priimami visi septyni sprendimai, surasyti 4.1 lentel¢je, patogiausia
spresti dviem Zingsniais. [6]

1 etapas. 1 Zingsnis. Pirmiausia pritmami sprendimai objektus priskirti vienai i§ trijy klasiy
arba atsisakoma priimti sprendimg nedetalizuojant atsisakymo tipo.
Tegu a. d. & jgyja reikSme 1, 2 arba 3, jei objektas atitinkamai priklauso pirmai, antrai ar

treCiai klasei, o a. d. n jgyja reikSmes 1, 2 arba 3, jei objektas priskiriamas pirmai, antrai arba
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treciai klasei, ir 0, jei yra atsisakoma priimti sprendima priskirti objekta vienai i§ trijy klasiy
nedetalizuojant atsisakymo tipo.

4.2 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 1 etapas 1 Zingsnis

M1l 21310 |z

¢

Loy | o | a5 | O 1

2 oy | | 0 | O 1

3 o | 0y | On | Qg | ]

Pagal 4.1 lentele klasifikavimo tikslumo tikimybés ag;, i = 1,2,3 yra:
Qg1 = a11 + az1 + azg + Aoy,

Ay = Az + Az + a3z + Aoy,

Qpz = a13 + az3 + azz + Ap3.

Klasifikavimo tikslumo tikimybés yra:

aij=a;j(@) =P{n=il¢ =j} = [p;(x0)f;(x)dp,i =1,2,3,0; j =1,23. (4.2)

Ivesiu pazymeéjimg visy tipy sprendimy atsisakymo galimybiy komponentés, kuris bus
naudojamas sglyginio ekstremumo uzdavinio sprendime:

05(x) = p7(x) + Pz(x) + p3(x) + @o(x), todel @1 (x) + @,(x) + @3(x) + p5(x) =1, (4.3)
¢ = (¢1(%), 2(x), p3(x), 5(x)) € @

Ivedame aposteriorines klasiy tikimybes

w;(x) =PE =ilX=x} = T w; i=1,23. (4.4)

fiDwi+f(Dwa+fz()ws’

Kintamieji w;(x), i = 1, 2,3, igyja reikSmes i§ simplekso
0<wx)<1,i=1,23; w;(x)+ w(x) + w3(x) = 1}. Sprendimy priémimo taisyklés
hiperplokstumas padalina §j simpleksg j 3 dalis. Tada kintamyjy w;(x), i = 1, 2, 3, terminais,
sprendimy pri€émimo sritys turi gana paprastg pavidalg, o kintamojo x terminais, jos gali biti kur
kas sudétingesnés. [6] Todel uzdaviniy sprendinius patogiausia perraSyti naudojant
aposteriorines tikimybes.

Trijy klasiy atveju aposteriorinés tikimybés w;(x), i = 1, 2, 3, jgyja reikSmes taisyklingajame
trikampyje, kuris gaunamas susikertant plokStumai, einanciai per taskus (1, 0, 0), (0, 1, 0) ir
(0, 0, 1), su koordinaciy plokStumomis. Sprendimo priémimo taisyklés padalina §j trikampj i
sprendimy 77 =1 sritis. Sios sritys 4.1 pav. pazymétos simboliais S -
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&) d) 0509 () e) o500 @) f @5(x)
4.1.pav. Pirmojo etapo 1 Zingsnio sprendimy pri€émimo sritys

SprendZiame sglyginio ekstremumo radimo uzdavinj apribojant klaidingy sprendimy
tikimybes a;, i # J; i,j=123.

o, —> max,i =1,2,3,
{ @ = (1(x), (%), p3(x), p5(x)) €E P. (4.5)

a; Sa,i# jii, j=123,

Kadangi a1, @1, ir a13 priklauso tik nuo @ (x), @;5, @y it @53 - tik nuo @,(x), 0 ag3, a3q ir
Q33 - tik nuo @3 (x), uzdavinj (4.5) suskaidome | tris atskirus uzZdavinius:

@,, —> max, a,, —> max, 0y, —> max,
a, <a,, (4.6) ay < ay, 4.7 a;, <ay,, (4.8)
ap; < a3, Oy < Ay, 03, < ay,.

SprendZiame (4.6) Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metodu:
@1 — C12Q1p — C13Q13 ~ Max, @ € .
JIp1 () fi(x) = 91(X)c12f2(x) — @1 (X)cy3f3(x)] dp =
= f‘Pl(x) (f1(x) — C12f2(x) — c13f3(x))d|1 =
= [ 01(x) (w1 (%) = c1,0,(x) — c13w3(x)) dp - max, @ € P.
Uzdavinio (4.6) sprendinys:
1, kai w;(x) > c1w,(x) + c1303(x),
@1(x) = {61, kai w;(x) = c,0,(x) + ci303(x), 4.9)
0, kai w;(x) < c1w2(x) + ci3w3(x),

kur konstantos ¢;, = 0, ¢q3 = 0, §; € [0,1] randamos iS salygy:

a12(91) = a1z, a13(@1) = ag3, ty.

a12(97) = [ @1 (0 fz(x)dn =P{f;(x) = c1,/,(X)|E = 2} = ay,,

a13(p1) = [ i () fs(x)dp =P{f1(x) = c13f3(x)|¢ = 3} = ays.

Jei h(ci, — 0) = P{f1(x) > ci2f2(0)[€ = 2} > a15 > P{fi(x) = c12/2(0)|§ = 2} = h(cqy2)

14



h(ciz — 0) = P{f1(x) > c13f3(0)[§ = 3} > as3 > P{fi(x) = c13/3(x)|§ = 3} = h(cq3)

teisingos nelygybés, tai konstanta §; randama taip: §; = max(h(calz_o})l(c,ifc) y? h(cam—o})l(cii(gc) )
12—Y)™ 12 137Y)™ 13

Jei h(cy3) = h(cyy — 0) ir h(cy3) = h(ciz3 — 0), tai 6; galime pasirinkti laisvai i$
intervalo[0; 1]. Patogiausia imti §; = 0 arba §; = 1.

Analogiskai sprendziame (4.7) ir (4.8) uZdavinius. Sprendziame (4.7) uzdavin;j:
Uy — C21Q31 — C230p3 = Max, @ € P.
JTo2(0) f2(x) — @2 (x)C1 f1 (%) — 92 (X)C23f3(x)]dp =
= f‘l’z (x)(fz(x) — ¢ fi(x) — Cz3f3(x))dll =
= [ 92(0)(02(x) = c2101(X) — co303(x)) dp - max, @ € ®.

1, kai w,(x) > cy101(%) + cy303(x),
@5(x) = { 63, kai wy(x) = 301 (x) + cr3w3(x), (4.10)
0, kai w,(x) < 101 (x) + cr3w3(%),

kur konstantos ¢,; = 0, ¢35 = 0, 6, € [0,1] randamos iS salygy:
a21(@3) = az1, az3(@3) = azs.

SprendZiame (4.8) uzdavinj:
Q33 + C31Q31 + €323, > Max, @ € P.
JIo3(0)f3(x) = @3(X)c31f1(x) — @3(X)c32f,(x)] du =
= f‘P3 (x)(f3(x) —c31f1(x) — Cszfz(x))dll =
= [ @3(0)(w3(x) — 3101 (%) — c3,0,(x)) dp > max, @ € @

1, kai w3(x) > c3101(x) + c3,w0, (%),
@3(x) = {63, kai w3(x) = c3101(X) + c3,0,(x), (4.11)
0, kai w3(x) < c3101(x) + c3,05(x),

kur konstantos c¢3; = 0, ¢35, = 0, 63 € [0,1] randamos iS salygy:
az1(@3) = azy, as(@3) = as,.

ISsprendg visus tris uzdavinius gauname sprendimy sritis S, S,, S,, paZymetas
taisyklingajame trikampyje. Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.1 pav. a), tai imdami
visy tipy atsisakymo komponente @5(x) = 1 — @1 (x) — ¢5(x) — @3(x) gauname, kad
@ = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (4.5) sprendinys.

Jeigu sritys S, ir S, kertasi, gausime, kad kai kuriuose taskuose x suma @j(x) + @5(x) = 2,
tokiu atveju uzdavinio (4.5) sprendinys neegzistuoja. Tada sprendZiamas uzdavinys:

a,, +a,, —> max,
O5; — max, (4.12)

a; <agi# ji,j=123.

Uzdavinj (4.12) suskaidome j du atskirus uzdavinius:
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a,, +a,, — max,

a, <a,, 5, — max,

a,,<a,;, (4.13) ir a,, <ay,, (4.14)
Qy S Ay, Q3 S ay,.

Oy < Gy,

SprendZiame (4.13) uzdavinj:
11+ App — C12@1p — C13%13 — C21 021 — C30p3 = MaX, @ € P.
f[<P1(x)f1 () +92(X) f2(x) — @1 (X)c12f2(x) — @1 (X)c13f3(x) — P2 (X) a1 f1(X) =2 (X)Co3f3(x)] dp =
=[ [‘Pl(x)[ﬁ(x) - (C1zf2(x) + c13f3 (x))] + @, (x)[fz(x) - (Cz1f1(x) + Cz3f3(x))]] dp=
=[ [‘P1 (x) [0)1(x) - (0120)2 (x) + C130)3(x))] + @,(x) [a)z(x) - (0210)1(75) + Ca3w3 (x))]] dp=

= [[91(x0)G1(x) + 92 (x)G,(x)]dp > max, @ € P.
Uzdavinio (4.13) sprendiniai yra lygiis:

1, kai, G, (x) > G,(x),
@1(x) =46y, kai, G, (x) = G,(x), (4.15)
0, kai, G; (x) < G,(x),

1, kai, G;(x) < G,(x),
@5(x) = 1 63, kai, G1(x) = G,(x), (4.16)
0, kai, G;(x) > G,(x),

kur konstantos ¢y, =0, ¢13 =0, ¢c;1 =0, ¢33 =0, 6; € [0,1], §, € [0,1] randamos iS salygy:
a12(97) = a1z, a13(@1) = ay3, a21(@3) = azy, a3(@3) = azs.
UZzdavinys (4.14) buvo iSsprestas anksciau, Sio uzdavinio sprendinys yra lygus (4.11).

Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip pazyméta 4.1 pav. b), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente ¢5(x) = 1 — @i (x) — ¢3(x) — ¢3(x) gauname, kad
¢ = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (4.12) sprendinys.

Jeigu sritys S, ir S, kertasi, gausime, kad kai kuriuose taskuose x suma @5 (x) + ¢3(x) = 2,
tokiu atveju uzdavinio (4.12) sprendinys taip pat neegzistuoja. SprendZiame:

a,, + 0y, —> max,
o, —> max 4.17)
a; <a;,i+ Jii, j=123.

Uzdavinj (4.17) suskaidome j du atskirus uzdavinius:

a,, + ;; —> max,

a, < a,, Q,, —> max,

a,, < a,, (4.18) ir a, <a,, (4.19)
oy < 4y, a; < a;.

a;, < ay,,
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Sprendziame (4.18) uzdavini:

Az + Q33 — C21Qp1 — €303 — C31031 — C3203; = MaX, @ € P.

f[(Pz(x)fz (X)+@3(x) f3(x) — @2 (x) 21 f1 (%) — P2 (x)C23f3(X) — P3(x)c31f1(X) — P3(X)c32f2(x)] dp
=[ [‘Pz (x)[fz(x) - (C21f1(x) + C23f3(x))] + @3 (x)[f3(x) - (031f1(x) + C32f2(x))]] dp =

=[ [‘Pz () [w2 (%) = (2101 (%) + c2303(X))]| + 3(x) [W3(x) — (3101 (%) + c320, (x))]] dp=

= [lp2(x)G1(x) + @3(x)G3(x)|dp - max, ¢ € @.
Uzdavinio (4.18) sprendiniai:

1, kai, G,(x) > G5(x),
@3(x) = { 87, kai, G, (x) = G3(x), (4.20)
0, kai, G,(x) < G5(x),

1, kai, G,(x) < G5(x),
@5(x) = {83, kai, G, (x) = G3(x), (4.21)
0, kai, G,(x) > G5(x),

kur konstantos c;; =0, c;3 =20, c31 =0, c3, =0, §, € [0,1], 63 € [0,1] randamos i§ salygy:
az1(93) = az1, @23(93) = A3, a31(@3) = azy, azz(P3) = as;.
UZzdavinys (4.19) buvo iSsprestas ankscCiau, Sio uZdavinio sprendinys yra lygus (4.9).

Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip pazyméta 4.1 pav. c), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente ¢5(x) = 1 — @i (x) — ¢3(x) — ¢3(x) gauname, kad
@ = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (4.17) sprendinys.

Jeigu sritys S, ir S, kertasi, gausime, kad kai kuriuose taskuose x suma @j(x) + @3(x) = 2,
tokiu atveju uzdavinio (4.17) sprendinys taip pat neegzistuoja. Sprendziame:

@, +a,, — max,
a,, —» max, (4.22)
a; <ag,i# ji, j=123.

(4.22) suskaidome j du atskirus uzdavinius:

Q,, +a,;;, —> max,
a, <da,, a,, —> max,
a,,<a;, (4.23) ir < ay, (4.24)
A3 < a5 Qa3 < Ay
Az <y,
SprendZiame (4.23):

@11 + @33 — C12@1p — C13%13 — C31d31 — C3203; = MaX, @ € P.
f[(l’1(x)f1 (X)+@3(X0)f3(x) — @1(X)c12f2(x) — @1 (X)c13f3(x) — P3(xX)c31f1(X) — P3(X) 322 (X)] dp
=[ [‘P1 (x) [fl (x) — (C1zf2 (x) + c13f3 (x))] + @3(x) [fs (x) — (031f1 (x) + c32/2 (x))]] dp=

=[ [‘P1 (x) [0)1(x) - (0120)2 x) + C130)3(x))] + @3(x) [a)g(x) - (C31w1(x) + C3W; (x))]] dp =

= [l91(x0)G1(x) + @3(x)G3(x)]dp - max, @ € P.
Uzdavinio (4.23) sprendiniai:
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1, kai, G;(x) > G3(x),
@1(x) =46y, kai, G, (x) = Gz3(x), (4.25)
0, kai, G, (x) < G3(x),

1, kai, G;(x) < G5(x),
@3(x) = {J3,kai, G (x) = G5(x), (4.26)
0, kai, G;(x) > G3(x).

kur konstantos c¢;, =0, ¢;3 =0, c31 =0, c3, =0, 6; € [0,1], §53 € [0,1] randamos i§ salygy:
a12(97) = a1z, @13(91) = a13, a31(93) = az1, az2(@3) = as,.
Uzdavinys (4.27) buvo iSsprestas anksciau, Sio uzdavinio sprendinys yra lygus (4.10).

Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.1 pav. d), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente @5(x) = 1 — @i (x) — ¢3(x) — @3(x) gauname, kad
@ = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (4.22) sprendinys.

Jeigu visos trys sritys S,, S,, S, kertasi, maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy
sumg apribojant klaidingy sprendimy tikimybes:

4.27
a; <ag,i# jii, j=123. 27

{an +a,, +a;; —> max,
Sprendziame (4.27) uzdavini:
@11 + Ay + Q33 — C12@1p — €133 — C21Qp1 — C23Q23 — C31A31 — €303, = Max, @ € P.
f[<P1(x)f1 (X)+@2(X) f2(X)+@3(X) f3(x) — @1 (x)c12f2(x) — @1 (X)c13f35(x) — P2 (X)ca1 f1(x) —
—@2(X)Ca3f3(x) — @3(x)c31f1(x) — @3(xX)C32f2(x)] dp =

=[ [‘Pl (x) [fl (x) — (C12f2 (x) + c13f3 (x))] + @2 (x) [fz (x) — (C21f1 (x) + c23f3 (x))] + @3(x) [f3 (x) —
—(C31f1(x) + Cszfz(x))]] dpu=

=J [‘Pl (x) [wl(x) - (C12w2 (x) + c13a)3(x))] + (%) [(Uz(x) - (c21w1(x) + Cr3w3 (x))] +

@3(x) [w3(x) - (c31w1(x) + 307 (x))]] dp =

= [lp1(0)G1(x) + 02 (x)G2(x) + ¢3(x)G3(x)]dpn » max, ¢ € @.
UZzdavinio (4.27) sprendiniai

1, kai, G;(x) > G,(x),G,(x) > G5(x),
@1(x) = {6y, kai, G;(x) = G,(x) = G5(x), (4.28)
0, kai, G, (x) < G,(x), G, (x) < G3(x),

1, kai, G,(x) > G,(x),G,(x) > G3(x),
@3 (x) = {82, kai, G1(x) = G,(x) = G3(x), (4.29)
0, kai, G,(x) < G,(x), G,(x) < G5(x),

1, kai, G3(x) > G;(x),G3(x) > G,(x),
@3(x) = {83, kai, G1(x) = G,(x) = G3(x), (4.30)
0, kai, G3(x) < G,(x), G3(x) < G,(x),

kur konstantos ¢;, = 0, ¢13 =0, ¢31 =0, ¢33 >0, c31 =0, c3, =0, §; € [0,1], 6, € [0,1],
&5 € [0,1] randamos iS salygy:
a12(1) = a1z, @13(@1) = Aq3, a21(P3) = Az, a23(P3) = az3, a31(@3) = azy,
18



azz(@3) = as,.

Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.1 pav. e), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente @5(x) = 1 — @1 (x) — ¢3(x) — ¢3(x) gauname, kad
@ = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (4.27) sprendinys.

Tarkime po pirmojo klasifikavimo nesuklasifikuoty objekty nelieka, @gz(x) = 0. Tada
p3(x) =1 — @i (x) — ¢5(x). Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy suma:

o, + 0y, + oy, > max, @ = (91(x), (%), p3(x)) € P. (4.31)

SprendZiame (4.31) uzdavinj:

a1 + ayy + 033 > max, @ € .

Jlo1 () f1(0)+02 () f(0)+p3(x) f3(x)] dp =

= [lp1(®) w1 (x) + 92 () w, (x) + 93 (X)w3(x)]dp — max, @ € P.
UZdavinio (4.31) sprendiniai:

1,kai, w; (x) > w,(x), w;(x) > w;(x),

P1(x) = {o, Kai, o0, (x) < @y (), 3 (x) < @, (), (4.32)
. (1, kai, wp(x) > wq(x), wy(x) > w3(x),

92(%) = {o, Kai, 5 (1) > w0 (0, @5 (1) > (0, (4.33)

p3(x) =1—@i(x) — @3(x). (4.34)

ISsprendg¢ uzdavinj gauname sprendimy sritis S,, S,, S,, paZymétas taisyklingajame
trikampyje (Ziaréti 4.1 pav. f)). @* = (¢1(x), 5(x), p3(x)) yra uzdavinio (4.31) sprendinys.

1 etapas. 2 Zingsnis. Detalizuojama atsisakymo prieZastis objektams, kuriems pirmajame
zZingsnyje buvo atsisakyta priimti sprendima, t.y., kai ¢5(x) > 0. Tegu a. d. ¢ jgyja reik§me 1, 2
arba 3, jei objektas atitinkamai priklauso pirmai, antrai ar treciai klasei, o a. d. # igyja reikSmes
1,2 arba 3, jei objektas priskiriamas ne pirmai, ne antrai arba ne treciai klasei, ir 0, jei yra
atsisakoma priimti sprendimg. Klasifikavimo tikslumo tikimybés yra:

aij=a;j(@) =P{n=il§ =} = [p;(0)fj(x)dp,i =1,2,3,0; j = 1,2,3.

Aposteriorinés klasiy tikimybés apraSytos 1 etape 1 Zingsnyje (4.4). Sprendimy priémimo
taisykle @ = @(x) = (¢1(x), 93(x), p3(x), 9o (%)) tenkina salygas:

p;ix)=Pn=ilX=x},0<¢;(x)<1;,i=1,2,3,0;
p1(x) + @z(x) + 3(x) + @o(x) = @5(x).

Sprendimy priémimo aibe Zymésiu ®.

SprendZiame salyginio ekstremumo radimo uZdavin} maksimizuojant klasifikavimo
tikimybes priskirti objektus vienai i§ klasiy: 1,2 arba 3, ir apribojant klaidingy sprendimy
tikimybes «:,i = 1,2,3, (4.1 lentel¢):
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a;, + a5, —> max,

az, + a3, —> max,

P E D, (4.35)
as;, + a5, —> max,
a, <b,i=123,
UZzdavinj (4.35) suskaidome i tris atskirus uzdavinius:
-, + o, —> max, o, + a5, —> max, o=, + 0z, —> max,
{ o (4.36) { e (4.37) { e (4.38)
a, <b, as, <b,, 33 < bs.

an(x)

@ ()

. E— » N - — 4
@ (x) d) o3(x) @(x) e) 250 @) f) a(x)
4.2.pav. Pirmojo etapo abiejy Zingsniy sprendimy priémimo sritys (4.1 pav. a) variantas)

Sprendziame (4.36) uzdavinj LagranZo neapibréZtiniy daugikliy metodu:
afy + ag3 — diag, — max, @ € ®.
[Tor(0)f2(0) + 91(0f3(x) = p1(0)d1 i (D] di = [ p1(2)(f2(0) + f3(x0) — di fr () )dm=
= [ p1(0) (w2 (x) + w3(x) — dyw; (x)) dn = [ () (1 — w1 (F)(1 + dy)) dp > max, § € .
Uzdavinio (4.36) sprendinys:
1, kai w;(x) < dj,
P1(x) = {6, kai w,(x) = d, (4.39)
0, kai w,(x) > d,,

kurd; = fdl, o konstantos d, = 0, §; € [0,1] randamos i§ salygos: ag;(¢7) = b;.
SprendZiame (4.37) uzdavinj:

az, + a3 —dya3, > max, @ € .

JToz(0fi(x) + pz(0)f3(x) — 9z(0)do (0] dp = [ z(X)(f1 (%) + f3(x) — dofo(x))dp =

= [ @z(x) (w1 (%) + w3(x) — dr0,(x)) d1 = [ pz(X) (1 — w, (x)(1 + d3)) dp — max, § € .
UZdavinio (4.37) sprendinys:
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1, kai w,(x) < d,,
P5(x) =1 8,,kai w,(x) = d,, (4.40)
0, kai w,(x) > d,,

kur d, = %dz, o konstantos d, > 0, &, € [0,1] randamos i§ salygos: az,(¢3) = b,.

Sprendziame (4.38) uzdavinj:
a5z, + az, — dzazz; > max, @ € P.
[Tos®fi(x) + p3(0)f2(x) — @3()d3 f3(D)]dn = [ o3(0) (1 (%) + f2(x) — dsf3(x))dm=
= [ 3(x0) (w1 (%) + wz(x) — d303(x)) dr = [ p3(x) (1 — w3(x)(1 + d3)) dp — max, § € .
Uzdavinio (4.38) sprendinys:
1, kai w;(x) < ds,
@3(x) = { &3, kai w3 (x) = dj, (4.41)
0, kai wz(x) > ds,

kur d; = ﬁ, o konstantos d; > 0, 83 € [0,1] randamos i¥ salygos: az;(@3) = bs.
3
I8sprende visus tris uzdavinius gauname sprendimy sritis S-, S5, S5, paZymétas
taisyklingajame trikampyje. Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.2 pav. a), tai imdami
visy tipy atsisakymo komponente @ (x) = @5(x) — @7 (x) — @3(x) — @3(x) gauname, kad
@ = (p71(x), 5(x), p3(x), p;(x)) yra uzdavinio (4.35) sprendinys.

Jeigu sritys S-

- ir §; kertasi, tokiu atveju gausime, kad uzdavinio (4.35) sprendinys

neegzistuoja. AnalogiSkai sprendZiami uzdaviniai, jeigu sritys S; ir S5 arba S ir S5 kertasi.
Tada sprendZiamas uZdavinys maksimizuojant sumas o, + a5, + a5, + a5, It as, +a5, arba

minimizuojant atsisakymo nuo sprendimo klasifikavimo tikimybiy suma «, +a,, ir a;:

Qg + Ay, —> min, Qq, + 04, + 05, + 05 = Max,
a,; — min, arba a5, + 05, > max, 4.42)
a;, <b,i=1273, a;, <b,i=123.

ISskaidome (4.42) uzdavinj | du atskirus (4.43) ir (4.44) uzdavinius:

aTz + O(T% + 0551 + 0(53 —> max
§ i . 05, + o5, > max,
a;, <b, (4.43) ir (4.44)
as, <b;,.
a-. <b
22 2>

Sprendziame (4.43) uzdavinj:
a1, + ag3 + az; + az3 — dyag, — d,az, - max, @ € ®.
JTo1(0) f2(x) + 1(X) f3(x) + 9z () f1(x) + @z () f3(x) — e7(0)d; f1 (x) — pz(X)d,f>(x)]dn =
= [lor () (f(x) + f3(x) — d1 f1(2) + @z () (L () + f3(x) — dof,(x))]dp =
= [[o1(0) (w2 (%) + w3(x) — dy w1 (X)) + @z(w1(X) + w3(x) — dyw,(x))] du =
= [lor(0)(1 — w1 () (1 + dy)) + z(x) (1 — w,(x)(1 + d;))] du - max, § € .
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UZdavinio (4.43) sprendiniai:
1, kai w;(x) < dyw, (%),
P7(x) = {6, kai w;(x) = dyw,(x), (4.45)
0, kai w;(x) > d,w,(x),

1, kai w,(x) < dyw, (%),
P5(x) =185, kai w,(x) = dyw;(x), (4.46)
0, kai w,(x) > dyw; (%),
kur d; = 1+—dl, d, = 1*d2 , konstantos d, >0,d,>0, 8 €[0,1], 5, € [0,1] randamos i$
1+d, 1+d,
salygu: a11(¢]) = b1, az(93) = ba.
Uzdavinys (4.44) buvo iSsprestas anksciau, §io uzdavinio sprendinys yra lygus (4.41).
Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip pazyméta 4.2 pav. b), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente ¢5(x) = @z(x) — p1(x) — p3(x) — p3(x) gauname, kad
@ = (p7(x), p5(x), p3(x), (x)) yra uzdavinio (4.42) sprendinys.

Jeigu visos trys sritys S;, S5, S kertasi, tokiu atveju gausime, kad uZzdavinio (4.42)
sprendinys taip pat neegzistuoja. Tada sprendZiamas uZdavinys maksimizuojantis teisingy
sprendimy tikimybiy sumg o, + a;, + a5, + a5, + a5, + a5, arba minimizuojantis atsisakymo

nuo sprendimo klasifikavimo tikimybiy suma «, + ay, + a;:

a,, +ay, + o, —> min, a5, + 05, + 05, + a5, + 05, + 05, —> max,
arba 4.47)

@, <b,i=123, @, <b,i=123.

Sprendziame (4.47) uzdavinj:
a1, + ag3 + 31 + a53 + az; + azy — diag; — dyas, — dzazz; > max, @ € P.
JToz () f2(x) + 91 (0) f3(x) + @z () f1(x) + @z (2) f3(x) + @3(x) f1 (%) + @3(X) fo(x) —
— p1(x0)d1 f1(x) — pz(x)d, f>(x) — p3(x)d3f3(x)]dp =
= f[‘ﬂi(x)(fz(x) + f3(x) — d1f1(x)) + <P§(x)(f1(x) + f3(x) — d,f; (x)) + (P§(x)(f1(x) + fo(x) —
—dsfs (x))]dp. =
= [z () (w2 (%) + w3 (%) — dy1w, (X)) + @3 (w1 (X) + w3(x) — dyw, (X)) + @3(w1 () + W, (x) —
- dsws(x))] dp=
= [lor(0)(A = 01 ()1 + d1)) + pz(x) (1 — w2 ()(1 + d2)) + 93(O) (1 — w3 () (1 + d3))] dp =
= [ler(x)(1 = Hy) + 9z(x)(1 — Hy) + ¢3(x)(1 — H3)] dp - max, § € .

UZdavinio (4.47) sprendiniai:

1, kai H, < H,, H, < Hs,

@1(x) = {61, kaiH; = H, = H, (4.48)
0, kai H; < H,, H; < Hs,

1, kai H, < Hy, H, < Hs,
@3(x) = {62, kai H, = H,; = Hj3, (4.49)
0, kai H, > H;, H, > Hj,
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1, kai H; < Hy, Hs < Hy,
(p%(x) = 63, kal H3 = Hl = Hz, (450)
0, kai Hy > Hy, Hs > H,,

kur konstantos d; =0, d, =0, d3 =0, 6; € [0,1], §, € [0,1], §5 € [0,1] randamos i§ salygy:
0511(90%) = by, aiz((ﬂ%) = by, a§3((p§) = b3.

Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.2 pav. e), tai imdami visy tipy atsisakymo
komponente @5(x) = @5 — @1(x) — @3(x) — p3(x) gauname, kad
@ = (p7(x), p5(x), p3(x), ¢ (x)) yra uzdavinio (4.47) sprendinys.

Tarkime po antrojo klasifikavimo nesuklasifikuoty objekty nelieka, ¢5(x) = 0, tada
p3(x) = 95 — p7(x) — @z(x). Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy suma:

Op, + 0, + 0y, + 0, + 05, + 05, > max, § = (1(x), pz(x), p3(x)) € 4.51)

Sprendziame (4.51) uzdavin;j:
ai; + ag; + az; + az3 + az, + a3, - max, @ € .
JIo1(0) f2(x) + 91 (0) f3(x) + @z () f1(x) + 9z () f3(x) + @3(x) f1(%) + P3(X) f(X)]dp =
= [lor () (f(x) + f3(2)) + ez () (f1 (%) + f3(2)) + 93 (f1 (%) + fo(x))]dn =
= [[p1(0) (w2 (%) + w3(x)) + pz(w1 () + w3(x)) + @3(w1(x) + W, (x))] dp =
= [lor(0)(1 = 01 (1) + 9z() (1 = w,(x)) + 3 (1 — w3(x))] dp, @ € P.

UZdavinio (4.51) sprendiniai:
1, kai (l)l(X) < (l)z(X), (l)l(X) < wg(X),
p1(x) =161, kai wi(x) = wy(x) = w3(x), (4.52)
0, kai w;(x) < wy(x), w1 (x) < w3(x),

1, kai w,(x) < wy(x), w,(x) < ws(x),
(p%(x) = {6, kai wy(x) = w1(x) = w3(x), (4.53)
0, kai w,(x) > wy(x), w,(x) > w;(x),

93(x) = o5 — 91(x) — 93(x). (4.54)

I8sprende uzdavinj gauname sprendimy sritis S5, S5, S5, paZymétas taisyklingajame

trikampyje (Ziaréti 4.2 pav. f)). @ = (p1(x), p5(x), p3(x)) yra uzdavinio (4.51) sprendinys.

Apibendrinant 2 Zingsnio uZdavinius, sprendimy varianty gali biiti pakankamai daug. 1 etapo
1 Zingsnio sprendimas gali baigtis bet kuriuo variantu i$ 4.1 pav.; 2 Zingsnyje Sis sprendimas gali
biiti komponuojamas su bet kuriuo variantu i§ 4.2 pav., i§skyrus 4.1 pav. f) varianta, kuriame 1
etape 1 Zingsnyje suklasifikuojami visi objektai be atsisakymo nuo sprendimo priémimo.

2 etapas. 1 etape 2 Zingsnyje buvo detalizuota atsisakymo priezastis objektams, kuriems 1 etape
1 Zingsnyje buvo atsisakyta priimti sprendima, t.y. ¢5(x) > 0, ir suklasifikuoti j klases: ne
pirma, ne antra arba ne trecia klas¢ arba atsisakyta priimti sprendima. Taip pat tarkime, kad dalis
objekty pirmajame etape lieka nesuklasifikuoti, t.y. ¢g(x) > 0. Norint objektus, kuriems buvo
detalizuota atsisakymo prieZastis arba atsisakyta priimti sprendimg 1 etape 2 Zingsnyje,
atitinkamai suklasifikuoti | vieng i$ trijy klasiy (pirma, antra arba trecia) reikalinga papildoma
informacija apie kiekvieng i$ Siy objekty. Tokiu atveju, greta a. v. X galima surinkti papildomg

23



informacijg a. v. Y, kuris yra informatyvesnes negu vektorius X. Taciau skirtingai, negu dviejy
klasiy atveju nagrinétame 2 etape, Siuo atveju kiekvienai iS skirtingy klasiy (ne pirmai, ne antrai
ir ne treciai klasei arba sprendimo atsisakymui) tikslinga parinkti skirtingg a. v. Y informacija,
t.y. Y1, Yz, Y3, Yy. Tada sprendZiami 4 skirtingi uZdaviniai nagrinéjant jungtinius vektorius:

X7, vy, X7, Y57, (X7, ¥37)7, (X7, Y,")7, kuriy tankiai o — baigtinio mato p atzvilgiu
atitinkamai yra:

Th@ Y~ (X ¥D)|ei@ > 0§ =j).j = 1,2,3. (4.55)
Th )~ (X Y30 > 0,6 =j).j =1,2,3. (4.56)
Ty~ (X Y550 > 0,6 =j).j =1,2,3. 57)
i ~(XYo)|p5(x) > 0,6 =), j =1,2,3. (4.58)

(%) A

ay(x) @, (x) a) ay(x) A ()

4.3.pav. Antrojo etapo sprendimy priémimo sritys

Nagrinéjame atvejj, kai objektams po 1 etapo priimtas sprendimas 1 = 1, t.y. ¢7(x) > 0.
Tegu a. d. & jgyja reikSme 2 arba 3, jei objektas atitinkamai priklauso antrai arba treciai klasei,
taCiau neatsisakome galimybes, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 1 klasés, o a. d. n
1gyja reikSmes 2 arba 3, jei objektas priskiriamas antrai ar treCiai klasei ir taip pat neatsisakome
galimybés, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 1 klasés. Tarkime, kad surinkus
papildoma informacija apie objektus, vis dél to buvo priimtas klaidingas sprendimas juos
suklasifikuoti j ne 1 klase. Sprendimas priimamas remiantis a. v. (X”,Y;")”, kurio tankio
funkcija o — baigtinio mato p atzvilgiu yra (4.55).

Tegu randomizuota sprendimy priémimo taisyklé yra funkcija

@' = @' (x,y) = (i0(x,¥), P20(%, ¥), P30 (2, ¥)); Cia

Pi(x,y) =Pln=iX=xY=y}0<9,(xy) <1 i=123;
P10 Y) + 930(x,¥) + 93o(x,¥) = @7 (x).

Sprendimy priémimo aib¢ Zymésiu ®?.

4.3 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape
V1123 |3

¢

1
1 Q) | Oy (223} o5y

1 1 1
2 |ay |ay, | @ | O

1
3las | ay | ap | O

Tikimybé aiij yra @ (x,y) tiesinis funkcionalas:
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afy = ali(@") = [ 0l(x,¥) gjo(x, ¥)dm, i,j = 1,23 (4.59)
Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy a}l, agz ir 0(33 suma:
agl + agz + a§3 — max, @' € @7, (4.60)

Taikome Lagranzo neap1brezt1n1q daugikliy metoda:
al, +al, + azz > max, @' € &1,
f[‘l’lo(x }’)910(3‘ y)+ <P20(x }’)gzo(x y)+ <P3o(x }’)93o(x }’)] dp=

f[(l’lo(x }’)0)1o(x y)+ ‘on(x }’)wzo(x y)+ ‘P30(x y)w30(x }’)] dp, ¢! € ®L.
Uzdavinio sprendinys lygus:

(p (x y) {1 w}o(x,}’) > ng(x;y), w?g(x::)’) > wgo(x,y)’
10 -

: 2 I I (4.61)
0, wip(x,y) <wzo(x,y), wig(x,y) < wze(x,y),
1, wl xX,v) > w! X,Y), wl X,v) > wl X,Y),

‘on(x y) = { %0( y) %o( y) %0( y) %0( y) (4.62)
0, wzo(x,y) <wip(x,y), wz(x,y) < w3ze(x,y),
Pl (x,y) = p3(x0) — pls(x,¥) — 915 (x,¥), (4.63)

= (9010; §020;‘P30) € L.

Nagrinéjame atvejj, kai objektams po 1 etapo priimtas sprendimas n = 2, t.y. ¢5(x) > 0.
Tegu a. d. £ jgyja reikSme 1 arba 3, jei objektas atitinkamai priklauso antrai arba treciai klasei,
taCiau neatsisakome galimybes, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 2 klasés, o a. d. n
1gyja reikSmes 1 arba 3, jei objektas priskiriamas antrai ar treciai klasei, taip pat neatsisakome
galimybeés, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 2 klasés. Sprendimas priilmamas remiantis
a.v. (XT,Y;7)T, kurio tankio funkcija ¢ — baigtinio mato p atzvilgiu yra (4.56).

Tegu randomizuota sprendimy priemimo taisykle yra funkcija
@* = 9*(x,y) = (01o(x,¥), 930(x, ¥), 930 (x, )); tia
<plO(xy)—P{n—L|X—xY y}0<<p10(xy)<1 i=1,23;
910 (%, ¥)+950(x,¥) + 93 (x,¥) = 3 (x).

Sprendimy priémimo aib¢ Zymésiu ®2,

4.4 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape
V123 |3

¢

3 3
1 oy | ay | 05 | O

2 2 2
2 On | 0y | O | 9

2 2 2
3 lan | oy | o | O

Tikimybé a?j yra <pl-§0 (x, y) tiesinis funkcionalas:

a? = o (9?) = [ 95 (x,¥) g% (x,y)dn, i,j =1,2,3. (4.64)

25



Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy 0{?1, agz ir a§3 suma:
a?l + agz + ag3 — max, (pi € B2 (4.65)

Taikome Lagranzo neap1brezt1n1q daugikliy metoda:
a?, + a3, + aj; — max, ¢° € @2,
S00(x 3930 (X, 3) + 930 (x, 1) 930 (%, 3) + 930 (%, 3) 930 (x, ¥)] dn =

= f[‘l’lo(x» }’)wm(x'Y) + ‘on(x'l)’)wzo(x'y} + (p30(x,y)a)30(x, }’)] dp - max, 40? € 02,
Uzdavinio (4.65) sprendinys lygus:

(p (x y) _ {1 w?O(xly) > ng(xly)f w?o(x:}’) > wgo(x’J’),
10 5

! 2 ! : (4.66)
0, wigxy) <wi(x,y), wig(x,y) < w3e(x,y),
1, 03(xy) > 02(x,¥), 03(x,y) > w3 (x,y),

ity = DO o) b ) ol 6
0, w3(x,y) <wig(x,y), wi(x,y) < w3e(x,y),
P25(x, ) = p3(x) — 9% (x,¥) — 925 (x,y), (4.68)

= (9010; ‘on' §030) € @2,

Nagrinéjame atvejj, kai objektams po 1 etapo priimtas sprendimas n = 3, t.y. ¢3(x) > 0.
Tegu a. d. £ jgyja reikSme 1 arba 2, jei objektas atitinkamai priklauso antrai arba treciai klasei,
taCiau neatsisakome galimybes, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 3 klasés, o a. d. n
1gyja reikSmes 1 arba 2, jei objektas priskiriamas antrai ar treciai klasei, bet taip pat
neatsisakome galimybeés, kad tarp suklasifikuoty objekty liko dalis ir 3 klasés. Sprendimas
priimamas remiantis a. v. (X7, Yz" )7, kurio tankio funkcija o — baigtinio mato p atzvilgiu yra
(4.57).

Tegu randomizuota sprendimy priémimo taisykl¢ yra funkcija

@® = *(x,y) = (03(x,¥), 930(x, ¥), 93 (x, )); tia
<plO(xy)—P{n—L|X—xY y}0<<p10(xy)<1 i=123;
P30, ¥) + 035 (x,y) + p3o(x,y) = @3(x).

Sprendimy priémimo aibg Zymésiu @3,

4.5 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape

M1l 2] 3 |z

¢

L leay | o | a | &%

3
2 |ay |ay | & | %

3 3
3 lan | oy | a | O

Tikimybé a ; yra <pl0 (x, y) tiesinis funkcionalas:
Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy 0(?1, a§2 ir a§3 suma:
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a1§1 + a§2 + a§3 - max, (p§ € ®3. (4.70)

_ Taikome Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metoda:
ai; + a3, + a3z » max, @° € @3, B B
JTe3o(e 3930 (0, 3) + 930 (x, ) 930 (%, ¥) + 030 (%, ¥) 930 (x, )] dn =

= [[o3o(x M) 0io(x,¥) + 030 (x, Y)wdo(x,¥) + 93 (x, Y)wFo(x, ¥)] dp - max, @° € 2.
Uzdavinio (4.70) sprendinys lygus:

o (5,y) = {1, w30 (X,3) > w3(x,¥), wio(x,¥) > w3e(x,y),
10 ) -

3 3 3 3 @.71)
, wig(xY) < w3(x,Y), wig(x,y) < w3e(x,y),
=, 1, w3 xX,vy) > w3 X, ,a)§ xX,y) > w3 X,Y),
QDSO(X,}’) _ { ;0( y) %0( y) ;0( y) ;o( y) 4.72)
0, wy(xy) <wiglxy) wy(xy) < wszo(x,y),
93 (x,y) = p5(x0) — 935 (. ¥) — 03 (x,y), (4.73)

0% = (035, 035, 035) € @3,

Nagrinéjame atvejj, kai objektams po 1 etapo priimtas sprendimas n = 0, t.y. ¢g(x) > 0.
Tegu a. d. & jgyja reikSme 1, 2 arba 3, jei objektas atitinkamai priklauso pirmai, antrai arba
treciai klasei, o a. d. 1) igyja reikSmes 1, 2 arba 3, jei objektas priskiriamas pirmai, antrai ar
tre¢iai klasei. Sprendimas priimamas remiantis a. v. (X7, Y,")”, kurio tankio funkcija o —
baigtinio mato p atzvilgiu yra (4.58).

Tegu randomizuota sprendimy priémimo taisyklé yra funkcija

@° = 9°(x,y) = (02(x,3), 930 (x, ¥), 935 (x, ¥)); ¢ia

oY) =Pn =ilX=xY=yL0< o}(x,y) <1;i=1,2,3;
9% (%, ) + 03(x,¥) + 93 (x,¥) = @5 (x).

Sprendimy priémimo aibg¢ Zymésiu @°.

4.6 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape

U
1|23 |Z
¢

0 0 0
1 @y 2 a3, Oy,

0 0 0
2 jan | ay | &4 | %

0
3 [ % | Xy | & | Y

Tikimybé a; yra @ (x,y) tiesinis funkcionalas:

ajy = afj(9®) = [ ¢i(x,y) gjo(x,y)dm, i,j =1,2,3. (4.74)
Maksimizuojame teisingy sprendimy tikimybiy a?;, a2, ir ad; suma:
ad, + ady + ad; > max, @° € ®O. 4.75)
Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:
ad; + a2, + ad; > max, @° € ®°.

JTO% 392 (X, ¥) + 930 (x,3) 930 (x, ) + 930 (x, ) 930 (x, ¥)]dp =
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= [[90(x Y03 (x,¥) + 930 (X, ¥ w3 (%, ¥) + 93 (x, )03, (x, ¥)]dp - max, ¢° € P°.

Uzdavinio (4.75) sprendiniai:

. 1, 0% (x,y) > w(x,y), 0% (x,y) > 0l (x,7y),
‘P(l)o(x:ﬁ)’)z{ éo( y) go( y) éo( y) (3)0( y) (4.76)
0, wip(x,y) < wy(x,y) wio(x,y) < wzo(x,y),

) 1, wd(xy) > wdo(x,y), 03y (x,¥) > 03y (x,¥),
W) = {5 o > eloGmNelolin) 7w
0, wyo(x,y) <wip(x,y),wy0(x,y) < wzp(x,y),
P30(x,¥) = 5 (x) — 035 (x,¥) — 920 (x,¥), (4.78)

¢* = (915, 920, 930) € P°.
ISsprend¢ uZdavinj gauname sprendimy sritis S,, S,, S,, paZymétas taisyklingajame
trikampyije (Zifiréti 4.3 pav. a)). @°* = (@25, 9%, 935 € ®@° yra uzdavinio (4.75) sprendinys.
5. Hierarchinis klasifikavimas triju klasiy atveju atsisakant priimti
sprendimg, kai apribojamos aposteriorinés klaidy tikimybés

5.1 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikimybés

U
1|2 ]3] 1 0
¢

2 | 3
ﬂn IHIZ 1813 11 ﬂlé ﬂli ﬂl()
ﬁZI ﬂzz ﬂzs 21 ,3 22 ﬂ 23 :Bzo

1
2
3 ﬂ31 1832 :B33 ﬂﬁ ﬂﬁ ﬁsé 1330
)y 1 1 1 1 1 1 1

1 etapas. 1 Zingsnis. Jei yra Zinomos apriorinés klasiy tikimybés wq, w,, w3 salyginio
ekstremumo radimo uZzdavin] (4.5) galima spresti apribojant aposteriorines klasifikavimo
tikimybes B i# Js i, j=12,3.

Pazymékime:

ai]-wj

i =P{{=jln=i}=

, 1=1,2,3,0;j =1,2,3;

Qi1 W1t A W2 +Aj303
Ciaw; =P =j),j =123 w;+w,+ ws =1, apriorinés klasiy tikimybeés.

5.2 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikimybés 1 etapas 1 Zingsnis

n
112 |3
¢

(=1}

0
ﬂll ﬂlZ ﬂ13 ﬂl
ﬂZI ﬂ22 ﬂ23 ﬂ

(=1}

2

(=1}

1
2
3| B | B | By | 5
z 1 1 1 1
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Pagal 5.1 lentel¢ klasifikavimo tikslumo tikimybés f;5,1 = 1,2,3:
Bio = P11 + Pz + P13 + Pio
B2 = P21 + B2z + B2z + Paos
Bso = B31 + B3z + B33 + Bao-

Priimami sprendimai objektus priskirti vienai i§ trijy klasiy arba atsisakoma priimti
sprendima nedetalizuojant atsisakymo priezasties. SprendZiame salyginio ekstremumo radimo
uzdavinj apribojant tikimybes, kurios apibuidina suklasifikuoty objekty aibiy uZterStuma kity
klasiy objektais, f., i # j; i, j=1,23:

ji?

a,; — max,i =123,
{ @ = (91(x), p2(x), p3(x), p5(x)) € @.  (5.1)

,Bji Sbji’i # Jii, j =123,

ISskaidome uzdavinj (5.1) ] tris atskirus uzdavinius:

o, —> max, a,, —> max, 05, —> max,
B <b,,, (5.2) B, <b,, (5.3) Bis <b;, 5.4
ﬂ31£b31’ ﬂ32£b32’ ﬂ23 Sb23’

Cia

0 < byy, b1z < wq;
0 < by, byz < wy;
0 < b3y, b3y < ws3.

SprendZiame (5.2) uZzdavinj. Visy pirma suvedame apribojimus 54, f3; 1 tiesinius pavidalus:
ay,w5(1 = byy) — @11W1by1 — Ay3w3byy < 0ir ay3w3(1 — bgy) — @11 b3y — Ay,wzb31 < 0.
Pazymime:

Y1 = wiba1, V2 = w3(1 — byq), ¥3 = wsbyy,
U1 = wibsy, U7 = wybzy, ¥3 = w3(1 — bsy).
IraSius tiesinius pavidalus ir paZyméjimus j (5.2) uzZdavinj gauname:

Q1 — max,

®12Y2 — A11¥1 — A13Y3 < 0 (5.5)
a1393 — 1101 — @120, <0

Taikome Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metoda:

@11 — C21(@12Y2 — @11¥1 — @13Y3) — C31(A1393 — @1191 — @0;) > max, @ € P,

J o1 + c21v1 + 3191 f1(X) = (€212 — €3192) fo(x) — (€3193 — C21¥3) fs(X)] d =

J 1O + c21¥1 + c3191) w1 (%) — (c21¥2 = €3192) w2 (X) — (€3193 — €21¥3) w3 (x)]dp — max,
QY E D

Pagal fundamentaligjg Neimano — Pirsono lemg uzdavinio (5.2) sprendinys lygus:

(62172—631192)102 (x)+(C31193—621V3)w3 €3]
(1+ca1v,+c3191)
(62172—631192)002 (x)+(631193—62173)w3 €3)
(1+c21v,+c3191)
(62172—631192)102 (x)+(C31193—62173)w3 €3]
(1+ca1v,+c3191)

(1, Kai w,(x) >

)

p1(x) =164, kai w,(x) = , (5.6)

\O, kai w;(x) <

)

kur konstantos ¢,; = 0, ¢3; = 0, §; € [0,1] randamos iS salygos: 21 (¢]) = b1,
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B31(97) = b3y, ty. a3w,(1 — byy) — agwibyy — ay3w3byy = 0ir
a13w3(1 — b3y) — ayw1b3; — ajwab3; = 0.
Analogiskai sprendziami (5.3) ir (5.4) uZdaviniai.
Sprendziame (5.3) uZzdavinj. Suvedame apribojimus £, B3> 1 tiesinius pavidalus:
az21w1(1 = byz) — Azpwzb1; — A23w3b1; < 0ir ay3w3(1 — b3y) — az;wzb3; — a1 w1bs; < 0.
Pazymime:
Y1 = w1(1 = by3), V2 = Wab13, V3 = w3byy,
Y1 = w1b3y, ¥ = wybsy, U3 = w3(1 — b3y).
IraSius tiesinius pavidalus ir pazyméjimus i (5.3) uzdavinj gauname:

Qy; = Mmax,

®21Y1 — A22Y2 — A23Y3 < 0 (5.7)
U303 — Az — A191 <0

Taikome Lagranzo neapibréZtiniy daugikliy metoda:

Az — C12(@21V1 — A2V — Aa3Y3) — C32(Aa303 — Azp0; — az19;) > max, @ € @,

J 020 [(1 + 1272 + €3292) f2(X) — (c12v1 — €3291) [1(X) — (3295 — €12¥3) f3(x)] dpu =

J 02001 + c12¥2 + €3292) w2 (X) = (1271 — €329 w1 (X) = (€395 — c12¥3) w3 (x)]dp - max,
QE D

Pagal fundamentaligjag Neimano — Pirsono lemg uzdavinio (5.3) sprendinys lygus:

(c127,—c329D)w, () +(c32893—c12¥3)w, (%)

1, kal (l)z(x) >

(1+C12}/2+C32192) ’
) (c12v1—¢3291) @ (2)+(c3293—C1275)w, (x)
5(x) =< 65, kai wy(x) = 1 i) 5.8
(Pz( ) 2 wz( ) (1+C12}/2+C32192) ( )
kO; Kai wz(x) < (c12v1—c3291) @, (X)+(c3293—c1273)w, (%) ’
(1+C12}/2+C32192)

kur konstantos ¢;, = 0, c3, = 0, §, € [0,1] randamos i$ salygos: S12(93) = by,
B32(93) = b3z, ty. @101 (1 — byp) — @pwyb15 — Ap3w3bi; = 0ir
a23w3(1 — b3p) — axwab3; — aziwibzy = 0.
Sprendziame (5.4) uzdavinj. Suvedame apribojimus 3, B3 ] tiesinius pavidalus:
a31w1 (1 — by3) — A3,wzb13 — A33w3b13 < 0ir az,w, (1 — by3) — a31w b3 — az3w3by3 < 0.
Pazymime:
Y1 = w1 (1 = by3), V2 = wzby3, Y3 = w3byz,
U1 = W1by3, 92 = wy(1 — by3), 93 = w3zb,s.
IraSius i (5.4) uzdavinj tiesinius pavidalus gauname ir paZyméjimus:

Q33 = Max,

A31Y1 — A32Y2 — A33Y3 < 0 (5.9
329, — A3191 — az3U3 < 0

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:

@33 — C13(Q31Y1 — U322 — A33Y3) — C32(A320; — az319; — az3¥;) > max, @ € P,

J o3[ + 1373 + €3293) f3(X) — (329, — €13¥2) f2(%) — (C13¥1—C2391) ()] dp =

J 0301 + 1373 + €3293) w3 (%) — (€3292 — €13V2) w2 () — (€13¥1—C2301) w1 (2)] dp > max,
Q ED

Pagal fundamentaligja Neimano — Pirsono lemg uZdavinio (5.4) sprendinys lygus:
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(c3292—C13Y5)w, () +(c137, —c2391)w, (%)

(1, kaiws(x) >

(1+C13]/3+C32193) !
" . . _ (c3292—c137p)w, () +(c137, —c239)w (%)
p3(x) = |53' kai w3 (x) = (T craratesads) ) (5.10)
) (c3292—c13V5)w, (2)+(c13¥,—Cc2391) 0 (x)
0, kai x) < 2 L
k (U3( ) (1+C13}/3+C32193)

kur konstantos ¢;3 = 0, c,3 = 0, 83 € [0,1] randamos i$ salygos: S13(93) = by3,
B23(®3) = bas, ty. az1w1(1 — by3) — a3,wzb13 — azzwsbyz = Oir
32wz (1 — by3) — az1w1by3 — azzwsbyz = 0.

ISsprendg visus tris uzdavinius (5.2), (5.3) ir (5.4) gauname sprendimy sritis S, S,, S,
pazymetas taisyklingajame trikampyje. Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip pazyméta 4.1 pav. a), tai
imdami visy tipy atsisakymo komponente ¢5(x) = 1 — @1 (x) — ¢3(x) — ¢3(x) gauname, kad
@" = (p1(x), p3(x), p3(x), p5(x)) yra uzdavinio (5.1) sprendinys.

AnalogisSkai sprendZiami uZdaviniai, jeigu sprendimy sritys §,, §,, S, tarpusavyje kertasi, kaip
pavaizduota 4.1 pav. b)-f) pagal 4 skyriaus 1 etapo 1 Zingsnio uzdavinius.

1 etapas. 2 zingsnis. Jei yra Zinomos apriorinés klasiy tikimybés w4, w,, w3 salyginio
ekstremumo radimo uzdavinj (4.35) galima spresti apribojant aposteriorines klasifikavimo
tikimybes ,Bﬁ, i#Jj;i,j=123.

Pazymékime:

B =P{{=jln=i}=

aijwj

,i=1,2,3,0; j=1,23,
1w + Ajpwy + Aj3w3
Ciaw; =P =j), j=1,23; w; + w;+ w;=1,apriorinés klasiy tikimybés.

Detalizuojama atsisakymo prieZastis objektams, kuriems pirmame Zingsnyje buvo atsisakyta
priimti sprendimg. SprendZiame salyginio ekstremumo radimo uZdavinj (4.35) apribojant
aposteriorines tikimybes ﬂﬁ , i # 0, j=12,3.

a;, + o5, —> max,
a3, +az, —>max, _
QE P, (5.11)
a5, + a5, —> max,
B:<a,i=123,

¢ia0<aq; <w;,i=123.
UZdavinj (5.11) suskaidome i tris atskirus uzdavinius:

a;, + a5, —> max, a;, + a;, —> max, a5, + a5, —> max,
) (5.12) ) (5.13) (5.14)
B <a, Bs<a,, 5 < as.
Sprendziame (5.12) uzdavinj. Apribojima ;7 suvedame | tiesinj pavidalg:
aﬂwl(l — 1) — AT,W,0, — A73W3aq < 0.
Pazymime: y; = w1(1 — 1), ¥2 = w2ay, Y3 = w3a;.
IraSius tiesinius pavidalus ir paZyméjimus j (5.12) uZdavinj gauname:
a1, + a3 — max,
5.15
{ahh — a12¥2 — a3¥3 < 0. (5-15)

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:
aiy + a1z — c1(@11y1 — a12¥2 — A13¥3) > max, P € P,
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Jler () f2(2) + 01(2) f3(2) — c1(@1(X)Y1/1(%) — 912 £2(x) — P1(X)Y3f3(x))] dp =
Jor(O[(A + 1) () + (1 + c1y3) fs(X)—cry1 fi(x)] du = _

Jor(O[(A + c172)wr(x) + (1 + ¢1¥3) w3 () —c1y1 w1 (x)]dp — max, § € .

Pagal fundamentaligja Neimano — Pirsono lemg uZdavinio (5.12) sprendinys lygus:

( 1 Kaio (x) < (1+c1y2)w2(x)+(1+c1y3)a)3(x)
4 1 C1V1 )
" . (1+c1y2)w (x)+(1+c1y3)w (x)
2(2) = {8y, kaiw; (x) = : 2
p1(x) 1, kai w;(x) P
. (1+c1y )w (x)+(1+c1y )a) (x)
| 0, kai w,(x) > 22 >3

1Yy

kur konstantos ¢; = 0, §; € [0,1] randamos i§ salygos: f11(¢1) = a4,
ty. an01(1 — ay) — ag, w20y — azwza; = 0.
AnalogiSkai sprendZiami (5.13) ir (5.14) uzdaviniai.
Sprendziame (5.13) uzdavinj. Apribojima f,7 suvedame ] tiesinj pavidala:
a?zwz‘(l — az) — az;W1a; — azzw3a; < 0.
PaZymime: y; = w10y, ¥2 = wz2(1 — az), y3 = wza,.
IraSius tiesinius pavidalus ir pazyméjimus | (5.13) uzdavinj gauname:

{ a3, + az3 > max,
Az72Y2 — Az1Y1 — Az3Y3 < 0.

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:

azq + azz — c(az2¥2 — Az1¥1 — Az3Y3) D Max, P € P,

JIoz(0) f1(x) + 9z (X) f3(x) — 2 (0z(0)V21f2(%) — Pz(X)Y1f1(X) — 9z(X)y3f3(x))] dp =
J oz + c2y) fi(X) + (1 + c2¥3) fs(X) =22 fo(X)] dp = _

J oz [(1 + 2y w1 (x) + (1 + co¥3) w3 (X) =2y, 0, (x)]dp - max, @ € P.

Pagal fundamentaligja Neimano — Pirsono lemg uZdavinio (5.13) sprendinys lygus:

( 1, kai w,(x) < (1+C2y1)w1(x)+(1+cz}’3)w3(x)’

2V,

1 1
©5(x) =14 6,, kai w,(x) = (1+eay; o, D+( +C2V3)w3(x)’

2V,

L 0, kal Wy (x) > (1+C2V1)w1(x)+(1+c2y3)w3(X) ’

2V,

kur konstantos ¢, > 0, §, € [0,1] randamos i§ salygos: B7,(¢3) = as,
t.y. 0(720)2(1 - az) - aila)laz - a730)3a2 = O.
Sprendziame (5.14) uzdavinj. Apribojima 33 suvedame ] tiesinj pavidalg:
a§3w3(1 —a3) — A3;W10a3 — Az3,W503 < 0.
Pazymime: y; = w1a3, ¥, = w,0a3,¥3 = w3(1 — az).
IraSius tiesinius pavidalus ir pazyméjimus i (5.14) uzdavinj gauname:

{ a3z, + a3z, > max,
a33Y3 — A31Y1 — A32Y2 < 0.

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:

azy + az; — c3(az3y3 — a31y1 — a3z¥;) > max, P € P,

JIos(0) f1(x) + 93(X) f2(x) — c3(03(0)V3f3(%) — P3(0)Y1/1(X) — 93(X)V2f2(2)] dp =
J o3[+ c3y) fi(x) + (1 + c3v2) fa(X)—c3v3f3(x)] du = _

J o3[ + c3y1)w1(x) + (1 + c372) w2 (X)—c3y3w3(x)]dp - max, § € P.

(5.16)

(5.15)

(5.16)

(5.17)
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Pagal fundamentaligja Neimano — Pirsono lemg uZdavinio (5.14) sprendinys lygus:

(1, Kai w, (x) < Lrer)e e )o,@)
' ’ €373 ’
L 1
P32) = {65, Kai wg(x) = IO @) (5.18)
373
. (1+e3yy)w, () +(1+czy,)w, ()
kO’ kai w3(x) > —— €373 —— ’

kur konstantos ¢ = 0,83 € [0,1] randamos i§ salygos: B33(93) = as,
t.y. 0l§30)3(1 - a3) - a§1w1a3 - a§2w2a3 == O.

ISsprendg visus tris uzdavinius (5.12), (5.13) ir (5.14) gauname sprendimy sritis S5, S5, Sg,
pazymeétas taisyklingajame trikampyje. Jeigu sprendiniai yra tokie, kaip paZyméta 4.2 pav. a), tai
imdami visy tipy atsisakymo komponente @5(x) = @5(x) — ¢1(x) — @3(x) — @3(x) gauname,
kad
@" = (p7(x), p5(x), p3(x), @ (x)) yra uzdavinio (5.11) sprendinys.

Analogiskai sprendZiami uzdaviniai, jeigu sprendimy sritys S, S5, S5 tarpusavyje kertasi, kaip
pavaizduota 4.2 pav. b)-f) pagal 4 skyriaus 1 etapo 2 Zingsnio uzdavinius..

2 etapas. Tarkime, kad antrajame etape suklasifikuojame visus likusius objektus, kuriems
pirmajame etape buvo atsisakyta priimti sprendimg. Tokiu atveju maksimizuojame teisingy
sprendimy tikimybiy sumas, t.y. sprendziame (4.60), (4.65), (4.70), (4.75) uzdavinius, kuriy
sprendiniai yra aprasyti 4 skyriuje 2 etape.

Taciau, jeigu 2 etapu klasifikavimo uzdavinys nesibaigia, nagrin€¢jame atvejj, kai objektai po
1 etapo pateko j Qf sritj, priimtas sprendimas 1 = 1. Sprendimas priimamas remiantis a. v.
(X", Y;")T, kurio tankio funkcija o — baigtinio mato p atZvilgiu yra (4.55). Jei yra Zinomos
apriorinés klasiy tikimybés wi, w3, w3 salyginio ekstremumo radimo uZdavinj (4.60) galima
spresti apribojant aposteriorines tikimybes (tikimybiy apribojimai sutampa su (5.1) uzdavinio
apribojimais).

SprendZiame sglyginio ekstremumo radimo uZdavinj apribojant tikimybe f3, ir
minimizuojant tikimybe a3, (abiejy riisiy klaidingy sprendimy tikimybiy apribojimai sutampa su
(5.1) apribojimais:

1 - 1
a3, — min, ay, = max, 7 T
{ o arba { 2 el (5.19)
B3z < as, B3z < Az,
Ga 0 < az, < wi.
5.3 lentelé. Aposteriorinés klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etape
T 2 3 P
¢ Suvedame apribojima f3, i tiesinj pavidala:
1 1 1 1 .1 1 1 SN
1| B | By | B | azzw3(1—asp) —ay; wias; — azw3a3; < 0.
T T i | Paiymékime yi = wias,, ¥ = w3as;, ¥z = w3(1 —asy).
2| BB | B o1t32, T2 = 2 . st
2! = = IrasSius 1 (5.19) uzdavinj tiesinj pavidalg bei naujus pazymeéjimus
1 1 1 .
3| By | B Py | gauname:
)y 1 1 1 T,
a max, 7 7
{ ;1 2oL @l € dL (5.20)
az3Y3 — A1 Vi — Az2Y2 <0,

Taikome Lagranzo neapibréztiniy daugikliy metoda:
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a}, — cl(a3s ¥} — a3y v — al,¥3) > max, @' € @7, o

030 ¥)g30(x,¥) = ¢ (930 (%, ¥)¥3 930 (%, ¥) — 930 (x, ¥)¥1glo (%, ¥) —
~030(%,¥)¥2930(%,¥))] dp =

= [ o) [(1+ 'y gho(xy) — ¢* (vigho(x.¥) — vigho(x.3))| du » max, ¢ € BT,
Uzdavinio (5.19) sprendinys lygus:

( T ! (rhaly e —vighy(xy))
1 3930 1910
1L, gy > () )
T« T T I (yigl, ey —vigl,(xy) T Tx
P20(x,¥) =1 8%, glo(x,y) = 0 3"(“615) = ), P30(x,y) =1 - @35(x,y), (5.21)
2
(1.1 i1
T ¢ (V3g30(xry)_ylg10(xry))
kOr gZO(xr y) < (1+ijg) )

o = (@3 0lp) € @1,

kur konstantos ¢ > 0, 8" € [0,1] randamos iS salygos: ,/3}2 (gogz‘,) = a3y,
1 .1 1 1 SN —
ty. azs w3(1 — asz) — az; wias; — azwzas; = 0.

Analogi$kai nagrinéjami atvejai, kai objektai po 1 etapo pateko j Q;,i = 2,3, 0, sritis.
Naudojame 4 skyriaus 2 etapo pazymejimus.

6. Pavyzdys. Irisu veisliy klasifikavimas

Spresime iliustracinius trijy klasiy klasifikavimo uZdavinius naudojant R. FiSerio (1936) irisy
(liet. vilkdalgiy) duomenis [10]. Kartais Sie duomenys dar vadinami Andersono irisy
duomenimis, kadangi Siuos duomenis surinko Edgaras Andersonas norédamas jvertinti
morfologinius pakitimus tarpusavyje susijusiy trijy irisy veisliy. Tai klasikiniai testiniai
duomenys, naudojami daugiamaciy duomeny analizei.

Buvo iSmatuota N = 150 trijy veisliy géliy (iris setosa, iris virginica ir iris versicolor) imtis
X1, X5, ..., X150, pagal keturis parametrus: taurélapio ilgi (sepal length), tauré¢lapio ploti (sepal
width), vainiklapio ilgj (petal length), vainiklapio plot] (petal width). Kiekvienos veislés geliy
skaicius yra lygus n; = 50, i = 1, 2, 3. Taigi apriorinés klasiy tikimybés yra lygios, w; = g,

i =1,2,3, o stebéjimas yra nusakomas keturmaciu parametry vektoriumi X; = (Xq, Xy, X3, X4),
i=1,2,..,150. Tegu x; - taurélapio ilgis (sepal length), x, - taurélapio plotis (sepal width), X3
— vainiklapio (petal length), o X, - vainiklapio plotis (petal width).

6 pav. Iris setosa, Iris virginica ir Iris versicolor géliy veislés

D¢l trumpumo klasifikavimo uzdaviniuose géliy veisles Zymésiu klasémis:
o [ris setosa — 1 klasé,
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e [ris virginica — 2 Klasé¢,
e [ris versicolor — 3 klasé.

6.1. Daugiamacio normalumo tikrinimas

Tarkime, kad steb&jimai X;,X,...,X159, (M; =50,i =1,2,3) gauti stebint a. .
(X[§ = 1)~Ny(pn1, Z1), (XI§ = 2)~Ny(pz, Z2) ir (X|§ = 3)~Ny(ms3,Z3). Patikrinkime Siems
vektoriams daugiamat] normaluma, taikydami kriterijus, grindZiamus eksceso ir asimetrijos
koeficientais [13].

Tikriname hipoteze:

Hi: a.v. (X|¢ = 1) pasiskirstes pagal keturmatj normalyjj skirstinj Ny (py, Z;).

SAS programinés jrangos PROC IML procediira apskai¢iuojamos kriterijy, grindZiamy
eksceso ir asimetrijos koeficientais, p — reikSmés. Abiejy kriterijy gautos p — reikSmés yra
didesnés uz pasirinktg reikSmingumo lygmenj « = 0,05 (0.1771859 > «, 0.1953229 > a),
todél H; hipotezé apie a. v. (X|¢ = 1) normalumg neatmetama.

TESTS 1 klase:
betalhat kappal pvalskew
Based on skewness: 3.0797213 25.664345 0.1771859
Hipotezé apie a. v. a. v. neatmetama, esant reiksSmingumo lygmeniui 0.05.

bhetaZhat kappa2 pvalkurt
Based on kurtosis: 26.537656 1.2949922 0.1953229
Hipotezé apie skirstinio a. v. Neatmetama, esant reiksmingumo lygmeniui 0.05.

Tikriname hipoteze:
Hy: a. v. (X|é = 2) pasiskirstes pagal keturmatj normalyjj skirstinj N, (i, Z5).

SAS programinés jrangos PROC IML procediira apskai¢iuojamos kriterijy, grindZiamy
eksceso ir asimetrijos koeficientais, p — reikSmés. Abiejy kriterijy gautos p — reikSmés yra
didesnés uz pasirinktg reikSmingumo lygmenj « = 0,05 (0.194445 > a, 0.5674125 > «),
todél H, hipotezé apie a. v. (X|€ = 2) normalumg neatmetama.

TESTS 2 klase:
betalhat kappal pvalskew

Based on skewness: 3.0222014 25.185012 0.1944445
Hipotezé apie skirstinio a. v. Neatmetama, esant reikSmingumo lygmeniui 0.05.

betaZhat kappa2 pvalkurt

Based on kurtosis: 22.879375 -0.571866 0.5674125
Hipotezé apie skirstinio a. v. Neatmetama, esant reik$mingumo lygmeniui 0.05.

Tikriname hipoteze:
Hj: a. v. (X|¢ = 3) pasiskirstes pagal keturmatj normalyjj skirstinj N, (ps, Z3).
SAS programinés jrangos PROC IML procediira apskaiiuojamos kriterijy, grindziamy
eksceso ir asimetrijos koeficientais, p — reikSmés. Abiejy kriterijy gautos p — reikSmés yra

didesnés uz pasirinktg reikSmingumo lygmenj a = 0,05 (0.1593457 > «, 0.8919043 > «a),
todél H; hipotezé apie a. v. (X|€ = 3) normalumg neatmetama.
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TESTS 3 klase:
betalhat kappal pvalskew
Based on skewness: 3.1438575 26.198812 0.1593457
Hipotezé apie skirstinio a. v. Neatmetama, esant reik$mingumo lygmeniui 0.05.

betaZhat kappa2 pvalkurt
Based on kurtosis: 24.266299 0.135895 0.8919043
Hipotezé apie skirstinio a. v. Neatmetama, esant reik$mingumo lygmeniui 0.05.

Patikring hipotezes, gavome, kad visi trys a. v. pasiskirst¢ pagal normalius skirstinius. Todéel
toliau spresdami uzdavinius tarsime, kad a. v. (X|& = 1)~N,(ly, Z1), (X|& = 2)~N,(uy, Z,) ir
(X|§ = 3)~Ny(ps, Z3).

6.2. Parametry vertinimas

Tarkime turime a. v. (X|€ = 1)~N,(1q, Z1), (X|€ = 2)~N,(y, Z,) ir
(X|§ = 3)~Ny(ps, Z3).

SAS programinés jrangos PROC IML procedira vertiname a. v. (X|é =1i) vidurkiy ir
nepaslinktuosius kovariaciniy matricy fi;, £;,i = 1, 2, 3 parametrus.

Gavome parametry jvercius:

(5.006, 3.428,1.462, 0.246), (6.1
, = (5.936,2.77,4.26,1.326), (6.2)
(6.589,2.974,5.552, 2.026), (6.3)

3}

= |l

fis

0.1242
a 0.0992
0.0164
0.0103

0.2664
« _ 00852
0.1829
0.0558

0.4023
s, _ (00935
3 0.3026

0.0489

0.0992
0.1437
0.0117
0.0093

0.0852
0.0985
0.0827
0.0412

0.0935
0.1040
0.0714
0.0476

0.0164
0.0117
0.0302
0.0061

0.1829
0.0827
0.2208
0.0731

0.3026
0.0714
0.3046
0.0488

0.0103
0.0093
0.0061
0.0111

0.0558
0.0412
0.0731
0.0391

0.0489

0.0476

0.0488
0.0754

(6.4)

(6.5)

(6.6)

Pagal vidurkiy ir kovariaciniy matricy gautus jvercius galime teigti, kad klasés yra skirtingos,
pirmos klasés géliy taurélapiai yra platesnis lyginant su kitomis dviejomis klasémis, taip pat Sios
klasés geliy taurélapiai yra trumpesni ir siauresni.

6.3. Hipotezés apie kovariaciniy matricy lygybe tikrinimas

Tarkime, kad turime a. v. (X|¢& = 1)~N,(1q,Z,), X|& = 2)~N,(uy, Z,) ir
(X]¢ = 3)~N,(us3, Z3). Remiantis Siais a. v. (X|é =i),i = 1, 2, 3, patikrinkime, ar a. v.
kovariacinés matricos yra lygios.
Tikriname hipoteze:
Hy:Zy =3, =3,

Hipotezei patikrinti naudojama modifikuota tikétinumy santykio statistika A, kuri gaunama
imant nepaslinktuosius kovariaciniy matricy jvercius.
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SAS programinés jrangos PROC IML procediira apskaiGiuojama statistika —2InA bei chi
kvadrato y2(f) su f = (m — 1)k(k + 1)/2 laisvés laipsniais o — oji kritiné reik§mé, ¢ia m —
klasiy skaicius.

TEST:

statistika
146.59428

kritiné_reiksmé
31.410433

Hipotezé apie kovariaciniy matricy lygybe atmetama, esant reik$mingumo lygmeniui 0.05.

Pagal asimptotinj modifikuotg tikétinumy santykio kriterijy H, hipotezé atmetama su
reik§mingumo lygmeniu & = 0,05, t.y. —2InA > x& ;s (f). Galime teigti, kad a. v. (X|§ = 0),
i =1, 2,3, kovariacinés matricos yra skirtingos.

6.4. Klasifikavimas i tris klases, kai néra atsisakymo nuo sprendimo

Sprendziame trijy klasiy klasifikavimo uZdavinj be atsisakymo priimti sprendimg. Pirmuoju
atveju klasifikavimg atliksiu turint pilng informacija X; = (X4,X2,X3,%X4), i = 1,2, ..., 150, t.y.
imant keturis poZymius: taur¢lapio ilgj, taurélapio ploti, vainiklapio ilgj ir vainiklapio plotj,
antruoju atveju klasifikavimg atliksiu imant du poZzymius X; = (x4,X2), i =1,2,...,150:
taurélapio ilgj ir plotj.

i x) &

" ' ~a
() @3(x)

6.4.1 pav. Sprendimy priémimo sritys trijy klasiy atveju be atsisakymo priimti sprendimg

Pirmas atvejis. Tarkime, kad a. v. (X|¢é = 1)~N,(ny,21), X|€ = 2)~N,(pny, 2,) ir
(X|¢ = 3)~N,(u3, Z3) parametrai yra Zinomi ir lygis w;, Z;, i = 1,2, 3, (6.1) — (6.6). Apriorinés
klasiy tikimybés yra lygios: w; = wy, = w3 = é Uzdavin] sprendZiame analogisSkai (4.31)
uzdaviniui. Aposteriorinés klasiy tikimybés pagal (4.4) yra:

_ _ _ . fi(x)
j— — = = 24X

w,(x) =P =2[X=x}= f1(x)+;2gx%+f3(x)’
— — = = 37

w3(x) =P{§ =3|X=x} = f@+H@+f(x)

4
ke £ = (=) rep {5 (e mO"5 G- w0} 1= 1,2,3, yra Keturmatio nomalaus
|2

skirstinio tankio funkcija.
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Priimami sprendimai stebéjima priskirti n = i, i = 1, 2, 3, klasei, kai:

n = 1,kai w;(x) > w,(x), w;(x) > w;(x),
n = 2,kai w,(x) > w,(x), w,(x) > w3(x),
n = 3,kai w3(x) > w;(x), w3(x) > w,(x).

Klasifikavimo tikslumo a;q, i = 1, 2, 3, tikimybes vertiname pagal §j algoritma:
1. Modeliuojame a. v. (X[é = 1)~N, (1, Z1).
2. Tikriname, ar stebéjimas priklauso vienai i$ Siy sri€iy ir atitinkamai jai priskiriame:

Q ={x:w(x) > w,(x),01(x) > wz3(x)} - a;; =PXEQE =1},
Q, = {x: w3(x) > w1 (x), wa(x) > w3(x)} = ay; = PXE Q|E =1},
Q3 = {x: w3(x) > w1(x), w3(x) > w,(x)} - a3z = PXE Q3¢ = 1}

3. Kartojame algoritmg 1 = 100 000 karty, apskai¢iuojame a;4, i = 1,2, 3, ivercius:
a1 = sk1/L, kur skl yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i (14 sritj,

= sk2 /1, kur sk2 yra skaicius, kiek karty stebé&jimai pateko j £, sritj,
sk3/1, kur sk3 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i (15 sritj.

R K
w N
[

i1

Analogiskai skai¢iavimai atliekami likusioms klasifikavimo tikslumo «;,, i = 1,2, 3, ir a;3, | =
1, 2, 3 tikimybéms.

6.4.1 lentelé. Trijy klasiu klasifikavimo tikslumo tikimybés be atsisakymo priimti sprendima, turint pilna
informacij

U
1 2 3 )
¢

1 1 0 0 1

2 0 0,97737 | 0,02263 | 1

3 0 0,02707 | 097293 | 1

Antras atvejis. Tarkime, kad a. v. (X|& =1)~N,(ny,Z;), X|€ =2)~N,(n,, 2,) ir
(X|¢ = 3)~N, (3, Z3) parametrai yra Zinomi ir lygas:

1y = (5.006,3.428), 1, = (5.936,2.77), us = (6.589,2.974,), (6.7)

_ (0.4023 0.0935

3, = (0.1242 0.0992>’ 3, = (0.2664 0.0852>’ L= (0.0935 0.1040)_ (6.8)

0.0992 0.1437 0.0852 0.0985

Apriorinés klasiy tikimybeés yra w; = w; = wq = % UZzdavinj sprendZiame analogiskai (4.31)
uzdaviniui. Aposteriorinés klasiy tikimybés pagal (4.4):

_ _ _ _ f1(x)
wi(x) =P =1X=x}= f1(x)+;2gx%+f3(x)’
—_ — = = 27
j— — = = 34X
w3(x) =P{§ =3|X=x} = fi()+f2(0)+f3(x)

2
kur £(x) = (=) ﬁexp{—i(x — ) I - w) ) i =1,2,3.
i 2
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Klasifikavimo tikslumo «;q, @5, @3, i = 1,2, 3, tikimybes vertiname pagal tokj patj algoritma
kaip ir 1 atvejyje.

6.4.2 lentelé. Trijy Kklasiy Kklasifikavimo tikslumo tikimybés be atsisakymo priimti sprendima, turint du
pozymius (taurélapio ilgis ir plotis)

n
1 2 3 )
¢

1 0,99119 | 0,00854 0,00027 1

2 0,01414 | 0,75722 0,22864 1

3 0,00676 | 0,32792 0,66532 1

Lyginame 6.4.1 ir 6.4.2 lentelése gautus rezultatus. Kaip matome, turint pilng informacijg 1
klasés stebéjimai suklasifikuoja 100 % tikslumu, ne kg blogiau klasifikuojami ir 2 bei 3 klasés
stebéjimai, jy tikslumas 97 - 98 %. Taciau norint taip suklasifikuoti steb¢jimus gali uZtrukti
pakankamai daug laiko bei kaSty surenkant pilng informacija apie analizuojamus stebé&jimus.
Klasifikuojant steb¢jimus be sprendimo atsisakymo ir turint tik pradin¢ informacijg, tarkime
Siame uzdavinyje ji bus taurélapio ilgis ir plotis, prasCiau klasifikuojamos 2 ir 3 klasés. Pagal
prading informacijg Siy klasiy stebéjimai yra sunkiau atskiriami, kaip matote 6.4.2 pav.,
steb¢jimai dalis antros ir trecios klasés steb¢jimy susimaiS¢ tarpusavyje. D¢l Sios prieZasties,
klaidingy sprendimy klasifikavimo tikimybés, taip pat, yra pakankamai didelés. Tokiu atveju,
patartina spresti hierarchinio klasifikavimo uzdavinj, kurio metu atsisakoma priimti sprendima,
kai stebé¢jimy parametrai néra pakankamai tikslis, ir rinkti papildomg informacijg tolimesniam
klasifikavimui.

Iris Species Classification
Physical Measurement
Source: Fisher (1936) Iris Data

Species:
Setosa 1 dclass
. Versicolor 2 class
Virginica 3 class

Petallen

70 = . = o~

Sepalwid
55
Sepallen 43 20
Sepallen: Sepal Length in mm. Petallen: Petal Length in mm.
Sepalwid: Sepal Width in mm. Petal Width not shown

6.4.2 pav. Irisy veisliy iSsibarstymas pagal taurélapiy ir vainiklapiy ilgius bei taurélapiy plocius

6.5. Hierarchinis klasifikavimas trijy klasiy atveju su atsisakymu
priimti sprendima

Sprendziame trijy klasiy klasifikavimo uZdavini su atsisakymu priimti sprendimg bei
sprendimo atsisakymo detalizavimu. Pirmiausia 1 etape 1 Zingsnyje klasifikuosime steb¢jimus |
tris klases arba atsisakysime priimti sprendimg nedetalizuojant atsisakymo prieZasties. Tarsime,
kad 1 etape turime prading informacija, t.y. du pozymius: tauré¢lapio ilgj ir plotj. Tada 1 etape 2
Zingsnyje atliksime 1 Zingsnio atsisakymo prieZasties detalizavimg. Pabaigoje, 2 etape, prie
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turimos pradinés informacijos prijungsime papildoma informacijg: vainiklapio ilgj ir plotj, ir
suklasifikuosime likusius stebéjimus ] tris klases be atsisakymo priimti sprendimg. Galiausiai
pateiksiu atlikty klasifikavimo uZdaviniy ekonomiSkumo palyginima pagal gautas klasifikavimo
tikslumo tikimybes.

1 etapas 1 Zingsnis. Tarkime, kad a. v. (X|€ = 1)~N, (1, Z1), X|€ = 2)~N,(uy, Z,) ir
(X|¢ = 3)~N,(u3, Z3) parametrai yra Zinomi ir lygas (6.7), (6.8). Apriorinés klasiy tikimybés
yra wq; = Wy, = W3 = % Sprendziame salyginio ekstremumo radimo uzdavinj (4.5) apribojant
klaidingy sprendimy tikimybes «;; , i # j; i,j=12,3.

Priimami sprendimai steb¢jimg priskirtin =1i,i = 1,2, 3, 0, klasei, kai:

n = 1,kai w1 (x) > ¢1,w,(X) + c3w3(x),
n = 2,kai wy(x) > cz101 (%) + c2303(x),
n = 3,kai w3(x) > c3101(x) + c303(x).
n = 0, kitais atvejais.

Klasifikavimo tikslumo a;;, @;5, @3, i = 1,2, 3, 0, tikimybes vertiname pagal §j algoritma:

1. Pagal duotus apribojimus Monte - Karlo metodu ieSkome c¢;,, €13, €21, C23, C31,C32
konstanty. Modeliuojame a. v. (X|& = i)~N,(w;, Z;), i = 1,2, 3. Apsibréziame konstanty
ieSkojimo ribas.

2. Tikriname, ar stebéjimas priklauso vienai i$ Siy sri€iy ir atitinkamai jai priskiriame:

Q; = {x: 01 (%) > c0,(x) + czw3(x)} -
a;; = PIX € 0| =1}, a1, = P{X € 4 |§ = 2}, ay5 = P{X € |¢ = 3}.

Qy = {x: w2 (x) > 2101 (%) + cr303(x)} -
az1 = P{X € Q;|¢ = 1}, az; = P{X € 0, = 2}, ap3 = P{X € 0,]¢ = 3}.

Q3 = {x: w3(x) > c3101(x) + c3w, (%)} -
az; = P{X € Q3|¢ = 1}, a3, = P{X € Q3] = 2}, az3 = P{X € Q3]¢ = 3}.

Q5 = {x: w1 (x) < c10,(X) + c13w3(xX), W, (x) < 101 (X) + cr3w3(x), wz(x) <
3101 (X) + + c3w,(x) } -
a5, = P{X € Q3¢ = 1}, ag, = P{X € Q5/|¢ = 2}, a5 = P{X € Q5/¢ = 3}.

3. Kartojame algoritmg 1 = 100 000 karty, apskai¢iuojame @;q, @;», ;3,1 = 1, 2, 3, jvercius:

a1 = sk11/1, kur sk11 yra skaicius, kiek karty stebéjimai pateko j 0, sritj,
a,; = sk21/1, kur sk21 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i (), sritj,
a3, = sk31/l, kur sk31 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i ()5 sritj,
a1, = sk12/1, kur sk12 yra skaicius, kiek karty stebé&jimai pateko j 0, sritj,
a,, = sk22 /1, kur sk22 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i (), sritj, (6.5.1)
a3, = sk32/1, kur sk32 yra skaicius, kiek karty stebéjimai pateko j Q5 sritj,
a3 = sk13/1, kur sk13 yra skaicius, kiek karty stebé&jimai pateko j 0, sritj,
a,3 = sk23 /1, kur sk23 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko i (), sritj,
a33 = sk33/l, kur sk33 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko j Q5 sritj,

4. Kartojame 3 Zingsnj, kol pereiname visas konstanty ribas. Tada iSrenkame konstantas,
pagal kurias klaidingy klasifikavimy tikimybés yra ar¢iausiai apribojimy.
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5. Pakartojame 3 Zingsnj su apskai¢iuotomis konstantomis, randame a;q, @i, @j3, i = 1,2, 3,
jverCius pagal (6.5.1) ir apskaiCiuojame ag;, [ =1,2,3, klasifikavimo tikslumo
tikimybes:

a5y = 1 —ayg — a1 — a3y,
Ay =1 — g — ayp — azy,
a5z = 1 —ay3 — a3 — a33.

6.5.1 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 1 etapas 1 Zingsnis

]’I ~
1 2 3 0 >
¢

0,9895 0,0052 0,00006 0,0053 1

2 0,0117 0,7259 0,2031 0,05932 1
0,0056 0,2999 0,637 0,05752 1

F
@ x)

Caz=1.1
Cia=1.1

Cya=1.1
1 Caz=1.1

ey () Car'= 1.1 @ (%)

6.5.1 pav. Sprendimy priémimo sritys 1 etapas 1 Zingsnis

1 etapas 2 Zingsnis. Detalizuojame atsisakymo priezastis. SprendZiame salyginio
ekstremumo radimo uZzdavinj (4.35) maksimizuojant klasifikavimo tikimybes priskirti objektus
vienai i§ klasiy: 1,2 arba 3, ir apribojant klaidingy sprendimy tikimybes «;,, i = 1,2, 3:

Priimami sprendimai stebéjimg priskirtin =i, i = 1,2,3,0, klasei, kai:

1
1+d,’

9

1
1+ds
ai 0, (%) > ——, Wy (%) > ——, ws(x) >

1 1
1+d,’ 1+d,

1+d3”

Klasifikavimo tikslumo a;q, @5, a;3,i = 1,2, 3, 0, tikimybes vertiname pagal §j algoritma:

1. Pagal duotus apribojimus Monte - Karlo metodu ieSkome d;,d,,d; konstanty.
Modeliuojame a. v. (X|& = i)~N,(u;, 2;), i = 1,2, 3. ApsibréZiame konstanty ieSkojimo
ribas.

2. Tikriname, ar stebéjimas priklauso vienai i$ Siy sri¢iy ir atitinkamai jai priskiriame:

Q1 = {x: w1(x) < cw(x) + c13w3(x), W2(X) < cz1w1(X) + ca3w3(x), w3(x) <
C3101(X) + + c320,(x), w(x) <1/(1+dy)} »
ap; = P{X € 051§ = 1}, ag; = P{X € 01/§ = 2}, ag3 = P{X € Q1]§ = 3}.
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Q3 = {x: w1(x) < c1207(%) + c1303(x), W(x) < 2101 (X) + Ca3w3(x), w3(x) <
c31w1(X) + + c320,(X), wo(x) <1/(1+dy)} -
az1 = P{X € Q3|¢ = 1}, az; = P{X € Q3¢ = 2}, az3 = P{X € 03¢ = 3}.

Q3 = {x: w1(x) < €1202(%) + c1303(x), W(X) < 2101 (X) + Ca3w3(x), w3(x) <
C3101(X) + + c30,(%), w3(x) <1/(1+d3)} -
az; = P{X € Q3|¢ = 1}, a3, = P{X € Q3(§ = 2}, az3 = P{X € Q3] = 3}.

Qo = {x: w1(x) < c1207(%) + c1303(x), W(x) < 2101 (X) + Ca3w3(x), w3(x) <
3101 (X) + + c32072(%), w1 (x) > 1/(1+dy), w(x) > 1/(1+dy), wz(x) >1/(1+
d;) } -

afn = P{X € O|¢ = 1}, ag; = P{X € Qy|§ = 2}, ap3 = P{X € Qy|§ = 3}.

3. Kartojame algoritma 1 = 100 000 karty, apskai¢iuojame a;q, a;, @;3,i = 1,2, 3, jverdius:

a7, = sk_nell/l, kur sk_nel 1 yra skaiCius, kiek karty stebéjimai pateko j Q7 sritj,
az1 = sk_ne21/l, kur sk_ne21 yra skaicius, kiek karty stebé¢jimai pateko j Q5 sritj,
a3z, = sk_ne31/l, kur sk_ne31 yra skaicius, kiek karty steb¢jimai pateko j 3 sritj,
a1, = sk_nel2/l, kur sk_nel?2 yra skaicCius, kiek karty stebéjimai pateko j Q7 sritj,
a3, = sk ne22/l, kur sk_ne22 yra skaicCius, kiek karty steb¢jimai pateko i (3 sritj, (6.5.2)
az, = sk_ne32/l, kur sk_ne32 yra skaicius, kiek karty stebéjimai pateko j Q3 sritj,
a3 = sk_nel3/l, kur sk_nel3 yra skaicius, kiek karty stebé&jimai pateko j Q7 sritj,
az3 = sk_ne23/l, kur sk_ne23 yra skaicius, kiek karty stebé¢jimai pateko j Q5 sritj,
az3 = sk_ne33/l, kur sk_ne33 yra skaicius, kiek karty stebéjimai pateko j Q3 sritj,

4. Kartojame 3 Zingsnj, kol pereiname visas konstanty ribas. Tada iSrenkame konstantas,
pagal kurias klaidingy klasifikavimy tikimybés yra ar¢iausiai apribojimy.

5. Pakartojame 3 Zingsnj su apskai¢iuotomis konstantomis, randame a;;, @;,, @;3,i = 1,2, 3,
jver¢ius pagal (6.5.2) ir apskaiCiuojame ag;, i =1,2,3, klasifikavimo tikslumo
tikimybes:

Qo1 = Ap1 — 11 — Az1 — A3q,
Qoz = gz — Qg2 — Az2 — A3,
Qo3 = Apz — A3 — Ap3 — A33.

6.5.2 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 1 etapas 2 Zingsnis

¢ n 1 2 3 1 2 3 0 s
0,9895 | 0,0052 | 000006 | 0,0004 | 000004 | 00031 | 00017 1

2 00117 | 07259 | 02031 | 00537 | 000003 | 00033 | 0,0023 1
0,0056 | 02999 | 0637 | 00548 | 000003 | 00012 | 00015 1

2 etapas. Norint objektus, kuriems buvo detalizuota atsisakymo prieZastis arba atsisakyta
priimti sprendimg 1 etape 2 Zingsnyje, atitinkamai suklasifikuoti j vieng is trijy klasiy (1, 2 arba
3) reikalinga papildoma informacija apie kiekvieng iS Siy objekty. Tokiu atveju, greta a. v. X
galima surinkti papildoma informacijg a. v. Y, kuris yra informatyvesnes negu vektorius X. Prie
turimos pradinés informacijos prijungsime papildomg informacija: vainiklapio ilgj ir plotj, ir
suklasifikuosime likusius stebéjimus j tris klases be atsisakymo priimti sprendimg. Spresime
(4.60), (4.65), (4.70) ir (4.75) uzdavinius. Maksimizuosime teisingy sprendimy tikimybiy
aly, ab,irats; i =1,2,3, sumas.
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Klasifikavimo tikslumo ajy, ai,, az, i = 1,2, 3, tikimybes vertiname pagal §j algoritma:
1. Modelivojame a. v. (X|é = i)~N,(n;,Z;),i = 1,2,3.
2. Tikriname, ar stebéjimas priklauso vienai i$ Siy sri€iy ir atitinkamai jai priskiriame:

G = {x: w1 (%) < €1202(x) + c1303(%), W1(X) < €102 (%) + ¢303(x), wW3(x) <
€3101(0) + C302(0), 01 (0) < s WI(EY) > W3 (xY), V1Y) > WiE W] -
aj, = PX e ¢ =1},

2, = {x: w1 (%) < €1205(x) + c1303(%), W1(xX) < c1202(X) + ¢303(x), wW3(x) <
€3101 (1) + + €320, (1), @, (®) < s W3 (69) > 01(x,Y), WhEY) > WiE Y] -
az; = PX€ Q¢ =1},

Q3 = {x: w1 (X) < €1202(x) + c1303(%), W1(X) < €102 (%) + ¢303(x), wW3(x) <
3101 (X) + + 50,8, @3(X) < —, wl(x,3) > wl(x,3), Wl(x,) > wix, )] —

i 1+d,
az; = P{X € Q3]¢ = 1}.

3. Kartojame algoritma 1 = 100 000 karty, apskai¢iuojame ay, al,, ak, i = 1,2,3, jverdius.
Analogiskai atlieckami skai¢iavimai likusioms klasifikavimo tikslumo a3, a3, a3, i = 1,2,3,

al, a, ak, i=1,23,iral, a), ak,i =1,2,3, tikimybéms.

6.5.3 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybés 2 etapas

n
1 2 3 )
¢

1 | 0,99476 | 0,00518 | 0,00006 | 1

2 10,01169 | 0,78358 | 0,20473 | 1

3 | 0,00556 | 0,30178 | 0,69266 | 1

Ekonomiskumas. Iliustruokime hierarchinio klasifikavimo uZdavinio ekonomiskuma.
Tarkime, kad taurélapio ilgio ir ploCio informacija surinkti kainuoja 0,50 Lt (vienai gélei), o
surinkti vainiklapio ilgio ir ploCio informacija — 2 Lt, tarkime, tai yra sunkiau iSmatuojami
parametrai. Tokiu atveju galime palyginti spresty uzdaviniy ekonomiSkuma. Tiksliausias
klasifikavimas buvo sprendZiant uzdavinj be atsisakymo, tafiau turint pilng informacija, kuri
kainuoja brangiausiai (0,50+2=2,50 Lt), taip pat, galbiit ne visiems steb¢jimams §i informacija
reikalinga. Taigi, jeigu turime neribotg biudzZeta ir neribotg klasifikavimo atlikimo laika, tada
galime rinkti tiksliausig klasifikavimo biuida, t.y. i§ karto rinkti pilng informacijg ir klasifikuoti
visus stebéjimus be atsisakymo priimti sprendimg. Tac¢iau norint sutaupyti laiko ir kasty ir tuo
paciu metu turéti tikslesnius rezultatus, galime rinktis hierarchinj klasifikavimg. Kaip matome
6.5.4 lenteléje tyrimo sgnaudos hierarchinio klasifikavimo uzdavinio skiriasi 183 Lt, taiau
nuostoliai beveik lygts su klasifikavimo uZdaviniu, turint tik pradin¢ informacijg.

6.5.4 lentelé. Klasifikavimo uZdaviniy tipy ekonomiskumas

Hierarchinis Klasifikavimas be Klasifikavimas be

klasifikavimas atsisakymo X atsisakymo X Y
Viso: 1.683 1.500 6.000
Nuostoliai: 270 293 99
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Hierarchiniu klasifikavimu teisingy sprendimy klasifikavimo tikimybes a,, ir as3
pagerinome

2 %, o klaidingy sprendimy tikimybes a@,3 ir @3, sumaZinome 3 % procentais, lyginant su
klasifikavimu be atsisakymo turint tik prading informacija.

6.5.5 lentelé. Klasifikavimo tikslumo tikimybiy palyginimas: hierarchinis klasifikavimas, klasifikavimas be
atsisakymo turint pradine informacija, klasifikavimas be atsisakymo turint pilna informacija

U
1 2 3 )
¢

1 1099-0,99-1 | 0,01-0,01-0 0-0-0 1

2 10,01-0,01-0 | 0,78-0,76-0,98 | 0,20-0,23-0,02 | 1

3 10,01-0,01-0 | 0,30-0,33-0,03 | 0,69-0,67-0,97 | 1
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ISVADOS

Darbe buvo sprendziami hierarchiniai 2 etapy klasifikavimo teoriniai uZdaviniai dviejy ir trijy
klasiy atvejais apribojant klaidingy sprendimy klasifikavimo tikimybes @;j, i,j = 1,2,..,m, arba
apribojant aposteriorines klasifikavimo tikimybes fj;, i,j = 1,2,..,m. Detaliai iSnagrinéti 1
etapo klasifikavimo uzdaviniy sprendimai, papildyta hierarchinio klasifikavimo uzdavinio teorija
2 etapo klasifikavimo procediira. 2 etape sprendziami 4 klasifikavimo uZzdaviniai, kurie objektus
priskirtus 1,2, 3 arba 0 klasei suklasifikuoja j 1, 2 ir 3 klases be atsisakymo priimti sprendima,
taip pat uzsimenama apie 3 etapo klasifikavimo galimybg.

Teorinés dalies analizuoti klasifikavimo uZdaviniai, iliustruoti klasikiniais testiniais FiSerio
irisy duomenimis, parode¢, kad hierarchinio klasifikavimo uZdavinys gali biiti ekonomiSkesné
alternatyva, nei klasifikavimo uzdaviniai be atsisakymo priimti sprendimg. Taip pat, pavyzdyje
klasifikavimo tikslumo tikimybiy rezultatai buvo 2 — 3 % tikslesni negu klasifikavimo uZdavinio
be atsisakymo priimti sprendimg pirminiy duomeny atveju.

SAS programine jranga IML procediira sukurti algoritmai, klasifikavimo taisykliy
konstantoms rasti bei jvertinti klasifikavimo tikslumo tikimybes, gali biiti naudojami testiniams
Sios srities moksliniams darbams. Taip pat, teorin¢ dalis bei programa gali biiti panaudota
studentams kaip papildomas mokymosi Saltinis.
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SUMMARY

The Hierarchical Two Stage Classification

In this work there was analysed theory of hierarchical two stage classification procedures of
two and three class limiting wrong classification probabilities «;;, i,j = 1,2,..,m, or the
posterior classification probabilities B;;, i,j = 1,2,..,m.

The first stage of hierarchical classification various problems related with decision making
areas was detailed examined and solved. In addition the second stage of hierarchical
classification had been added and analysed, too.

Theoretical analysis of the classification, which had been illustrated according to Fisher's Iris
Plants Database (Fisher, 1936), was demonstrated that the hierarchical two stage classification
procedure may be more economical option than the classification tasks without the rejection
option. Also, the results of hierarchical two stage classification procedure were classified with 2
— 3 % higher accuracy than the shared data classification tasks without the rejection option.

Accomplished theoretical analysis may be useful not only to students as an additional
resource for learning, but also it could be continued scientific research for various real data using
SAS software IML procedure algorithm, which had been created to find the constants of
classification rules and evaluate classification rules accuracies of the classification probabilities.
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PRIEDAI

Darbo paskutiniame lape pridétame kompaktiniame diske jrasyti SAS programy kodai, kuriy
pagalba buvo sprendziami 6.1 — 6.5 skyriuose apraSyti uZdaviniai. Taip pat pridétas irisy
duomeny failas xIs, Skai¢iavimai.xlsx failas, kuriame buvo sisteminami gauti rezultatai formatu
bei Office Visio Drawing programos Sablonai, kurie buvo sukurti braizZyti sprendimy pri€émimo
sri¢iy grafikams.

Aplanke ,,.SAS kodai*:

6.1 _6.4.sas kodu sprendziami 6.1 — 6.4 skyriuose apraSyti uzdaviniai;
konstantu_radimas_3kl_letap_Iz.sas kodu ieSkomos 1 etapo 1 Zingsnio klasifikavimo
taisykliy konstantos;

const_3kl_letap Iz.sas kodu radus 1 etapo 1 Zingsnio konstantas, jas apsiraSome kaip
makrokintamuosius ir randame klasifikavimo tikslumo tikimybes;
konstantu_radimas_3kl_letap_2z.sas kodu ieSkomos 1 etapo 2 Zingsnio klasifikavimo
taisykliy konstantos;

const_3kl_letap 2z.sas kodu radus 1 etapo 2 Zingsnio konstantas, jas apsiraSome kaip
makrokintamuosius ir randame klasifikavimo tikslumo tikimybes;

3kl 2etapas.sas kodu sprendZziamas antro etapo klasifikavimo uzdavinys. Visy keturiy
uzdaviniy gautus rezultatus 2 etape reikia sudéti prie pagrindinés klasifikavimo taisykliy
lentelés, tai padaryta Skai¢iavimai.xlsx faile 2 etapas lape.

grafikas_iris_species.sas kodu nubraizomas grafikas pavaizduotas 6.4.2 pav.

Aplanke ,,Office Visio grafiky failai‘ patalpinti Office Visio Drawing programos Sablonai.
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