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3
Ivadas

Matematika ir muzika, atrodo visisSkai skirtingi ir tarpusavyje nesusij¢ dalykai. Matematika
daznai siejama su Saltumo, neijddomumo, atmetimo jausmais, atsiradusiais besimokant mokykloje.
Tuo tarpu muzika tartum prieSingybé. Turblit néra tokio Zmogaus, kuris nemégty muzikos,
nebiity paspaudgs pianino klaviso ar dainaves dainos.

IS tikryjy muzika ir matematika tarpusavyje yra labiau susije nei jprasta manyti. Senovés
Graikijoje muzika buvo laikoma grieZta matematine disciplina. Pitagorie¢iy mokymo planas
»Quadrivium® arba kitaip keturlypis kelias apémé keturias sritis: aritmetika, muzika, geometrija

bei astronomija.

Matematika

Aritmetika | Muzika | Geometrija | Astronomija

Muzikos disciplina tada nesiriipino kiirybiniais kiiriniy atlikimo bruozais, tai buvo garso ir
harmonijos mokslas, iSreiSkiamas skaiCiy sarysiais.

Kalbant apie matematikos ir muzikos ry$i, pasak Alison Motluk, yra pastebéta, kad vaikai,
besimokantys muzikos daznai yra gabesni sprendziant jvairius galvostkius, Zaidziant Sachmatais,
déliojant déliones bei darant matematines iSvadas. Su tuo glaudZiai susijgs taip vadinamas
»Mocarto efektas”, manoma, kad V. A. Mocarto muzikos klausymas pagerina Zmoniy
matematinius bei erdvés suvokimo gebéjimus.

Mano darbo tikslas buvo remiantis ivairiais S$altiniais panagrinéti matematinius aspektus
atsirandan¢ius muzikoje. Kadangi $i tema pakankamai plati, a§ apsiribojau nagrinéti tam tikras
temas, palieCiant svarbiausius dalykus. Kitas mano darbo tikslas buvo susipazinti su keliomis
muzikinémis programomis bei pabandyti uZraSyti klasikinio kirinio interpretacija pasirinktoje
programoje. Tam tikslui pasirinkau ,,MadTracker* programa bei Liudviko van Bethoveno kiirini

fortepijonui ,,Svilpikas*.

1. Garso bangos

1.1. Garsas

Muzikos perdavimo priemoné yra garsas. Tikras muzikos suvokimas reikalauja bent jau
elementaraus garso prigimties supratimo.

Garsas yra oro virpesiy pasekmé. Ora sudaro gausybé glaudziy molekuliy, atsitrenkianciy
viena i kita, to rezultatas yra oro slégis. Objektui virpant dél oro slégio atsiranda bangos. Sios

bangos yra suvokiamos kaip garsas. Garsas sklinda oru apie 340m/s, priklausomai nuo oro
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temperatiros. Garso bangos yra iSilginés bei turi kelis pozymius pagal kuriuos mes suvokiame
garsus. Visy pirma, tai amplitud¢, iSreiskianti virpesiy dydi ir suprantama kaip garsumas. Tipisko
kasdieninio garso amplitudé yra itin maza. Kitas pozymis yra tono aukstis, priklausantis nuo
virpesiy daznio, trecias poZymis — tembras, kuris priklauso nuo garso akustinio spektro sudéties.

Ketvirtas poZymis yra trukmé.

Fizikinis garso poZymis | Suvokiamas garso poZymis
Amplitude Garsumas
Daznis Tono aukstis
Spektras Tembras
Trukmé Ilgis

Alfredas Majeris atrado, kad zemesnio tono intensyvus garsas, neleidzia mums suvokti
auksStesnio garso, tuo tarpu intensyvus auks$to tono garsas nemaiSo suvokti silpna zemo tono
garsa.

Dazniai muzikoje zymimi Hercais (Hz), kartais dar ciklais per sekunde. Zmogaus ausiai
girdimas diapazonas yra nuo 20 Hz iki 20000 Hz, tuo tarpu pavyzdziui triusio — nuo 300 Hz iki
45000 Hz, delfino — nuo 1000 Hz iki 130000 Hz. Zmogui Zemesnio daZnio garsai yra daugiau
jauciami nei girdimi.

Garso intensyvumas matuojamas decibelais (dB), 0 decibely iSreiskia 1072 W/m* jégos
intensyvuma, tai yra galima sakyti silpniausias garsas, kuri zmogus dar gali girdéti, skausmo
slenkstis yra 10 W/m’. Pridedant 10 decibely, jégos intensyvumas padidéja deSimteriopai.
Padauginant jéga i§ daugiklio b, prie esamo signalo lygio pridedama 10/g(b) decibely.
Praktiskai yra vartojama logaritminé intensyvumy skale, n decibely reiskia  10"'~"2 W/m>,
Decibelai taipogi nusakomi kaip santykinis matas. Jégos intensyvumo santykis 10:1 nusako 10
decibeluy padidé¢jima. Pavyzdziui jégos intensyvumo koeficientas 2:1 reiskia 3 dB skirtuma, nes

g2 yra apytiksliai lygu 0,3.

Jeigu yra kartu girdimi 2 skirtingi 70 dB garso Saltiniai, rezultato garsas padidéty apytiksliai
3 decibelais, todél, kad jéga yra padvigubinama, ir decibely skaifius padidéja 10/g2
vienetais.

Kartais naudojamas matavimo vienetas dB SPL, bei svoriy kreivés. Yra trys standartinés
kreivés vadinamos A4, B, C. Iprasta naudoti kreiveg 4, kurios virStiné apytiksliai yra ties 2000 Hz ir
kreivé stipriai maz¢ja i kita pusg. Kreivés B ir C yra plokStesnés ir mazéja tik ekstremumuose.

Matas naudojantis kreive A, vadinamas dBA arba dBA SPL.
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Girdos slenkstis yra silpniausias garso lygis, kuri mes girdime. Jo verté kinta priklausomai
nuo dazniy spektro dalies. Miisy ausys jautriausios Siek tiek aukStesniam nei 2000 Hz dazniui,
tuo tarpu girdos slenkstis yra truputi auks¢iau nei 0 dB. Prie 100 Hz slenkstis yra apie 50 dB, o
10000 Hz — apie 30 dB. Snabzdesio vidurkis yra 15-20 dB, pokalbis daZniausiai vyksta 60-70
dB lygyje, o skausmo slenkstis yra apie 130 dB.

Garsumo vienetas yra fonas. Klausytojas prisitaiko prie signalo lygio tol kol jis yra vienodo
intensyvumo kaip ir standartinis 1000 Hz signalas. Kai daznis yra lygus 1 kHz, garso lygio ir

garsumo skalés sutampa.
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Sio grafo kreivés yra vadinamos Flegerio-Munsono kreivémis arba izofonomis.
Horizontalioji aSis nusako dazni, matuojama ciklais per sekundg, o vertikalioji intensyvumo lygi
decibelais.

SkleidZziamo garso jégos kiekis vatais yra labai mazas. Klarnetas daugiausiai skleidzia 12
garso vaty, trombonas gali skleisti nuo 6 iki 7 garso vaty. Kalban¢io Zzmogaus balsas yra apie

0,00002 vatai, dainininkas bosas gali daugiausiai pasiekti apie 1/13 vato.
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1.2. Harmoninis svyravimas

Dalelé m turi jéga F pusiausvyros padétyje, »y=0, jégos verté yra proporcinga atstumui y
nuo pusiausvyros padéties,
F=—ky
¢ia, k — tamprumo koeficientas. Pagal Niutono désnius Zinome, kad

F=ma,
'y
kur a= % yra dalelés pagreitis laiku z. I$ Siy dviejy lygybiu gaunama kita diferencialiné

lygtis, biitent

2
dy, kv,
= m

Sios diferencialinés lygtie sprendiniai yra funkcijos

y=Acos(\/k

—t
m

)+Bsin(\/zt).

m

Tokia diferencialiné lygtis yra harmoniniy bangy analizés pagrindas.

1.3. Virpancios stygos

Sakykime turime virpancia styga, itvirtinta abiejuose galuose. IS pradziy laikykime, kad
styga turi sunky rutuliuka prikabinta viduryje jos. Rutuliukas yra pusiausvyros padétyje, jo masé
m yra daug karty didesné nei stygos mas¢. Kai styga itempiama, jéga F yra proporcinga atstumui

¥ nuo pusiausvyros padéties.

F=—ky
. . . - . d'y  ky . .
Taigi, turime diferencialing lygti i +; =0, kurios sprendiniai yra funkcijos
& K . . . . L
y=Acos(y—t)+ Bsin(y/—t), kur A ir B konstantos apibréztos pradine rutuliuko pozicija ir
m m

greiciu.

Stygos vidurio taskas gali likti pusiausvyros padétyje kol abi stygos pusés virpa prieSingomis
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fazémis. Gitaroje tai gali biiti pasiekta palietus stygos vidurio taska jos tempimo metu ir
tuctuojau atleidziant. Garsas bus oktava aukStesnis nei nattralus stygos tono aukstis arba lygus
padvigubintam dazniui. Sitokio bido harmonijos naudojimas yra jprasta priemoné tarp gitaristy.

Jei kiekviena pusé virpa kaip sinuso banga, tai kito taSko svyravimas aprasomas funkcija:

k . k
y—Acos(2\/Zt)+Bsm(2\/;t).

Jeigu taskas, esantis padétyje 1/3 stygos ilgio, yra paliestas tempiant styga, rezultato garsas

bus oktava bei tobula kvinta aukStesnis nei natiiralus stygos tono aukstis arba lygus trigubam
dazniui. Taipogi, jeigu 3 stygos dalys virpa kaip sinuso bangos, kur viduriné stygos dalis yra

prieSingos fazes nei kitos dvi, tada nestacionaraus tasko svyravimas aprasomas funkcija:

y=Acos(3\/%t)+Bsin(3\/%t).
K<<

{ S

Bendru atveju styga virpés kaip amplitudziy aibé. Pavyzdziui, styga suduota plaktuko, kaip

tai vyksta pianine, turés kitokia amplitudziy aibg nei tempiama styga. Bendra tasko ant stygos

y=>. Ancos(n\/zt)+B”sin(n\/Et).
; m m

1.4. DaZnio spektras

svyravimo lygtis bus

Matematikoje kampai matuojami laipsniais arba radianais, ciklas yra 2. Sinuso banga,
sudazniu v (hercais), virSiinés amplitude c ir faze ¢ yra formos
csin(2mvi+e¢).
Dydis w=2mv yra vadinamas kampiniu grei¢iu. Kampas ¢ nusako kur sinusas kerta
laiko a$j.
Modernaus koncerto standartinis tono aukstis yra natoje A, vir§ vidurinés C, 440 herce.

0

P
r 4%
iy =
Sl

e
440 Hz

-y
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Tai reik§ty banga formos csin(8807m¢+¢). Ja galima perraSyti naudojantis
standartinémis sinuso ir kosinuso sumavimo formulémis:
sin( A+ B)=sin Acos B+cos Asin B;
cos(A+ B)=cosAcosB—sinAsinB.
Taigi turime:
csin(wit+¢)=acoswt+bsinwt,
kur a=csin¢ , b=ccoso.

Taipogi duotiems a ir b, c ir ¢ gali biiti iSreiksti

c=\/az+b2 , tan¢>=%.

Daznio spektro koncepcija turi svarbig reikSme naty suvokimui. Garso spektras yra grafas

nurodantis daug skirtingy garso dazniy amplitudziy. Virpancios stygos su fundamentaliu dazniu

k

_ \m grafas atrodyty taip,
21

¥ 2y B8 41

&ia horizontalioji asis yra daznio asis, o vertikalioji nusako amplitude. Sis grafas iliustruoja garsa
su diskre¢iu dazniy spektru, tai yra komponentais, kurie yra fundamentalaus daznio kartotiniai,
amplitudé mazéja esant didesniems dazniams. Kai kurie garsai, tokie kaip ,,baltas triukSmas* turi

iStisini dazniy spektra.

Baltas triuksmas

1.5. Trigonometrinés tapatybés ir daiziai

Kai dvi artimos natos grojamos kartu mes kartais girdime diizius, jie yra pagrindinis
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metodas, kuriuo derinamos pianino stygos. Yra svarbu suprasti Siy diuziy kilme, tam padés
trigonometrinés tapatybés.

sin( A4+ B)=sinA-cos B+cos A-sin B (1)
cos(A+B)=cosA-cosB—sinAd-sinB (2).

Kadangi sin(—B)=-sinB, o cos(—B)=cos(B), pakei¢iant B | —B lygtyse (1),

(2) gauname:

sin(A—B)=sin A-cos B—cos A-sin B (3)
cos(A—B)=cos A-cos B+sin A-sin B (4).
Sudedant lygtis (1) ir (3) gauname:
sin(A4+B)+sin(4—B)=2-sin A-cos B (5),

perrasom sinA-cosB=%(sin(A+ B)+sin(A—B)) (6).

Panasiai sudedant ir atimant lygtis (2) ir (4) gauname:
cos(A+B)+cos(A—B)=2cos A-cos B (7);
cos(A—B)—cos(A+B)=2sin Asin B (8),

arba

cos A-cos B=—(cos(A+B)+cos(4A—B)) (9);

N | =

sinA-sinB=%(cos(A—B)—cos(A+B)) (10).

Tai leidzia bet kokia sinuso ir kosinuso sandauga uzrasyti kaip sinusy ir kosinusy suma arba

skirtuma. Svarbus bus atvirkS¢ias procesas, todél pazymime u=A+B ir v=4—B.

. . _ 1 1 . .
SprendZiant A4 ir B atzvilgiu, gaunama A=§ (u+v),0 B =5(M—V). Naudojant Siuos

pazymejimus lygtims (5), (7) ir (8) gaunamos sekancios tapatybés:

siny +sinv=2 sin%(u +v)-cosl(u—v) (11);
1 1
COS U +cos v=200s5(u+ v)~cos§ (u—v) (12);

cos u—cosv=25in%(u+ v)-sin%(u—v) (13).

Dabar galima bet kokia sinusy ar kosinusy suma bei skirtuma paraSyti kaip sinusy ir
kosinusy sandauga.

Sakykime pianino derintojas derina viena i§ triju styguy, atitinkanc¢iy nata A vir§ vidurinés C,
kurios daznis turi biti 440 Hz. Kita styga vis dar rezonuoja ties 436 Hz, o treCiosios svyravimy

amplitudé yra slopinama, taigi ji netrukdo antros stygos derinimui, nepaisant amplitudés fazes,
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dvi stygos kartus skambés kaip:
sin(8807r¢)+sin(872 1),

naudojant lygti (11), $ia suma galima perraSyti 2sin(8761¢)cos(41¢). Tai reiskia, kad mes
gauname sudétini efekta, kai sinuso banga yra 438 Hz, t. y. dvieju stygu vidurkio daznis.
Amplitudé moduliuoja 1éta kosinuso banga 2 Hz dazniu, arba kitaip ji lygi pusei dvieju stygu
dazniy skirtumo. Si moduliacija yra tai, kas suvokiama kaip diiziai. Moduliuoto kosinuso bangos
amplitude turi dvi virSiines cikle, todé¢l diiziy per sekunde skaicius yra 4, t. y. lygus dviejy stygu
dazniy skirtumui. Pianino derintojas derina antra styga priklausomai nuo pirmosios visy pirma

pasalindamas duZius, biitent reguliuvodamas styga taip, kol duiZiai sulétinami iki sustojimo.

1.6. Bangos lygtis styginiams instrumentams

Sakykime yra virpanti styga, itvirtinta abiejuose galuose. Poslinkis y yra laiko ¢ bei pozicijos
x, iSilgai stygos, funkcija. Virpancia styga apraso vienos dimensijos diferencialiné lygtis.
Poslinkis, iSilgai stygos, bet kuriuo laitko momentu yra maZzas. Nagrinésime skersines bangas

arba kitaip judesi, statmena stygai.

Tsinf(z+Ax)
T

flx)
T*f__¢

T sin 8(x)
.. ) . ) : m . kg e . o
T zymi stygos jtempima niutonais ( k€' ), o p — tankj ( . ). Isilgai stygos, pozicijoje
s

. 0 o : :
x kampas O(x) tenkina 9(x)=a—§:. Segmente nuo x iki x+Ax, jégos vertikalus

komponentas kairiame stygos gale bus —Tsin0(x), o deSiniame bus 7sin0(x+Ax).
Tariant, kad O0(x) yra mazas, sinO(x) ir tan0(x) yra apytikriai lygis, tai skirtumas tarp
vertikaliy jégos komponenciy abiejuose galuose apytiksliai lygus

Oy(x+Ax) dy(x)

8y(x+Ax)_8y(x)):TAx' 0x ox
ox ox Ax
82)/

PR

TtanO(x+Ax)—Ttan0(x)=T(

~TAx

0x

Segmento masé apytiksliai bus lygi pAx. Pagal Niutono désnj F'=m-a, Kkai pagreitis
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a= Gl auname
Py g
o’y 0%y
TAx ~(pA
ox’ (pAx) or’
Suprastinus A x abiejose pusése

7y, ,2y
ox* T ar

Tol kol O(x) néra didelis, stygos judesio lygtis apibréziama bangos lygtimi

O’y _ 0%y
2:c 2
ot ox

kur c=\/£.
p

2. Konsonansas ir disonansas
2.1. Harmonija

Nata styginio ar puc¢iamojo instrumento skamba tam tikru auk$¢iu, sakykime dazniu v, 1§
tikryju su Siuo dazniu garsas yra periodinis. Garsas gali buti suskaidytas sveikais daznio v
kartotiniais. Garso komponentas su dazniu v yra vadinamas fundamentaliu. Komponentas su
dazniu mv vadinamas m-tuoju harmoniniu priegarsiu (harmonika) arba (m-/)-uoju obertonu.

Sakykime, jei m=3, tai mes gauname 3 harmoninj priegarsj arba 2 obertona.

0=
nb_aﬂ

(W]
S (w3
L ]
T "l

2
a1
=
LA ]

1 2 3 45 6 7 89 10

Si diagrama nusako eile harmoniniy priegarsiu, kuriy pagrindas yra C, zemiau vidurinés C.
Septintasis harmoninis priegarsis yra Siek tiek platesnis nei Bb vir§ smuiko rakto. Modernioje
lygiai temperuojamoje gamoje tre€ias ir penktas harmoniniai priegarsiai Siek tiek skiriasi nuo
naty G ir E.

Kalbant kitame kontekste, m-toji garso dalis yra m-toji daznio komponenté, skai¢iuojama
nuo apacios. Pavyzdziui klarnetas, kuriame yra tik nelyginiai harmoniniai priegarsiai, pirmoji

dalis yra pagrindin¢ dalis arba pirmas harmoninis priegarsis, o sekanti dalis yra trecias
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harmoninis priegarsis.

2.2. Paprasti sveiky skaiciy santykiai

Dvi natos besiskirianCios oktava skamba darniai (konsonansu), tuo tarpu dvi natos
besiskirianc¢ios Siek tiek daugiau ar maziau nei oktava skamba nedarniai (disonansu). Oktavos
intervalas atitinka daznio padvigubinima, pavyzdziui, nata A vir§ vidurinés C atitinka 440 Hz

daznj, todél nata A Zemiau vidurinés C atitinka 220 Hz daznj.

P>
A

440 Hz

220 Hz

Jei mes grosime S§ias natas su standartiniais styginiais ar puciamaisiais instrumentais,
kiekviena nata turés ne tik duoto daznio komponentg, bet taip pat ir dalis atitinkancias to daznio
kartotinius. Taigi Sioms dviems natoms, bus tokios dalys:

440 Hz, 880 Hz, 1320 Hz, 1760 Hz,....

220 Hz, 440 Hz, 660 Hz, 880 Hz, 1100 Hz, 1320 Hz,...

Kitu atveju, jei grotume dvi natas, kuriy dazniai yra 445 Hz ir 220 Hz, ju dalys atrodyty taip:

445 Hz, 890 Hz, 1335 Hz, 1780 Hz, ...

220 Hz, 440 Hz, 660 Hz, 880 Hz, 1100 Hz, 1320 Hz,...

220) 44100 fafil) HE0 1320 1760

(Hz)

Komponenciy 440 Hz ir 445 Hz, 880 Hz ir 890 Hz ir taip toliau buvimas sukelia SiurkStumo
pojiiti, kuris klausos interpretuojamas kaip disonansas.

Dél nepaprasto oktavos intervalo konsonanso, ju daliy sutapimo, Zmogus supranta oktava
besiskirianc¢ias natas kaip ta pacia nata, tiesiog viena yra aukStesné. Tai panaudojama jvairiuose
muzikos zanruose, pavyzdziui kai choras dainuoja unisonu, tai reikSkia, kad moterys ir vyrai
dainuoja atskiras oktavas. Naty atskyrimas oktavomis daznai vadinamas oktavy ekvivalentumu.

Muzikinis intervalas tobula kvinta nusakomas daznio santykiu 3:2. Jei grojamos dvi natos,

kuriy daznio santykis 3:2, tai trys dalys Zemesnés natos sutaps su antra dalimi aukStesnés natos
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bei natos turés bendras aukStesnes dalis. Tuo tarpu, jei santykis yra truputi kitoks nei 3:2, tai
atsiras nedarna tarp trecios dalies Zemesnés natos bei antros dalies aukStesnés natos, taigi jos
disonuos.

Tokiu buidu parinkti intervalai su mazais sveiky skaic¢iy daznio santykiais yra labiau darniis
nei kiti intervalai. Pitagoras 6 amzZiuje prieS misy era atrado, kad dvi vienodo itempimo stygos
grojamos vienu metu skamba maloniai, jei ju stygy ilgiai iSreiSkiami dviejy mazy sveiky skaiciy
santykiu. Tai buvo vienas i§ pirmyju sveikuyju skai¢iy aritmetikos désniy panaudojimo pavyzdziy,

visa tai véliau iSplétota pasekéjy — Pitagorieciy.

2.3. Konsonanso ir disonanso samprata istorijos bégyje

Muzikos istorijoje konsonanso ir disonanso terminai turéjo gausybe reikSmiy. Nuo Senovés
Graikijos laiky iki mazdaug devinto miisy eros Simtmecio nebuvo modernaus dvieju, skirtingy
auksciy, kartu grojamy garsy harmonijos supratimo. Terminai buvo naudojami tik rySiams tarp
naty tono auk$¢iy melodiniame kontekste nusakyti, daugiausia démesio skiriama gamoms.

Ankstyvojoje polifonijoje, tarp 900 ir 1300 miisy eros mety, terminai nusaké dviejy kartu
grojamy naty garso kokybe. Siame periode tik 6 intervalai buvo laikomi konsonuojanéiais:
oktava (2:1), kvinta (3:2), kvarta (4:3), oktava plius kvinta (3:1), oktava plius kvarta (8:3) bei
dviguba oktava (4:1). Tercijos ir sekstos buvo laikomos disonuojan¢iomis, galbiit dél to, kad
dominuojanti to meto gama buvo PitagorieCiu, kur tercijos bei sekstos yra Siek tiek Saizesnés nei
vélesnése gamose.

Periode nuo 1300 iki 1700 mety, tos pacios natos buvo laikomas galinCios skambéti
konsonansu viename melodiniame kontekste bei disonansu kitame kontekste. Konsonanso aibé
jau apémeé tercijas ir sekstas.

18 a. J. Rameau savo rastuose pristato ,,fundamentalios esmés* koncepcija, priklausomai nuo
kurios pavien¢ nata gali biiti darni arba ne.

19 a. H. Helmbholtsas grizta prie dviejy kartu grojamuy tony skleidziamo garso kokybés, bet
paaiskinimus jau pateikia diiziy terminais.

RySys tarp tono aukscio ir daznio atrastas kazkur 16-17 Simtmetyje Galiléjo Galiléjaus bei
nepriklausomai M. Merseno darbuose. Galiléjo Galil¢jaus konsonanso paaiSkinimas buvo toks:
jei dvi natos yra iSreikStos paprastu sveiky skai€iy santykiu, tada atsiranda reguliarumas arba
periodiskumas visoje bangos formoje, tod¢l Zzmogaus ausies blignelis néra ,,laikomas kankynéje®.

17 a. atrasta, kad puciamojo ar styginio instrumento nata, be pagrindinio daznio turi dalis,
iSreikstas jo kartotiniais.

G. A. Sorge (1703 — 1778) buvo pirmasis mangs, kad disonansas atsiranda d¢l artimuy daznio
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daliy. Taip buvo traktuojama iki 19 amziaus, véliau H. Helmholtsas sieké paaiSkinti konsonansa
ir disonansa moksliniu pagrindu. H. Helmholtsas grindé savo paaiSkinimus Zmogaus klausos
spektru. Jis teige, kad dél maZesniy skirtumy tarp daznio daliy, gali biiti girdimi diiZiai, tuo tarpu
didesniems dazniy skirtumams garsas tampa ¢aizus. Disonuojancio garso dazniy daliy skirtumas
turi biiti 30-40 Hz, nepriklausomai nuo pavieniy dazniy. Didéjant dazniy skirtumui ¢aizumas
iSnyksta ir vél prasideda konsonansas. Tuo metu jis padaré iSvada, kad oktavos intervalas yra
darnus, kadangi aukStesnés natos daznio dalys yra tarp Zemesnés natos daliy, todel caizumo néra.

R. Plompas ir W. J. M. Leveltas buvo pirmieji, kuriems riipéjo istirti konsonansg ir disonansa
eksperimentiniu biidu. Ju eksperimento rezultatas parodé¢, kad subjektyvioje skal¢je, konsonansas

kyla nuo 0 (disonansas) iki 1 (konsonansas).

1.0 0.0

/_/

+ 0.8
| \ o

. 2
gu.e; E
S 4
g 0.4 @
Pl

0.2

0.0 1.0
00 0.2 04 06 08 10 1.2
% Kritné dazniu juosta
Grafe nurodyti dazniy santykiai, x aSyje nurodyti kritinés daZzniy juostos santykiai. Tai
reiSkia, kad esama dazniy skalé hercais horizontalioje aSyje kinta priklausomai nuo natos tono

aukscio, taCiau grafo forma lieka pastovi. Skalés daugiklis R. Plompo ir W. J. M. Levelto

nurodytas kaip proporcingas kritinés dazniy juostos plo€iui.

2.4. Sudétiniai tonai

R. Plompas ir W. J. M. Leveltas taipogi tyrinéjo tonus su labiau komplikuota harmonine
sudétimi. Jie padar¢ prielaida, kad visas disonansas yra suma gretimy poros daliy sukelty
disonansy. Jie naudoju paprastus skaiCiavimus, kuriuose nata turi fundamentalaus daznio ir jo

kartotiniy dalis iki SeStos harmonikos.
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Daznis (hercais) —

Smailiausios vir§tinés yra pagrinde (primoje) 1:1, oktavoje 1:2 ir tobuloje kvintoje 2:3,
mazesnes virSiinés yra su santykiais 5:6 (tiksli minoriné tercija), 4:5 (tiksli mazoriné tercija), 3:4
(tobula kvarta) ir 3:5 (tiksli mazoriné seksta). Jei biity naudojamos auksStesnés harmonikos,
grafas turéty daugiau virStiniy.

Tam kad nubrézti labiau sistematiSka kreivg, galima naudoti disonanso funkcija

1
f(x)=4-x|e' ™", kuri maksimalia reikime igyja, kai X=7 Sf(x)=1.

2.5. Tony deriniai

Kai garsiai grojamos dvi natos su skirtingais dazniais f; ir f>, yra girdima dar viena nata
priklausomai nuo dazniy skirtumo f;-f>. Tai buvo atrasta vokie€iy vargonininky G. A. Sorge
(1744) ir J. Rameau (1753). H. Helmholtsas 1856 metais atrado, kad yra kita nata, priklausanti
nuo daZniy sumos f;+/5, tatiau §ia nata yra sunkiau suvokti. Sie skirtumai ir sumos yra vadinami
tony deriniais, o atitinkamos natos Tartini tonais.

H. Helmbholtsas visa tai grindé prielaidomis, kad dvi natos grojamos pakankamai garsiai, bei
egzistuoja kvadratinis netiesiSkumas. Suma dviejy sinusoidziy priverc¢ia skirtingy dazniy narius
virpéti ne tik dél esamy dviejy dazniy bet ir ju kvadrato, sumos ir skirtumo komponenciy. Taip
yra todél, kad

(sinm¢+sinnt) =sin’m-t+2sinm¢-sinnt +sin’n-t=

%(1—cos2mt)+%(cos(m—n)t—cos(m+n)t)+%(l—cos2nt).

Tony suma ir skirtumas atitinka narius cos(m+n)t¢, cos(m—n)t. Klausos sistema §iuos
tonus gali suvokti kaip obertonus, kvadratinis netiesiSkumas sukelia virpancios sistemos

asimetrija, tuo tarpu kubiniai netiesiSkumai tokios savybés neturi, tai reiksty, kad tony deriniai,
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atitinkantys 2fi-f, ir 2f>-f}, bus labiau pastebimi nei dazniy suma ar skirtumas. Kubiniai nariai
gali biiti girdimi net esant Zemam garso lygiui, tuo tarpu norint suvokti sumos ir skirtumo tonus

biitinas itin aukStas garso lygis.

3. Gamos ir temperacijos

3.1. Pitagorie€iy gama

Pitagoras atrado, kad tobulos kvintos intervalas, atitinkantis daznio santykj 3:2, yra ypatingai
darnus. IS to jis padaré¢ iSvada, kad tinkama gama gali buti sukonstruota naudojant santykius 2:1
ir 3:2. Graiky muzikinés gamos, sudarytos Pitagoro mokyklos, yra sukonstruotos naudojant Siuos
intervalus, nepaisant to, kad ir kiti mazy sveiky skai¢iy santykiai turéjo reikSmeg klasikinése
graiky gamose. Jei imsime santykj 3:2 dukart, gausime intervala su santykiu 9:4, kas yra Siek
tiek daugiau nei oktava. Subendravardiklinti oktavos atzvilgiu reiksty §i santyki padalinti perpus
(atimti oktava), gautume 9:8, vél naudojant §i santykj gausime 27:16 ir t. t.

PitagorieCiy gama sudaroma naudojant kvinty seka:

fa—do—sol —re —la— mi —si.

Pitagorie¢iy mazoriné gama

nata do re mi fa sol la si do
santykis 1:1 9:8 81:64 4:3 3:2 27:16 | 243:128 2:1

Sioje sistemoje tarp dviejy viena po kitos einanéiy naty yra du intervalai: maZorinis tonas 9:8
bei minorinis pustonis 256:128 (2*:3°). Tokioje gamoje pustonis néra visiskai lygus pusei tono,
du minoriniai pustoniai iSreiskiami santykiu 2'° :3'°, 0 ne 9:8. Pitagorieciai pastebéjo, kad Sie

21 9
santykiai buvo beveik lygls —~L1099, ==1,125. Jie rémési faktu, kad
3 8
23" (524288~531441), tokiu budu pakylant { virSy 12 kvinty ir griztant atgal 7
oktavomis atsirandama beveik ten pat, kur ir pradéta. Kadangi tai néra visai tas pats, kaip iSvada

Sio skai¢iavimo buvo PitagorietiSkos komos atsiradimas, ja bitent ir atitinka daznio santykis

12

3——1,013643265...

19

Pitagorieciy muzikiniai intervalai buvo skai¢iuojami remiantis atimties pasikartojimu, kas
véliau tapo Euklido algoritmo, ieskojimui didziausio bendro dviejy skai¢iy daliklio, pagrindu.
Oktava 2:1 minus 3:2 tobula kvinta yra 4:3 tobula kvarta. Tobula kvinta minus tobula kvarta yra

9:8, Pitagorieciy pilnas tonas. Tobula kvarta minus 2 pilni tonai yra 256:243 PitagorieCiy
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minorinis pustonis, kuris veéliau pavadintas diezu. Tonas minus diezas 2187:2048 yra
PitagorieCiy maZorinis pustonis. Mazorinis pustonis minus diezas yra 531441:524288, tai yra

PitagorietiSkoji koma.

3.2. Kvinty ciklas

PitagorieCiy garsy derinimo sistema gali biiti iSplésta iki 12 tony gamos, derinant tobulas

kvintas ir oktavas, su dazniais 3:2 ir 2:1.

1:1
4:3 ] 3:2
C ]
F e
16:9 0:8
Bb D
32:27 Eb A 27:16
128:81 ‘“:’J E
at 81:64
6561:4006 - B
' -
2187:2048 : 243:128
729:512

Tokiame cikle Pitagorie¢iy koma yra skirtumas tarp naty Ab ir Gff arba skirtumas tarp bet

kuriy kity enharmoniniy naty poros:

6561/4096 _ 3" 531441
128/81 2 524288°

Siuo metu naudojamoje lygioje temperacijoje, mes laikome natas Ab ir Gf ta padia nata.

Kitos natos taip pat turi keleta vardu, pavyzdziui, E ir Fb arba Ebb, D ir C#ff. Visais atvejais natos

laikomos enharmoninémis, o Pitagorieciy sistemoje jos skirtysi viena PitagorietiSkaja koma.

3.3. Muzikiniai matavimo vienetai: centas ir savartas

Muzikiniy intervaly sudétis atitinka dazniy santykiy sandauga, jei oktavos intervalas
nusakomas santykiu 2:1, tai dvieju oktavy intervalas bus 4:1, trijy — 8:1 ir t. t. Skirtumas tarp
dvieju naty intervaly dazniy santykiy didéja logaritminiu biidu, kadangi logaritmas sandauga

paver¢ia sumomis.
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Logaritminiu pagrindu yra sudarytas matavimo vienetas centas. Si sistema buvo sukurta
Aleksandro Eliso (~1875 metais), daugiausiai naudojama modernioje literatiiroje. Oktava sudaro

1200 centai. Lygiai temperuojamoje gamoje, pilnas tonas sudaro 200 centy, kiekvienas pustonis

100 centy.
Paverciant daznio santyki 7 :1 i centus, jo verté taptu
Inr
12001 =1200—:.

Konvertavimui n centy intervalo i daznio santykj formul¢ yra tokia:

2%:1.

Pilnas tonas Pitagorieciy intonacijoje yra iSreiSkiamas santykiu 9:8, centais tai biity

9
12001 =)=12 ~2 10.
00log, (5)=1200 —-~203,910

Centai muzikoje dazniausiai naudojami matuoti ypatingai mazus intervalus arba palyginti du
skirtingy intonacijy intervalus. Vieno cento skirtumas Zmogaus ausiai negirdimas, manoma, kad
skirtumo pajutimo barjeras yra 6 centai.

Pranciizijoje yra labiau paplitgs kitas matavimo vienetas savartas, pavadintas pranciizy fiziko
Felix Savart (1791-1841) vardu. Sioje sistemoje santykiui 10:1 priskiriama 1000 savarty verté.
Oktava 2:1 atitikty 10001g2~301,03 savartai.

1
Vienas savartas atitinka daZniy santyki g0 ir yra lygus

1200 __6
1000-1g2  5-1g2

~3,986 centams.

3.4. Tikslioji intonacija

Tikslioji intonacija nusako bet kokia derinimo sistema, kuri naudoja mazus sveiky skaiciy
santykius, ji yra klasikinés muzikos teorijos pagrindas. Jos pagrindu i$sivysté lygioji temperacija,
dominuojanti Vakary Europos derinimo sistema.

Turime oktava 2:1 ir tobula kvinta 3:2 (arba 6:4). Oktava minus tobula kvinta yra 4:3 —
tobula kvarta. Penkta harmonika nuleidus dviem oktavomis mes gautume 5:4, kas yra tiksli
mazoriné tercija. Si tercija daugiau konsonuojanti negu Pitagorie¢iu, kadangi daZniy santykis yra
iSreikStas mazesniais sveikais skaiciais. Tiksli mazoriné triada nusakoma santykiais 4:5:6 (do-mi-
sol), $i akorda sudaro mazoriné tercija ir tobula kvarta.

Tikslioji intonacija siauraja prasme paprastai nusako gamas, kuriose kiekviena mazoriné

triada laipsnio I, IV ir V (arba tiksliau C-E-G, F-A-C, G-B-D) nusakoma santykiu 4:5:6. DaZzniy



santykiai maZorinei gamai biity tokie:
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nata

do

re

mi

fa

sol

la

si

do

santykis

1:1

9:8

5:4

4:3

3:2

5:3

15:8

2:1

Tiksli mazoriné seksta yra intervalas (do-la), iSreiSkiamas santykiu 5:3, papildomi intervalai
(mi-do) 8:5 ir (la-do) 6:5 yra atitinkamai vadinami tiksliomis minorine seksta ir minorine tercija.

Yra daug skirtingy tikslios intonacijos gamuy, ivairiai biidais pildanciy likusias natas dvylikos
tony gamoje.

Mazoras ir minoras

Mazoriné triada nusakoma santykiu 4:5:6 tiksliojoje intonacijoje.

Hi o
7 =]
l’fLT\ o]
ol
[y
_Q.
L 4=
77—
4:5:6

Minoriné triada sudaryta apkeiciant dviejy intervaly santykiy tvarka, gautume akorda C-Eb-

G, kur C-Eb nusakomas santykiu 5:6, o Eb-G santykiu 4:5. Nors ir sunku suvokti, bet tai i§

tikryjy yra bendro pagrindo harmonikos. Visos trys natos turi bendra harmonika, biitent
O6XC=5XEb=4XG.
Jeigu yra grojama minoring¢ triada, {démiai isiklausius galima biity iSgirsti bendra harmonika,
kuri yra nata G pakilus dvejomis oktavomis i vir§y. D¢l tam tikry psichoakustiniy priezasciy gali

atrodyti, kad i nata yra tik viena oktava aukS¢iau. Manoma, kad dé¢l aukstos bendros harmonikos

Sis akordas asocijuojamas su litidesiu.

H o
P~
7
L T
T
S [
Yy | =]
¥ -]
2 i ]

Kitaip sakant, minoriné triada yra mazorinés triados modifikacija, Siek tiek pazeminant
viduring nata, tuo paciu pakeiciant nuotaika. Muzikos teorija yra pilna modifikuoty akordy, tai

paprastai reiSkia, kad viena i$ naty akorde yra pustoniu pazeminta arba paaukstinta.
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3.5. Dominant septakordas
Jeigu eisime toliau prie septintos harmonikos, mes gausime akorda su santykiais 4:5:6:7.

Toks yra pavyzdziui akordas C-E-G-Bb, kur Bb iSreiskiamas santykiu 7:4.

2

]

('—@P'GD

_Q.

4:5:6:7
Labai glaudZiai su Siuo akordu yra susijgs akordas vadinamas dominat septakordu, kuriame

Bb yra Pitagorie¢iy minoriné septima 16:9 vietoj 7:4. Pradedant nuo G (3:2 vir§ C), gausime

akorda G-B-D-F, F bus 4:3 virs C.
Siy laiky terminais kalbant dominat septakordas sudaromas nuo V gamos laipsnio, ji sudaro
V-VI-II-IV gamos laipsniai, arba kitaip trys intervalai, atitinkamai didzioji tercija bei dvi

mazosios tercijos.

3.6. Komos ir §izmos

Pitagorieciy koma, kaip jau buvo minéta, apibréziama, kaip skirtumas tarp dvylikos tobuly
kvinty ir septyniu oktavuy, tiksliau daznio santykis 531441:524288 arba ~23,46 centy skirtumas.
Jei naudojame Zodi koma be jokios klasifikacijos, paprastai turime omenyje sintoning koma,
kurios dazniy santykis yra 81:80, arba kitaip 21,506 cento skirtumas.

Sintoninés komos reikSmé yra labai artima Pitagorie¢iy komai, o ju skirtumas vadinamas
Sizma. Ji iSreiSkiama santykiu

531441/524288 _ 32805
81/80 32768

arba 1,953 centy skirtumu.

DiaSizma vadinama komos ir Sizmos skirtumas, kuris lygus 2048:2025. Ja galime traktuoti
kaip skirtuma susidariusi einant tris oktavas i virSy, o po to Zemyn keturiomis tobulomis
kvartomis bei dvejomis tiksliomis mazorinémis tercijomis.

Didysis diezas yra oktava minus trys tikslios maZorinés tercijos, arba kitaip trys sintoninés

komos minus Pitagoriec¢iy koma. Jis nusakoma santykiu 128:125 arba 41,059 cento skirtumu.
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3.7. Eintzo Zenkly sistema

Karlas A. Eintzas sugalvojo Zyme¢jimo sistema, kuri patogi Zymeéti gamas, grindZiamas
oktavos intervalu. Jo metodas buvo naudoti PitagorieCiy naty apibrézimus bei virSuje jvesti
indeksa, reiSkiantj kiek komy yra pritaikyta atitinkamai natai. Kiekviena koma padaugina dazni
1§ daugiklio 81/80.

Pavyzdziui, Pitagorie¢iy E, zymima E° yra 81:64 nuo C, tuo tarpu E' yra paZeminta
daugikliu 81/80 bei lygi santykiui 80:64 arba 5:4.

Tokiu biidu apibrézta tikslios intonacijos gama atrodyty taip:

C’-D’-E'-F’-G"-A'-B'-C".

Daznai, norint apibrézti tiksliasias gamas naudojamos grafinés priemonés. Viena 1§ tokiu
priemoniy yra surikiuoti natas trikampio biidu, taip, kad judant | deSing nata padidinama tobula
kvinta 3:2, judant apacion ir Siek tiek i kairg nata padidinama tiksliaja mazorine tercija 5:4 bei
judant apacion ir Siek tiek i deSing nata padidinama tikslia minorine tercija 6:5. Tikslioji
mazoring triada 4:5:6 atrodo taip:

E-l
C’ G’
Tikslioji minoriné triada turéty atvirk§cius intervalus:
C’ G’
Eb™.

Tikslioji maZoriné gama uZrasoma taip:
A E’ B’
F° C’ G’ D’
Tokia iSdéstymo tvarka pristatyta H. Riemano, nors apibrézti raktinius santykius tarp naty

Vokietijos muzikos teorijoje pradéta jau nuo 18 Simtmecio.

3.8. Vidutinio tono gama

Bendriausia vidutinio tono gama, kartais vadinama klasikine vidutinio tono arba ketvir¢io
komos gama yra tokia gama, kurioje maZorinés tercijos iSreikStos santykiu 5:4, o visos kitos
natos interpoliuojamos lygiai kaip tik imanoma. C-D-E ireiskiami santykiais 1:/5/2:5/4,
taipogi kaip ir F-G-A bei G-A-B, tokiu biidu lieka du pustoniai ir jie laikomi lygiais. Penki

santykio /5/2:1 tonai bei du pustoniai sudaro oktava 2:1, pustonio daznio santykis yra

EN V)

V21(43/2)°:1=8:5*.



nata

do

re

mi

22

fa

sol

do

5
) 5%:4 2:1
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(9]
FN-
=
(9,

santykis 1:1 V5:2 5:4 2:5

Kvintos $ioje gamoje jau néra tobulos.

Kitas buidas apibiidinti klasiking vidutinio tono gama yra temperavimas kiekvienos kvintos,

. o 1 o . . . .
darant ja siauresne koma, pakelta laipsniu 1 tokiu budu einant gaunama tikra mazorinés

. : . N 1
tercijos verté. Pradedant nuo C, G yra mazesné koma, pakelta laipsniu = —,

4 lyginant su

. e . . .3
Pitagorietiskgja verte, A yra maZesné koma, pakelta laipsniu 1 tada E skiriasi tiksliai viena

koma nuo PitagorietiSkosios jos vertés, taip gaunama tiksli mazorinés tercijos verté, jeigu

. . A .3 . e v
testume toliau, B yra siauresné koma, pakelta laipsniu e atitinkamai F buty aukstesné koma,

o1 . . e .y
pakelta laipsniu 1 K. A. Eintzo Zyméjimu, klasikiné vidutinio tono uzraSoma

D LB F .G AR

3.9. Lygiosios temperacijos
Dvylikos tony lygiai temperuojamoje gamoje visi dvylika pustoniy turi lygius santykius.

1
Kadangi oktava nusakoma santykiu 2:1, visi pustoniai iSreiSkiami santykiu ,i2.; , o tonai -

1
santykiu 6.

nata do re mi fa sol la si do
1 1 S A 3 1
santykis 1:1 2°:1 2°:1 211 2211 241 2211 2:1

Lygiai temperuotos tercijos yra Siek tiek auksStesnés nei tobulosios tercijos, kaip pasekmé to,

tikslioji ir vidutinio tono gamos turi ramesnes temperacijas.

12

Daugiklis (%)HN 1,013644082, arba 23,4614068 centai yra itin gera Pitagorie¢iy komos

aproksimacija :

531441
524288

~1,013643265, arba 23,4600104 centai.
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1
IS to seka, kad lygiai temperuojama gama yra beveik tiksliai lygi 11 laipsnio komos

vidutinio tono gamai, kur skirtumas tarp Ab*"" ir G#®¥"" yra 0,0013964 centai. Tokios pastabos

buvo padarytos J. P. Kirnbergo. Jo derinimo biidas buvo toks: i§gauti lygiai temperuojamy kvarty

intervala, derinant tris tobulas kvintas ir viena mazoring tercija i virSy, tada leidziantis i apacia

keturiomis tobulomis kvartomis, tai atitikty prilyginimui lygiai temperuotos F su Ef"'. Toks

metodas nebuvo labai patogus, nes tam, kad iSgauti lygiai temperuota intervala, paSalinti diizius,
reikia derinti aStuonis intervalus. Toks metodas véliau nepriklausomai buvo atrastas ir J.
Far¢jaus.

Aleksandras Elis nusako paprastesng taisykle lygiajai temperacijai, tai yra derinti natas
oktavoje vir§ vidurinés C, derinant kvintomis i virSy, bei kvartomis Zemyn. Padaryti kvintas
tobulomis, o tada siaurinti jas vienu diiziu per sekundg, kvartas taipogi daryti tobulomis, o po to
platinti trim diiziais kas dvi sekundes. Suderinus, eliminavus diiZius visos oktavos, analogiSkai
derinamos ir likusios oktavos.

3.10. Kitos tiksliosios gamos

Kalbant apie tiksliaja intonacija, kad gautume dvylikos tony gama naudojome tik tris
pirminius skaicius 2, 3 ir 5. Tikslioji intonacija taipogi gali biiti iSplésta.

Haris Parceris iSplétojo tiksliaja 43 tony gama, kuria naudojo gausybeje savo kompozicijy.
Sios gamos tonika yra G°, gama yra simetrine ta prasme, kad intervalas i vir§y nuo G° yra taipogi
intervalas i apac¢ia nuo G°.

Haris Parceris savo gamoje naudojo penkis pirminius skaicius, bitent 2,3,5,7 ir 11. Gamos
autoriaus terminologija kalbant, $i gama grindziama 11-riba, tuo tarpu PitagorieCiy gama
sudaryta 3-riba, o dvylikos tony tikslios intonacijos gama — 5-riba. Bendriau, jei p yra pirminis
skaiCius, tai p-ribos gama yra sudaryta naudojant tik racionalius skaicius, kuriy skaitikliai ir
vardikliai yra iSreikSkiami ne didesniy nei p pirminiy skai¢iy sandauga. Pasikartojimai
sandaugoje yra leidziami. Hario Par€erio gama iSreiskiama tokiais santykiais:

1:1, 81:80, 33:32, 21:20, 16:15, 12:11, 11:10, 10:9, 9:8, 8:7, 7:6, 32:27, 6:5, 11:9, 5:4, 14:11,

9:7,21:16, 4:3,27:20, 11:8, 7:5/10:7, 16:11, 40:27, 3:2, 32:21, 14:9, 11:7, 8:5, 18:11, 5:3,

27:16,12:7, 7:4, 169, 9:5, 20:11, 11:6, 15:8, 40:21, 64:33, 160:81, (2:1).

Stai dar keletas tiksliujy gamu. Kiny ,,Liu“ gama, sudaryta Huai-nan-dsi i§ Hano dinastijos,
yra 12 tony, 43-ribos gama

1:1, 18:17, 9:8, 6:5, 54:43, 4:3, 27:19, 3:2, 27:17, 27:16, 9:5, 36:19, (2:1).

Wilfrido Pereto 19 tony, 7-ribos gama
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1:1, 21:20, 35:32, 9:8, 7:6, 6:5, 5:4, 21:16, 4:3, 7:5,
35:24, 3:2, 63:40, 8:5, 5:3, 7:4, 9:5, 15:8, 63:32, (2:1).
M. Harisono 24 tony, 7-ribos gama
1:1,28:27, 135:128, 16:15, 243:224, 9:8, 8:7, 7:6, 32:27, 6:5, 135:112, 5:4,
81:64,9:7,21:16, 4:3, 112:81, 45:32, 64:45, 81:56, 3:2, 32:21, 14:9, 128:81,
8:5,224:135, 5:3, 27:16, 12:7, 7:4, 16:9, 15:8, 243:128, 27:14, (2:1).
Indy ,,Sruti* gama, dazniausiai naudojama groti ragomis, yra 22 tony 5-ribos tiksli gama,
taciau santykiy vardikliai yra pakankamai dideli
1:1,256:243, 16:15, 10:9, 9:8, 32:27, 6:5, 5:4, 81:64, 4:3, 27:20, 45:32,
729:512, 3:2, 128:81, 8:5, 5:3, 27:16, 16:9, 9:5, 15:8, 243:128, (2:1).
Buvo sukurta daugybé vaizdavimo biidy tiksliosioms gamoms. Pavyzdziui 7-ribos gamoms
gali biiti nubréztos tetraedro arba oktaedro grotelés. Dvylikos tony 7-ribos tikslioji gama gali biiti

pavaizduota tokiu bidu:

30:24 by 7 L RS

."--H"Ill ..HH"'\-\. .:-""".f.} E‘H'\-\. .-"'"'rpd- f
5:3— —\\— a:cl—f;\— i."::?-i/f

/ ‘*/ VIV VY
,-"! ‘ 5"\\\ _.J"\\\. ,.-fﬁ‘\ .r"}\ %
,-"II T Y F : T4 - al:4
f=" =\ /. ~) /.~
1:3 1:1 3.2

linijos nurodo mazorines ir minorines tercijas, tobulas kvintas, ir tris skirtingus septimy

konsonansus 7:4, 7:5 ir 7:6.

4. Simetrija muzikoje
4.1. Simetrijos

Muzikoje galima rasti daugybg simetrijos pavyzdziy. Matematikoje simetrija apraso grupés.

Transliaciné simetrija atrodo taip

S e e R

Grupiy teoretingje kalboje simetrijos formuoja begalines ciklines grupes. Muzikoje tai biity

interpretuojama, kaip kartojimas ritmo, melodijos arba kazkokio Sablono. Kaip pavyzdys galéty

biiti L. van Bethoveno ,,Ménesienos Sonatos* deSinés rankos partijos pradzia.
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Zinoma muzikos kiiriniai yra baigtinio ilgio, todél negali biti tikros transliacinés simetrijos.
Muzikoje labiau paplitusi apytikslé, o ne tobula simetrija. Muzikinés sekvencijos savoka yra
geras to pavyzdys. Sekvencija nusako Sablona, kuris kartojamas kiirinio eigoje su pakitimais,
intervalai daZniausiai ne tokie patys, bet modifikuoti, kad i$laikyty harmonija. Stai &ia turime

sekvencija i§ J. S. Bacho ,,Tokatos ir Fugos D* vargonams

[ Q hl "]=
| I 4 r— [d LT L] 7

[LEA% TN [l b ]

| T I | @

e/ bs

ARmERmrr s

Nors ir balsovada juda apacion tolygiai, dauguma intervaly kinta, kad buty iSlaikyta

harmoniné¢ struktira.

AtspindZio simetrija muzikoje atrodo kaip figiiros ar frazés inversija.

20 I s v Y
;j'f'_: v

Cia mes turime atspindZio simetrija, kurios horizontalioji asis yra nata Bb. Apatiné¢ linija

gaunama apvertus virsuting.

Yra labai paplites horizontalusis atspindys, derinimas kartu su laiko kitimu. Pavyzdziui kaip

F. Sopeno valso kairés rankos pradzios fragmente,

E-NN- T N0

| 1 1T ]

kiekviename takte kairés rankos virSutinés dalies forma yra atvirk$¢ia sekancio takto formai.

Grupiy teorijoje tai yra kitas begalinés ciklinés grupés pavyzdys.

brbrbr

Simetrija muzikoje svarbi tuo, kad Sablony reguliarumas sudaro tikimybg, kas bus po to.
Aisku svarbu taipogi karts nuo karto uzkirsti kelig Siai tikimybei, taip bus iSvengta
monotoniskumo. Gera muzika turi tikslia pusiausvyra tarp numatymo ir netikétumo.

Buvusiame pavyzdyje parodytas veidrodinis atspindys horizontalios aSies atzvilgiu, taipogi

yra galima laikina atspindzio simetrija vertikalios aSies atzvilgiu. Tokio tipo simetrija galéty buti
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bekylanti, o po to besileidzianti gama, kaip ir Siame paprastame balso pratime.

= T =
et T, v

-+

f—é?hb
'Y

Dar vienas pavyzdys, apimantis tokio tipo simetrija, galéty buti atgaleigis kanonas arba dar
kitaip vadinamas vézio kanonu. Sio tipo kanonas turi laikinaja atspindzio simetrija, jo melodija
grojama pirmyn ir atgal tuo paciu metu, tai reiksty, kad vienas balsas pradeda pradzioje pirmy
takty bei tesia iki galo, tuo tarpu kitas balsas pradeda nuo galo paskutiniame takte ir eina atgal iki
pradzios.

Sukimosi simetrija taipogi randama muzikoje, sekanciy keturiy naty fragmentas turi tobula

sukimosi simetrija, kurios centras yra po antros natos aukstyje Df.

M. Ravelio Rhapsodie Espagnole $is keturiy naty fragmentas kartojamas daugybe karty. Tai
reiSkia, kad yra transliacija bei sukimasis, kaip ir sekancioje diagramoje. Grupiy teorijoje tokios

simetrijos formuoja begaling diedro grupe.

g ol dr-

Horizontaliai kartojami fragmentai kartais vadinamas frizo Sablonais, jie klasifikuojami {
septynis tipus. Numeravimo schema yra tarptautiné ir dazniausiai naudojama matematiky bei
kristalografy. F. Sopeno valso kairés rankos fragmentas priklauso frizo tipui plal, tuo tarpu M.

Ravelio keturiy naty fragmentas priklauso tipui p//2.

pavyzdys vardas | abstrakti grupé
1 /] /] / plll Z

1A
\I \I \l \I plal

B

plmi Zox B2

’I\/I\/[\/l\ pmll I

pll2 I

g ™~
\l/
S
ar,

|
|

|
NP
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]
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4.2. Nzakaros arfa

Nzakaros ir Zandos Zzmonés Centrinéje Afrikos Respublikoje, Kongas bei Sudanas turi gilias
muzikos tradicijas. Muzika apima poetini dainavima akompanuojama 5 stygu arfos. Grojantysis

arfa atlieka pastovy, pasikartojantj poros naty Sablona.
Penkios arfos natos yra suderintos natoms, kurios gali buti i$8ifruotos kaip C, D, E, G, Bb.
Sios 5 stygos laikomos turincios cikla tvarka tokia, kad Zemiausia styga yra gretima auks¢iausiai

stygai.

Stygos tempiamos poromis, dvi poros stygos niekada néra gretimos cikle. Taigi yra tik 5

galimos poros. Poros stygos turi vieninteli bendra kaimyna, naudojant §i kaimyna galima

pazymeéti pora.
Zymé | Stygos
0 1 4
1 0 2
2 1 3
3 2 4
4 0 3

Kartojimas arfos Sablony yra padalinamas { kategorijas, kuriy pavadinimai ngbadkia, limanza
ir gitangi. Limanzos linija yra pateikiama kaip kartojimas pory sekvencijos.
4
3
2
L

LI ] * . L] L B | L] . .

|

Perrasant ankstesniais Zyméjimais, gaunama seka
1201414034242312020140303422313.
IS pirmo Zzvilgsnio sunku i$vysti kokj nors Sablona, tac¢iau galima padalinti Sig seka i SeSias
grupes taip:
12 014140 342423 120201 403034 2313.
Kadangi $ablonas turi kartotis, pradiné pora gali biiti laikoma esanti paskutinés grupés i$
keturiy nariy gale, taip sudaroma grup¢ i$ SeSiy nariy:

014140 342423 120201 403034 231312.
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Dabar galima pamatyti, kad kiekviena grupé, sudaryta i$ SeSiy nariy, turi forma gauta i$ pries
tai esandios grupés, penkiy stygy cikle, paslenkant dvi vietas zemyn. Sitokia forma yra tartum
susukta transliaciné simetrija. Tai taipogi yra sukamoji simetrija. Mes galime pakeisti laika
prieSinga kryptimi:

213132 430304 102021 324243 041410.

Tada galima apversti penkiy stygy cikline tvarka, pakei¢iant styga x styga 2—x(mod5).
Gauname seka:

014140 342423 120201 403034 231312,

kuri yra tokia pati kaip ir buvusi seka.

4.3. Varpy skambinimo kitimas

Simetriné¢ grupé yra svarbi skambinimo kitimo arba varpinés mokslo samprotavimams.
Varpy menas prasidéjo Anglijos baznyCiose deSimtame Simtmetyje ir tesiasi iki Siy dienu.
Gausybé baznycios bokste svyruojanciu varpy yra valdomi traukiant virves. Paprastai bokste yra
nuo 6 iki 12 varpu. Problema yra ta, kad varpai yra sunkis, taigi varpuy gaudesiy laiko
paskirstyma néra lengva pakeisti. Sakykime astuoni varpai grojami seka 1,2,3,4,5,6,7,8
SekanCiame apé¢jime galima pakeisti laiko paskirstyma gretimy sekoje varpy, gaunant

1,3,2,4,5,7,6,8 , bet mes negalésime pakeisti laiko paskirstymo varpu sekoje daugiau negu
per viena pozicija. Taigi bendros taisyklés yra tokios: kompozicijos kitimas sudarytas i$ eiliy
sekos. Kiekviena eilé yra varpy aibés tvarka, o varpo pozicija eiléje gali skirtis viena, lyginant su
praeita eile, pozicija. Taipogi yra nustatyta, kad eilé¢ néra kartojama kompozicijoje, iSskyrus tai,

kad paskuting eilé sutampa su pirmaja. Pavyzdziui Plain Bob keturi varpai grojami taip:

=

3
4
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Sita eiliy seka yra nusakoma simetrine grupe S, Kiekviena eilé yra tik viena kart sarage,
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i§skyrus pirmaja pasikartojancia gale. IS viso eiliy yra 4!=24 . Einant nuo vienos eilutés prie
kitos sudaromos perstatos. Nagrinéjamame Plain Bob pavyzdyje, keliuose pirmuose Zingsniuose
i$ eilés taikomos perstatos  (1,2)(3,4)ir(1)(2,3)(4). Pasiekiama eilé 1324, toks pat metodas
nuveda atgal | pradZia, kad to i§vengti vietoj perstatos (1)(2,3)(4) naudojama kita, biitent

(1)(2)(3,4) ir tesiama taip kaip ligi Siol. Laiko linijoje 1432 vél susiduriama su problema,
grazinanc€ia | ankstesng¢ eilg, taikomas ankstesnis metodas. Kai pracinamos visos Ss perstatos,

griztama prie pradZzios.

4.4. Laikrodzio aritmetika ir oktavos ekvivalentumas

Laikrodzio aritmetika yra tada, kai skai¢iuojama iki dvylikos, o po to vél startuojama nuo
vieneto. Taigi pridéti 6+ 8 laikrodzio aritmetikoje reikSty skaiCiuoti SeSis vienetus nuo 8
gaunant  9,10,11,12,1,2 | taigi Sioje sistemoje mes turime 6+8=2. Daznai yra vertingiau

raSyti 0 vietoj 12. Sudéties lentelé laikrodzio aritmetikoje atrodyty taip:

+ 10123 |4|5 6|7 |8|9|1011
0 0 |1 |2 |3 |4 1|5 |6 7|8 |9 |10]|11
7 |1 12 3 4 |5 1|6 |7 9 |10 11 |0
2 2 13 |4 |5 |6 |7 |89 [10|11 O |I
3 (3 |4 |5 |6 |7 /8 9 |10/11 |0 |1 |2
4 4 |5 6 |7 |8 |9 |10/11]|0 |1 |2 |3
5 |5 (6 |7 |8 |9 |10 |11]0 |1 |2 |3 |4
6 6 |7 (8 |9 1011 O |1 |2 |3 |4 |5
7 /7 |8 |9 |10 (110 |1 |2 |3 |4 |5 |6
§ 8 /9 (1011 10 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7
9 |9 10110 |1 |2 (3 4|5 |6 |7 |8
10 10 |11 |0 2 13 4 516 |7 |8 |9
17 110 |1 2 |3 14 |56 7 |8 9 |10

Akcentuojant, kad sudétis atlikta laikrodZzio aritmetikoje, kitaip negu paprastoje aritmetikoje
raSomas simbolis , =%, tokiu atveju 6+8=2(mod 12). Bendruoju atveju a=b(mod n), kur
a—>b yra n kartotinis. Grupiy terminais kalbant, aib¢ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} sudaro
grupg, naudojama operacija yra sudétis. LaikrodZio aritmetika yra abelio grupé. Grupés vienetas
arba kitaip neutralus elementas yra 0, atvirkstinis i elementas yra -i arba /2-i, priklausomai nuo
to, kuris yra intervale nuo 0 iki 11. Si grupé zymima Z/12. Grupés ZirZ/12 yra
homomorfinés.

Muzikoje, skaiCiai 0-11 reprezentuoty muzikinius intervalus kaip pustoniy kartotinius
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dvylikos tonu lygiai temperuojamoje oktavoje. Taigi pavyzdziui 1 nusako perstata,

paaukstinancia nata pustoniu.

C CitD EVE F F{ G Gt A Bb B
Ct D EE F F{ G Gt 4 Bv B C

LaikrodZio aritmetika tampa oktavos ekvivalentu muzikinéje gamoje. Kiekvienas Z/12

elementas nusakomas skirtinga perstata dvylikoje auk$c¢io klasiy, skaiius i nusako natos
paaukstinima i pustoniais. Pavyzdziui, skai¢ius 7 nusako perstata, kuri paukstina kiekviena nata
kvinta. Sudétis interpretuojama kaip intervaly sudétis. Norint, kad viskas biity aisku, dar reikia

pasirinkti starting pozicija oktavoje. Sakykime C nusakomas kaip 0, analogiskai gauname:

C\C{ D Eb|E F|Ff G Gf A Bb B

0112/ 3/4/5/6 7 8|9|10]11

Remiantis $ia analogija, kickvienas Z/12 elementas nusakomas dvylikos naty oktavos
perstata. Zinoma, jei mus pavyzdziui domina 31 tono lygiai temperuojama gama, mes naudosime

grupg Z/31

5. Aukso pjuvis muzikinése kompozicijose

Auksinis santykis dar kitaip auksiné proporcija, auksinis skaicius, dieviskoji proporcija yra
iracionalus skaicius apytiksliai lygus 1,618033989.

Du dydziai laikomi esantys auksiniame santykyje, jei visumos (dvieju daliy sumos) santykis
su didesnigja dalimi yra toks pat kaip didesniosios dalies su mazesnigja, tai yra

a+b:g
a b’

kur a yra didesnioji dalis, o » mazesnioji.
Panasiai, dvi dalys yra auksiniame santykyje, jei didZiausios ir mazesnés dalies santykis

lygus santykiui mazesnés dalies bei Siy daliy skirtumui, tai yra

Padalinant desSiniaja pusg i$ b, gauname
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a e _ 1 <
b pakeiCiant{ ¢, gauname d)_ﬁ' IS to seka
¢p*—p=1 arba p°—¢p—1=0.

v —+
Sios kvadratinés lygties sprendiniai yra % Kadangi skai¢ius ¢ turi buti teigimas,

mes turime

¢=1+2\6~1,618033989.

Aukso pjivis buvo studijuojamas senoveéje matematiky pirmiausiai dél jo dazno pasirodymo
penkiakampiuose ir penkiakampése Zvaigzdése. Taipogi buvo spéliojama ar egiptieciai naudojo
aukso pjiivi piramidése, bet néra jokio jirodymo, kad jie zinojo ar naudojo $i auksini santyki.

Sio skai¢iaus atradimas priskiriamas Senovés Graikijai. Auksinis pjiivis nusakomas graiky

abécelés raide ¢. SkaiCius ¢ pasizymi idomiomis savybémis, pavyzdziui:

P’=¢p+1,
1
—=p—-1
57

Yra dar kitas skaiCius, glaudZiai susijgs su ¢, jis vadinamas atvirkStiniu ¢, bitent
g, bei Zymimas maZaja raide ¢

P =é =¢—1=0,618033989.

Aukso santykis daZnai naudojamas muzikinése kompozicijose. Kulminacija dainose, kaip
priesingybé viduriui ar pabaigai, daznai pasieckiama mazdaug ties ¢ tasku, tai yra 61,8%
dainos. Jei sakykim daina turi 32 taktus, kulminacija biity dvideSimtame takte. W. A. Mocarto
kiriniy analiz¢ taip pat rodo, kad daugelis ju dalinasi auksiniu santykiu. Matematikas J. F. Putzas
nagrin¢jo W. A. Mocarto kirinius, daugiausiai sonatas, nes jos kaip iprasta buvo dalinamos  dvi
dalis: (1) ekspozicija ir (2) plétojima bei glausta pasikartojima. Pasak jo, pirma W. A. Mocarto
Sonatos Nr. 1 C mazore dalis yra sudaryta i§ 100 takty, kuri kaip iprasta yra padalinta i dvi dalis,
38 pirmoje ir 62 antroje. Sis santykis 38:62 ( ~0,613 ) yra kaip galima artimas skai¢iui 0,618
kompozicijoje, turincioje 100 takty. Sekanti sonatos dalis irgi dalinasi auksiniu santykiu.
Daugelis W. A. Mocarto sonaty pianinui naudoja aukso pjuvi, bet keletas taipogi ir nukrypsta nuo
Sio santykio. J. F. Putzas i$ tikryju negal€jo pasakyti, ar W. A. Mocartas naudojo toki
kompozicijos dalinima samoningu, nors neabejojama, kad atsitiktinumo irgi biita.

Dabar pabandykime panagrinéti L. van Bethoveno kiirinj ,,Svilpikas®, kurj taipogi pristatau

kitame skyrelyje. Visas kiirinys susideda i§ 20 takty. Dauginant takty skaiciy i§ 0,618 mes
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gauname apytiksliai 12,36. Pazvelgus i kiirini, galima pastebéti, kad nuo dvylikto takto prasideda
melodijos variacija, kurioje deSingje rankoje atsiranda dar vienas balsas. Jeigu tuos dvylika takty
skaiiuotume nuo kiirinio pabaigos, tai dvyliktame takte prasideda tema, apimanti keturis taktus,

bei véliau seka dvi jos variacijos.

6. L. van Bethoveno ,,Svilpiko“ interpretacija MadTracker programoje

Siais laikais muzika galima kurti kompiuterio pagalba. Sukurta gausybé programinés
irangos. Muzikos programin¢ jranga pagal sudétinguma klasifikuojama:

« Nesudétinga: taip paprastai yra nemokamos programos, konverteriai, kurie pasizymi
mazomis veiksmy galimybémis;

« Vidutinio sudétingumo: komercinés programos, audio redaktoriai, pasizymintys
placiomis galimybémis bei patogia vartotojo sasaja;

« Sudétinga: moksliné-komerciné programiné iranga, tokia kaip CSound, Reaktor.
CSound — tai muzikos programavimo kalba, sukurta prie§ kelias deSimtis mety, apimanti
programinés garso sintezes, garso projektavimo, signaly apdorojimo ir programavimo
sritis. CSound kalba yra vartojama akademinéje srityje.

Muziking programing iranga taipogi galétume suklasifikuoti pagal atsiradima:

« musicl, 2irt. t;

«  CSound;

« Trekeriy era;

- Komercinés programos.

Savoka trekeris yra bendras terminas apibidinantis muzikiniy sekvensoriy programing
iranga, leidziancia vartotojui pazingsniui laiko linijoje iSdéstyti garso pavyzdzius keliuose
takeliuose. Sasaja su vartotoju yra skaitiné, natos jvedamos klaviatiira, efektai nusakomi
SeSioliktainiu skaic¢iumi. Pilnas kiirinys susideda i$ keliy nedideliy tarpusavyje susijusiy Sablony.
Sukurta nemazai trekeriy: Impulse Tracker, Fast Tracker, Skale Tracker, Scream Tracker, Renoise
ir kity. Visi jie pasiZzymi panaSiu veikimo principu, iSmokus dirbti vienu, galima lengvai iSmokti
dirbti ir kitu.

Savo L. van Bethoveno ,,Svilpiko“ interpretacijai pasirinkau MadTracker programa. Si
trekeriy tipo programa atsirado 1998 metais. Ji yra iSplétota 64 garso takeliy valdymui, pilnai
automatizuota, grista garso pavyzdziais, taip vadinamais ,,semplais®, taipogi galinti naudoti VST,
ASIO ir ReWire efektus. Programos autorius yra Yannick Delwiche.

L. van Bethoveno kirinys ,,Svilpikas® (Zidiréti prieduose) fortepijonui susideda i§ 20 takty
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v

(SeSios astuntines), kadangi kiirinyje yra taipogi SeSioliktiniy

oo |

bei prieStak¢io. Metras yra

. 6 . Co | . .
naty, tai metra 3 galima parasSyti kaip 16 Pirmoje kiirinio eiluté¢je yra 4 taktai ir

priestaktis, kitose keturiose eilutése yra po keturis taktus. Eilutes MadTracker programoje
atitinka penki Sablonai 00, 01, 02, 03, 04. Pirmojo Sablono ilgis yra 60, tai yra po 12 naty
penkiuose taktuose, visu kity eiluciy ilgis yra 48 Sesioliktinés natos eilutéje.

Naudojau pianino garso pavyzdi (sempla) Piano c3.wav, atitinkamai auks$tindama bei
Zzemindama oktavas. Garso takelyje TrackOO suraSiau deSinés rankos natas, Track02 — kairés
rankos natas, o TrackOl — antro balso, atsirandancio ketvirtoje eilutéje, desSin¢je rankoje bei
papuosimy natos.

[>MadTracker 2 - [Bethoven.mt2] |2 x|

Fil= Edit Module Pattern Instrument Sample Plugin  Community  Window 7

O [P P MO S |[m- |5 F|F e Jas[i =] MEF K

2 T | —
vl Valume : .JT IUD_
3 Pan T.JT W
] Mote @ IF ﬂﬁ
By I I synchronized  Beats :ID,DT
X o l? ﬂu:a: [ :I re o :I I~ Keepeonedisk  BPM w
Patt Eﬂ ot IFiI Tiacks Fj ™ Mo interpolation
S00200 [@n e dxs(l (B 6 a-0mHEXeo
= Track 00 Track 01 Track 02 Track03 Track 04 Track 0S5 Track 06

|Ready [octave: 34 add: 1 |

Paveikslélyje yra matoma treciosios kirinio eilutés dalis. Sesioliktiné nata turi viena laiko
trukmés vieneta, aStuntiné - du vienetus, ketvirtiné - keturis, ketvirtiné su taSku — SeSis, nes
1,5X4=6, o taskas pailgina nata puse jos natiiralios trukmés.
,Svilpiko* interpretacija pateikiu prieduose.
Zinoma kiirinys neskamba taip graziai kaip grojant tikru pianinu, galbiit taip yra ir dél riboty

Sios programos galimybiy, programa daugiausiai skirta elektroninés muzikos kiirimui. Vis délto
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a$ manau, kad ir kokia puiki biity programa, kad ir kaip tiksliai ja uZraSomas kiirinys priartéty

prie tikrojo skambesio, tikrojo pianino ji nepakeis.
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Isvados

Savo darbe a$ iSnagrinéjau matematinius aspektus esancius muzikoje, paliesdama tokias
temas kaip garso bangos, konsonansas bei disonansas, gamos ir temperacijos, simetrija muzikoje,
aukso pjiivis muzikinése kompozicijose. Zinoma kiekviena &ia paliesta tema gali biiti i§plétota,
taCiau as stengiausi nusakyti svarbiausius faktus.

RaSant darba nagrinéjau jvairia literatiira bei susipazinau su keliomis muzikos kiirimo bei
apdorojimo programomis, to pasekoje uzraSiau klasikinio kiirinio interpretacija viena i§ Siy
programuy.

Matematika ir muzika, kad ir kaip sietysi tarpusavyje yra skirtingos sritys ir buty klaidinga
muzikoje viska gristi matematiniais samprotavimas, taciau S$io rySio visgi negalime nepaisyti.
Biity idomu, jei mokinant matematikos, biity aiSkinamas ir jos pritaikymas bei naudingumas

muzikoje, tokiu biidu sudominant mokinius pa¢ia matematika.
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Summary

Eglé Réckute

Mathematics in music

It may look odd that mathematics and music, which seem to be completely different areas,
are closely related to each other. Mathematical aspects can be found in music and vice versa,
mathematics contains many examples of creative work, however, the latter is not the object of
interest in this theses.

In ancient Greece music was considered strictly as a mathematical subject. Pythagoreans'
teaching plan “quadrivium” involved four subjects: arithmetics, music, geometry and astronomy.
It is also noticed that children who study music have better skills in solving puzzles, drawing
mathematical conclusions. This is also closely related to so called ,,Mozart effect™: it is believed
that listening to W. A. Mozart improves one's mathematical skills.

In this theses mathematical aspects obtained in music are analyzed with reference to various
sources. Theses includes such topics as sound waves, dissonance and consonance, scales and
temperaments, symmetry in music, golden mean in musical compositions. Last chapter provides
an interpretation of “Ground-hog” by L. van Beethoven with MadTracker software.

The thesis could be useful in studying mathematics and applying it in music. Such

application might as well increase interest in mathematics itself.
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