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Ivadas

Tarkime, turime Markovo grandine, apibréziama lygtimis
X, =F(X,_1,60), n 2> 1, (0.1)

¢ia Xy — zinomas atsitiktinis dydis, o (&,) — nepriklausomy vienodai pasiskirs-
¢iusiy atsitiktiniy dydziy seka, nepriklausanti nuo X,. Tarkime taip pat, kad
egzistuoja stacionarus skirstinys, t.y. toks atsitiktinis dydis X, kad

X £ F(X,e),

ir mus domina tikimybés P{X > z} asimptotika, kai x — o0.
Vytautas Kazakevi¢ius ir Viktor Skorniakov savo darbe [1| nagrinéjo funkcijas,
turincias savybe
F(x,e) ~ q(e)z, kai x — oo,

ir rado salygas, kada
c
P{X >z} ~— kaix — o0;
x()é

¢ia a > 0 — pastovus skaicius, vadinamas uodegos indeksu. Pagrindinés is ty
salygy yra tokios:

Eq¢*(e)=1 ir Eq¢%(¢)|llng(e)| < 0. (0.2)

Funkcija o — E¢%(¢) tolydi visur, kur ji baigtiné, todél jei E¢®(¢) > 1 su tam
tikru [, atsiras «, su kuriuo (0.2) salygos bus patenkintos. Taciau gali atsitikti
taip, kad

Eq¢*(c) <1 ir E¢’(e) = oo su visais f > a.

Mano darbo tikslas — igsiaiskinti, kokia bus P{X > z} asimptotika Siuo atveju.



1 Pagrindinis rezultatas

Ag nagrinéju atskira (0.1) modelio atvejj, atitinkantj funkcija F(x,¢) = 14-ca:
X, =14e,Xp 1, n>1; (1.1)
¢ia Xo = z, (&,) — nepriklausomy teigiamo atsitiktinio dydzio ¢ kopijuy seka,
qe) =e.
Iteruodami (1.1) lygybes, gauname
Xi=1+4¢2,
Xo =149+ 917,

X3 =1+ €3 + €382 + £38261,

n—1
X,=1+ ansn_l cEp—itl T EnEIT.
i=1
Pazymeékime
gn: 1+Z€152"‘8i; (12)
i=1
§:1+Z€152"'6i- (1.3)

i>1
Atsitiktinis dydis X, pasiskirstes taip pat kaip &,_1+¢1 - - - e,x. Aisku, kad &, T €.
Pagal Kogy kriterijy, (1.3) eiluté beveik tikrai konverguoja, jei

lim (5182 . En)% < 1,

n—oo

t. y., jei

n—oo 1M

1 R
lim —In(eie9--¢,) = n11_>rr010 - E_l Ing; < 0.
Pagal didziyjy skaiciy désnj,

1 n
lim — Ine; = Elne.

Taigi (1.3) eiluté beveik tikrai konverguoja, jei Elne < 0. Tada jos bendrasis
narys artéja j 0 ir todel X, LN &, kai n — oo. Todél stacionarus sprendinys
egzistuoja, kai Elne < 0, o jo skirstinys sutampa su & dydzio skirstiniu.
Kadangi £ > 1, stacionarus skirstinys sukoncentruotas (1;00) intervale. Uz-
raSykime tikimybe P{{ > x} su x > 1 eilute:
P{¢ > 2}
= P{l +é&1 > JI}
+P{l+e; <z <1l+4+e +e16}
—|—P{1+€1+€1€2 <z< 1+61+8162+816253}+"'
:P{él >$}+P{§1 <I<£Q}+P{§2 <$<£3}+ .



Pazymékime

Vo(z) =P{& >a} ir n(z) =P{& <2 <&n), nz21l

Tada
P{¢>a} = n(x).
n=0
Pastebékime, kad su n > 2
gn =1+ glgn—l;

¢ia én_l pasiskirstes taip pat kaip &,_; ir nepriklauso nuo ;. Tada
Ui(r) =P{&a <z <& =P{l+a <z <1l+eaé}
=E 1{€1<$*1}1{5~1>(271)/€1} =B 1{5@5*1}#]0((‘% B 1)/8)
irsun>2
Yn(z) =Pl <z < b} =P{l 461 <z <1466}
=E l{slgw_l}1{£n71<(l‘—1)/81<én} =EB 1{5<x_1}¢n_1 ((I B 1>/€)

Savo bakalauro baigiamajame darbe [2] nagrinéjau atsitiktinj dydj ¢, turintj
tankj

c
xr) = , kai x > 0;
ple) (z +a)?In® (z + a)
¢ia ¢ yra tankj normuojanti konstanta, o a > 1 — toks skaic¢ius, kad tankis

tenkinty salyga Ee < 1. Buvo jrodyta, kad su visais n > 0
cn+1)(Ee)”

rln’x

¢n<x) ~

, kai x — oo.

Taigi buvo galima spresti, jog

c
P{{ >z} ~ — Z(n +1)(Ee)", kai x — oo.
rln”z =
Magistro baigiamajame darbe jrodysiu, kad 8i hipotezé tikrai teisinga ir netgi
bendresniu atveju. Pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.

1.1 teorema. Tegu teigiamas atsitiktinis dydis € turi tokj tankj p Lebego mato

atzvilgiu, kad
c

rotlln? o
ir p(x) apréZtas su x i$ bet kokio intervalo [z1; xs] C (0;00).
Jei (e,) — nepriklausomy ¢ kopijy seka ir £ apibréztas (1.3) lygybe, tai

p(z) ~ , kair — 00, Ee*<1 (1.4)

c

Pi&>a}~ (1—-Ee)2zeIn’x

, kai x — oo.



1 pastaba. 1§ (1.4) igplaukia, kad E&’ = oo su visais 5 > a.
Irodymas. Randame tokj x ir tokia konstanta ¢, kad su visais x > xg

2P=9D2 > 1022 ir 2ot n? xp(z) = ¢.

Tada
e8] o0 o0 E(L’ﬁ
Eaﬁ:/ a:‘%(:c)dx}/ :I;ﬁp(:c)dx>/ ———dx
0 . zo TTHInx
oo .f—a—1 0 .(B—a)/2
:5/ ‘U_dngf A p(B=)/2-1 4,
v In*x U
0 o (B—a)/2 |0
Z 5/ zF=)/271 4 = —2ca;( = 00.
o B -« o
]

2 pastaba. 15 (1.4) taip pat iSplaukia, kad Elne < 0 ir, reiskia, £ < oo beveik
tikrai.
Irodymas. IS Jenseno nelygybeés ir nelygybés Ee® < 1 gauname

aElne=Ene*<InEe®* <0.

O

3 pastaba. Paprastumo délei tarsime, kad = 1; imant bet kokj kita a > 0
teoremos jrodymas buty analogiskas. Taigi toliau laikysime, kad e turi tankj p,
tenkinantj salygas

L, kai z — 0o, Ee<1 (1.5)

p(@) ~ 22In’z

ir p(x) apréztas su x i§ bet kokio intervalo [z1; 2] C (0;00).
2 Teoremos jrodymas

Primename, kad
Po(x) =Ple >z -1} = / p(z)dz, kai x > 1.
z—1
2.1 lema. Jei ¢ tankis tenkina (1.5) salygas, tai

Yo(x) ~ ——, kai v — oo. (2.1)

rln®x

Jrodymas. Fiksuojame 6 > 0 ir randame tokj g, kad su visais x > xg
2?In* zp(x) € (c — d;¢+9).
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Tada su visais © > xo + 1

[e.e] o0

221n? zp(2)

z1n® 29)(z) = z In x/ dz

x—1

p(2)dz = z1n? x/

o1 2210z

< (c—|—5)xln2x/ dz

w1 22In% 2
Pagal Liopitalio taisykle,
= lim

1 22In% 2 e (ﬁ)/

lim zIn?z
Tr—r0o0

/
0o foo dz
/ dz z—1 221n2 2
x

Kadangi

/°° dz \' 1
w1 22In%2) (@ —12*(z—1)

( 1 )’_ 1 2 1 (1+ 2)
rln’z/) 22In’z 22z 22ln’z Inz /)’

tai -
< d 1
limxln2x/ —22:1im ;U o s~ =1
z—00 o1 220’z oo (z— 12 (2 — 1) (1+ &)
Taigi .
lim xIn? 21bo(2) < (c+6).
T—r00
Analogiskai

lim @ In® w1 () > (¢ — 0),
T—00
Kadangi 6 parinkome laisvai, peréje prie ribos, kai 6 — 0, gauname
lim zIn? 24y (2) = c.

T—00

O

Dabar rasime funkcijos 1, (z) = P{¢, < x < &,41} asimptotika, kai x — oc.

2.2 lema. Su visais n > 1 teisinga lygybé
|
/ —Vn-1 (L/u)du = (Ee)™. (2.2)
0 U
Irodymas. Atliekame kintamojo keitima u = 1/v:

/01 %%_1 (1/u) du = /100 i (v)dv

Kai n =1, turime

[ wtoto= [“ao [ sar= [“owan [ a= [Tupwiar =
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Tarkime, n > 2 ir (2.2) lygybé teisinga su n — 1 vietoje n. Tada

/ Ym0 dv_/ dv/ (O)hn_s((v — 1)/t)dt
Z/Ooop(t)dt t:wng((v—l)/t)dv

Vidiniame integrale atlike kintamojo keitima v = ¢z 4 1 ir pasinaudoje indukcine
prielaida gauname, kad dvilypis integralas lygus

/0 ) p(t)dt /1 N Un—2(2)tdz = /O h tp(t)dt /1 h Uno(2)dz
= Eg/loo Yn_o(z)dz = (Ee)".

4

2.3 lema. Su bet kokiu n > 0 teisingas toks sgrysis:

cn+1)(Ee)”

5 , kai z — 0. (2.3)
rIn”x

¢n<x) ~

Irodymas. Naudosimés matematinés indukcijos metodu. Kai n = 0, teiginys
isplaukia i§ (2.1) lemos. Tarkime, n > 1 ir (2.3) sary8is teisingas su n — 1 vietoje
n. Turéjome

Un(2) = BElfcy1ytn ((x — 1)/e)
_ /0 p(2) s ((x = 1)/2)dz = L (x) + L(x);
he) = [ b (= 1))
I(z) = / ()t (@ — 1)/2)d

r—1
I§ pradziy rasime [;(z) asimptotika, kai z — oo. Jei x > 3, su bet kokiu
€ (0;00)
xIn? xl(o;m)(z)p(z)wn,l((x — 1)/2)

=z’ w1 g1 (2)p(2) %__11(1(52@1)1/;) -

. z
<1 (2)p(2) rin’z
< L. (2)p(2) — ——c
(0;vz—1)\%)P ”‘"len2(le) 1
xIn®z
< 4dzp(z c
S TR
<022p<z)7



¢ia )
zIn“x

c1 = sup tIn® t,_1(t); ¢ = 4e; su :
' t>\% Yoorlt); ez 1m>€(x—1)ln2(x—1)

Mazoruojanti funkcija integruojama intervale (0;00) ir i§ indukcinés prielaidos

x In? 210,y (2)P(2) -1 ((x — 1)/2) — p(z)zen(BEe)" .

T—00

Todél is Lebego teoremos apie aprézta konvergavima

zln®zl(z) — en(Ee)™! /000 zp(z)dz = en(Ee)™. (2.4)

T—r00

Dabar rasime Ir(z) asimptotika, kai © — oo. Atliekame kintamojo keitima
z=u(x —1):

B@) = [ e (I (@ - 1/2)ds

= [t ute = D) (1) (@ = D

r—1"

Jei x > 3, su bet kokiu u € (0;1)

z In? xl(#.l)(u)p(u(a: —1))(z = 1)ho1 (1/u)

i (z = Dp(ufz — 1))
=2ln xl(ﬁ;l)w u?(z —1)21n? (U(x - 1))

W (z —1)*In? (u(z — 1)) ¢, (1/w)

<ael’azl . = nor (1
T (J%’l)(u)uQ(:U— 1) In® (u(z — 1))¢ 1(1/w)
4cq zln®x
SRy n—1 (1
@t
c
< gt (1/);
Cia
rln®x

cs = sup t2In’ tp(t); ¢y = 4degsu :
’ t>\% plt); e 3z>g (x —1)In® (x — 1)

I$ (2.2) lemos isplaukia, kad maZoruojanti funkcija integruojama intervale (0;1).
Kadangi

el el sy (@p(ule = 1) (@ = Do (1) — Low ()5t (1),

Va1
is Lebego teoremos apie aprézta konvergavima ir (2.2) lemos iSplaukia

el xly(z) —— 1(0;1)@)%%_1 (1/u) du

T—00 0

_ /0 S (1) du = e(Ee)". (2.5)



I3 (2.4) ir (2.5) gauname
cn+1)(Ee)”

Un(x) = Ii(x) + I(x) ~ 5 , kai x — o0.
rIn®x
O
Paimame tokj ¢, kad
Ee<qg<1, (2.6)
po to — tokj # > 1, kad
0Ee <q, (2.7)
po to — tokj § € (0;1), kad
OEe
<q. 2.8
o) <1 (2.8)
Randame tokj x¢ > 1, kad su visais = > x
zln®x
< 6. 2.9
(z —1)In*(z —1) (2.9)
Pazymime
2 =2y 41, (2.10)
¢ = sup xIn® 21y (z), (2.11)
r>T0
o= sup z°In®zp(z), (2.12)
2328/ (1=9)
c3 = sup p(x), (2.13)
(zo—1)/xo<T<T1—1
¢y = xy(rp — 1) In (2.14)
¢ = max (01, 62,0304). (2.15)
2.4 lema. Su visais n > 0 ir visais T > x
c(n+1)q"
Yn(z) < én+ g > ) : (2.16)
rin“z

Irodymas. Kai n = 0, teiginys teisingas, nes ¢ > ¢;. Tarkime, n > 1 ir (2.16)
nelygybe teisinga su n — 1 vietoje n. Fiksuojame z > x.
Jei x > zq, skaidome

Yul) = / (D (& — 1)/2)dz = L(2) + Iy(a)

su

/ T (- 1))
/m s 2)na((z —1)/2)dz



Siuo atveju z — 1> 2y — 1 = mé/(l ) ; todél i§ 2 < (z — 1)? igplaukia

-1
: > (2 — 1) >z

z

ir i§ indukcinés prielaidos

(z—1) a1
xIn? xly(z) </ z In® xp(z)%dz
0 I (IT)

rin’z

e /0 () (z —1)In* (z — 1)1~

d
(z —1)1=°
n—1 0
zp(z)dz

N

_ ngq rln’x (2.17)
S (1-0)2(z—1DIn*(z—1)
OEce

(1-24)2

n—1

< éng
< eng”.
Priespaskutiné nelygybé isplaukia i$ (2.9), o paskutiné — i§ (2.8). Be to, i§ (2.12)

turime, kad

rin®zl(r) < /(x— rln® r———,_1((x — 1)/2)dz (2.18)

z—1)3 22 In 2

Atliekame kintamojo keitima z = u(z — 1):

1

rn® 2 (r) < / carln’ 1 (1/u) (z — 1)du

(e—1)i-1 u?(z — 1)2In* (u(z — 1))

! coxIn® z
< /0 u?(x — 1) In* (x — 1)° Va1 (/) du

. (2.19)
c xlnz

— — n— 1

5(;1:—11n .:1:—1/ w2Vt (1/u)d

< cf(Ee)”

< ¢q".

Priespaskutiné nelygybé iSplaukia i§ (2.15) ir (2.9) bei (2.2) lemos, o paskutiné
— 18 (2.7). Taigi i8 (2.17) ir (2.19) gauname, kad atveju x > x; (2.16) nelygybé
teisinga.

Tegu dabar zo < = < z7. Siuo atveju skaidome taip:

Un(x) = Li(2) + I(x)

su

z— 1)/370
/ s ((z — 1)/2)dz

0

/ 2) 1((95— 1)/z)
(a— 1)/:1:0

10



Jei z < (x —1)/xp, tai (x —1)/z >z ir

(z—1)/zo N 't
xIn? xli(x) g/ zIn’ xp(z)%dz
0 %11’1 (sz )

zln® >
< ~ . n-1_ = < d
o (z — 1) In® zg /0 wp(z)dz
In® In’(z — 1
x n2a: n (;12: )Ee
(x—1)In*(z—1) In"xzg (2.20)
(1)/(1—5)

n_llnzx 0T -

< cng
h ln2 Zo

., 0Ee¢

Be to,
r—1

zIn® 2l(z) < ey In? x/ Vpo1((x —1)/2)dz
(z—1)/=0
1

= c3r(z — 1) In’z Up—1(1/u)du
1/xo

<03c4/0 ¢n_1(1/u)du (2.21)

1
1
< 0304/0 E¢n71<1/u)du
= c3eq(Ee)”

cq”.

N

Pirma nelygybé isplaukia i§ (2.13), antra — i§ (2.14), o paskutiné — i§ (2.15) ir
(2.6). Taigi i$ (2.20) ir (2.21) gauname, kad lemos teiginys teisingas. [J

Kadangi ¢ < 1, tai

d(n+1)g" =) (") = (an>’: (1;1()/: (1_1q)2.

n=>0 n=>0 n=>1

Taigi (c,) seka, kur ¢, = ¢(n + 1)¢", yra sumuojama ir i§ Lebego teoremos apie
aprézta konvergavima

lim xlnzxzwn(x) = Z lim In? 1, (1) = cZ(n +1)(Ee)".

T—00 T—00
n=0 n=0 n=0

Kadangi Ee < 1, tai

0 1
n;(nﬂ)(Es) =T B
ir c
P{{ >z} ~ kai = — oo.

(1-Ee)2zln’z’

11



Santrauka

Siame darbe nagrinéta tam tikra asimptotiskai homogeniné Markovo grandine ir
rasta jos stacionaraus skirstinio uodegos asimptotika. Nagrinéta grandiné negali
biiti iStirta Siuo metu zinomais metodais, todél darbas turi praktine reiksme.
Sprestas uzdavinys aktualus sunkiy uodegy analizéje.

Summary

In this work we have investigated some asymptotically homogeneous Markov
chain and found asymptotics of the stationary distribution tail. To our best
knowledge, considered chain cannot be investigated by means of existing meth-
ods, hence obtained results have practical value. Solved problem is relevant in
heavy tail analysis.
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