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I�vadas

Tarkime, turime Markovo grandin¦, apibr
eºiam¡ lygtimis

Xn = F (Xn−1, εn), n > 1; (0.1)

£ia X0 � ºinomas atsitiktinis dydis, o (εn) � nepriklausomu� vienodai pasiskirs-
£iusiu� atsitiktiniu� dydºiu� seka, nepriklausanti nuo X0. Tarkime taip pat, kad
egzistuoja stacionarus skirstinys, t.y. toks atsitiktinis dydis X, kad

X
d
= F (X, ε),

ir mus domina tikimyb
es P{X > x} asimptotika, kai x→ ∞.
Vytautas Kazakevi£ius ir Viktor Skorniakov savo darbe [1] nagrin
ejo funkcijas,

turin£ias savyb¦
F (x, ε) ∼ q(ε)x, kai x→ ∞,

ir rado s¡lygas, kada
P{X > x} ∼ c

xα
, kai x→ ∞;

£ia α > 0 � pastovus skai£ius, vadinamas uodegos indeksu. Pagrindin
es i² tu�
s¡lygu� yra tokios:

E qα(ε) = 1 ir E qα(ε)|ln q(ε)| <∞. (0.2)

Funkcija α 7→ E qα(ε) tolydi visur, kur ji baigtin
e, tod
el jei E qβ(ε) > 1 su tam
tikru β, atsiras α, su kuriuo (0.2) s¡lygos bus patenkintos. Ta£iau gali atsitikti
taip, kad

E qα(ε) < 1 ir E qβ(ε) = ∞ su visais β > α.

Mano darbo tikslas � i²siai²kinti, kokia bus P{X > x} asimptotika ²iuo atveju.
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1 Pagrindinis rezultatas

A² nagrin
eju atskir¡ (0.1) modelio atveji�, atitinkanti� funkcij¡ F (x, ε) = 1+εx:

Xn = 1 + εnXn−1, n > 1; (1.1)

£ia X0 = x, (εn) � nepriklausomu� teigiamo atsitiktinio dydºio ε kopiju� seka,
q(ε) = ε.

Iteruodami (1.1) lygybes, gauname

X1 = 1 + ε1x,

X2 = 1 + ε2 + ε2ε1x,

X3 = 1 + ε3 + ε3ε2 + ε3ε2ε1x,

...

Xn = 1 +
n−1∑
i=1

εnεn−1 · · · εn−i+1 + εn · · · ε1x.

Paºym
ekime

ξn = 1 +
n∑

i=1

ε1ε2 · · · εi; (1.2)

ξ = 1 +
∑
i>1

ε1ε2 · · · εi. (1.3)

Atsitiktinis dydis Xn pasiskirst¦s taip pat kaip ξn−1+ε1 · · · εnx. Ai²ku, kad ξn ↑ ξ.
Pagal Ko²y kriteriju�, (1.3) eilut
e beveik tikrai konverguoja, jei

lim
n→∞

(ε1ε2 · · · εn)
1
n < 1,

t. y., jei

lim
n→∞

1

n
ln(ε1ε2 · · · εn) = lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

ln εi < 0.

Pagal didºiu�ju� skai£iu� d
esni�,

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln εi = E ln ε.

Taigi (1.3) eilut
e beveik tikrai konverguoja, jei E ln ε < 0. Tada jos bendrasis
narys art
eja i� 0 ir tod
el Xn

d−→ ξ, kai n → ∞. Tod
el stacionarus sprendinys
egzistuoja, kai E ln ε < 0, o jo skirstinys sutampa su ξ dydºio skirstiniu.

Kadangi ξ > 1, stacionarus skirstinys sukoncentruotas (1;∞) intervale. Uº-
ra²ykime tikimyb¦ P{ξ > x} su x > 1 eilute:

P{ξ > x}
= P{1 + ε1 > x}
+ P{1 + ε1 6 x < 1 + ε1 + ε1ε2}
+ P{1 + ε1 + ε1ε2 6 x < 1 + ε1 + ε1ε2 + ε1ε2ε3}+ · · ·

= P{ξ1 > x}+ P{ξ1 6 x < ξ2}+ P{ξ2 6 x < ξ3}+ · · · .
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Paºym
ekime

ψ0(x) = P{ξ1 > x} ir ψn(x) = P{ξn 6 x < ξn+1}, n > 1.

Tada
P{ξ > x} =

∑
n>0

ψn(x).

Pasteb
ekime, kad su n > 2

ξn = 1 + ε1ξ̃n−1;

£ia ξ̃n−1 pasiskirst¦s taip pat kaip ξn−1 ir nepriklauso nuo ε1. Tada

ψ1(x) = P{ξ1 6 x < ξ2} = P{1 + ε1 6 x < 1 + ε1ξ̃1}
= E1{ε16x−1}1{ξ̃1>(x−1)/ε1} = E1{ε6x−1}ψ0

(
(x− 1)/ε

)
ir su n > 2

ψn(x) = P{ξn 6 x < ξn+1} = P{1 + ε1ξ̃n−1 6 x < 1 + ε1ξ̃n}
= E1{ε16x−1}1{ξ̃n−16(x−1)/ε1<ξ̃n} = E1{ε6x−1}ψn−1

(
(x− 1)/ε

)
.

Savo bakalauro baigiamajame darbe [2] nagrin
ejau atsitiktini� dydi� ε, turinti�
tanki�

p(x) =
c

(x+ a)2 ln2 (x+ a)
, kai x > 0;

£ia c yra tanki� normuojanti konstanta, o a > 1 � toks skai£ius, kad tankis
tenkintu� s¡lyg¡ E ε < 1. Buvo i�rodyta, kad su visais n > 0

ψn(x) ∼
c(n+ 1)(E ε)n

x ln2 x
, kai x→ ∞.

Taigi buvo galima spr¦sti, jog

P{ξ > x} ∼ c

x ln2 x

∑
n>0

(n+ 1)(E ε)n, kai x→ ∞.

Magistro baigiamajame darbe i�rodysiu, kad ²i hipotez
e tikrai teisinga ir netgi
bendresniu atveju. Pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.

1.1 teorema. Tegu teigiamas atsitiktinis dydis ε turi toki� tanki� p Lebego mato
atºvilgiu, kad

p(x) ∼ c

xα+1 ln2 x
, kai x→ ∞, E εα < 1 (1.4)

ir p(x) apr
eºtas su x i² bet kokio intervalo [x1; x2] ⊂ (0;∞).
Jei (εn) � nepriklausomu� ε kopiju� seka ir ξ apibr
eºtas (1.3) lygybe, tai

P{ξ > x} ∼ c

(1− E ε)2xα ln2 x
, kai x→ ∞.
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1 pastaba. I² (1.4) i²plaukia, kad E εβ = ∞ su visais β > α.
I�rodymas. Randame toki� x0 ir toki¡ konstant¡ c̃, kad su visais x > x0

x(β−α)/2 > ln2 x ir xα+1 ln2 xp(x) > c̃.

Tada

E εβ =

∫ ∞

0

xβp(x)dx >
∫ ∞

x0

xβp(x)dx >
∫ ∞

x0

c̃xβ

xα+1 ln2 x
dx

= c̃

∫ ∞

x0

xβ−α−1

ln2 x
dx = c̃

∫ ∞

x0

x(β−α)/2

ln2 x
x(β−α)/2−1dx

> c̃

∫ ∞

x0

x(β−α)/2−1dx =
2c̃x(β−α)/2

β − α

∣∣∣∣∞
x0

= ∞.

�
2 pastaba. I² (1.4) taip pat i²plaukia, kad E ln ε < 0 ir, rei²kia, ξ < ∞ beveik
tikrai.
I�rodymas. I² Jenseno nelygyb
es ir nelygyb
es E εα < 1 gauname

αE ln ε = E ln εα 6 ln E εα < 0.

�
3 pastaba. Paprastumo d
elei tarsime, kad α = 1; imant bet koki� kit¡ α > 0
teoremos i�rodymas bu	tu� analogi²kas. Taigi toliau laikysime, kad ε turi tanki� p,
tenkinanti� s¡lygas

p(x) ∼ c

x2 ln2 x
, kai x→ ∞, E ε < 1 (1.5)

ir p(x) apr
eºtas su x i² bet kokio intervalo [x1; x2] ⊂ (0;∞).

2 Teoremos i�rodymas

Primename, kad

ψ0(x) = P{ε > x− 1} =

∫ ∞

x−1

p(z)dz, kai x > 1.

2.1 lema. Jei ε tankis tenkina (1.5) s¡lygas, tai

ψ0(x) ∼
c

x ln2 x
, kai x→ ∞. (2.1)

I�rodymas. Fiksuojame δ > 0 ir randame toki� x0, kad su visais x > x0

x2 ln2 xp(x) ∈ (c− δ; c+ δ).
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Tada su visais x > x0 + 1

x ln2 xψ0(x) = x ln2 x

∫ ∞

x−1

p(z)dz = x ln2 x

∫ ∞

x−1

z2 ln2 zp(z)

z2 ln2 z
dz

6 (c+ δ)x ln2 x

∫ ∞

x−1

dz

z2 ln2 z
.

Pagal Liopitalio taisykl¦,

lim
x→∞

x ln2 x

∫ ∞

x−1

dz

z2 ln2 z
= lim

x→∞

(∫∞
x−1

dz
z2 ln2 z

)′
(

1
x ln2 x

)′ .

Kadangi (∫ ∞

x−1

dz

z2 ln2 z

)′

= − 1

(x− 1)2 ln2(x− 1)
,(

1

x ln2 x

)′

= − 1

x2 ln2 x
− 2

x2 ln3 x
= − 1

x2 ln2 x

(
1 +

2

ln x

)
,

tai

lim
x→∞

x ln2 x

∫ ∞

x−1

dz

z2 ln2 z
= lim

x→∞

x2 ln2 x

(x− 1)2 ln2(x− 1)
(
1 + 2

lnx

) = 1.

Taigi
lim
x→∞

x ln2 xψ0(x) 6 (c+ δ).

Analogi²kai
lim
x→∞

x ln2 xψ0(x) > (c− δ).

Kadangi δ parinkome laisvai, per
ej¦ prie ribos, kai δ → 0, gauname

lim
x→∞

x ln2 xψ0(x) = c.

�
Dabar rasime funkcijos ψn(x) = P{ξn 6 x < ξn+1} asimptotik¡, kai x→ ∞.

2.2 lema. Su visais n > 1 teisinga lygyb
e∫ 1

0

1

u2
ψn−1 (1/u) du = (E ε)n. (2.2)

I�rodymas. Atliekame kintamojo keitim¡ u = 1/v:∫ 1

0

1

u2
ψn−1 (1/u) du =

∫ ∞

1

ψn−1(v)dv

Kai n = 1, turime∫ ∞

1

ψ0(v)dv =

∫ ∞

1

dv

∫ ∞

v−1

p(y)dy =

∫ ∞

0

p(y)dy

∫ y+1

1

dv =

∫ ∞

0

yp(y)dy = E ε.
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Tarkime, n > 2 ir (2.2) lygyb
e teisinga su n− 1 vietoje n. Tada∫ ∞

1

ψn−1(v)dv =

∫ ∞

1

dv

∫ v−1

0

p(t)ψn−2

(
(v − 1)/t

)
dt

=

∫ ∞

0

p(t)dt

∫ ∞

t+1

ψn−2

(
(v − 1)/t

)
dv.

Vidiniame integrale atlik¦ kintamojo keitim¡ v = tz+1 ir pasinaudoj¦ indukcine
prielaida gauname, kad dvilypis integralas lygus∫ ∞

0

p(t)dt

∫ ∞

1

ψn−2(z)tdz =

∫ ∞

0

tp(t)dt

∫ ∞

1

ψn−2(z)dz

= E ε

∫ ∞

1

ψn−2(z)dz = (E ε)n.

�

2.3 lema. Su bet kokiu n > 0 teisingas toks s¡ry²is:

ψn(x) ∼
c(n+ 1)(E ε)n

x ln2 x
, kai x→ ∞. (2.3)

I�rodymas. Naudosim
es matematin
es indukcijos metodu. Kai n = 0, teiginys
i²plaukia i² (2.1) lemos. Tarkime, n > 1 ir (2.3) s¡ry²is teisingas su n− 1 vietoje
n. Tur
ejome

ψn(x) = E1{ε6x−1}ψn−1

(
(x− 1)/ε

)
=

∫ x−1

0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz = I1(x) + I2(x);

£ia

I1(x) =

∫ √
x−1

0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz,

I2(x) =

∫ x−1

√
x−1

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz.

I² pradºiu� rasime I1(x) asimptotik¡, kai x → ∞. Jei x > 3, su bet kokiu
z ∈ (0;∞)

x ln2 x1(0;
√
x−1)(z)p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
= x ln2 x1(0;

√
x−1)(z)p(z)

ψn−1

(
(x− 1)/z

)
x−1
z

ln2
(
x−1
z

) x− 1

z
ln2
(
(x− 1)/z

)
6 1(0;

√
x−1)(z)p(z)

x ln2 x
x−1
z

ln2
(
x−1
z

)c1
6 4zp(z)

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)
c1

6 c2zp(z);
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£ia

c1 = sup
t>

√
2

t ln2 tψn−1(t); c2 = 4c1 sup
x>3

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)
.

Maºoruojanti funkcija integruojama intervale (0;∞) ir i² indukcin
es prielaidos

x ln2 x1(0;
√
x−1)(z)p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
−−−→
x→∞

p(z)zcn(E ε)n−1.

Tod
el i² Lebego teoremos apie apr
eºt¡ konvergavim¡

x ln2 xI1(x) −−−→
x→∞

cn(E ε)n−1

∫ ∞

0

zp(z)dz = cn(E ε)n. (2.4)

Dabar rasime I2(x) asimptotik¡, kai x → ∞. Atliekame kintamojo keitim¡
z = u(x− 1):

I2(x) =

∫ ∞

0

1(
√
x−1;x−1)(z)p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz

=

∫ ∞

0

1( 1√
x−1

;1)(u)p
(
u(x− 1)

)
ψn−1 (1/u) (x− 1)du.

Jei x > 3, su bet kokiu u ∈ (0; 1)

x ln2 x1( 1√
x−1

;1)(u)p
(
u(x− 1)

)
(x− 1)ψn−1 (1/u)

= x ln2 x1( 1√
x−1

;1)(u)
(x− 1)p

(
u(x− 1)

)
u2(x− 1)2 ln2

(
u(x− 1)

)u2(x− 1)2 ln2
(
u(x− 1)

)
ψn−1 (1/u)

6 x ln2 x1( 1√
x−1

;1)(u)
c3

u2(x− 1) ln2
(
u(x− 1)

)ψn−1 (1/u)

6 4c3
u2

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)
ψn−1 (1/u)

6 c4
u2
ψn−1 (1/u) ;

£ia

c3 = sup
t>

√
2

t2 ln2 tp(t); c4 = 4c3 sup
x>3

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)
.

I² (2.2) lemos i²plaukia, kad maºoruojanti funkcija integruojama intervale (0;1).
Kadangi

x ln2 x1( 1√
x−1

;1)(u)p
(
u(x− 1)

)
(x− 1)ψn−1 (1/u) −−−→

x→∞
1(0;1)(u)

c

u2
ψn−1 (1/u) ,

i² Lebego teoremos apie apr
eºt¡ konvergavim¡ ir (2.2) lemos i²plaukia

x ln2 xI2(x) −−−→
x→∞

∫ ∞

0

1(0;1)(u)
c

u2
ψn−1 (1/u) du

=

∫ 1

0

c

u2
ψn−1 (1/u) du = c(E ε)n. (2.5)
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I² (2.4) ir (2.5) gauname

ψn(x) = I1(x) + I2(x) ∼
c(n+ 1)(E ε)n

x ln2 x
, kai x→ ∞.

�
Paimame toki� q, kad

E ε < q < 1, (2.6)

po to � toki� θ > 1, kad
θE ε < q, (2.7)

po to � toki� δ ∈ (0; 1), kad
θE ε

(1− δ)2
< q. (2.8)

Randame toki� x0 > 1, kad su visais x > x0

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)
6 θ. (2.9)

Paºymime
x1 = x

1/(1−δ)
0 + 1, (2.10)

c1 = sup
x>x0

x ln2 xψ0(x), (2.11)

c2 = sup
x>x

δ/(1−δ)
0

x2 ln2 xp(x), (2.12)

c3 = sup
(x0−1)/x06x6x1−1

p(x), (2.13)

c4 = x1(x1 − 1) ln2 x1, (2.14)

c̃ = max
(
c1,

c2
δ2
, c3c4

)
. (2.15)

2.4 lema. Su visais n > 0 ir visais x > x0

ψn(x) 6
c̃(n+ 1)qn

x ln2 x
. (2.16)

I�rodymas. Kai n = 0, teiginys teisingas, nes c̃ > c1. Tarkime, n > 1 ir (2.16)
nelygyb
e teisinga su n− 1 vietoje n. Fiksuojame x > x0.

Jei x > x1, skaidome

ψn(x) =

∫ x−1

0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz = I1(x) + I2(x)

su

I1(x) =

∫ (x−1)δ

0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz,

I2(x) =

∫ x−1

(x−1)δ
p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz.
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�iuo atveju x− 1 > x1 − 1 = x
1/(1−δ)
0 ; tod
el i² z < (x− 1)δ i²plaukia

x− 1

z
> (x− 1)1−δ > x0

ir i² indukcin
es prielaidos

x ln2 xI1(x) 6
∫ (x−1)δ

0

x ln2 xp(z)
c̃nqn−1

x−1
z

ln2
(
x−1
z

)dz
6 c̃nqn−1

∫ ∞

0

zp(z)
x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)1−δ
dz

=
c̃nqn−1

(1− δ)2
x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)

∫ ∞

0

zp(z)dz

6 c̃nqn−1 θE ε

(1− δ)2

6 c̃nqn.

(2.17)

Prie²paskutin
e nelygyb
e i²plaukia i² (2.9), o paskutin
e � i² (2.8). Be to, i² (2.12)
turime, kad

x ln2 xI2(x) 6
∫ x−1

(x−1)δ
x ln2 x

c2

z2 ln2 z
ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz. (2.18)

Atliekame kintamojo keitim¡ z = u(x− 1):

x ln2 xI2(x) 6
∫ 1

(x−1)δ−1

c2x ln
2 x

u2(x− 1)2 ln2
(
u(x− 1)

)ψn−1 (1/u) (x− 1)du

6
∫ 1

0

c2x ln
2 x

u2(x− 1) ln2 (x− 1)δ
ψn−1 (1/u) du

=
c2
δ2

x ln2 x

(x− 1) ln2 (x− 1)

∫ 1

0

1

u2
ψn−1 (1/u) du

6 c̃θ(E ε)n

6 c̃qn.

(2.19)

Prie²paskutin
e nelygyb
e i²plaukia i² (2.15) ir (2.9) bei (2.2) lemos, o paskutin
e
� i² (2.7). Taigi i² (2.17) ir (2.19) gauname, kad atveju x > x1 (2.16) nelygyb
e
teisinga.

Tegu dabar x0 6 x < x1. �iuo atveju skaidome taip:

ψn(x) = I1(x) + I2(x)

su

I1(x) =

∫ (x−1)/x0

0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz,

I2(x) =

∫ x−1

(x−1)/x0

p(z)ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz.
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Jei z < (x− 1)/x0, tai (x− 1)/z > x0 ir

x ln2 xI1(x) 6
∫ (x−1)/x0

0

x ln2 xp(z)
c̃nqn−1

x−1
z

ln2
(
x−1
z

)dz
6 c̃nqn−1 x ln2 x

(x− 1) ln2 x0

∫ ∞

0

zp(z)dz

= c̃nqn−1 x ln2 x

(x− 1) ln2(x− 1)

ln2(x− 1)

ln2 x0
E ε

6 c̃nqn−1 ln
2 x

1/(1−δ)
0

ln2 x0
θE ε

= c̃nqn−1 θE ε

(1− δ)2

6 c̃nqn.

(2.20)

Be to,

x ln2 xI2(x) 6 c3x ln
2 x

∫ x−1

(x−1)/x0

ψn−1

(
(x− 1)/z

)
dz

= c3x(x− 1) ln2 x

∫ 1

1/x0

ψn−1

(
1/u
)
du

6 c3c4

∫ 1

0

ψn−1

(
1/u
)
du

6 c3c4

∫ 1

0

1

u2
ψn−1

(
1/u
)
du

= c3c4(E ε)
n

6 c̃qn.

(2.21)

Pirma nelygyb
e i²plaukia i² (2.13), antra � i² (2.14), o paskutin
e � i² (2.15) ir
(2.6). Taigi i² (2.20) ir (2.21) gauname, kad lemos teiginys teisingas. �

Kadangi q < 1, tai∑
n>0

(n+ 1)qn =
∑
n>0

(
qn+1

)′
=

(∑
n>1

qn

)′

=

(
q

1− q

)′

=
1

(1− q)2
.

Taigi (cn) seka, kur cn = c̃(n + 1)qn, yra sumuojama ir i² Lebego teoremos apie
apr
eºt¡ konvergavim¡

lim
x→∞

x ln2 x
∑
n>0

ψn(x) =
∑
n>0

lim
x→∞

x ln2 xψn(x) = c
∑
n>0

(n+ 1)(E ε)n.

Kadangi E ε < 1, tai ∑
n>0

(n+ 1)(E ε)n =
1

(1− E ε)2

ir
P{ξ > x} ∼ c

(1− E ε)2x ln2 x
, kai x→ ∞.
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Santrauka

�iame darbe nagrin
eta tam tikra asimptoti²kai homogenin
e Markovo grandin
e ir
rasta jos stacionaraus skirstinio uodegos asimptotika. Nagrin
eta grandin
e negali
bu	ti i²tirta ²iuo metu ºinomais metodais, tod
el darbas turi praktin¦ reik²m¦.
Spr¦stas uºdavinys aktualus sunkiu� uodegu� analiz
eje.

Summary

In this work we have investigated some asymptotically homogeneous Markov
chain and found asymptotics of the stationary distribution tail. To our best
knowledge, considered chain cannot be investigated by means of existing meth-
ods, hence obtained results have practical value. Solved problem is relevant in
heavy tail analysis.
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