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1. Jvadas

Pirminiy skaiCiy aritmetinése progresijose pasiskirstymo tyrimui pranciizy matematikas L.
Dirichlé (Dirichlet) apibrézé dabar taip vadinamas Dirichlé L funkcijas. | jy apibrézimg jeina
Dirichlé charakteriai, kuriy apibréZimas yra pakankamai sudétingas [12]. Taciau yra Zinoma, kad
kiekviena aritmetiné funkcija y(m), kuri yra visiS8kai multiplikatyvi (y(mn) = y(m)yx(n) su
visaism,n € N), yra periodiné su periodu q,q € N ( y(m+ q) = y(m) su visais m € N ),
x(m) =0, jei (m,q) > 1 ((m, q) yra skai¢iy m ir q didziausias bendrasis daliklis ) ir y(m) # 0,
jei (m, @) = 1, sutampa su vienu i Dirichlé charakteriy moduliu q.

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o y(m) yra Dirichlé charakteris moduliu q.

Tuomet Dirichlé L funkcija L(s, y) pusplokStuméje o > 1 yra apibréziama eilute

L(s,x) = Z X(n:).

m

Dirichlé charakteris moduliu g, y,(m) yra vadinamas pagrindiniu, jeigu y,(m) = 1 su visais
(m, q) = 1. Funkcija L(s, o) tik paprastu daugikliu skiriasi nuo Rymano dzeta funkcijos {(s),

kuri pusplokStuméje o > 1 yra apibréZiama eilute

((S)=§:%-

L) = ¢ [ [ (1 —pi)

rlq

Kadangi yra teisinga lygybe

o funkcija {(s) turi vienintelj paprastajj poliy taske s = 1 su reziduumu 1, tai funkcija L(s, x,)

yra analiziS8kai pratgsiama ] visa kompleksine plokStuma, i8skyrus taskg s = 1, kuris yra jos

Rer 16510 = | [(1-7).

plqg

paprastasis polius, ir

Jeigu y # xo, tai funkcija L(s, y) yra analizi$kai pratesiama j visg kompleksine plokStuma,
kitaip tariant, ji yra sveikoji funkcija.

1975 metais rusy matematikas S.M. Voroninas (Voronin) atrado labai jdomig Dirichle L
funkcijy savybe. Jis jrodé [15], kad visos Dirichlé L funkcijos yra universalios ta prasme, kad jy

postimiai L(s +it,x), T € R, norimu tikslumu tolygiai juostos D = {s eEC: % <o< 1}

(pavaizduotos 1 brézinyje) skrituliuose aproksimuoja kiekvieng analizing funkcija.
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1 bréZinys: Juosta D = {s eC: % <o< 1}.
Tikslus Voronino teoremos formulavimas yra toks.
1.1 teorema. Tarkime, kad 0 < 6 < i, o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirsta nuliu skritulyje
|s| <0 ir yra analiziné to skritulio viduje. Tuomet, kiekvieng € > 0 atitinka toks skaicius

T = t(€) € R, su kuriuo yra teisinga nelygybé

max < &

|s|<6

L(s+z+ir,)()—f(s)

I$ tikryjy minétame straipsnyje [15] Voroninas jrodé analogiSkg teoremg tik Rymano dzeta

funkcijai ir prid¢jo pastabg, kad tokia teorema yra teisinga ir visoms Dirichlé L funkcijoms.
Nesunku buvo patikrinti, kad taip ir yra.

Tais paciais 1975 metais Voroninas gavo dar jJdomesnj rezultata. Nagrinédamas Dirichle L
funkcijy funkcinj nepriklausomuma, jis pasteb€jo, kad Sios funkcijos turi jungting universalumo
savybe, tai yra analiziniy funkcijy rinkinys tuo pa¢iu metu gali buti aproksimuojamas Dirichle L
funkcijy postimiy rinkiniu. GrieZtai matematiSkai jungtiné universalumo teorema yra

formuluojama taip [14].

1.2 teorema. Tarkime, kad 0 <6 < i, X1, - Xr Yra poromis neekvivalentis Dirichlé
charakteriai, o funkcijos fi(S), ..., fr(s) yra tolydzZios ir nevirsta nuliu skritulyje |s| < 0, ir yra
analizinés to skritulio viduje. Tuomet kiekvieng € > 0 atitinka toks skaicius T = t(¢) € R, kad

su visais ] = 1, ...,r yra teisinga nelygybé

max < &

|s|<6

L(s +Z+ iT,){j) — fi(s)

Paaiskinsime ekvivalenciy charakteriy sagvoka. Tarkime, kad y(m) yra bet kuris charakteris

moduliu g. Tuomet y(m) turi periodg g. Ta¢iau gali bati, kad reikSméms m, (m,q) = 1,
funkcija y(m) turi periodg maZesnj uz q. Tuomet sakoma, kad charakteris y(m) yra

neprimityvus. PrieSingu atveju charakteris y(m) vadinamas primityviu. Yra zinoma [12], kad



kiekvieng neprimityvy charakterj y(m) moduliu q atitinka toks modulio g daliklis q; # q, 1 ir
primityvus charakteris y; (m) moduliu q,, kad

_(x(m),  jeigu(m,q)) =1,
x1(m) = {O, jeigu (m,q,) > 1.

Siuo atveju sakoma, kad primityvus charakteris y;(m) indukuoja charakterj y(m). Du
charakteriai y,(m) ir y,(m) yra vadinami ekvivalenciais, jeigu juos indukuoja tas pats
primityvus charakteris. PrieS§ingu atveju charakteriai y;(m) ir y,(m) yra vadinami
neekvivalenciais.

1.2 teorema turi bendresne formuluote duota, pavyzdziui, [13] monografijoje.

1.3 teorema. Tarkime, kad x., ..., Xy yra poromis neekvivalentiis Dirichlé charakteriai. Su
visais 1 < j <r , tegul K; € D yra kompaktinis poaibis, turintis jungyjj papildinj, o funkcija
fj(s) yra tolydi, nevirsta nuliu aibéje K; ir yra analiziné aibés K; viduje. Tuomet su kiekvienu
€ > 0 yra teisinga nelygybé

lim inf : meas {‘L’ € [0,T]: sup sup |L(s + iT,){j) —fj(s)| < E} > 0.
T-o T 1sj<r seK;
Cia meas {A} yra macios aibés A € R Lebego matas.

1.3 teoremos tvirtinimas yra bendresnis uz 1.2 teoremos tvirtinimg dviem aspektais. Pirma,
1.3 teoremoje skrituliai yra pakeisti bet kurioms kompaktiSkomis aibémis. Antra, 1.3 teoremos
nelygybé reiskia, kad Dirichl¢ L funkcijy postimiy, aproksimuojan¢iy duotg analiziniy funkcijy
rinkinj, aibé yra gana turtinga, ji turi teigiamg apatinj tankj.

Deja, 1.3 teoremos jrodymas néra niekur duotas, todél magistro darbo tikslas yra pateikti

pilng 1.3 teoremos jrodyma.

2. Ribiné teorema

Yra Zinomas universalumo teoremy jrodymo tikimybinis kelias. Jis yra paremtas ribine
teorema apie silpngjj tikimybiniy maty konvergavimg analiziniy funkcijy erdvéje.

Priminsime kai kurias toliau reikalingas sgvokas ir apibrézimus. Tegul X yra metriné erdvé su
Borelio o algebra (ktinu) B(X). B(X) yra minimali ¢ algebra, kuriai priklauso erdvés X atviryjy
aibiy sistema. Pora (X, B(X)) yra vadinama macia erdve. Tikimybiniu matu erdvéje (X, B(X))
yra vadinama aibés funkcija P, apibrézta aibiy sistemoje B(X) ir tenkinanti reikalavimus:

1°. P(A) = 0 su visomis A € B(X);

2°.P(X) =1:

3°. Jei aibés Ay, Ay, ... € B(X) ir kas dvi neturi bendry elementy (4, N 4; = @, kai k # 1),

tal tuomet



Tegul P, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Sakome, kad P, , kai n — oo,
silpnai konverguoja | matg P, jei su kiekviena realia aprézta tolydzia funkcija f erdvéje X yra
teisinga lygybé

lim | f dP, =jf dP.
n—>oo
X X

Misy atveju X bus analiziniy funkcijy erdvé. Primename, kad D = {s eC: % <o< 1}.

Tegul H(D) yra analiziniy juostoje D funkcijy erdvé su tolygaus konvergavimo juostos D
kompaktinése aibése topologija. Sioje topologijoje seka {g,,} € H(D) konverguoja, kain — oo, j
funkcijg g € H(D), jei su kiekviena kompaktine aibe K € D

lim ig}lﬂgn(s) —g(s)l=0.

Erdveje H(D) galima apibrézti metrika, kuri indukuoja tolygaus konvergavimo kompaktinése

aibése topologijg. Yra zinoma [8], kad egzistuoja tokia juostos D kompaktiniy aibiy seka {K;} ,

kad
D=UK1,

1=1
K; € K;,1 su visais | € N ir, jei K yra kompaktiné juostos D aibg, tai ji priklauso kuriai nors i$

aibiy K;. ApibréZiame

o sup |g1(s) — g2(s)l
d(g., )=Zz-l seky . g..g, € HD).
0299 = 2,27 T suplgr ) — ga ] 9092 € HP)
- SEKl

Tuomet d yra minétoji metrika, indukuojanti erdvés H (D) tolygaus konvergavimo kompaktinése
aibése topologija.
Tegul
H"(D) = H(D) X ..x H(D).

- _—
W

r
Siame skyrelyje jrodysime ribine teorema apie
1 . .
Pr(A) = 7 meas {T € [0,T]: (L(s + i1, x1), ..., L(s + lT,){T)) € A}, A€ B(HT(D)),
silpnaji konvergavimg, kai T — oo. Teoremos formulavimui yra reikalingi kai kurie apibréZimai.
Tegul y={seC:|s| =1} (pavaizduota 2 brézinyje) yra vienetinis apskritimas

kompleksinéje plokstumoje.



2 brézinys: Apskritimasy = {s € C : |s| = 1}.

a-[n.
14

kurioje ¥, = y su visais pirminiais skaiCiais p. Aibg (), kuri yra vadinama toru, sudaro visos

Apibréziame Dekarto sandaugg

funkcijos, atvaizduojancios pirminiy skaiCiy aibe vienetiniame apskritime. Aibéje () galima
apibrézti pataskinés daugybos operacijg, kurios atzvilgiu 0 yra Abelio grupé. Be to, aibéje ()
galime apibrézti sandaugos topologijg [11]. Taigi gauname topologing Abelio grupe (1. Kadangi
apskritimai y,, yra kompaktines aibés, tai pagal Tichonovo teoremg [11] turime, kad toras () yra
kompaktiné topologiné Abelio grupé. Yra Zinoma [8], kad kompaktinése grupése galima
apibrézti tikimybinj Haro (Haar) mata my. Sis matas turi svarbig invariantiskumo savybe
postumiy taskais w i§ () atzvilgiu. Tai reiskia, kad su kiekviena aibe A € B({) ir su bet kuriuo
w € Q yra teisingos lygybés my(A) = my(wA) = my(Aw). Pavyzdziui, Haro matas ant
apskritimo y sutampa su Lebego matu, kuris nepriklauso nuo to, kurioje apskritimo vietoje yra
imama aibé¢ (atskiru atveju, jei aibé lankas, tai Lebego matas biity to lanko ilgis).

Taigi, turime tikimybing erdve (Q, B(Q), my). Tegul w(p) yra elemento w € Q projekcija j
apskritima ¥, (yra elemento w p-oji koordinaté). Tikimybingje erdvéje (Q, B(Q), my)

apibréziame H" (D) reik§mj atsitiktinj elementg L (s, w, )_(), X = Qv -, Xr), formule

L(s, w, )_() = (L(s, @, x1), -, L(s, , x1)),

L(s o) = H( w(P)X;(P)) ’

j =1,...,r. Kitais zodZiais tariant, L (s, w, )_() yra (B(Q),B(HT(D))) mati funkcija, tai yra, su

kurioje

visomis aibémis A € B(H" (D))



{w € Q:L(s,w,)_() € A} € B(Q).

Tegul P, yra atsitiktinio elemento L(s, w, )_() pasiskirstymas, tai yra, su kiekviena aibe
A€ B(H™(D))

P,(4) = {mH {w € Q:L(s,w,)_() € A},A € B(HT(D))}.
Pagrindinis Sio skyrelio rezultatas yra tokia ribiné teorema.
2.1 teorema. Pr, kai T — o, silpnai konverguoja j Py.

Sios teoremos jrodyma suskaidysime j keleta lemy. Pirmiausia suformuluosime tvirtinima
apie maty silpngjj konvergavimg erdveje (Q, B(Q)). Tegul P yra visy pirminiy skaiciy aibe.
ApibréZiame

1 .
0:(4A) = — meas {relo,T]:(p":peP)eA}, A€ B(Q).
2.2 lema. Qr, kai T — oo, silpnai konverguoja j Haro matg my.

Lema yra gerai Zinoma, jos jrodyma galima rasti [8] darbe.

Dabar suformuluosime ir jrodysime ribine teoremg erdvéje H" (D) funkcijy, apibrézty
absoliuc¢iai konverguojanciomis eilutémis, rinkiniui. Tegul oy >% yra fiksuotas skaiCius ir su

visaism,n € N

v, (m) = exp {— (%)Gl}

ApibréZziame
NEAGLACONE
Ln(s, )(j) = Z % , j=1,..r. (2.1)
m=1

Pratesiame funkcijas w(p) | visg aibe N formule

wm) = || o
potitm

ApibréZziame

j=1,..1. (2.2)

L5, 1;) = Z Xj(m)v:n(sm)w(m) ’

Tuomet yra zinoma [8], kad eilutés, apibrézianios funkcijas Ln(s, )(j) ir Ln(s,w, )(j),
j =1,...,r, konverguoja absoliuciai pusplok$tumeéje o > %

Tegul @ yra fiksuotas toro Q elementas. Erdvéje (HT (D), B(HT (D))) apibréziame

1
Prn(4) = 7 meas {T € [0,T]: (Ln(s + 0T, ¥1), o, Ly (s + iT,){T)) € A}
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Pr,(A) = 7 meas {T € [0,T]: (Ln(s + i1, @, x1), ..., Ly (s + i, w,)(r)) € A}.

2.3 lema. Pr,, ir ﬁT,n , kai T — oo, silpnai konverguoja j tq patj tikimybinj matg P, erdvéje
(H™ (D), B(H™(D))).

Jrodymas. Apibréziame funkcijg hy,: Q - H" (D) formule

hn(@) = (Ln(s, @, 1), o, L (s, 0, X)),
Kadangi eilutés (2.1) ir (2.2) konverguoja absoliuc¢iai pusplokstuméje o > % , tai funkcija h,, yra
tolydi. Pasinaudosime Zinoma tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo savybe. Tegul X; ir X,
yra dvi erdvés (metrinés arba topologinés), o funkcija h: X; - X, yra (B(X;), B(X,)) mati, tai
yra h™'A € B(X,) su visomis aibémis A € B(X,). Tuomet kiekvienas tikimybinis matas P
erdvéje (X;, B(X,)) apibrézia vienintelj tikimybinj mata Ph~* erdvéje (X,, B(X,)) formule
Ph~1(4) = P(h™'4), A€ B(X,).

Gerai zinoma, kad jeigu funkcija h yra tolydi, tai ji yra ir (B(X;), B(X,)) mati. Be to, yra
teisingas toks tvirtinimas apie silpngjj maty konvergavima.

Tarkime, kad P, kai n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (Xl,B(Xl)), h:X; = X, yra
tolydi funkcija ir B,, kai n — oo, silpnai konverguoja j matg P. Tuomet ir B,h™*, kai n - oo,
silpnai konverguoja j matq Ph™1.

Visus tuos tvirtinimus galima rasti [2] monografijoje.

I§ funkcijos h,, apibrézimo matome, kad

Prn(A) = Qrhy*(A) = Qr(hy'4), A e B(H™(D)).
Todél i$ ¢ia, funkcijos h, tolydumo, tik kg suformuluoto tvirtinimo ir 2.2 lemos gauname, kad
matas Py ,, kai n — oo, silpnai konverguoja j matg P, = myh;*.

Irodysime, kad matas ﬁT,n taip pat silpnai konverguoja j mata P,, kai T — oo. Apibréziame
funkcija h,: Q — H" (D) formule

h,(w) = (Ln(s, WD, Y1), ey L (s, w&),)(r)).
Tuomet, pakartoje ankstesnius samprotavimus, panasiu biidu gausime, kad matas ﬁT,n, kai
T — oo, silpnai konverguoja j mata P, = myh;;'. Licka jrodyti, kad P, = P,. Imame funkcija
h: Q — Q, apibréztg formule
hw) = wd, w € Q.
Tuomet turime, kad h,(w) = h, (h(w)). Todél belieka pasinaudoti Haro mato my

mvariantiSkumu. Gauname, kad

myhy' = my(h,h)™t = (myh™Hhy' = myhyt,

9



nes myh~! = my dél mato my, invariantiSkumo. Taigi i§ ¢ia turime, kad B, = P,. Lema jrodyta.

2.1 teoremos jrodymui reikia pereiti nuo funkcijy Ln(s, )(j) prie funkcijy L(s, )(j). Siam
tikslui yra reikalinga funkcijy L(s, )(j) vidurkiné aproksimacija funkcijomis Ln(s, )(j).
Pastarajai aproksimacijai yra reikalinga metrika erdvéje H" (D).

Tegul g1 = (911, -, 917) EH"(D) it g = (921, -, g2r) € H'(D). Tuomet metrikg
d ( 9u Qz) erdvéje H" (D) apibréziame taip :

Q(ngz) = max d(gu’gzj)-

1<jsr

Tegul, trumpumo délei,

Lo (5.4) = (La(s,20), s L5, ),

Ln (S’ (1),)_{) = (Ln(sr w, Xl)r ey Ln(S, w, XT))
ir
L(s,)_() = (L(s, x1), -, L(s, x1))-
2.4 lema. Yra teisinga lygybé

T
ylll_r)go lir?_)ioup%jg(g (s + iT,)_{) Ly (s + iT,)_{)) dt = 0.
0

Irodymas. Tegul K yra bet kuris kompaktinis juostos D poaibis. Tuomet pasinaudoj¢ [9]

straipsnio 2 lema su a,,, = x;(m) gauname, kad

T
: 1 . . .
lim lim sup—j sup|L(s + lT,){j) —Lp(s + lT,){j)ldT =0, j=1,..,r.
e N A
IS ¢ia ir metriky d(g,9,), 91,9, € H(D) bei Q(gl,gz), 91,92 € H'(D) apibrézimy
gauname lemos tvirtinima.

2.5 lema. Yra teisinga lygybé
T

lim lim sup%jg(g(s + it, w,)_(),gn (s + ir,w,)_()) dr = 0.

n-0 T

Irodymas. Tegul, kaip ir 2.4 lemos jrodyme, K yra bet kuri juostos D kompaktin¢ aibé.
Tuomet i§ [9] straipsnio 3 lemos su a,, = x;(m) i$plaukia, kad
T
: 1 . . ,
lim lim sup—j sup|L(s + lT,w,)(j) — Ln(s + lT,w,)(j)ldT =0, j=1,..,r.
noo 100 TJ) sek
IS ¢ia ir metriky d(g,9,), 91,9, € H(D) bei Q(gl,gz), 91,92 € H'(D) apibrézimy
gauname lemos tvirtinima.

10



Apibréziame dar vieng tikimybinj matg
~ 1
Pr(4A) = 7 meas {‘L’ € [O,T]:L(s + iT, w,)_() € A}, A€ B(HT(D)).

2.6 lema. Erdvéje (HT(D),B(HT(D))) egzistuoja toks tikimybinis matas P, j kurj, kai

T — oo, silpnai konverguoja abu matai Py ir Py.

2.6 lemos jrodymui yra reikalingos kai kurios tikimybiy teorijos sgvokos ir teoremos.

Tegul (X,0) yra separabili metriné erdve, o 1, &1, &, yra X reikSmiai atsitiktiniai
elementai, apibrézti tikimybinéje erdveje (ﬁ, A, u). Sakome, kad n,,, kai n = oo, konverguoja |

& pagal pasiskirstyma, jeigu elemento &, pasiskirstymas, kai n — oo, silpnai konverguoja i

y D
atsitiktinio elemento & pasiskirstymg. Sj fakta zymime —.

Primename, kad X reikSmis atsitiktinis elementas & erdvéje (ﬁ,cfl, u) yra (B(X),A) mati
funkcija, tai yra, su kiekviena aibe A € B(X)
{@eQ:é(@) € A} € A
Atsitiktinio elemento & pasiskirstymu yra vadinamas tikimybinis matas P, apibréztas formule
PA) ={W@el:&@)eAd), AeBX)}
Dabar formuluojame mums reikalingg lema.

2.7 lema. Tarkime, kad su kiekvienu k € N yra teisingas sqrysis

D

$kn — &k
n—->0oo

ir
D
Sk —¢.

k—oo

Be to, tegul su kiekvienu € > 0
lim lir;l sup u(e(§kn,n) =€) = 0.

Tuomet

D
N —%.
n—-oo

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje, 4.2 teorema.

Dabar apibréSime tikimybinio mato Seimos suspaustumo ir reliatyvaus kompaktiSkumo
savokas. Tarkime {P} yra kuri nors tikimybiniy maty $eima erdvéje (X, B(X)). Sakome, kad $i
Seima yra suspausta, jei kiekvieng & > 0 atitinka tokia kompaktiska aibé K = K(g) c X, kad su
visais matais P € {P} galioja nelygybé

P(K)>1-—c¢.
Seima {P} yra reliatyviai kompaktiska, jeigu i§ kiekvienos jos sekos galima iskirti silpnai
konverguojantj posekj j kurj nors matg erdvéje (X ,B(X )). Prochorovo teorema tvirtina [2], kad
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kiekviena suspausta maty Seima yra ir reliatyviai kompaktiska.

2.6 lemos jrodymas. Tarkime, kad 6 yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors
tikimybinéje erdvéje (Qq, B(Qp), 1) ir tolygiai pasiskirstes vienetiniame intervale [0,1]. Tai
reikia, kad atsitiktinio dydZio 6 pasiskirstymo funkcija F(x) turi pavidalg

0, kaix <0,
F(x)=4x, kai0<x<1,
1, kai x> 1.

Sioje tikimybin¢je erdvéje apibréziame H” (D) reik$mj atsitiktinj elementa
Ly = Lrn(S) = (Lrna (8D, s Lng () = (Lu(s + T80, X1), o, Ln(s + T8, x,)).

Tuomet i§ 2.3 lemos turime, kad
D

Lrn—— Ln, (23)
Cia
L =Ln(8) = (Lna()s oo Ly () = (Lna (s 42, oo L (5,20))
yra H" (D) reik8mis atsitiktinis elementas, kurio pasiskirstymas yra 2.3 lemos ribinis matas B,.
Matéme, kad Dirichlé eilutés, apibréziancios funkcijas L, (s, )(j) konverguoja absoliuciai

pusploksStuméje o > %, j=1,..,r. Yra Zinoma, kad tokiy funkcijy modulio kvadrato vidurkis

yra lygus eilutei, sudarytai i§ pradinés eilutés nariy modulio kvadrato [5]. Taigi turime, kad

1 = frim) e 1

. , 2 j .

Tll_)rglo?j|Ln(s+lt,)(j)| dt=z d mmn Szﬁ<00, j=1,..,r. (24)
0 m=1 m=1

Imame bet kurig kompaktine aibe K; i§ sekos, kuri yra naudojama metrikai d erdvéje H(D)

apibrézti. Tuomet, pasinaudoj¢ integraline Kosi teorema bei KoSi nelygybe, i§ (2.3) randame,
Jog egzistuoja tokie skaiciai gj; , su kuriais

T

1
lim sup;jfggﬂn(s +it,x;)|dr <
l

T—oo
1
2T 2

1 2
< cﬂlir? sup ﬁj |Ln(aﬂ + it,)(j)| dt | <cjRj; < o, (2.5)
0

éia

1
2

=1
R]l = Z mzo-jl ]

m=1

0 ¢;; yra teigiamos konstantos, j = 1, ..., 7.

Dabar imame bet kokj teigiamg skaiCiy € ir paZzymime
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My = cjRy2""e™t,  j=1,..,r, lEN.

Tuomet i§ (2.5) nelygybiy iSplaukia, kad

lim sup u (sup|LT,n,j(s)| > Mj, bent su vienuj =1, ...,r) =
T SEK;

—00
r

= limsup u U <5up|LT,n,j(S)|> =M | =
j=1

T—co SEK|

-
< Z limsup u <5up|LT,n,j(S)| = Mﬂ) =
— T—-oo SEK;

T—>oo
! T !
1 iRy

1
< ZM—sup limsup?jféllgﬂn(s +it, x;)|dr SZ M

- il neN  T-oo - jl
=1 0 =1

.
& Er &
- Z 2U+r T ol+r < ?
Jj=1

IS ¢ia, (2.3) ir mato tolydumo gauname, kad

!
1
= Zlimsup— meas {T € [0,T]: sup|L, (s + it, x;)| > sz} =
= T SEK;

u (sup|L n,j(s)| > Mj, bent su vienuj =1, ...,r) < (2.6)
SEK;

£
? .
Dabar apibréZziame aibe

HI = {(91,---’%) € HT(D):suIP|gj(s)| <M, j=1,.,r L€ N}.
SEK]

Matome, kad $i aibé yra tolygiai aprézta, todél pagal kompaktiSkumo kriterijy [8], ji yra

kompaktiné erdvés H" (D) aibé. Be to, i§ (2.6) randame, kad su visais n € N,

% 1
1 2
u(LneH;)z1—eZ§=1—e T=1-¢
=1 1—7

Kadangi L , turi pasiskirstymg P,,, tai i§ ¢ia gauname, kad su visais n € N yra teisinga nelygybeé
P,(HI) >1—=.

Pastaroji nelygybé rodo, kad tikimybiniy maty Seima {P,:n € N} yra suspausta. Todél pagal
Prochorovo teorema ji yra reliatyviai kompaktiné. Taigi galime rasti tokj posekj {Pnk} c {P,},
kad Py , kai k — oo, silpnai konverguoja j kurj nors matg erdvéje (HT(D),B(HT(D))). Si
tvirtinimg galime perraSyti konvergavimo pagal pasiskirstyma terminais, tai yra,

L, }H—DO; 3 2.7)

Toje pacioje tikimybinéje erdvéje (24, B(Qy), W) apibréziame dar vieng atsitiktinj elementg
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Ly = Lr(s) = (Lra(s), i, Ly (8)) = (L(s + iT0, x1), .., L(s + T8, X,)).
Tuomet i§ metrikos d apibrézimo, 2.4 lemos ir CebySevo tipo nelygybés gauname, kad su

kiekvienu € > 0

lim 1im sup 1 (d (Lr(s),Lrn(s)) = €) =

n-ow T,
= lim lim sup%meas {‘L’ € [0,T]: Q(L(s + iT,)_{),Ln (s + iT,)_{)) > E} <

n-o T
T

< ylll_)rg) lirTn_)sotlpgiT Q(L (s + it, )_() , Ly (s + it, )_()) dt =0.
0

Pastaroji lygybé kartu su (2.3) ir (2.7) sarySiais rodo, jog yra iSpildytos 2.7 lemos salygos.

Pritaike minétg lemg gauname, kad

D
Ly —P. (2.8)

T—oo
Taigi, gavome, kad matas Pr , kai T — oo, silpnai konverguoja j mata P, nes (2.8) sarysis yra
ekvivalentus mato Py silpnajam konvergavimui. Be to, (2.8) parodo, kad matas P nepriklauso
nuo posekio P, parinkimo. Kadangi, kaip matéme, maty Seima {P,,} yra reliatyviai
kompaktiska, tai i§ Cia iSplaukia, kad kiekvienas posekis Py, silpnai konverguoja | mata P. Taigi,

turime, kad yra teisingas sarysis

D
L, —>P. (2.9)

n—-oo
Lieka jrodyti, kad matas P, taip pat silpnai konverguoja j mata P. Apibréziame atsitiktinius
elementus

Lrn =Lrn(®) = (Irna (), o Irns () = (Ln(s +iT6,0,20), ., L5 + iT6, 0, 2,))
ir

Ly = Lr(s) = (Lra(s), v L1y () = (L(s + iTO, 0, 21, ., L(s + IT6, 0, 7).

Tuomet panasiai kaip ir mato P atveju, pritaike 2.3 lema, o vietoje 2.4 lemos pasinaudoj¢ 2.5
lema, ir atsizvelge j (2.9) sarysj randame, kad matas Py taip pat silpnai konverguoja j matg P. Si
pastaba baigia 2.3 lemos jodyma.

Tokiu budu iki 2.1 teoremos pilno jrodymo truksta parodyti, kad ribinis matas 2.3 lemoje
sutampa su matu P Siam tikslui panaudosime ergodinés teorijos elementus. Tegul

a, = {p‘if: p yra pirminis},r € R.
Apibréziame toro Q) transformacijy Seima {F,: T € R} formule
E(w) = a,w, w € Q.

Tuomet turime, kad kiekviena i§ Siy transformacijy yra mati ir i§laiko matg, nes Haro matas my

yra invariantiSkas postimiy taskais 1§ () atZvilgiu. Primename, kai kurias ergodinés teorijos
14



sgvokas. Aibé A € B(Q) yra vadinama invariantine aibe transformacijy grupés {F;:T € R}
atzvilgiu, jei su kiekvienu 7 € R aibés A ir A, = F,(A) skiriasi viena nuo kitos daugiausia aibe,
kurios matasmy yra lygus 0. Yra Zinoma, kad visos invariantinés aibés sudaro Borelio o
algebra, kuri yra o algebros B(Q) poalgebris. Grupé {F;:t € R} yra vadinama ergodine, jeigu
jos invariantiniy aibiy o algebra yra sudaryta tik i§ aibiy, turiniy matag my lygy O arba 1. Yra
jrodyta [8], kad i$ tikryjy grupé {F,: T € R} yra ergodiné.

Mums dar bus reikalinga ergodinio proceso sgvoka. Jeigu turime atsitiktinj procesa &, tai
analogiSkai grupés {E.:T € R} atveju yra apibréziamos to proceso invariantinés aibés ir jy o
algebra. Stacionarus procesas yra vadinamas ergodiniu, jeigu jo invariantiniy aibiy o algebros
sudaro aibés, kuriy matas yra 0 arba 1. Ergodiniams procesams galioja Birkhofo-Chincino
ergodiné teorema, kurig mes formuluojame tokios lemos pavidalu.

2.8 lema. Tarkime, kad atsitiktinis procesas &(t,®) ergodinis, E|é(t,®)| < o yra
tikimybinéje erdvéje (.Q,A, IP), (E yra vidurkio simbolis), ir proceso trajektorijos yra
integruojamos beveik tikrai Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet beveik

visur @ mato P atzvilgiu yra teisinga lygybé
) T
lim ~ j £(t, @)dt = E£(0, D).
T—oo T
0

Lemos jrodyma galima rasti [3] monografijoje.

2.1 teoremos jrodymas. Tikimybinéje erdvéje (Q,B(), my) apibréziame atsitiktinj dydj 6
formule
1, kail (s, w, )_() € A4,

Olw) = 0, kaié(s,w,)_()$A.

Cia A yra fiksuota ribinio mato P 2.6 lemoje tolydumo aibé. Tai reiSkia, kad P(9A) = 0, ¢ia
0A yra aibés A krastas. Yra zinomas, toks silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentas
[2] tolydumo aibiy terminais: tegul P ir P, n € N, yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)).
Tuomet P,, kai n — oo, silpnai konverguoja | P tada ir tik tada, kai su kiekvieno mato P
tolydumo aibe A yra teisinga lygybé

Tlll_r)go B, (A) = P(A).

I3 $io silpnojo tikimybiniy maty ekvivalento, 2.6 lemos ir mato Py apibrézimo turime, kad

lim % meas {7 € [0,T]:L (s + ir,w,x) € A} = P(4) (2.10)

T—oo

su kiekviena mato P tolydumo aibe A. IS atsitiktinio dydZio 6 apibrézimo randame, kad
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E(9) = jede =my {w € Q:L(S, w,)_() € A}, (2.11)
Q

tai yra, atsitiktinio elemento pasiskirstymas Py. IS grupés {F:7 € R} ergodiskumo isplaukia
atsitiktinio proceso 6 (F,) ergodiSkumas. Todél pritaike 2.8 lemg gauname, kad su beveik visais

w € ()

T

Jim j 6(F.(w)) dr = E6). 2.12)
0

Pastebime, kad 1§ @ ir F; apibrézimy iSplaukia lygybé
T

%je(ﬂ(w)) drt =%meas {T € [O,T]:L(s+ ir,w,)_() EA}.
0

I$ ¢ia, (2.11) ir (2.12) lygybiy randame, kad su beveik visais w € Q yra teisinga lygybé

Th_)rglo %meas {‘L’ € [0, T]:L(s + ir,w,)_() € A} = P,(4).
Palygine pastargja lygybe su (2.10) lygybe gauname, kad

P(A) = P,(A).
Kadangi A buvo bet kuri fiksuota mato P tolydumo aibg, tai lygybé P(A) = P (A) yra teisinga

su visomis mato P tolydumo aibémis A. Yra Zinoma [2], kad mato tolydumo aibés sudaro tg
matg apibréZianciag klas¢. Tai reiSkia, kad jei matas sutampa su kitu matu visose savo tolydumo
aibése, tai tie matai yra identiSki.

I8 $iy pastaby iSplaukia, kad P(A) = Py (A) su bet kuria aibe A € B(HT(D)). Teorema
jrodyta.

3. Mato PL atrama

Dirichle L funkcijy jungtinés universalumo teoremos jrodymui yra naudojama 2.1 teorema,
taCiau papildomai reikia Zinoti ribinio mato P, atramos iSraiska.

Priminsime mato atramos apibrézima. Erdvé H" (D) yra separabili, todél mato P, atrama yra
tokia minimali uzdara aibé Sp, < H"(D), kad P, (Sp,) = 1. Aibé S, yra sudaryta i tokiy
elementy g € H (D), kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G yra teisinga nelygybe

P,(G) > 0.
Atsitiktinio elemento X atrama yra laikoma to elemento pasiskirstymo atrama. Jg Zymésime Sy.

Tegul

S={geH(D): g(s) # 0 arba g(s) =0}.
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Sio skyrelio pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.
3.1 teorema. Tarkime, kad xi,...,x, yra poromis neekvivalentis Dirichlé charakteriai.
Tuomet mato Py, atrama yra aibé

ST=8X%Xx..X8§.
—_—
T

3.1 teoremos jrodymui yra reikalinga visa eil¢ tvirtinimy, kuriuos mes formuluosime atskiry
lemy pavidalu.
3.2 lema. Tegul {&n: mE€ N} yra tokia nepriklausomy H" (D) reikSmiy atsitiktiniy elementy
seka, kad eiluté
> Xn
m=1

konverguoja beveik tikrai. Tuomet tos eilutés sumos atrama yra lygi aibés visy tokiy elementy

g € H" (D), kurie gali biiti uzrasyti konverguojancios eilutés suma

g = Z m gm € SXm’
uzdariniui.
Lema yra 5 lemos 1§ [7] atskiras atvejis.

3.3 lema. Tarkime, kad {gm: meE N} ={91m» -» Gnm: m € N} € H" (D) yra seka, tenkinanti

tokias sqlygas:
1°. Tarkime, kad p,, ..., ity yra tokie kompleksines reiksmes jgyjantys matai erdvéje ((C, B((C))

su kompaktinémis atramomis juostoje D, kad

i i]gfm<s> dp;(s)| < oo.

m=1|j=1¢
Tuomet
l —
j s'dui(s) =0
C
suvisais j =1, ...,r irl € Ny = N U {0};
2°. Su visomis kompleksinémis aibémis K € D eiluté
[ee] r
2
Z Z Sup |gjm ()|
i seK
m=1 j=1
konverguoja;,

3% Eilute
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[ee]

Im
m=1
konverguoja erdvéje H™ (D).
Tuomet aibé visy konverguojanciy eiluciy
m=1

su lay,| = 1,m € N, yra visur tirsta aibéje H" (D).

Lema yra 6 lemos 1§ [7] atskiras atvejis.

Kompleksines reikSmes jgyjan¢iu matu pu erdvéje ((C,B((C)) laikome bet kurig baigting
visiSkai adityvig aibés funkcija.

3.4 lema. Tarkime, kad p yra kompleksines reiksmes jgyjantis matas erdvéje ((C,B((C)) su

kompaktine atrama pusplokstuméje {s € C: o > 0y}, ir

g(s) = j e%” du(z).

C
Jei g(s) £ 0, tai tuomet

lo X
lim sup —g|i( )l >

X —00

0y-

Lema yra jrodyta [8] monografijoje, 6.4.10 lema.
Primename , kad analiziné kampinéje srityje |args| < 6,, 0 < 6, < 7, funkcija g(s) yra
vadinama eksponentinio tipo funkcija, jeigu tolygiai 8 atzvilgiu |6] < 6,
_ log (g(reig))
hr?_joup — <

3.5 lema. Tarkime, kad g(s) yra eksponentinio tipo funkcija ir

lo
glg ()| S
X

lim sup -1.

X—00

Tuomet su visais Lk €N, (k) =1
|lg(ogp)| = +oo.
p=L(mod k)

Lema yra jrodyta [6] straipsnyje, 4.1 lema.

Mums dar bus reikalinga Hurvico (Hurwitz) teorema. Ja formuluojame atskiros lemos
pavidalu.

3.6 lema (Hurvico teorema). Tarkime, kad {g,(s):n € N} analiziniy funkcijy srityje G,
apribotoje paprastu uzdaru kontiiru, seka, ir tolygiai srityje G

lim g, (s) = g(s) # 0.
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Tuomet vidinis srities G taskas sy yra funkcijos g(s) nulis tada ir tik tada, kai egzistuoja tokia
seka {s,} € G, kad s,, = sy, kain - o, ir g,,( sq) = 0 su visais n > ny, = ny(sy).

Lemos jrodymg galima rasti [17] monografijoje.

Labai svarbi yra sekanti lema apie homomorfizmy tiesinj nepriklausomuma.

3.7 lema. Tarkime @4, ..., @, yra skirtingi grupés G homomorfizmai j kompleksiniy nelygiy
nuliui skaiciy multiplikatyvigjq grupe. Tuomet @4, ...,Q, yra tiesiSkai nepriklausomi virs
kompleksiniy skaiciy kiino C.

Lema yra jrodyta [4] monografijoje.

Dabar esame pasiruose jrodyti 3.1 teorema.

3.1 teoremos jrodymas. Pazymime,

xi (@) w(p)

s , j=1,..,1.

gip(s,w) =—

Tuomet atsitiktin] elementa L (s, w, )_() galime uzraSyti pavidalu

L(s, w,)_() = 1_[ (1 + 91, (s, w))_l, ,1_[ (1 + 9rp (s, w))_l ) (3.1)

p p
Srityje |z| < 1 apibréZziame

2 Z3

log(1 =zZ——=4—=—— ...
og(l+2z)=z 2+3

Tuomet turime, kad funkcijos log (1 + 95 (s, w)) ,j =1, ..., 7, yra korektiSkai apibréztos srityje

D, ir mes galime nagrinéti atsitiktinio elemento

Z log 1 + 91, (s, w) Z log 1 + Grp (s, w)) (3.2)

atrama.

Irodin¢jant, kad sandaugos

1_[(1 +gjp(s,w))_1, i=1,..,r1,

p

yra H(D) reik§miai atsitiktiniai elementai, yra jrodoma, kad tos sandaugos beveik visiems w € Q

konverguoja tolygiai kompaktinése juostos D aibése. Tod¢l pazyméje

p(s,w) = (glp( S, @), ., Grp(s, w)),

turime, kad egzistuoja tokia seka b = {b,: |b,| = 1}, su kuria eiluté
Z g (s,b) (3.3)
P

konverguoja erdvéje H" (D). Be to, kadangi juostoje D
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1

tai su bet kuria kompaktine aibe K € D

:
> suplgs(s byl <o
> =1 SEK

Tai, kartu su eilutés (3.3) konvergavimu, rodo, jog seka {gp( s, Q)} tenkina 3.3 lemos 2° ir 3°

salygas. Todél lieka patikrinti tos lemos 1° sglyga.
Tegul p, yra fiksuotas teigiamas skaicius. Tarkime, kad yq, ..., i, yra tokie kompleksines

reikSmes jgyjantys matai erdvéje ((C, B(C)) su kompaktinémis atramomis juostoje D, kad

Z zr:jgjp(s'bp) du;(s)| < oo. (3.4)

p>po |j=1C
Tegul d yra charakteriy yj, ..., ¥, moduliy sandauga. Tuomet d bus kiekvieno i$ ty charakteriy
periodas, nes yra periody kartotinis. Todél pasinaudoj¢ funkcijy gjp(s, bp) apibrézimu, (3.4)
salygg galime perraSyti pavidalu

D ix,-(z) [ duyts)| <0 (35)
Jj=1 C

P>DPo
p=l(mod d)

sul=1,..,dir (l,d) = 1. Borelio aibéms A € B(C) apibréziame
v,(A) = Z;(j(l) W,  I=1..d Gd)=1
=

Tuomet gauname, kad v; vél yra kompleksines reikSmes jgyjantys matai erdvéje ((C,B((C)) su

kompaktinémis atramomis juostoje D. Pazyméje

0,(z2) = j e 2 dvi(s), l=1,..,d, (I,d)=1,
C

(3.5) sglygg galime perraSyti pavidalu

lo,(logp)| <0, 1=1,..,d (d)=1. (3.6)

P>Do
p=Il(mod d)

I$ funkcijy p; apibrézimo matome, kad jos yra eksponentinio tipo, tod¢l remdamiesi 3.4 lema

turime, kad arba ¢,(z) = 0, arba

lim su

X—00

1
p M> -1, I=1,.,d (d=1

Cia mes pasinaudojome tuo, kad 3.4 lemoje funkcijos g(s) apibrézime néra rodiklyje minuso
zenklo, o funkcijos ©;(z) rodiklyje yra minuso zenklas. Jeigu pastaroji lygybé yra teisinga su
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kuriuo nors [ = 1, ...,d, (I, d) = 1, tai i$ 3.5 lemos tuomet i$plaukia, kad Siam [

lo;(logp)| = oo,
P>Do
p=l(mod d)
kas priestarauja (3.6) tvirtinimui. Taigi, turi bati ¢;(z) =0 su visais [ = 1,...,d,([,d) =1, ir

pasinaudoje g;(z) ir v; apibrézimais, turime lyg€iy sistemg
r
> 50 j et du () =0, I=1,...d (Ld)=1 3.7)
= C

Dabar pasinaudosime prielaida, kad charakteriai yy, ..., x, yra poromis neekvivalentiis. Kadangi
Dirichlé charakteris y yra tolydus homomorfizmas y:N — ¥ (Nyra sveiki teigiami skaiciai,
tarpusavyje pirminiai su charakterio moduliu), tai galime taikyti 3.7 lema, i§ kurios ir dar (3.7)

gauname lygybe

je‘sz du;(s) =0, j=1,..,r.
C

Sia lygybe diferencijuojame m karty pagal z ir jstatome z = 0. Tai duoda lygybe

jsm duj(s)=0, meNyirj=1,..,r
C

Tai reiSkia, kad seka {Qp(s, Q):p > po} tenkina 3.3 lemos 1° sglyga. Taigi, remdamiesi 3.3

lema, gauname, kad visy konverguojanciy eiluciy
D a®) gy(s.b) (38)
P>Po
su |a(p)| = 1 aibé yra visur tirSta erdvéje H™ (D).
Imame bet kokj erdvés H" (D) elementg x,(s) = (xlo(s), ...,xro(s)), bet kokj € > 0 ir bet
kokig kompakting aibe K < D. Tuomet egzistuoja toks p,, kad

max sup Z Z |g]p(s a)| (3.9

1<jsr geg
p>po k

su a = f{a(p):|la(p)| = 1}. 18 (3.8) eiluciy aibés tirStumo iSplaukia, kad egzistuoja tokia seka
a={a):lalp)| = 1}, kad

max sup x;,(s) — Z log(l + 9»(s, 1)) — Z a(p) gjp(s, bp) < % (3.10)

1<]<r
P>Po P>Po

Tegul

_(a(p)by, jeip >py, _ _
a(p)—{ D bR i a=la))
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Tuomet i§ (3.9) ir (3.10) randame, kad

max sup |x;,(s) — Zlog(1+gjp(s,g)) <

1<jsr sek

< max sup |x;,(s) — Z log(l + 395, (s, 1)) — Z a(p) gjp(s,bp) +

1sjsr geg
P>Do P>Do
s,a a b, (P al)| ¢ ¢
+ max sup Zzg,p( a) Z (p)x,s(p) Z L@ @) e €,
1sjsr seg p p 2 2
p>po k P>Po P>Do

Tai reiSkia, kad aibé visy konverguojanciy eiluciy

_Z (tog(1+ g1p(5,0)), .. log (1 + grp(5,2))) (3.11)

P
su la(p)| = 1 yra visur tirSta erdvéje H™ (D).

Kadangi Haro matas my yra Haro maty ant apskritimy y,, sandauga, tai i$ toro () apibrézimo
turime, kad {w(p)} yra nepriklausomy kompleksines reikSmes jgyjanéiy atsitiktiniy dydziy,
apibrézty tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), my), seka. Todél

{log (1 + 91, (s, w)) , 0, log (1 + Grp (s, w))}
yra nepriklausomy H"(D) reik§miy atsitiktiniy elementy, apibrézty tikimybinéje erdvéje
(Q,B(Q)), my), seka. Kadangi kiekvieno atsitiktinio dydZio w(p) atrama yra vienetinis

apskritimas, tai aibé

{(gl, v gr) EHT(D): g;(s) = log(l + gjp(s,g)), j=1, ...,r}
su a ={a(p):|la(p)| = 1} yra H"(D) reik§mio atsitiktinio elemento atrama. Todél pagal 3.2
lemg, (3.2) atsitiktinio elemento atrama yra (3.11) konverguojanéiy eilu¢iy aibés uzdarinys.
Kadangi §i aibé yra visur tir$ta erdvéje H" (D), tai (3.2) atsitiktinio elemento atrama sutampa su
visa erdve H" (D).
Tegul funkcija u: H" (D) —» H" (D) yra duota formule

u(gy, o, gr) = (€91, ...,e97),  (94,..,9,) € H (D).
Tuomet u yra tolydzioji funkcija erdvés H" (D) elementui

Zlog 1 + 91, (s, w) Zlog 1 + 9rp (s, w))

priskirianti tos erdvés elementg

1_[ (1 + 91, (s, a)))_1 , ,1_[ (1 + Grp (s, w))_l , (3.12)

14 14

ir erdve H" (D) atvaizduojanti j aibe (S\{0})". I8 ¢ia, kadangi (3.2) atsitiktinio elemento atrama
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yra visa erdvée H" (D), iSplaukia, kad aibé (S\{0})" priklauso (3.12) atsitiktinio elemento
atramai. Ta¢iau (3.12) atsitiktinio elemento atrama yra uzdara aibé. Todél aibés (S\{0})"
uzdarinys (S\{—O})T taip pat priklauso (3.12) atsitiktinio elemento atramai. Kadangi pagal 3.6
lema
(S\{op" =5,
tai aibé S” priklauso (3.12) atsitiktinio elemento atramai.
Su kiekvienu j = 1, ..., r sandaugos

1_[ (1 + 95 (s, w))_l

p

visi daugikliai yra nelygts nuliui. Be to, $i sandauga beveik visiems w € (0 Haro mato my
atzvilgiu konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése aibése [1]. Todel vél i§ 3.6 lemos turime,
kad aibei S™ priklauso (3.12) atsitiktinio elemento atrama. I§ ¢ia ir auk$éiau jrodyto priesingo

sary§io gauname, kad (3.12) atsitiktinio elemento atrama yra aibé S”. Teorema jrodyta.
4. Jungtinio universalumo teorema

Jungtinés universalumo teoremos Dirichlé L funkcijoms jrodymas remiasi jungtine ribine
teorema (2.1 teorema), 3.1 teorema apie ribinio mato 2.1 teoremoje atramg, bei Mergeliano
(Mergelyan) teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavimg polinomais, kurig formuluojame
atskira lema.

4.1 lema. Tegul K c C yra kompaktiné aibé, turinti jungyjj papildinj, o funkcija g(s) yra
tolydi aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0, egzistuoja toks polinomas

p(s), kad
sup |g(s) —p(s)| <e.
SEK

Lema buvo jrodyta [10] straipsnyje, jos jrodymg galima rasti ir [16] monografijoje.

Mums dar bus reikalingas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo analogas atviryjy aibiy
terminais.

4.2 lema. Tarkime, kad B, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)). Tuomet By,
kai n = oo, silpnai konverguoja j matq P tada ir tik tada, kai su kiekviena atvira aibe G C X yra
teisinga lygybé

linrn_)goann (G) = P(G).

Lema yra dalis 2.1 teoremos, jrodytos [2] monografijoje.

Formuluojame pagrindinj magistro darbo rezultatg — jungting universalumo teoremg Dirichlé

L funkcijoms.
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4.3 teorema. Tarkime, kad x, ..., X, yra poromis neekvivalentiis Dirichlé charakteriai. Su
visais 1 < j <, tegul K; € D yra kompaktinis poaibis, turintis jungyjj papildinj, o funkcija
fj(s) yra tolydi, nevirsta nuliu aibéje K; ir yra analiziné aibés K; viduje. Tuomet su kiekvienu

€ > 0 yra teisinga nelygybe'

11rn1nf — meas {‘L’ € [0,T]: sup sup |L(s + ir, )(]) f](s)| < E} > 0.

1<jsr sEK

Irodymas. 18 4.1 lemos gauname, kad egzistuoja tokie polinomai p1(s), ..., p-(s), kad

sup sup |f](s) p](s)| < (4.1)

1<jsr seK j
Jei & pakankamai mazas, tai p;(s) nevirsta nuliu aibéje Kj, nes f;(s) neturi nuliy aibéje K;,
j =1,..,r. Todél galime aibéje K; apibrézti tolydzia funkcijos log p;(s) Saka, kuri bus analiziné
aibés K; viduje, j =1,...,7. Dar kartg pritaik¢ 4.1 lemg turime, jog egzistuoja tokie polinomai

ql(s)! .y qr(s), kad

sup sup |p (s) — 1] < T

1<jsr SEKj
I$ ¢ia ir (4.1) gauname, kad

sup sup |f (s) — e < sup sup |f](s) pj(s)| +
1<jsr sEK 1<jsr s€K
€ (4.2)

e
+ sup sup |p (s) — e¥| < —
1<jsr sEK 4 2

ApibréZiame aibe
= {(gl,. ,gr) € H"(D): sup sup |g;(s) —e¥®)| < }
1sj<r SEKj
Tuomet aibé G atvira. Kadangi (e‘h(s), ...,eqT(S)) pagal 3.1 teoremg yra ribinio mato P, 2.1
ribinéje teoremoje atramos elementas, tai aibé G yra to elemento atviroji aplinka. Todél 1§ mato
atramos savybiy turime, kad

P,(G) > 0. (4.3)

2.1 teorema ir 4.2 lema leidzia tvirtinti, kad

lim inf = ! 7 meas {‘L’ € [0,T]:L (s + iT,)_{) € G} > P,(G).

T—oo

IS ¢ia, (4.3) ir aibés G apibréiimo randame, kad

1
lim inf 7 meas {‘L’ € [0,T]: sup sup|L(s + it, x;) — eV < } > 0. (4.4)

T—o 1<jsr s€K;

Jei T € R tenkina nelygybe

sup sup|L(s + it, x;) — U] < =
1<jsr SEKj
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tai i§ (4.2) gauname, kad tas pats 7 tenkina ir nelygybe
sup sup |L(s + i1, x;) — f;(s)| < sup sup |L(s + it, x;) — eV +

1<jsr sEK 1<jsr seK

+ sup sup |fi(s) —e¥®| <= +—
1<jsr sEK 2

Tai reiskia, kad

{’l’ € [0,T]: sup sup|L(s +it,x;) — f;(s)] < E}

1<jsr SEKj

{’l’ € [0,T]: sup sup|L(s +it,x;) — V| < }

1sjsr SEK
IS ¢ia ir (4.4) nelygybés gauname, kad
lim 1nf 7 meas {‘L’ € [0,T]: sup sup|L(s + ir, )(]) f](s)| < E} > 0.
T—ooo 1<jsr s€K;

Teorema jrodyta.
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The joint universality of Dirichlet L-functions

AuSra Mikalajunaité

Summary

Let y denote a Dirichlet character modulo g, and s = ¢ + it be complex variable. A Dirichlet

L-function L(s, y) is defined, for ¢ > 1, by the series

e}

L(s,x) = Z Xr(::),

m=1

and by analytic continuation elsewhere. If y is a non-principal character, then L(s, y) is an entire

function. If y = yx, is the principal character, then L(s, y) has a simple pole at the point s = 1

[10-5)

plqg

with residue

In 1975, S. M. Voronin obtained the universality of Dirichlet L-function L(s, y). Moreover,
he proved the joint universality for arbitrary collection of Dirichlet L-function: suppose that
0<o< i, X1, -, Xy are pairwise non-equivalent characters, and f; (s), ..., f,-(s) are continuous

non-vanishing functions on the disc |s| < 6 which are analytic in the interior of that disc. Then,

for every € > 0, there exists a real number 7 = t(¢) such that, for all j = 1, ..., 7, the inequality

max <¢€

s|<@

L(s +Z+ iT,){j) — fi(s)

holds.

The Voronin theorem stated above has a more general statement. Denote by meas {A} the
Lebegue measure of a measurable set A € R. Let D = {s eC: % <og< 1}.

Theorem. Suppose that x4, ..., Xy are pairwise non-equivalent Dirichlet characters. For all
j=1,..,7, let Kic D be a compact subset with connected complement, and f;(s) be a
continuous non-vanishing functions on K; which is analytic in the interior of K;. Then, for every
>0,

lim inf : meas {‘L’ € [0,T]: sup sup |L(s + iT,){j) —fj(s)| < E} > 0.
Too T 1sj<r sEK;

The letter theorem was known and used by the mathematical community, however, its proof
wasn’t given in literature. In my work, I present the proof of that theorem by using probabilistic
limit theorems on the week convergence of probability measures in the space of analytic

functions.
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