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[VADAS

Siame baigiamajame darbe nagrinéjamos pagrindinés rekurentinio sary$io savokos,
rekurentiniy sarySiy sprendimas, jy rySys su generuojanciomis funkcijomis. Aptariamos
rekurentiniy sarySiy taikymo matematikoje, informatikoje (tiksliau, algoritmavime bei
programavime) ir ekonomikoje galimybés. Darbe, naudojantis ,JAVA® programavimo kalba,
sukurtos programa kai kuriy uzdaviniy sprendimy paspartinimui bei programa ju skai¢iavimo

principy grafiniam vaizdavimui.

Temos aktualumas. Rekurentiniy sarysiy taikymas matematikoje ir informatikoje yra labai
platus. Sprendziant daugeli kombinatorikos uzdaviniy naudojantis rekurentiniu sarysSiu, uzdavini
su n objekty galime pakeisti uzdaviniu su (n - /) objektu, o §1 — uzdaviniu su (n - 2) objektu ir t.t.
Paeiliui mazindami objekty skaiCiy, galy galiausiai gauname uzdavini, kuri néra sudétinga
i8spresti. Rekurentiniy sarySiy taikymas palengvina ir supaprastina uzdaviniy sprendima, todél ju
naudojimas priimtinas daugeliui. Programavime rekurentiniai sarySiai (rekursija) yra
apibidinama kaip funkcija, kuri kreipiasi pati 1 save. Ji naudinga, kai reikia programuoti
veiksmus su nezinomu operacijy skaiCiumi, jgalina supaprastinti algoritmo formulavima.
Apskritai rekursija neretai sutinkama jvairiose gyvenimo srityse. Pavyzdziui, televizoriaus
ekrane matome ta patj televizoriy, kuriame vél rodomas televizorius ir t. t. Rekurentiniy sarySiy
taikyma ir jo aktualuma pagrindzia ir nuolatinis ju naudojimas bankuose: sudétiniy paliikany
skaiCiavimas, diskontavimas ir pan.

Tikslai. Pirmasis Sio darbo tikslas — apzvelgti ir iSnagrinéti bendraja rekurentiniy sarysiy
teorija. Siam tikslui pasiekti, naudojant skirtingus literatiiros 3altinius, nagrin¢jama:

e pagrindinés rekurentiniy sarySiy savokos, pavyzdziai;

e rekurentiniy sarySiy sprendimas: homogeniniy ir nehomogeniniy sarysiy sprendimas,
atskiro tiesinio nehomogeninio rekurentinio sarySio su pastoviais koeficientais sprendinio
parinkimas, pavyzdziai;

e rekurentiniai sarySiai ir generuojancios funkcijos, ju rySys, pavyzdziai.

Antrasis Sio darbo tikslas — iSanalizuoti rekurentiniy sarysiy taikyma Siose srityse:

e integraly skaiciavimuose;

e kombinatorikos ir tikimybiy teorijos uzdaviniuose;

e geometrijoje;

e ckonomikoje: sudétiniy paliikany skai¢iavimas; diskontavimas.



Treciasis Sio darbo tikslas — naudojantis ,Java“ programavimo kalba, sukurti programa,
kurig taikant buty galima suskaiciuoti daugiakampio K, , gauta i§ n virSiiniy (tasky), i§ kuriy
kiekvienos nubréztos atkarpos i kiekviena kita virSiing, briauny skaiCiy; taip pat grafiskai
pavaizduoti uzdavinio sprendima.

Rezultatai. RaSant magistro baigiamaji darba buvo pasiekti suformuluoti tikslai, kuriy
rezultatai, atitinkamai panaudoti, gali turéti aiSkia vertg: tai yra iSsamiai paruoSta teoriné
medziaga apie rekurentinius sarySius bei ju taikymus, kuri yra naudinga sprendziant
kombinatorikos, diskreciosios matematikos, tikimybiy teorijos ir kitokius uzdavinius.

Darbo struktiira. Baigiamaji darba sudaro jvadas, penki skyriai, iSvados ir literatiiros
saraSas, kuri sudaro 25 Saltiniai. Bendra darbo apimtis — 40 puslapiy. Darbo pabaigoje - du

priedai, kuriuose pateikiamos praktinés dalies programos.



1. REKURENTINIO SARYSIO SAVOKA

Sprendziant daugeli kombinatorikos, diskreciosios matematikos, tikimybiy teorijos,
ckonomikos, geometrijos ir kitokiy uZdaviniy, yra naudojami rekurentiniai sarysiai'.
Programavime uzraSomos rekursijos, kurios leidzia supaprastinti algoritmo formulavima. Taip
pat ju taikyma galima pastebéti loginiy zaidimy ir galvosiikiy sprendimuose.

Siame skyrelyje susipazinsime su pagrindinémis rekurentinio sarysio savokomis, pateiksime

pavyzdzius.
ApibréZimas. k-osios eilés tiesiniu rekurentiniu sqrysiu vadinsime formule, siejanciq skaiciy
a, su skaiciai a, ,,a, ,,...,a, :
c,(ma, + 5 (na, + .+ (na, =@ n1),n>k, 1.1

¢ia c¢,(n),c,(n),....c,(n) ir ¢ »)yra nattiraliojo argumento funkcijos ir c,(n) =), c,(n)# ).

ApibréZimas. Tam, kad sarySis (1.1) generuoty skaiCiy seka, reikia k& pradiniy reikSmiy:
Ay, a,,...a,_ . Jel c,(n),....c,(n) yra konstantos, tai sakome, kad turime tiesinj rekurentinj sqrysji su
pastoviais koeficientais.

Jei ¢ n)=), tai rekurentinis sarySis vadinamas homogeniniu, prieSingu atveju —

nehomogeniniu.

PavyzdZiui:
a) a,—a, + 5a, + 'a,_ — 3a, =); d) a,— 'a,_+ 4a, — la, = 1n;
b) 4da,— 7a, + a, =n"+ .; e) a,-6(a, ) +7a,,=1;

¢) a,-n-)a,_—n-)a, =) ) a+a, )Y=-.
Turime, kad
1. a), b), c), d) rekurentinés iSraiSkos yra tiesinés. ISraiskos e) ir f) néra tiesinés, kadangi turi
narj (a, )*.
2. a), b) ir d) yra tiesiniai sarySiai su pastoviais koeficientais.

3. a)ir c) sarySiai yra homogeniniai, o b) ir d) — nehomogeniniai.

Nagrin¢jant rekurentinius sarySius labai svarbi yra skai¢iy sekos savoka.

ApibréZimas. Skaiciy seka vadinama skaitine funkcija, apibrézta natiraliyjy skaiciy aibéje N.
Jeigu kiekvienam nattiraliajam skai€iui » tam tikru biidu priskiriamas realusis skaicius x,, tai

sakoma, kad nusakyta skaiCiy xi, x2, ...x,,.. seka; x| — pirmasis sekos narys, ..., x, — n-asis sekos

narys. Seka Zymésime simboliu %n } Tada x, = f(n) — sekos bendrasis narys.

! Skirtinguose literatiiros $altiniuose rekurentiniai sarysiai gali bati vadinami ir skirtuminémis lygtimis.



Seka gali buti iSreiksta formule, nurodancia, kaip apskai¢iuoti tos sekos n — taji nari.

3
n

I pavyzdys. Tegul x -
n’ +

> Tadaxlz R S 9.“..4
I+ 4 11 10

Arba seka kartais apibréziama rekurentiniu biidu:
a) nurodomas pirmasis sekos narys (arba keli pirmieji nariai),
b) nurodoma formulé, pagal kuria n — tasis sekos narys apskaiiuojamas i§ pries ji
esanCiy nariy.
ApibréZimas. Seka, kurios kiekvienas narys x, yra prie§ einanciy keliy nariy funkcija,
vadinama rekurencigja seka. Jeigu

xn+ = I(‘xn+ — xn+ _ ,-..,xn)

su visomis n reik§mémis, tai seka §, vadinama k-osios eilés rekurencigja seka. Pavyzdziui, seka

S ” 1 . . - o
{ . apibrézta sarySiu x,, = :, + —, ne V, yra pirmosios eilés rekurencioji seka, o seka
xl’l
) . .« v Ve 2 2 v e . g e e
){W , apibréZta sarySiu y,, = 'y;, + —— y,,n= 123, yra treCiosios eilés rekurencioji
n+
seka.

Toliau panagrinésime pavyzdzius, kuriuose sudaromi rekurentiniai sarySiai uzdaviniy
sprendimui.

1 pavyzdys. Fibonacio skaiciai.

Is triusiy poros kas ménesj gaunamas dviejy triusiuky prieauglis (patinélio ir patelés), o is
atvestyjy triusiuky po dviejy ménesiy jau gaunamas naujas prieauglis. Kiek triusiy pory
turésime po mety, jei mety pradzioje turéjome vienq porq?2

Sprendimas. Matome, kad po pirmojo ménesio turésime dvi triuSiy poras. Po antrojo
meénesio tris poras - prieaugli davé tik pirmoji pora. Dar po ménesio prieaugli duos ir pradine

pora, ir pora, atvesta prie§ du ménesius. Viso — 5 poros, ir t.t. 1 pav.)

? Uzdavinys pateiktas 1202 metais “Liber abaci” knygoje.



Laikas= 0 1 2 3 4 5

- 4o

VA

0 g g e

N

%%%%
\%
5

Poros = 1 1 2 3 8

1 pav.

Spresdami §i uzdavini, sudarome rekurentini sary$i. Simboliu F(n) paZymime triuSiy pory
skai¢iy po n ménesiy, skai¢iuojant nuo mety pradzios. n - ojo ménesio pabaigoje turésime
F(n—- )pora ir dar tiek pat nauju poru, kiek ju buvo (n-2)- ojo ménesio pabaigoje, t.y. dar
F(n-?). Vadinasi,

F(n)=F(n- )+ F(n-?).

Kadangi i§ salygos matyti, kad F(0)= , o F(l)=2, tai rekurentinis sarySis su pradinémis
salygomis apibreés triusiy poruy skaiiu: £, = , F,=2, F,=3, F,=5, F,=3,...,F, = 233,...

Gauti skaiciai vadinami Fibonacio skaiciais, o ju seka — Fibonacio skaiCiuy seka.

Pastaba. Ta pacia seka gausime ir su Siomis pradinémis salygomis - F, =), F, = . Tod¢l
tolimesniuose nagrinéjimuose naudosime Sias pradines salygas.
2 pavyzdys. Rekurentiniy sqrySiy taikymas kompiuteriy moksle.

Programavimo kalboje skaiciy israiskos sudarytos is deSimties simboliy: 0, 1, 2, ..., 9 ir
keturiy aritmetiniy veiksmy: +, —, X, <. Reikia apskaiciuoti skaiciy n ilgio israisky su sqlyga,
kai, Sios kalbos sintaksé reikalauja, kad kiekviena israiska baigtysi skaitmeniu, ir dvi israiskos
gali biiti jungiamos, naudojant aritmetinés operacijos simbolj.

Norédami apskaiciuoti tokiy # ilgio iSraiSky skaiiy, biitent ir pasinaudosime rekurentiniu
sarysiu.

Simboliu a, pazymime nagriné¢jamy » ilgio iSraiSky skaiciy. Visas tas iSraiSkas iSskaidome {
dvi klases. Pirmaja klasg sudarys iSraiskos, kurios (n — )— ojoje pozicijoje turi skaitmeni, antraja
klasg - kuriy (n— ) — ojoje pozicijoje yra aritmetinés operacijos simbolis.

Kadangi iSraiSka turi baigtis skaitmeniu, tai pirmojoje klaséje bus 10-a, iSraiSky, t.y.

kiekviena i§ (n— )ilgio iSraiSky gali buti pratgsta vienu i§ 10-ties budu.



Kadangi dvi aritmetinés operacijos negali eiti kartu, tai antrojoje klasé¢je bus 40-a,
iSraisky, t.y. (n— ))ilgio iSraiSka gali biiti pratgsta 4 aritmetiniy operacijy simboliai (n— )— oje
pozicijoje ir 10 skaitiniy simboliy 7 — tojoje pozicijoje. Vadinasi,

a,=10-a, +40-a, .

Tam, kad galétume pasinaudoti Sia iSraiSka, turime @, ir a, reikSmes. Akivaizdziai matyti,
kad a,=0,0 a, =1, nesilgio 1 iSraiSka gali biiti tik skaitmuo.

Turime

a, = 0a,+ 0a,= 0-10+ 0-0= 00,
a, = 0a,+ 0a, = 0-100+ 0-10= 400,
a, = 0a,+ 0a, = 0-1400+ :0-100= 8000.

Ir taip tesiant skai¢iavimus naudojant rekurentini sarysj, galime apskaiciuoti norimg skaiciy
n ilgio iSraiSky, sudaryty i§ deSimties simboliy: 0, 1, 2, ..., 9 ir keturiy aritmetiniy veiksmuy: +, —,
X, = N>
3 pavyzdys. Hanojaus boksty uzdavinys®.

Duoti trys strypai: S1,S2 ir S3. Ant pirmojo strypo uZmauta n skirtingo skersmens
dy,dy,...d, disky, tenkinanciy sqlygq: d,>1,>..>1, (Zr. 1.2 pav.). Siuos diskus reikia perkelti
nuo strypo S1 ant kito strypo, pvz. S3, laikantis taisykliy:

1) vienu kélimu galima perkelti tik vienq diskq, t.y. virsutini diskq;
2) didesnio skersmens diskas negali biiti dedamas ant maZesnio skersmens disko,
3) visi diskai turi buti uzmauti ant vieno is strypy, t.y. disko padéjimas i salj - negalimas.
Kiek reiks atlikty perkélimy, norint visus diskus nuo strypo S1 perkelti ant kito strypo, pvz.
S37

Simboliu A(n) pazymékime disko perkélimy skaiciy.

S1 82 S3

1.2 pav. Hanojaus boksty uzdavinys

Tarkime, kad mokame perkelti (n— )diska. Tuomet n disky perkeliame Siais trimis

Zingsniais:

3 Hanojaus boksty uzdavini 1883 metais suformulavo pranciizy matematikas Eduardas Lukas (Edouard Lucas).



1. (n— )virSutiniy disky perkeliame nuo pirmojo strypo ant antrojo, naudodamiesi laisvu
treciuoju strypu;
2. apatini » - aji diska uzdedame ant treciojo strypo;

3. (n— ) diskuy nuo antrojo strypo perkeliame ant trec¢iojo naudodamiesi laisvu pirmuoju

strypu.

Dabar galime sudaryti rekurentini sarysi, nusakanti /4(n) . Gauname, kad
h(n)=h(n— )+ ,
t.y. norint perkelti n disky, reikés du kartus perkelti (n— ) disky ir dar viena n-aji diska.
e Sio rekurentinio sary$io pradiné salyga yra (1) = .
e Rekurentinis sary$is i(n) = 2h(n— )+ generuos seka: h(l)= ;
h(2) =2+ =21+ =3,
h(3)=2m2)+ =23+ =1,
h(4)=2h3)+ =2-7+ = 5 irt.t.
ISvada: IS pateikty pavyzdziy galime padaryti iSvadas, kad visi rekurentiniai sarySiai
generuoja skaiCiu «, sekas, kurios priklauso tiek nuo rekurentinio sarysio, tiek ir nuo pradiniy

salygu.
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2. REKURENTINIY SARYSIU SPRENDIMAS

Prie§ pradedant nagrinéti rekurentiniy sarySiy sprendima, pirmiau apibréSime rekurentinio

sarysio eile, kuri lygi &, kai jis sieja f(n+ )su f(n), f(n+ ), .., f(n+k—).Pavyzdziui:
f+ )=t fn+ )= )+

yra antros eilés rekurentinis sarysis, o
f+ )= ifm)fn+ )+ [ n+ )+
yra trecios eilés rekurentinis sarysis.
Toliau nagrinékime rekurentiniy sarySiy sprendima. Turima k-tosios eilés rekurentini sarysi

fmy=unfn=)+ ,f(n=)+ .+ 1, f(n-")
tenkina be galo daug skirtingy seky. £ pirmyju sekos nariy (pradines salygas) galima parinkti
laisvai, jie néra susieti rySiais. Taciau, kai k£ pirmyjy nariy pasirinkta, visi kiti nariai
apskaiCiuojami vienareikSmiSkai: narys f(k+ ) pagal rekurentini sary$i iSreiSkiamas nariais
f, £, ..., f(k),narys f(k+?2) —nariais f(2), f(3), ..., f(k+ ) irt.t.

Remiantis rekurentiniu sary$iu ir pirmaisiais sekos nariais, galima viena po kito apskaiciuoti
sekos narius ir anksCiau ar véliau surasti bet koki sekos nari. Taciau tokiu atveju turime
apskaiCiuoti ir visus pirmesniuosius narius: juk jy nezinodami, negalime rasti tolesniy nariy.
Taciau daznai reikalingas tik vienas konkretus sekos narys, o kity nariy nereikia. Tod¢l labai
svarbu zinoti rekurentinio sarysio sprendini: natiiraliojo argumento funkcija, kuri generuoja ta
pacia seka, kaip ir rekurentinis sarysis.

Rekurentinio sarysio sprendini galima apibrézti taip: natiiraliojo argumento funkcija f(n)
yra rekurentinio sarysio sprendinys, jei ja iras¢ i sarysi, gausime tapatybe.

Pavyzdys. Imkime rekurentini sarysi
S+ )= f(n+ )= f(n)
su pradinémis reikSmeémis f(0)= , f(1)= .
Sprendinys yra seka
2,4,8,..,2", ..
I$ tikryjy bendrasis Sios sekos narys yra f(n)='". Todél f(n+ )="'"",f(n+ )=""".

Kadangi lygybé 2" = i.-2"" — ,.2" yra teisinga su bet kuria natiraligja n reikSme, tai 2" yra
to sarysio sprendinys. Jis vadinamas atskiruoju rekurentinio sarysio sprendiniu.

ApibréZimas. k-osios eilés rekurentinio sarySio sprendinys vadinamas bendruoju
sprendiniu, jei jis priklauso nuo £ laisvyjy konstanty C,....,C, , kurias pasirinkus galima gauti bet

kuri to sarysio sprendini.
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Pavyzdziui, rekurentinio sarysio
S+ )= t(n+ )= f(n)
bendrasis sprendinys yra
f(n)y= 1"+ 7,3".

Nesudétinga patikrinti, kad f(n)= °, 1"+ 7,3" funkcija f(n+ )= tf(n+ )— f(n)sarysi
paverCia tapatybe. Reikia parodyti, kad bet kokioms f(0) ir f(1) reikSméms egzistuoja
konstantos C; ir Cs.

IraS¢ f(n)= ", 1"+ 2,3" 1 f(n+ )= tf(n+ )— f(n),kain=)ir n= , gausime:

ﬁfC] +C, = £(0),
(G, +3C, = f().
Kadangi sistemos determinantas nelygus nuliui, tai $i sistema visada turi sprendini su bet

kuriomis £(0) ir f(1) reikSmémis.
2.1. Homogeniniy rekurentiniy sarySiy sprendimas

Rekurentiniams sarySiams spresti bendry taisykliy néra. Daznai naudojami sprendimo
metodai:

1. charakteristiniy Sakmy;

2. generuojanciy funkciju;

3. neapibréztyju koeficienty.

Nagrinékime tiesini homogeninj sarysi su pastoviais koeficientais

Sm)=yf(n=-)+1,f(n-D+ .+ 3, f(n-70),

¢ia a,,a,,....a, —kokie nors skaiciai.

IS pradziy aptarsime tiesiniy homogeniniy rekurentiniy su pastoviais koeficientais, kai £ = !
sprendimo metoda. Sis metodas taikomas ir aukstesnés eilés analogiskiems sary$iams.

Rekurentiniy sarySiy su pastoviais koeficientais sprendimas yra pagristas dviem tokiais
teiginiais. Aptarkime.

Imkime 2-osios eilés su pastoviais koeficientais rekurentini homogenini sarysi:

Sm=af(n-)+a,f(n-12),

a 1r a; — realieji skaiciai.

[ teiginys. Jei f,(n) ir f,(n) yra tiesiSkai nepriklausomi f(n)=a,f(n- )+a,f(n-?) rekurentinio

sarysio sprendiniai, tai bet kokiems skai¢iams — konstantoms C, ir C, funkcija
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S =2 fi(m)+ 2 f5(n)
yra f(n)=a,f(n— )+a,f(n-2)sarysSio sprendinys.
Irodymas. f(n)=Cf,(n)+ 2,f,(n) istatykime 1 f(n)=a,f(n— )+a,f(n—2) sary$i. Kairioji
f(m)=af(n—)+a,f(n—2) sarySio pusé bus lygi
Cfitm)+ 5 f5(n)
Apskaiciuokime kairiaja f(n) =a,f(n— )+a,f(n— 2) sarysio pusg.

a(C filn=)+ 2 f,(n= )+ ,(C fi(n=2+ 2, f,(n-2) =
=C(afiln= )+, fi(n=20)+ Zy(a f(n— )+ 1, /,(n-2) =
=0+ 2, f,(n),

nes f;(n) ir f,(n) yraatskiri f(n)=a,f(n— )+a,f(n-2)sarysio sprendiniai.
2 teiginys. Jei skaiGius r| yra kvadratinés lygties »> = 7+ 1, sprendinys”, tai seka
L7, 7 e e
yra rekurentinio sarysio f(n)=a,f(n— )+a,f(n—2) sprendinys. T.y. f(n)= {"
[rodymas. Kadangi r| yra charakteristinés lygties sprendinys, tai
K=,
Sia lygybe padauging i§ »" , gausime:
r'=an” +a,n"
ty. f(m)=7" yra f(n)=a,f(n— )+a,f(n—2) sprendinys.
Apibendrinimas. Rekurentinio sary$io f(n)=a,f(n— )+a,f(n- ) bendrasis sprendinys
apskaiciuojamas taip:
1) randame charakteristinés lygties 7> = 7,5, + 7, sprendinius ry ir 75,
2) uzraSome bendraji sprendini:
f(m)y=2r"+ 2,r el n# o,
fny= "+ S jei r = = -
Sio apibendrinimo teisingumas pagristas auki¢iau minétu pirmu ir antru teiginiu, bei faktu,
kad nr" yra f(n)=a,f(n— )+a,f(n—2) sprendinys, jei r,=» = ~.
Tiesiniai rekurentiniai sarysiai su pastoviais koeficientais, kuriy eile yra aukstesné uz du,
sprendZiami analogiskai. Sakykime, turime tokj sarysi:
fn+ )=yf(n+ - )+ .+ 1, f(n).

Tuomet jo charakteristiné lygtis yra

* Si kvadratiné lygtis yra vadinama rekurentinio sary$io f(n) =a, f(n— )+a, f(n— ) charakteristine lygtimi.
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Kk _ k-1
Fr= gt

Jei k- ojo laipsnio lygtis turi skirtingus sprendinius 7,...7, , tai nagrinéjamo sarysio bendrasis
sprendinys yra
fmy=Cnr"” +C,r,” + .+C,1r"
Jei rn=,=..=, tal ta sprendinj atitinka tokie f(n+ )= yf(n+ - )+ .+ 1. f(n)

rekurentinio sarysio sprendiniai:
fmy=n", L)y =nr", fi(n)=n’n" ., [, (M) =n" 1"
Todél ta sprendini atitinka tam tikra bendrojo sprendinio dalis, biitent,
W(C+Con+Cin’ + +Cn*)
Sudarg tokius reiSkinius visoms Saknims ir sudéjg, gauname bendraji nagrinéjamo
rekurentinio sarySio sprendini.
Toliau panagrinékime homogeniniy rekurentiniy sarysiy sprendimo pavyzdzius.

1 pavyzdys. 1$spreskime rekurenting sarysi, nusakanti Fibonacio seka:

F,=F_+F,_,
su pradinémis salygomis F, =), F = .
Sudarome charakteristing lygti
r=r+
Sios lygties sprendiniai yra
1+ /5 1-/5
n= s I =
2 2

Vadinasi, bendrasis sprendinys, yra

_”l(l+‘/§\l +"I(l_—'/g\l .
(SR

Konstantas C; ir C, parenkame taip, kad jos atitikty pradines salygas: F, =), F, = . Turime:

n

C+C, =),

C11+‘/§+C21_/§=
2 2
[$sprendg $ia lyg€iy sistema, gauname:
1
N
Vadinasi, Fibonacio seka generuoja $tai tokia nattiraliojo argumento funkcija.
11 5Y (1= 5Y)
= Tz ! I = | |
S 2 ) L2

Toliau panagrinékimekaip siejasi seka F, su aukso pjuviu santykiu ¢. Pirmiausiai

C =-C=

F

n

apibrézkime aukso pjuvio santykio savoka.

ApibréZimas: Atkarpa aukso pjiivio santykiu daloma i dvi dalis a ir b taip, kad



Kai »= , gauname

a_axl_y

1 a

¢ =9+,

¢Jiﬁ
-

Py

Kadangi ¢ dalo atkarpa, tai ¢ = s

Simboliu ¢ Zymésime 1- 4, t.y.

¢=.—¢=.—§—@ =55

Vadinasi, Fibonacio seka galima uzraSyti taip:

1 - A

F=—¢ -5 .

\/g -

. . 1

Kadangi |¢ < ,tal F,~ —=¢ .
& V5

Pastaba: kai n>3, F, = \/1—§¢ , turime apvalinti iki artimiausiojo sveikojo skaiCiaus.

Pavyzdziui: Fibonacio skaiCiy seka:

Fy=),F=LF=,F,=,F =3F,=5F=31tt.

Paéme »=3, gausime: %¢ = ,89. Suapvaling gausime 2. Kai »= %, gausime %(/ﬁ =3,07.

Suapvaling gauname 3. Paéme » =5, gausime %(/5 = 1,96 . Suapvaling, turime 5, ir t.t.

2 pavyzdys. 1$spreskime treciosios eilés rekurentini homogenini sarysi:

f) = f(n=)+20f(n-2-24f(n-3)=),kai f(0)=), f)=, f(2)=3.
Sarysio charakteristine lygtis yra

P+ 6r—24=).
Sios lygties sprendiniai yra: 7 =2

=

rn =3 ir r, = 4. Tada sarySio bendrasis sprendinys yra
fm)=22"+ 23"+ 0,47
Apskaiciuojame konstantas:

[ C+C,+C, =0,
|

12c1+302+4c;=L
L

4C, +9C, +16C, =3.
I$sprendg lyg€iy sistema gausime:
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C=-,C=3ir C;=- .
Vadinasi, nagrinéjamo rekurentinio sarysio su nurodytomis pradinémis salygomis sprendinys
yra
(f‘(n):_ .2n+;_3n_1n:_‘n+ +;N+ _1)1.

2.2. Nehomogeniniy rekurentiniy sarySiy sprendimas
Siame skyrelyje apzvelgsime tiesiniy nehomogeniniu rekurentiniy sary$iy su pastoviais
koeficientais sprendima (NHRS), kuris yra analogiskas tiesiniy nehomogeniniy diferencialiniy
lygciy su pastoviais koeficientais sprendimui.
Nagrinékime rekurentini sarysi
fn+ )=y fn+ )= nf(m)= 2 (n)
Sio sarysio bendrasis sprendinys yra homogeninio sarysio f(n+ )—a,f(n+ )—a,f(n)=)

bendrojo sprendinio ir f(n+ ')—  f(n+ )— 1, f(n)= > (n) sarySio atskirojo sprendinio suma.

Tiesinés Tiesinés Tiesinés
nehomogeninés lygties _ homogeninés lygties n nehomogeninés lygties
bendrasis sprendinys bendrasis sprendinys atskirasis sprendinys

Apibendrinimas. Tarkime, kad nehomogeninis rekurentinis sarysis turi pavidala
S+ f(n=)+ .+ f(n—0)=pn).
Ir sarySis f(n)+a f(n— )+ ..+a,f(n—k)=) yra nagrinéjamo nehomogeninio rekurentinio sarysio
homogeninis sarysis. Tada nehomogeninio rekurentinio sarySio bendrasis sprendinys ieSkomas
taip:
1) apskai¢iuojamas HRS bendrasis sprendinys £, (n),
2) apskaiciuojamas NHRS atskirasis sprendinys £, (n),
3) Siy sprendiniy suma ir yra bendrasis NHRS sprendinys:
S =T1ym)+ fy(n).
Toliau panagrinékime nehomogeniniy rekurentiniy sarysiy sprendimo pavyzdzius.
I pavyzdys. Raskime bendraji tiesinio nehomogeninio rekurentinio sarySio su pastoviais
koeficientais f(n)—7f(n— )+ 0f(n-2)=14", n>2, sprendini.
Pirmiausia rasime S§io homogeninio rekurentinio sarySio f(n)—7f(n— )+ 0f(n—2)=)
sprendini. Sio homogeninio rekurentinio sarysio charakteristiné lygtis yra
P=Tr+ 0=),
o sprendiniai =2, r,=5. Tada

fum)y="2,2"+ 25",
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Apskaiciuosime atskiraji nehomogeninio rekurentinio sarysio sprendini. Sprendinio ieSkosime

laisvojo nario ¢ n) pavidale:

fy(m)="C_4".
Istate £, (n) 1 nehomogenini rekurentini sarysi, gauname
C4"—7C4" + 0C4™ =1¢",
C-4" (> —T1-4+ 0)=4",
C16-18+ 0)= 1,
-C=06,

C=-.
Vadinasi, f,(n)=- -4"=- .4" .

Tada NHRS bendrasis sprendinys yra

fn)=C2" +C,5"— 4" .

Toliau skaiCiuosime C; ir C, su pradinémis salygomis - f(0)=3, f(1)=36. [

f(m)=C2"+C,5"— -4" istatg n=) ir n=_, gauname
i[ 8=C,+C, -8,
136 =2C, +5C, -32.
ISsprendg lygciy sistema, gausime: C,=%,0 C, = 2.

Vadinasi, f(n)=1%-2"+ 2-5"— -4"",

2.3. Atskiro tiesinio nehomogeninio rekurentinio sarySio su pastoviais koeficientais
sprendinio parinkimas

Atskiro NHRS sprendinio ieSkosime pavidale, kuris priklauso nuo nehomogeninio

rekurentinio sarysio laisvojo nario formos ¢ #) ir nuo HRS charakteristinés lygties sprendiniy.

Todél toliau nagrinékime nehomogenini rekurentinj sarysi
S+ f(n=-)+nf(n-D+ .+ f(n-0)=pn),
su £(0), £(),....f(k— ) reikSméms.
NHRS atskirojo sprendinio pavidalas, kai ¢ »)=Da", ¢ia D ir a — konstantos, randamas taip:

(Ca", jei CH(a)#0,
fy(m)=1Cn"a", jei a yraXkartotiné m karty charakteri stinio
IL polinomo CH (n) Saknis,

¢ia CH(n) - HRS, atitinkancio nagriné¢jamaji NHRS, charakteristinis polinomas, t.y..
rrar® + +a_r+a, =)
I pavyzdys. 1§sprgskime nehomogeninj rekurentinj sarysSi

S)=5/(1=)+3f(n=2=7, f(0)= 0, f(1)=125.
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Charakteristinis polinomas yra
P —r+3=)
ir jo sprendiniai yra: n, =14, r,=2.

Tada f,(n)= 24"+ 2,2".
Kadangi «=ir a néra charakteringojo polinomo sprendinys, tai £, (n) ieSkomas pavidale
Sum)="T.
Istate £, (n) 1 NHRS, gauname C = 3. Bendrasis NHR sprendinys
fn)=C 4 +C,2" +3.
Atsizvelgiant | pradines salygas - 7(0)= 0, f(1) =25, gauname:

[ C +C,+3=10,
Yac +20, +3=25,

ISsprendg lygc€iu sistema, gauname sprendinius C, =4, C, = 3.

Vadinasi, f(n)=4%-4"+3-2"+3.

Teorema. Tarkime, kad f,,(n) yra atskirasis NHRS

S+ yf(n-)+ .+ yf(n-0)=p n)
sprendinys, o f,,(n) yra atskirasis NHRS

S+ f(n=)+ .+ 1 f(n—0)=p (n)
sprendinys, f,(n)= f,y(n)+ f,,(n) yra atskirasis NHRS

S+ f(n— )+ .+ f(n—)=p n)+v_(n)
sprendinys.
2 pavyzdys. Raskime nehomogeninio rekurentinio sarysio

fm—71f(n-=)+ 0f(n—2)=7-3"+ ¢V
atskiraji sprendini.

Pirmiausiai ieSkosime f(n)—7f(n— )+ 0f(n—2)=7-3" atskirojo sprendinio f,(n), tada —
rekurentinio sarySio f(n)—7f(n— )+ 0f(n-2)= 4" atskirojo sprendinio f,,(n) ir galy gale juos
sudésime..

Neéra sudétinga isitikinti, kad
fivtm = - 237,

0 foy(n)=- -4".
Gauname, kad nagrin¢jamo NHRS atskirasis sprendinys yra
fu(n) = 62—33 —3.4"
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Nehomogeninio rekurentinio sarySio atskirasis sprendinys, kai ¢ ») yra polinomo ir
eksponentés sandauga, yra pavidale:
o N)=(p,+on+..+on’)a",
¢ia p.,i=),s ir a — konstantos.
Siuo atveju atskirojo sprendinio pavidalas

I[(qrO +gn+..+gn')a",jei CH(a)=#0,
fy(m)= En’”(q0 +gn+..+qn')a",jei a yra mkarty Kartotiné
charakteri stinio polinomo CH (n) Saknis,
p

Cia- CHn)=r"+ar* + .+a,_r+a, =).
3 pavyzdys. Isspeskime NHRS f(n)-5f(n— )+ 5f(n—2)=14", n>2.
Charakteristinio polinomo »* - 5r+ 5=) sprendiniai yra » =2, r, = 3.
Kadangi 4 néra CH(n) sprendinys, tai
fu(m)= g0’ + pn+ 1,)-4"
Istate §i sprendini { NHRS, gausime:

(g0 + 1+ 1) 4" = (g, (n= ) + p(n— )+ 1,)-4" +
+ (g, (n - 2)2 +p(n=2)+ 70)‘4"7 = 724",

4" ((Q2n2 +ntq,)-16- ;(92(”’2 =n+ )+ qp(n— )+ p)-4+

+3(q,(n* =+ D>+ 3,(n—- 2+ 7,) = 124"
Sudauging ir sutrauke¢ panasius narius, gauname:
2g,n° + 16q, + 2g)n+ tq, + 3q, + 2q, = 6n°.
Tuomet palyging koeficientus prie ty paciy » laipsniy, gauname sistema

( 2g, =16,
|

% 16g, +2q, =0,
|
L4q2 +8q, +2q, =0.

ISsprendg §ia sistema, randame sprendinius - ¢, =3, ¢, = - 4, g, = 240.
Vadinasi, gautas bendrasis sprendinys - f, (n) = 81> — 4n+ 240)-4" .
ISvada: IS nagrinéty pavyzdziy galime daryti iSvada, kad NHRS atskirojo sprendinio f, (n)
iSraiSka priklauso nuo NHRS laisvojo nario — funkcijos ¢ ), taciau f,(n) turi buti tiesiSkai

nepriklausomas nuo HRS sprendinio f;,(n) .
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Nehomogeniniy rekurentiniy sarySiy atskirieji sprendiniai:

@ ) CH(n) — charakteristinis polinomas NHRS atskirojo sprendinio pavidalas
Da" CH(a)#) Ca"

Da" a yra m karty kartotiné CH(n) Saknis cn"a"

Dn*a” | CH(a)#) (qo+ yn+ ..+ 1 n’)a"

Dn'a" | a yra m karty kartotiné CH(n) Saknis n"(qy+ pn+ .+ g,n’)a"

Dn’® CH(I)#) qo+ 1n+..+ 0

Dn’ 1 yra m karty kartotiné CH(n) Saknis n"(q, + yn+ ..+ 1,n°)
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3. REKURENTINIAI SARYSIAI IR GENERUOJANCIOS FUNKCIJOS
Rekurentiniy sarySiy metodu galima iSspesti daugeli kombinatorikos uzdaviniy. Taciau
daugeliu atveju rekurentinius sarySius biina labai sunku sudaryti, o dar sunkiau juos iSspresti.
Daznai ta sunkuma pavyksta i§vengti, naudojantis generuojanc¢iomis funkcijomis. Generuojanciy
funkciju teorija glaudziai siejasi su rekurentiniais sarysiais.
Prie§ aptariant generuojanciu funkciju ry$i su rekurentiniais sarySiais, apibréSime
generuojancios funkcijos savoka.

Tarkime, kad 1%1 f %),al,... :yra skaiciy seka. Sudarome laipsning eilutg:

2 3 _
a, +ax+a,x” +a;x’ +..=

ilvs
)
=
=

n

kuria vadiname sekos €, : generuojanciqgja funkcija.

P Baigtinés skai¢iy sekos generuojancioji funkcija yra polinomas:
G,.q,.a,,..a,00,.. < > + ,x+ ,x°+ 1,x°+ .+ 1, x".

Begalinés skai¢iy sekos generuojancioji funkcija:

CLL.LLL.. < > + x4+ x*.=) =f—, <

Rekurentiniai saryS$iai generuoja skaitines sekas, kurioms galima uzraSyti generuojancias
funkcijas. Nagrinésime, kaip turint tiesini rekurentiny sarysi, sudaryti jam atitinkancia

generuojancia funkcija.

Tarsime, kad f(—x; - taisyklinga algebriné trupmena, Cia f(x) ir ¢ x) — atitinkamai n-osios ir
QX

m-0si0s (n < n) eilés polinomai:
fX) =1+ 1x+ ,X° +..+ 1,x",
I i 2
@ X)="9+ X+ nx" +..4+ 5 x",
ir b, #).

Tuo atveju, kai
()
9 x)

- 2 k
=cytox+ox + 4o x + .

turi biiti teisinga tapatybe
a, +ax+a,x* + .+a,x" = by+bx+b,x>+ .+b,x")-
(cp+ex+e,x” + e xt + ).
Padauginus tapatybés deSin¢je puséje esanti daugianari i§ laipsninés eilutés ir palyging

koeficientus prie vienody x laipsniy kairéje ir deSinéje, gausime:
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bycy = a,
byc, +b,c, = aj,

b,c, +b,c, +b,c, = a,, (3.1)

Visi tolesni sarySiai bus vienodo pavidalo:

b,c, .. +bc,.. + +b.c, =) k=)12,..
Vadinasi, J (x; =c, tex+ex’ + .+cx' + . eilutés koeficientai ¢, c,,...,c, ,... tenkina tiesinj
(D X
b.c . +bc ., + .+b c, = ) rekurentinj sary$i. Sarysio koeficientai priklauso nuo trupmenos
0Cmk 1C ok mCk 1 8aryst. Sary p p

vardiklio. Trupmenos skaitiklis naudojamas pirmiesiems rekurentinés sekos nariams c,,c,,...,c

.
apskaiciuoti.

Panagrinékime atveji, kai duotas m-osios eilés byc, ., +b,c + .+b,c, = ) rekurentinis

m+k—
sarysis ir pradinés salygos c,,c,,...¢,_ . Tada skaiCiy seka c,,c,,...,c, ,... generuojanti funkcija bus
algebriné trupmena:

f(x) _ Gt yx+. o+ 1, X"
o x) by +yx+..+ 0, x"

¢ia b,,b,,...b, —rekurentinio sarysio koeficientai, o a,,q,,....a,, — koeficientai, apskaiciuoti i§

(3.1) lygciu.

Pastaba: IS pirmo zvilgsnio atrodytuy, kad mazai turésime naudos, rekurentini sarysi
pakeisdami generuojancia funkcija: nes vis tiek skaitiklj reikés dalyti i§ vardiklio, o i§ to gausime
SO _ag+ yx ot 1, 3"
@ x)  by+ox+..45,x"

ta pati rekurentinj sarysi. Taciau trupmena galima tapaciai pertvarkyti,

o tai palengvina skaiciy ¢ radima.

Toliau nagrinésime pavyzdzius, kaip rasti generuojanciajai funkcijai atitinkancio
rekurentinio sarysio sprendinj bei i§sprgsime rekurentini sarysi generuojanciy funkcijy metodu.

1 pavyzdys. Tarkime, generuojanti funkcija yra

x*— x*+ x+

x*— 0x? +

[Sdéstykime S$ig trupmena paprastesnémis trupmenomis. Pirmiausiai randame vardiklio
polinomo Saknis. Kadangi:
xt— 0+ = X - )= )= x— )+ )(x— )(x+ ).
Vadinasi,

x> — x*+ x+ A B C D

xt— ox?+ X — X+ X — X+
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Abi lygybés puses padauging i§ bendro vardiklio, gauname:
x* —3x2 +2x+1= A(x+D(x —3)(x +3)+
+B(x— )x— Nx+ )+ C(x— )x+ Nx+ )+ D(x— Nx+ Nx— )-
Sia lygybe turi tenkinti bet kokios kintamojo x reikimeés. Kai x = , visi deSin¢je puséje
parasyti démenys, iSskyrus pirmaji, lygis nuliui; kai x= - visi deSin€je pus€je parasSyti

démenys, iSskyrus antraji, lygis nuliui ir tt. Vietoj x paeiliui raSydami 1, -1, 3, -3

suskaifiuojame:
A=_L,B=_3 c=" p=2.
16 16 48 4
Trupmenos eiluté uzrasoma pagal Niutono formule’.

X—

Tokiu biidu, gausime:

x? =3x? +2x+1 1 5 ~

= —(Q4+x+x" 4+ +x"+..)— —Q—x+x" = +(-D"x"+... —

x*=10x*+9 16( ) 16( =D -
7 ( x x? x" Y s x x? . X" )
e B S e e S S B e S + .
1440 3 3 37 )20 303 3

L5 .. 7 50
16 16 144-3" © 12.3"

Tuo paciu gavome generuojanciai funkcijai atitinkancio rekurentinio sarysio sprendini.

Algebrinés trupmenos iSreiSkimas laipsnine eilute yra ekvivalentus atitikmuo rekurentinio
sarysio su nurodytomis pradinémis salygomis sprendimui. Trupmenas iSreik§dami elementariyjy
trupmeny suma ir tas elementariasias trupmenas iSdéstydami laipsninémis eilutémis, galime
spresti tiesinius rekurentinius sarySius su pastoviais koeficientais.

Sprendziant rekurentinj sarysi, panaudojant generuojancias funkcijas, turime:

1) sudaryti rekurentiniam sary$iui generuojancia funkcija S () ,
2) f(—x; iSreik$ti elementariyjy trupmeny suma, o jas — laipsninémis eilutémis (pagal
QX

Niutono formulg),
3) gautos eilutés koeficientas ¢, prie x" ir bus ieSkomasis sprendinys.
2 pavyzdys. 18spreskime rekurenting sarysi
f)=5fn=)+5f(n-0=), f(O)=, fD= - .

Siuo atveju b, = , by=- ir b, =5.

*Lygybé €+ -7 = °a" + Tla"'x+ -+ “¥a" x*+ ..+ 2"x" vadinama Niutono formule.

n n n
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Pagal (3.1) formulg apskaic¢iuojame a ir a;:

a, =b,cy =,

a, =byc, +bcy=- .

S

Vadinasi, trupmenos
P x)

=c, +cx+e,x” + +cx' + skaitiklis lygus — 'x+ . Gauname

rekurentini sarysi atitinkancia generuojancia funkcija

J(x) - x+

(/)x)_xz—ix+3'

Si trupmena elementariosiomis trupmenomis iSreiSkiama taip:

13(. x x2 x" ) ( 4 )
— =11+ -+ =+ Lk I =
2& 2 22 211 k 3 n )
Todél
31 20 1 13 20
f(my= - =-

—+ —— — -t =,
2 2n 3 3)1 2n+ 3)7+

ISvada: Rekurentiniy sarySiu sprendimas charakteristiniy Sakny metodu yra zymiai

efektyvesnis nei generuojanciy funkciju metodas.
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4. REKURENTINIU SARYSIU TAIKYMAS

Rekurentiniy sarySiy (rekursijos) taikymas matematikoje ir informatikoje yra labai platus.
Siame skyriuje apzvelgsime rekurentiniy sary$iy taikyma jvairiuose matematiniy uzdaviniy
sprendimuose, kitame skyriuje — rekursija taikysime programavime.

Pirmiausiai panagrinésime rekurentiniy sarysSiy taikyma integraly skaic¢iavimuose.

4.1. Integraly skaifiavimas taikant rekurentinius sarysius

Pries pradedant nagrinéti rekurentiniy sarysiy taikyma integraly skai¢iavimuose, apibréSime
skai¢iy sekos riba.

ApibréZimas. Jei ¥V >0 IN(¢):n>N = a, —a| < r, tai skai¢iy a vadiname sekos riba.
Jei tokio skai€iaus néra — seka ribos neturi.

Kitaip tariant, jeigu egzistuoja toks sekos narys a,, nuo kurio pradedant, skirtumas tarp visy

tolimesniy nariy ir kazkokio skaiCiaus a yra mazesnis, nei kazkoks i$ anksto nustatytas skai¢ius

(jis gali biiti kiek norima mazas), tai sakome, kad a yra Sios sekos riba.

1 n

4.1.1 pavyzdys. Naudodamiesi rekurentiniu sqrySiu apskaiciuokime integralo I, = J al s
X+

dx

0
reiksme, kai n=".

Skaiciuojame $i integrala naudodamiesi rekurentiniu sarysiu
1
I+ 1 =-, 4.1
n

nes

Kiekviena gauta reikSmeé suapvalinama 15 skaitmeny po kablelio tikslumu. Kai n= ),

gauname:

1
I, = I di: n(x + ‘)E: n6— 15=),182321556793954 .
ox+ 7

Toliau taikydami rekurentinj sarysi, gauname:

—

1, = — 1,=,088392216030230, 1, = i— 1, =,058038919848850,
I,= (= 1,= L043138734089082. I, = Ji_ 1, = 1,034306329554591,
I,= -~ I,=1,028468352227045, Io= = 1 = 1024324905531440,
b)
1 1

Atsakymas: /7, = ),021232615199941.
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Taciau toliau panagrinékime atveji, kuomet skaiCiuojant ta pati integrala, skaiciavimus

apvalinsime 6 skaitmeny po kablelio tikslumu. Gauname:

1
I, =jdi= n(x+ ), =n6- 15=).182322.
x4+ T

I,= - I,= — 911610 = ).088390, 1, =}— 1, = ).500000 — 1.441950 = 1.058050,
I =;— 1, =.333333 - 1.290250 = ).043083, [, = 3‘:_ I, =).250000 — 1.215415 = 1.034585,
I, = -— 1,=200000~- 1.172925=.027075, I, = é— I =.166667 — 1.135375 = 1.031292,

5

1, =’{]—— I, =).142857 — 1.156460 = - .013603.

Pastaba: lengva pastebéti, kad 7, > ', ir atrodyty visiSkai nelogiSka, kad 7/, < ). Viso to
priezastis — I,= 0.18232156.... reikSmés apvalinimo ribojimas iki 6 skaitmeny po kablelio
tikslumu. Vadinasi, naudojant mazesnio tikslumo reik§me¢ netikslumai auga ir todél gauname:
Io> sarl, < ).

Naudojant didesni tiksluma, pavyzdziui, 15 skaitmenuy po kablelio, klaidingi rezultatai

pastebimi véliau.

1
I, = I di: n(x + ‘)E: n6— 15=),182321556793954,
ox+ 7

I, = - 1, =088392216030230, I, = }— 1, = ),058038919848850,

I, = 5 1, =,043138734089082, I, = JI_ I, = 1,034306329554591,
! 1

Iy= -— 1,=028468352227045, I, = o I, = ,024324905531440,
b)

I, = /— 1, =,021232615199941, I, = g_ I, = ),018836924000296 ,

Iy = -— I;=,016926491109632, I, = L_ I, = ),015367544451838,
Y 10

I = L. I1,, = 1,014071368649901, I, = L I1,, = 1,012976490083829,
11 12

Iy = L_ I, =,012040626503934, I, = L 1, =,011225438908903,
13 14

s = Lo I, =,010539472122154, 1= L 1,5 =,009802639389231,
15 16

I; = L. 1, =1,009810332465609, I = L 1., = ),006503893227513,
17 18

Iy = Lo 1, =)020112112809804, L= L 1 = 0050560564049021 .

19 20
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Gavome, kad 1, > | ir [,, < ).

Tad, taikydami rekurentinj sary$i ir norédami gauti kuo tikslesng reikSme, skai¢iavimuose
turime kiekviena skai¢iy apvalinti kuo didesniu tikslumu.

ISveskime n-o0jo nario formulg:

2
I, = 1——51n_, = 1—— 5—+521n_2= 1—— 5—+ > —531n_3=
n n n-—1 n n-1 n-2
2 3 2 3 _ n—1 gn-1
L R M +54In,4=...=1—— NN M 5—+...+(1)—5~11=
n n-1 n-2 n-3 n n—-1 n-2 n-3 1
n:l1 _1 k—lsk—l
S EDS L Cysr
= n—k+1

1 n

.. . . Sy . . X
Naudodamiesi n-ojo nario formule apskaiciuokime integralo I, = J

r

dx reiksme, kai n =

0x+5
Gauname:
1 5 52 53 54 55 56 -~
1 = -—- —+4 —_ + - + * - 'I .
7 ] ,/_ ,/_ ! ,/_ ,/_ ) ,/_ ,/_ I ( 0_
Kai
' dx [
I, = J' —— = n(x+ ‘)E: n6— a5=)182321556793954,
X+
tai

15 05 25 925
== o+ 5—5— ?+ ?— 1225+ 5625(1— -0,182321556793954) = 1,021232615199941,

t. y. gavome ta pacia reikSme, kaip ir ankstesniuose skaiCiavimuose (naudojant 15 skaitmeny po

kablelio tiksluma).

Atsakymas: /7, = ),021232615199941.

Pastaba. Atkreipkime démesi, kad rekursija gali biiti taikoma ir atvirksciai, t.y. Zinant kuri

nors sekos nari, pavyzdZiui, /,, tam tikru tikslumu, galima gauti Zemesnius narius, t. y.
1.1y, 1¢,...0,.

IS (4.1) rekurentinés formulés iSreikSkime 7, :

Laikydami, kad /,,= I,,, turésime:

1,,+5 I“zé, 111z71—2z 0.013889.

Taikydami (4.2) rekurentini sarysi, gauname:
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i
(—— 1.013889) L _ 015404
L= _o15404, =10~

, = 1.016919,
5 5

Toliau:
[8 =0.018838, [7 =0.021232, [6 =0.024325, [5 =0.028468,
1,=0.034306, I, = 1.043139, 1,=0.058039, I,=0.088392,

ir galy gale /,=0.182322.

Vadinasi, skaiCiuojant rekurentinés sekos narius, didele itaka turi gaunamuy reikSmiy

tikslumas. Siuo atveju, kai laikéme I,,=1,,, gavome gana netikslias pirmasias/,,, I,, I,.
reikSmes, taciau tolesnés 1., I, Is,...,1, reikSmeés jau gautos 6 skaitmeny po kablelio tikslumu.

4.1.2 pavyzdys ( Trigonometrinés funkcijos integralas).

T
2

Apskaiciuokime integralo I, = Jsin" xdx reiksme, naudodamiesi rekurentiniu sqrysiu, kai
0

r

n=
Integruodami dalimis gauname, kad
B B B
I, = Isin"_] xsinxdx = -sin”" xcosx| +(n—1) jsin”_2 xcos” xdx
0 0 0
= n- )j in" x(1- in’x)ydx=n-) [ _,- ,
0
Supaprastiname ir gauname rekurentinj sarysi:
nl,=n—- )I, ,
Cia
- /7 _ {4y _
]n _ l_]ni _ n )(I’l )I}% = = n )(l’l )'“[IICZVIO].
n nn— ) nn—)..
Akivaizdu, kad 7, = ir I, = ;-
ISvados:

1. Jei n lyginis, naudojama 7 reikSmé; jei n nelyginis, naudojama /, reikSmé.

2. Kai n didiname, /, sumazéja.

T

3.Naudodamiesi rekurentiniu sarySiu sparciai galime suskaiCiuoti integralo 7/, = J;Z sin” xdx
reikSmes.
Sprendimas. Naudodamiesi rekureniniu sarySiu randame: (reikSmés skaiCiavimo

paspartinimui imsime intervala kas 2)



" T

13 — _11 e —11 = -= ’666669
n 3 3

=" = = 3 s,

=" 20 - B asa.
n 7

Atsakymas: [, = 1,45714.

4.2. Rekurentiniy sarySiy taikymas geometrijoje

Rekurentiniy sarySiy taikyma taip pat galime pastebéti figiry sudarymo ir brézimo
uzdaviniuose. Tai galéty biiti tokio tipo uzdaviniai kaip: keliais budais galima padalyti ikilaji
(n+ ) - kampi 1 trikampius, nubréziant to daugiakampio viduje nesikertancias istrizaines?

4.2.1 pavyzdys. Daugiakampio uzdavinys.
gautq is n virsiniy (tasky), is kuriy kiekvienos nubréztos atkarpos

Turime daugiakampi K

i kiekvienq kitq virsiune. Reikia surasti daugiakampio K, briauny skaiciaus rekurenting sqrysi.
Sprendimas. Daugiakampiai K,,K,,K, ir K, atitinkamai yra pavaizduoti Zemiau

pateiktuose paveiksléliuose:

] —

e K,

K, K,
Norédami nubrézti daugiakampi K., jis konstruojamas 1§ daugiakampio K, pridedant
papildomai dar viena virSiing (taska) ir i§ Sios virSunés bréZiamos briaunos | visas Kkitas

daugiakampio K, virStnes:

K

Atkreipiame démesj, kad daugiakampio K : 5

briauny skaiCius Ss=4 + §, briauny skaicius;

briauny skai€ius S, =3 + §, briauny skaicius;

briauny skai€ius S;=2 + §, briauny skaicius;

briauny skai€ius S, =1+ §,briauny skaicius.
Taigi

S, = daugiakampio K, briauny skaicius,
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tada
S =S

n (n—)

+n—),kain>"
ir
S, =
yra daugiakampio K, briauny skaiCiaus rekurentinis sarysis.
4.2.2 pavyzdys. [ apskritimq jbréztas taisyklingasis 2n — kampis. Kiek yra budy sujungti jo
virsines atkarpomis, jei nubréztosios atkarpos negali susikirsti viena su kita?
Sprendimas. Kai n= , yra tik vienas tokio sujungimo budas®. Kai n= ', yra du badai,

pavaizduoti 1 pav.

1 pav.

Norédami rasti budy skaiciy F(n), kai n — bet kuris natiirinis skaiCius, sudarysime
rekurentini sary$i, kuri tenkina F'(n). Tuo tikslu pasirinksime viena daugiakampio virSiing,
pavyzdziui, A. Ja galima sujungti su bet kokia kita virStine B, tarp A ir B paliekant lyginj skai¢iu

vir§tniy. (2 pav.)

2 pav.

Visi virsiiniy jungimo biidau suskirstomi | klases, atsizvelgiant | tai, kiek lieka virSiniy 18
kairés nuo atkarpos, nubréztos i§ tasko A. Jei kair¢je lieka 2s virSiiniy, tai kitoje pus¢je lieka
2(n—s— )virsuniy. Sitaip 2n — kampis padalijamas { 2s — kampi ir 2(n—s— ) — kampj.
Taciau 2s — kampyje nubrézti atkartas taip, kad jos viena su kita nesikirsty, yra F(s)btudy. Ta
pati padaryti 2(n—s— )- kampyje yra F(n—s— )budy. Pagal dauginimo taisykl¢ gauname, kad
s —tajai klasei priklauso F(s)F(n—s— )atkarpy nubréZimo varianty.

Vadinasi, visy galimy varianty skaicius lygus

FO)F(n— )+ “H)F(n— )+ .+ “(n— )F(0).
Gavome rekurentini sarysi:

F(n)= 7(O)F(n- )+ "DF(n—- )+ .+ “(n— )F(0).

% Skersmeni laikome , taisyklinguoju dvikampiu*.
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4.3. Rekurentiniai sarysiai kombinatorikos ir tikimybiy teorijos uZdaviniuose.

Sprendziant kombinatorikos uzdavinius yra taikomas metodas: tiriamaji uzdavini pakeisti
uzdaviniu su mazesniu objekty skai¢iumi. Taip gaunama formulé gretiniy su pasikartojimais
skaiciui rasti. Keitimo analogisku uzdaviniu su mazesniu objekty skai¢iumi metodas vadinamas
rekurentiniy sarysiy metodu.

Apzvelkime kombinatorikos uzdaviniy sprendima taikant rekurentiniy sarysiy metoda.

4.3.1 pavyzdys. Laimingieji troleibuso bilietai.

Kai kas Sesiazenklj troleibuso bilieto numerj laiko ,,laimingu*, kai skaitmeny, parasyty
lyginése vietose, suma lygi sumai skaitmeny, parasSyty nelyginése vietose. PavyzdZiui, bilietas
631 752 laikomas “laimingu”, nes 6 + 1 + 5 =3 + 7 + 2 = [2. Reikia apskaiciuoti, kiek
., laimingy * numeriy yra tarp 000 000 ir 999 999.

Sprendimas. Pirmiausia apskaiciuosime, kiek yra trizenkliy skaiciy, kuriy skaitmeny suma
lygi tam tikram skaiGiui NV (trizenkliais laikysime ir tokius skai¢ius, kaip 075, ir net 000). Siuo
atveju, démeny skaicius lygus 3, suma lygi N, o démenys — skai€iai nuo 0 iki 9. Jo sprendiniy
skai¢iy Zymeésime F'(3,9; N). Tada galésime paraSyti tokj rekurentinj sarysi:

FGB9N)=FQ9N)+FQ29%N - )+ FQ29N—- )+ FQ29,N—- )+ FQ29%N - )+
+FQR95N—- Y+ FQHN—- )+ FQ29N—- Y+ FQ29N—- )+ FQ29N - ).

PanaSiai

FQGN)=F19N)+F(Q1,9N—- )+ .+ F(L9N-").
Akivaizdu, kad F(1,9;N)= , kai n< N < ); kitais atvejais F'(1,9; N) = ). Remdamiesi tais

sarysiais, uzpildome Sitokia lentelg:

N
k 0 | 1| 2|3 |4|5|6|7| 8|9 |10/11]12]|13]|14
1 L[t [ttt ]t 1t 1]olo]o]ol]o
2 1|23 ]4]5]|6|7|8|9|10]9]|8]|7]|6]S:s
3 1 | 3| 6 [10]15]21 |28 [36|45/|55|63|69]|73|75]|75
N

N 15 | 16 | 17 | 18| 19 | 20| 21 | 22| 23 | 24 | 25 | 26 | 27

1 o lolo]olololo]o]lo[o]o|]o]o

4 |32 11]lo0]lolofloflo]o|lo|o0]o

3 73 1 69 | 63 | 55|45 (36|28 |21 15| 10| 6 | 3 | 1

Norint suzinoti, kiek yra ,laimingy* biliety, reikia skaiCius, paraSytus trecioje eilutéje,
pakelti kvadratu ir gautuosius skaiCius sudéti. Kiekviename ,,Jaimingame* biliete skaitmeny,
parasyty lyginése vietose, suma lygi sumai skaitmeny, paraSyty nelyginése vietose. Sakykime,

kad ta suma N. Trecioje eilutéje parasSytasis skaiCius rodo, kiek trizenkliy skai¢iy turi skaitmeny
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suma, lygia N. Kitaip sakant, keliais biidais galima pasirinkti skaitmenis, raSomus lyginése
vietose (t. y. antroje, ketvirtoje ir SeStoje vietoje). Tiek pat biidy turime pasirinkti skaitmenis
nelyginéms vietoms (pirmajai, treCiajai ir penktajai vietai) uZpildyti. Kadangi vienas
pasirinkimas nepriklauso nuo kito, tai “laimingy‘“ numeriy, kuriy skaitmeny, paraSyty lyginése

vietose, suma lygi N. Visy ,,laimingu“ biliety skai¢iy randame pagal sumavimo taisykle:

21+ P+ P4+ 0P+ 5+ P+ 8+ 65+ 5+ 55+ 3+ 97+ 3P+ 5.
Atsakymas: 55 252.

4.3.2 pavyzdys. LoSimai.

Kitas pavyzdys susijgs su rekurenkiniais sarySiais, gerai Zinoma loSéjuy pralaiméjimy

problema.
1
Tarkime, loséjas padaro lygini (vienodaq) skaiciy lazyby (tikimybé laiméti 5 ), kiekvienq

kartq statydamas po vienq dolerj. Zaidimq loséjas pradeda su a doleriy, o jo priesininkas su b
doleriy. Kokia tikimybé, kad loséjas pralaimés pries savo priesininkq?

Sprendimas. Tegul f(n) pazymime tikimybg, kad loséjas pralaimés prie§ savo prieSininka,
kada loséjas turi n doleriy ir prieSininkas turia + '— 'doleriy; tikimyb¢, kuria norime gauti yra
f(a), kur a yra pinigy kiekis su kuriuo los¢jas pradeda zaidima.

Rekurentini sarysi f(n) sudarome taip:

Kada loséjas turi n doleriy, ir tikimyb¢ pralaiméti pries prieSininka yra f(n), zaidimo seka
gali biti tesiama vienu i§ dvieju bidy: su tikimybe % jis praranda kita éjima, taip jam lieka
n— doleriy ir tada, su tikimybe f(n— )jis pralaimi prie§ savo prieSininka. Kitas variantas, su
tikimybe % jis laimi kita loSima taip gaudamas n+ doleriy ir tada, su tikimybe f(n+ ) jis

pralaimi pries savo prieSininka.

Sudedant Siuos aptarpus faktus, matome, kad:
1 !
n=-f(n— )+ -f(n+ )
f(n) 2f (n—") 2f (n+)

Tai ir yra miisy ieSkomas rekurentinis sarysis.
Pastaba: Taciau, norint pateikti i§samy Sios problemos sprendima, turime pridurti pradines
salygas: f(0)= ), kai loS¢jas pralaimi pats sau, ir f(a+b)= , kai prieSininkas bankrutuoja

visais atvejais.
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4.4. Sudétinés palukanos. Diskontavimas.

Apzvelgus rekurentiniy sarySiy taikyma integraly skai¢iavimuose, kombinatorikoje ir
geometrijoje, galiausiai panagrinésime dar viena atveji - rekurentiniy sarySiy taikyma
ekonomikoje. Skaiciuojant sudétines palikanas, vykdant diskontavimo procesa, nei§vengiamai
taikomi rekurentiniai sarysiai.

Kadangi per praéjusiuosius 2010 metus Lietuvos gyventojams yra iSduoda vien tik biisto
paskoly vir§ 11% , panagrinésime paskoly grazinimo ir rekurentiniy sarysiy rysi.

4.4.1. Sudétinés palitkanos.

Paskolos grazinimas. Yra keli paskolos grazinimo biidai: galima mokéti paltikanas kiekvieno
laikotarpio pabaigoje, ir taip pat yra budas, kuomet visas priklausancias paliikanas sumoketi.
Panagrinékime pavyzdzius paskoly grazinimo, priklausomai nuo to, kokiu btidu bus mokamos
paliikanos.

Pavyzdziui, 1000 Lt. sumos mokéjimai 4 mety paskolai, esant 13% metiniy palikany
normai, kurias reikia mokéti kasmet (zr. 4. 4. 1 lentelé).

4.4.1 lentele

Sudétiniy paliikany skai¢iavimas, kai paliikanos mokamos kasmet

Metai  Suma turima mety  Palukanos mokamos Suma turima mety  Suma sumokama
pradzioje mety pabaigoje pabaigoje skolininko mety
pabaigoje
1 1000 130 1130 130
2 1000 130 1130 130
3 1000 130 1130 130
4 1000 130 1130 1130

Jei palikanos sumokamos kartu su pagrindine suma — paliikanos sudedamos. Paltikanos,
priklausian¢ios ankstesniais metais, tampa dalimi pagrindinés $iy mety sumos. Pavyzdziui, 1000
Lt. paskola, esant 13% palikany normai, sudedamos kasmet. (Zr. 4.4.2 lentel¢) Jos 4 mety
laikotarpiui duos efekta

4.4.2 lentele

Sudétiniy paliikany skai¢iavimai

Metai  Suma mety Palikanos pridedamos Suma turima mety Suma
pradZioje prie paskolos mety pabaigoje sumokama
pabaigoje mety pabaigoje
1 1000 1000*0,13 =130 1000*1,13 =1130 00
2 1130 1130*0,13 = 146,90 1000%1,13% = 1276,90 00
3 1276,60 1276,90%0,13 = 165,60  1000%1,13° = 1442,90 00
4 1442,90 1442,90%0,13 = 187,58 1000%1,13* = 1630,47 1630,47
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Abiem atvejais reikalaujama, kad paliikanos biity mokamos nuo nemokéto likucio, taciau
Sios dvi schemos duoda skirtingus efektus. Pirmuoju atveju mokéjimai palukany tuo laiku, kaip
priklause, iSvengia paliikany mokéjimo nuo palikany. Ir priesingai, kitoje mokéjimo schemoje —
palikany skai¢iavimas, naudojant procenty procentus. Taigi, sudétiniy palikany efektas
priklauso nuo mokéjimy apimties ir nuo to, kada mokéjimai yra vykdomi.

Susiejant sudétiniy paliikany skaiiavima su nagrinéjama tema ,rekurentiniy sarySiy
taikymai‘, galima pastebéti, kad 4.4.2 lentelés skai¢iavimai ir yra gaunami naudojant rekurentini
sarysi

S,:U,. =1.16U,.

4.4.2. Diskontavimas.

Diskontavimas — finansy matematikoje naudojamas, jei reikia apskaiciuoti dabarting pinigy
verte, kai zinoma bisimoji verté po tam tikro laikotarpio. Sis biidas taikomas investuojant bei
skolinantis pinigus.

Matematiné diskontavimo iSraiska:

1
PVO = Tl/n *
(I+)"
Sioje formuléje:
PV, — dabartiné verté ; FV, — busimoji verté n metais;

i — palukany norma, iSreiksta deSimtaine trupmena; n — laiko periodas.

Nagrinékime diskontavimo pavyzdi, kuriame taip pat galésime iZvelgti rekurentiniy sarysiy
taikyma.

Pavyzdys. Banke norime padéti indélj, kurio verté po 7 mety bus 18 000 lity. Metiné
palitkany norma yra 6 % (priskaiciuojama kasmet). Kiek pinigy turime padéti Siandien, kad po 7

mety sutaupytume 18 000 lity?

X . . .. . U . .
Sprendimas. Siuo atveju turime rekurentini sary$i U, = ﬁ, kuri naudojame

skai¢iuodami kiek pinigy turime padéti Siandien, kad po 7 mety sutaupytume 18 000 lity.

U, =18000Lt,

U= Yo 180000 dogy 1314,
106 1.06

_ U _T698LI3 651903 14,

© 106 1.06
Toliau gauname:

U,=15113.15 Lt, U,=14 257.68 Lt, U,=13450.65 Lt,


http://lt.wikipedia.org/wiki/Pal%C5%ABkan%C5%B3_norma
http://lt.wikipedia.org/wiki/Pal%C5%ABkan%C5%B3_norma
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ir galy gale U,= 12 689.29 Lt. T.y. suma, kurig turime padéti { banka, kad po 7 mety

sutaupytume 18 000 lity, kuomet palikany norma yra 6 %.


http://lt.wikipedia.org/wiki/Pal%C5%ABkan%C5%B3_norma
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5. PRAKTINE DALIS

Kaip jau minéta §io baigiamojo darbo 4 skyriuje, rekurentiniai sarySiai taikomi ir
programavime. Sio baigiamojo darbo praktinés dalies pagrindinis tikslas — uzdaviniui

» Daugiakampiui K, gautam is n virsiniy (tasky,) is kuriy kiekvienos nubréztos atkarpos i
kiekvienq kitq virsiine. 4

naudojantis ,,Java“ programavimo kalba:

1. uzZraSyti rekursija, kuri suskaiCiuoty daugiakampio K, briauny skaiciy; (Priedas Nr. 1);
2. grafiSkai pavaizduoti uzdavinio sprendima, t.y. nubrézti figira, jos briaunas, pagal duota

salyga nuolat prijungiant vis po nauja virsiing. (Priedas Nr. 2).

ApibréZimas. Programavime rekursija — programy ir algoritmy sudarymo metodas, kai

programa kreipiasi pati i save, esant mazesnéms argumenty reikSmeémes.

Grizdami prie uzdavinio sprendimo, pirmiausiai uZraSome rekursija briauny skaiciui gauti:
public int countEdges (int pointsNumber) {
if (pointsNumber == 1 || pointsNumber == 0) {
outputTextArea.append("S" + pointsNumber + " = 0\n");

return 0;

}
else {
outputTextArea.append("S" + pointsNumber + " = 3" +
(pointsNumber-1) + "+ (" + pointsNumber + "-1)\n");
return countEdges (pointsNumber-1) + (pointsNumber-1);
Norit suzinoti, kiek gaunama briauny sujungus daugiakampio virSines su kiekviena esancia
vir§tne (pvz. virSuniy skaiius = 67), tai sukurtos programos pagalba ivedus 67 ir nuspaudus

mygtuka <Pradéti>, pateikiamas reikSmés skaiCiavimo algoritmas bei suskaiiuojamas briauny

skaicius, kuris Siuo atveju lygus 2211.

55 = S4+(5-1)
54 = 33+(4-1)

53 =52+(3-1)
52 = §1+(2-1)

S1=0

Briaunu skaifius: 2211

Taip ivedant bet kurig norima reikSme — virstiniy skaiciy, gauname daugiakampio, gauto i§ n
vir§iiniy, i$ kuriy kiekvienos nubréztos atkarpos i kiekviena virSting, briauny skaiciy.
Pastaba. Detalus uZdavinio skaiciavimo algoritmo (rekursiné funkcija) kodas pateiktas 1.

Priede.
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Antra praktinés dalies uzduotis - grafiskai atvaizduoti uzdavinio sprend

sukurta programa ,,Java“ programavimo kalba.

Tarkime, norime grafiskai pavaizduoti uzdavinio sprendima, kuomet vir$tniy skaic¢ius =9 (1

pav.). I$ viso bréziamos 36 briaunos.

Turime:

El Pradéti

s
Briauny skaigius: 36

ima. Tam tikslui

1 pav.

Tarkime, norime grafiSkai pavaizduoti uzdavinio sprendima, kuomet virSiiniy skaicius = 99

(2 pav.). IS viso bréZiamos 4851 briaunos. Esant tokiam dideliam briauny skai€iui, stebimas

briauny vaizdo susiliejimas.

Turime:

99 Pradéti

Briaunu skaifius: 4851

T I

2 pav.

Pastaba. Detalus grafinio vaizdavimo programos kodas yra pateiktas 2. Priede.
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ISVADOS

Magistro baigiamajame darbe apzvelgta ir iSnagrinéta bendroji rekurentiniy sarysiy teorija,
tyrinétas rekurentiniy sarySiy sprendimas, ju rySys su generuojanCiomis funkcijomis bei
analizuotos rekurentiniy sarySiy taikymo matematikoje, programavime ir ekonomikoje
galimybés.

Pagrindinis praktinés darbo dalies tikslas — pasinaudojant ,Java“ programavimo kalba,
uzrasyti rekursija bei grafiskai atvaizduoti kai kuriy uzdaviniy, iSnagrinéty darbo teorinéje
dalyje, sprendimus.

Apibendrinant baigiamaji darba galime daryti iSvadas:

e Rekurentiniai sarysiai (rekursija) placiai naudojami tiek matematikoje, tiek informatikoje.
Matematikoje daznai vartojama, kai rekurentinio sarySio pagalba labai paprastai ir akivaizdziai
apibréziamos priklausomybés tarp dydziy.

e Programuojant visada stengiamasi didesni uzdavini skaidyti 1 mazesnius arba sudétingesni
paversti keliais paprastesniais. Tam tikslui biitent naudojama rekursija.

e Rekursija programavime gali biiti naudinga, kai reikia programuoti veiksmus su neZinomu
operacijy skaiCiumi, tai jgalina supaprastinti algoritmo formulavima.

Bendrai tariant, rekurentiniy sarySiy taikymas palengvina ir supaprastina kombinatorikos,

diskre¢iosios matematikos, tikimybiy teorijos, ekonomikos ir kitokiy uzdaviniy sprendima.
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REZIUME

Summary

Recurrence relations and its application

Student: Sigita Mazvylaité

Supervisor: Prof. dr. Eugenijus Stankus

Application of recurrence relations in mathematics and computer science is very widely
used. To solve many task of combinatorics using recurrence relations, the task of n objects we
can change with the task of the object (n - 1) and of this — task with object (n - 2) and etc. In turn
reducing the number of the objects, finally we get the task that is not difficult to solve. When
programming, always tries to split the task into more or less difficult to make a few simpler as
well. For this purpose it is used to recursively functions.

In generally, the application of recurrence relations to facilitate and simplify the
combinatorics, discrete mathematics, probability theory, economic and other problems of

solving.
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PRIEDAI

Rekursija

package verticesedges;
import javax.swing.JTextArea; /**Teksto isvedimui/**
public class VerticesEdgesLogic {
JTextArea outputTextArea;
public VerticesEdgesLogic (JTextArea outputTextArea) {
this.outputTextArea = outputTextArea;

/** Rekursiné f-ja briauny skaicliui gauti.
* @param pointsNumber - tasSky skaicius

* @return - briauny skaidius **/

public int countEdges (int pointsNumber) ({

if (pointsNumber == | | pointsNumber == 0) {
outputTextArea.append ("S" + pointsNumber + " = 0\n");
return O;
}
else {
outputTextArea.append ("S" + pointsNumber + "

(pointsNumber-1) + "+ (" + pointsNumber + "-1)\n");

return countEdges (pointsNumber-1) + (pointsNumber-1);

Priedas Nr.1
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Priedas Nr.2

UZdavinio grafinio vaizdavimo programa
package verticesedges;

import java.awt.Color;
import java.awt.Dimension;
import java.awt.Graphics;
import java.awt.Graphics2D;
import java.awt.Point;
import java.util.ArraylList;
import java.util.HashMap;

import java.util.Map;

import javax.swing.BorderFactory;

import javax.swing.JPanel;

public class VerticesEdgesDrawPanel extends JPanel {

public static final long serialVersionUID = 6L;

private ArraylList<Point> points;
private static int step = 60;
private static int secondXLine = 15;
private Point minDimension;

private Point maxDimension;

public VerticesEdgesDrawPanel () {
super () ;
this.setBorder (BorderFactory.createlLineBorder (Color.BLACK) ) ;
points = new ArrayList<Point>();}
/** Tasky, liniju paiSymas.
* @param pointsNumber - taskuy skaicius **/
public void startDrawing (int pointsNumber) throws
NullPointerException {
ArrayList<Point> pointsForDrawing = new ArrayList<Point>();
Graphics2D g2 = (Graphics2D)this.getGraphics();
Color oldColor = g2.getColor();
g2.setColor (this.getBackground()) ;
g2.fil1lRect (0,0, this.getSize () .width, this.getSize () .height);
g2.setColor (oldColor);
for (Point p: points) {
g2.drawOval (p.x-1, p.yv-1, 2, 2); }
if (pointsNumber == 1) { // jei vienas tasSkas, tai ji nupieSiam
g2.drawOval (minDimension.x-5, minDimension.y-5, 10, 10);
} else if (pointsNumber != 0 && pointsNumber <= points.size()) {

//Priedingu atveju, iesSkome tarp kokiuy taskuy brézti linijas
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pointsForDrawing = findBestPoints (pointsNumber) ;
// PaiSome linijas tarp atrinkty tasky.
for (Point p: pointsForDrawing) {
g2.drawOval (p.x-5, p.y-5, 10, 10);
for (Point p2: pointsForDrawing) {
if(!p.equals(p2)) {
g2.drawlLine(p.x, p.Y, P2.X, pP2.V):}
} else if (pointsNumber > points.size()) {
System.out.println ("Per daug taskuy");}
/**Tasky suradimas paiSymui.
* @param pointsNumber - TasSky skaicdius
* @return Tasky masyvas, tarp kuriy bus braiZomos linijos. **/
public ArraylList<Point> findBestPoints (int pointsNumber) {
ArraylList<Point> pointsForDrawing = new ArrayList<Point>();
Point lastPoint, newPoint;
int selectedPoints = 0;
int same, maxSame, shift;
boolean xChanged, freePoint, pointSet;

Map<Integer, Integer> pointsNumberX, pointsNumberY;

pointsNumberX = new HashMap<Integer, Integer>();
pointsNumberY = new HashMap<Integer, Integer>();
// Pirmas tasSkas

pointsForDrawing.add (points.get (0)) ;

lastPoint = points.get (0);

pointsNumberX.put (new Integer (lastPoint.x), 1);

pointsNumberY.put (new Integer (lastPoint.y), 1);

selectedPoints++;

maxSame = 2;

same = 0;

shift = 0;

xChanged = false;

freePoint = false;

pointSet = false;

newPoint = new Point () ;

while (selectedPoints = pointsNumber && points.size () >

selectedPoints) {

for (Point p: points) {

if (!pointsForDrawing.contains (p) && ((lastPoint.y + shift) == p.y
|| (lastPoint.y - shift) == p.y) && ! (xChanged)) {
if ((pointsNumberX.get (p.x) == null || pointsNumberX.get (p.x) < maxSame)

&& (pointsNumberY.get (p.y) == null || pointsNumberY.get (p.y) < maxSame)) {
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newPoint = p;
pointSet = true;}

else if(!pointsForDrawing.contains(p) && (lastPoint.x + shift

p.x || lastPoint.x + secondXLine + shift == p.x
lastPoint.x - secondXLine + shift == p.x) && xChanged) {
if ((pointsNumberX.get(p.x) == null || pointsNumberX.get (p.x)
maxSame)
&& (pointsNumberY.get(p.y) == null || pointsNumberY.get (p.y)
maxSame) ) {
newPoint = p;

pointSet = true;}
if (freePoint) {
if (!pointsForDrawing.contains (p)) {
newPoint = p;
freePoint = false;
pointSet = true;}
if (pointSet) {
selectedPoints++;
pointsForDrawing.add (newPoint) ;
pointsNumberX.put (newPoint.x,
(pointsNumberX.get (newPoint.x)==null?new Integer (1) :new
Integer (pointsNumberX.get (newPoint.x) .intValue()+1)));
pointsNumberY.put (newPoint.y,
(pointsNumberY.get (newPoint.y)==null?new Integer (1) :new
Integer (pointsNumberY.get (newPoint.y) .intValue()+1)));
lastPoint = newPoint;
pointSet = false;
xChanged = ! (xChanged); }
else {
if (!xChanged) {

xChanged = true;

} else {
shift += step;
if ((shift > maxDimension.x) && (shift > maxDimension.y)) {
maxSame++;
shift = 0;

if (maxSame > maxDimension.x/step && maxSame > maxDimension.y/step) {
maxSame = 2;
freePoint = true;}
return pointsForDrawing;}
/** Sukuriamas pradinis tasky masyvas. **/

public boolean createPoints () {

<
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int panelHeight, panelWidth;

int i, i;

boolean lineSwitch;

Dimension panelSize;

int maxX;

{

panelSize = this.getSize();

panelHeight = panelSize.height;

panelWidth = panelSize.width;

i =10;

maxX = 10;

j = 10;

lineSwitch = false;

minDimension = new Point (j, 1);

if (panelHeight >= (step) && panelWidth >= (step)) {
for (int z = i; z < panelHeight-10; z += step)
for (int w = j; w < panelWidth-10; w += step)

if (maxX < w) {

maxX = w;}
Point point = new Point(w, 2z);
points.add (point) ;}
if (lineSwitch) {
j = 10;
lineSwitch = false;
} else {
jJ = 10 + secondXLine;
lineSwitch = true;}
} maxDimension = new Point (maxX,
points.get (points.size()-1)
} else {
return false;
return true; // viskas gerai}
@Override

public void paintComponent (Graphics g) {

super.paintComponent (g) ;

Graphics g2
if
{

for

g2.drawOval (p.x-1,

(createPoints())

(Graphics2D)g;

(Point p: points) {

p'y_lr

{

-Y) i



