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ĮVADAS 

 

Darbo tikslas – susipažinti ir išnagrinėti homogeniškumo kriterijus, skirtus 

priklausomoms cenzūruotoms imtims. 

Tam buvo suformuluoti tokie uždaviniai: 

 Simuliuoti duomenis, naudojantis Kleitono kopula; 

 Suformuluoti homogeniškumo kriterijus dvimačiu ir daugiamačiais atvejais; 

 Patikrinti homogeniškumo kriterijaus galingumą dvimačiu atveju, naudojant 

simuliuotus duomenis.  

 

Duomenys bus simuliuojami ir homogeniškumo hipotezė bus tikrinama su SAS 

programiniu paketu. 

Homogeniškumo hipotezė bus tikrinama dviem atvejais, kai duomenys bus simuliuojami 

pagal tokį patį skirstinius, ir pagal skirtingus skirstinius. Gauti rezultatai parodys, kur artėja 

gautasis reikšmingumo lygmuo, kai skirstiniai sutampa, ir kokia gaunasi kriterijaus galia, kai 

skirstiniai nesutampa. 
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1. Teorinė dalis 

 

 

Tarkime, kad T

kTT ),...,( 1  yra k matis atsitiktinis vektorius, kuris turi daugiamatę 

pasiskirstymo funkciją F ir išgyvenamumo funkciją S pavidalo  

 

kkk tTtTttF ,...,),...,( 111  

 

kkk tTtTttS ,...,),...,( 111  

 

ir marginalias pasiskirstymo ir išgyvenamumo funkcijas ,iF  ,iS  ki ,...,1 . 

 

Homogeniškumo hipotezė priklausomoms imtims yra: 

 

kFFH ...: 10 ,  

 

čia }{)( 1111 tTtF , 

 

}{)( 2222 tTtF , 

 

  

 

}{)( kkkk tTtF . 

 

 

Pavyzdžiai: 

a) Gali būti lyginamas identiškų dvynių išgyvenamumas skirtingose vietose. 

b) Gali būti lyginami ligos simptomų pasirodymas kairėje ir dešinėje akyse. 

c) Gali būti lyginami sistemos komponenčių skirstiniai. 
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1.1 Logranginio tipo kriterijus homogeniškumo hipotezėms 
priklausomoms cenzūruotoms imtims tikrinti, kai k=2 

 

1.1.1 Imtis 

 

Tarkime, kad T

jjj TT ),( 21 yra atsitiktinio vektoriaus , nj ,...,1 , n nepriklausomų 

kopijų. Tegu jC1  ir jC2 yra komponenčių cenzūravimo momentai. Tuomet cenzūruota imtis 

atrodys taip: 

 

),,,( 2121 jjjj , nj ,...,1  

 

kur ijijij CT , }{ ijij CTij , čia ijT - mirties momentai, ijC - cenzūravimo momentai. 

 

 Apibrėžkime tokius dydžius: 

 

},{)(
ijijij CTtTij tN - stebėtų mirčių skaičius, 

 

 },{}{)( tCtTtij ijijij
tY  

1)(tYij , kai j-asis objektas yra „rizikos būsenoje“, 

0)(tYij , jei objektas miršta arba yra cenzūruojamas prieš momentą t. 

 
t

iijijij uduYtNtM
0

)()()()(  

 
n

j

iji NN
1

, 
n

j

iji YY
1

, 
n

j

iji MM
1

, 21 NNN , 21 YYY .  

 

Imtis ),,,( 2121 jjjj , nj ,...,1 , yra ekvivalenti imčiai 

),0),(),(),(),(( 2121 ttYtYtNtN jjjj  nj ,...,1 , nes žinant vieną galima rasti kitą. 

Tikrinsime tokią homogeniškumo hipotezę priklausomoms cenzūruotoms imtims: 

 

210 : FFH . 
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1.1.2 Statistikos asimptotinis skirstinys 

 

 

Turime statistiką  

 

])()()()([
)(

)(

0

2112 udNuYudNuY
uY

uK
V  

 

kur K – neneigimas tolydus iš kairės stochastinis procesas. 

 Įvairiai parenkant K, gaunam įvairias statistikas V: 

1. Logranginė statistika, tai svoris 

n
tK

1
)( . 

 

2. Taronės – Vėrės statistika 

n

tY
tK

)(
)(

2/1

. 

3. Breslou statistika 

2/3

)(
)(

n

tY
tK . 

4. Prentiso statistika 

)1)((

)()(
~

)(
2/1 tYn

tYtS
tK , čia

tn uY

uN
tS

1)(

)(
1)(

~
. 

 

Mūsų tikslas – rasti šios statistikos ribinį dėsnį. Dabar reikia įrodyti atsitiktinio kintamojo 

V asimptotinį normališkumą, remiantis šiomis prielaidomis. 

 

1 Prielaida. j  yra absoliučiai tolydus dvimatis atsitiktinis vektorius ir ),,( jj CT nj ,...,1 , yra 

nepriklausomi atsitiktiniai vektoriai su nepriklausomomis dvimatėmis komponentėmis, ir jų 

išgyvenamumo funkcijos  

 

},{),( 21 vTuTvuS jj  

 

},{),( 21 vCuCvuG jjj  

 

yra tokios, kad 0),(S , 0),(jG , 0),(jG  kiekvienam j. 
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2 Prielaida. Egzistuoja funkcija ),( vuG  tokia, kad 

 

0),(),(
1

1

],0[],0[),(

sup
n

j

j

vu

vuGvuGn , kai n  

 

 

3 Prielaida. K yra neneigiamas tolydus iš kairės stochastinis procesas su filtracija, generuota iš 

imties,  

0)()(2/1

],0[

sup P

u

tktKn  , kur k yra tolydi funkcija  intervale ],0[ . 

 

 

Tegu )()()( )( uSuGuy i

i

i , )()()( 21 uyuyuy , kur )()1( uG  ir )()2( uG  yra 

),( vuG marginalai. 

Pagal 1 Prielaidą 0)(uyi  intervale ],0[ . 

 

 

 

1 Lema.  

0)()(1

],0[

sup P

ii

u

uyuYn , 

 

0)()(1

],0[

sup P

u

uyuYn , kai n . 

 

 Įrodymas: 

  
 

0)1()()()()()(

)()()()()(

1

1

],0[1

1

],0[

)(1

],0[

1

],0[

supsup

supsup

P
n

j

iiji

u

n

j

ijij

u

i

i

i

u

ii

u

opuGuGnuSuYuYn

uSuGuYnuyuYn

 

 

kai n . 

n

j

iiji

u

uGuGnuS
1

1

],0[

)()()(sup 0
P  pagal 2 prielaidą , o 

n

j

ijij

u

uYuYn
1

1

],0[

)()(sup 0P  pagal Borelio – Kantelio lemą, taigi gaunam, kad 

0)()(1

],0[

sup
P

ii

u

uyuYn . 

 



 9 

Akivaizdu, kad ir antroji lemos dalis teisinga, t.y. 0)()(1

],0[

sup P

u

uyuYn , kai 

n .  

 

Pagal hipotezę 0H teisinga ir lygybė :21 . Taigi, skaidinys ijijij dMdYdN  

parodo, kad statistika V gali būti perrašyta tokia forma: 

 

0

22

0

11 )()(ˆ)()(ˆ1
udMuQudMuQ

n
V  

 

kur  
Y

KYn
Q 2

1
ˆ , 

Y

KYn
Q 1

2
ˆ . 

Įsiveskim panašų atsitiktinį kintamąjį  
0 0

2211

* )()()()(
1

udMuQudMuQ
n

V , kur 

y

ky
Q 2

1 , 
y

ky
Q 1

2 . Tuomet pagal visas prielaidas ir 1 lemą  

 

0)()(ˆsup P

ii

u

uQuQ , kai n . 

 

 

 

2 Lema.  

0* PVV , kai n  

 

Įrodymas: 

  

)()]()(ˆ[
1

)()]()(ˆ[
1

22

0

211

0

1

* udMuQuQ
n

udMuQuQ
n

VV  

 

Atsitiktinis procesas )()]()(ˆ[
1

)(
0

* udMuQuQ
n

tM l

t

lll  yra martingalas, kurio 

numatoma variacija yra  

)()()(ˆsup

)()()]()(ˆ[
1

)( 2

0

*

lll
u

lll

t

ll

uQuQ

uduYuQuQ
n

tM

 

 

Žinome, kad 0)()(ˆsup P

ii

u

uQuQ , tai tada ir 0)(* P

l tM , kai n . 

 

Tuomet pagal Lenglaro nelygybę (žiūrėti Priede A) gauname, kad 0* PVV , kai 

n .   
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Taigi, įrodėme asimptotinį V normališkumą. Kadangi 0* PVV , tai ribiniai dėsniai 

V ir V* sutampa, ir todėl galime surasti tik V* ribinį dėsnį. 

 

 

1 Teorema.  Jei teisinga hipotezė 0H ir patenkintos 1-3 prielaidos, tai  

 

),0(~ 2dV , kai n ,  

kur 

)2,1(22 CC , 

 

)(
)(

)()(
)(

0

212 ud
uy

uyuy
ukC , 

),()()()2,1(
0 0

21 vuGvQuQC  

 

)(),()(),(),()()(),( uddvuSvdvduSdvduSvdudvuS . 

 

 

Įrodymas: 

 

  Iš 2 lemos žinome, kad V yra asimptotiškai ekvivalentus V*, tai pabandykime rasti ribinį dėsnį 

dydžio, kurį užrašykime taip: 

)(
1

2

1

1

*

j

n

j

j
n

V , kur ),( 21 jj - nepriklausomi, bet ne vienodai pasiskirstę vektoriai su 

komponentėmis 

)()()()()()(
0 0

uduYudNuQudMuQ ijijiijiij  

 

)()( ijiijiji XIXQ , čia )()()(
0

uduQtI

t

ii . 

 

Pastebėkim, kad 0ij . Raskime kovariacijas  

),(),cov(),( jiijjiijj iiC   

ir ribas 

),(lim),(
1

1 iiCniiC
n

j

j
n

. 

 

 Žinome, kad  
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0

2

0

2

0 0

)()()()()()(

)()()()()(),(

uduYuQuduYuQ

udMuQudMuQVarVariiC

ijiiji

ijiijiijj

 

Ir 

0

2

1

1 )()()(),(lim),( uduyuQiiCniiC ii

n

j

j
n

. 

 

Taip pat žinome, kad CCC )2,2()1,1( , kur C yra aprašytas teoremos formuluotėje. 

 

)()()()()2,1( 2211122112121 jjjjjjjjjj XITQTQTQC  

4

1

221122112 )()()()(
i

ijjjjj XIXITQXI . 

Pažymėkime 

},{),( 212 yXxXyxH jj , 

),(),(},{),( 212 yxGyxSyXxXyxH jjj , 

},,{),,( 2113 xXvCuTxvuH jjj , 

),(),(},,{),,( 2113 xvGxuSxXvCuTxvuH jjjj , 

},,,{),,,( 21214 yCxCvTuTyxvuH jjjj , 

),(),(},,,{),,,( 21214 yxGvuSyCxCvTuTyxvuH jjjjj . 

Turime, kad 

u v

jjCTCT dydxdvduHvQuQTQTQ
jjjj

),,,()()()()( 4

0 0

212211},{1 2211
 

),,,()()( 4

0 0

21 vudvduHvQuQ , 

u

x

jjCT dxdvduHydyQuQXITQ
jj

0 0

32

0

12211}{2 ),,()()()()()(
11

 

)(),,()()(),,()()()( 3

0

2

0

1

0

32

0

1 ydyuduHyQuQdxdvduHydyQuQ
u y

 

3 randame analogiškai. 
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x y

u v

dvduHydyQxdxQdvduHydyQxdxQ ),()()()()(),()()()()( 22

0 0

1

0 0 0

2

0

214

)()(),()()(
0 0

221 ydxdyxHyQxQ . 

Taigi,  

),()()()2,1( 2

0 0

1 vuGvQuQC jj  

)()(),()(),()(),(),( vdudvuSuddvuSvdvduSdvduS  

ir V dispersija konverguoja į dispersiją )2,1(22 CC . 

Kad įrodytume 
n

j

n

j

jj
n 1 1

21 ,
1

 asimptotinį normališkumą, reikia patikrinti 

Liapunovo sąlygą 

0)(

2/1

1

2

1

n

j

ij

n

j

ij Var . 

Todėl, naudojant konvergavimą ),(),(
1

1 iiCiiCn
n

j

j  kiekvienam 0 , gauname, kad 

0

),(

)(
2/1

1

12/

2
2/1

1

2

1 n

j

j

n

j

ij

n

j

ij

iiCnn

M
Var , kai n . 

Taigi, Liapunovo sąlyga patenkinta.   

 

Tam, kad įvertintume statistikos V dispersiją 2 , yra naudinga įvertinti charakteristikas 

C ir )2,1(C . 

Sukauptojo intensyvumo  įvertinys yra: 

0
)(

)(
)(ˆ

uY

udN
t . 

Taigi natūralu, jog C įvertinys yra 

)(
)(

)()(
)(ˆ

2

21

0

2 udN
uY

uYuY
uKC . 

Vidurkiai 

x y

jjj dvduSvuGyNxN
0 0

21 ),(),()()( , 

),(),()()( 21 vuSvuGvYuY jjj , 
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),(),()()(
0

}1,{}{

0

21 221
dvuSvuGvdNuY

y

jyTuX

y

jj jjj
, 

),(),()()(
0

}1,{}{

0

12 112
vduSvuGudNvY

x

jxTvX

x

jj jjj
. 

 

)2,1(C  įvertinys yra: 

)(ˆ)()()()()(ˆ)(ˆ1
)2,1(ˆ

1221

1 0

2

0

1 vdudNvYvdNudNvQuQ
n

C jjjj

n

j

 

)(ˆ)(ˆ)()()()(ˆ)( 2121 vdudvYuYvdNuduY jjjj , kur 
Y

KYn
Q 2

1
ˆ , 

Y

KYn
Q 1

2
ˆ . 

 

Taigi, dispersijos 2  įvertinys yra: 

)2,1(ˆ2ˆˆ 2 CC )()()(ˆ)(ˆ1
2)(

)(

)()(
)( 21

1 0

2

0

12

21

0

2 vdNudNvQuQ
n

udN
uY

uYuY
uK jj

n

j

)(ˆ)(ˆ)()()()(ˆ)()(ˆ)()( 212112 vdudvYuYvdNuduYvdudNvY jjjjjj . 

 

 

2 Teorema. Jei teisinga hipotezė 0H ir patenkintos 1-3 prielaidos, tai  

22ˆ P . 

 

Įrodymas: 

  

)(
)(

)()(
)(ˆ

2

21

0

2 udM
uY

uYuY
uKCC  

0)(
)(

)()(
)(

)(

)()(
)(

0

212212 Pud
uy

uyuy
uk

uY

uYuY
uK .  

0)(
)(

)()(
)(

2

21

0

2 PudM
uY

uYuY
uK  išplaukia iš to, jog 0)(

)(

)()(
)(

3

2

2

2

1

0

4 Pud
uY

uYuY
uK  

ir Lenglaro nelygybės (žiūrėti Priede A). 

0)(
)(

)()(
)(

)(

)()(
)(

0

212212 Pud
uy

uyuy
uk

uY

uYuY
uK  pagal 3 Prielaidą ir dėl to, jog 0)(uy  

intervale ],0[ . 

Apibrėškime )2,1(*C )(ˆ)()()()()()(
1

1221

1 0

2

0

1 vdudNvYvdNudNvQuQ
n

jjjj

n

j
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)(ˆ)(ˆ)()()()(ˆ)( 2121 vdudvYuYvdNuduY jjjj . 

 Tuomet 0)2,1()2,1(ˆ * PCC , kai n . Kad irodytume, jog )2,1()2,1(* CC P , 

įsiveskime dar tokį dydį  

n

j

jnC
1

10 )2,1( , kur 

)()()()()()()()()()()()()()( 212112212

0 0

1 vdudvYuYvdNuduYvdudNvYvNudNvQuQ jjjjjjjjj

)2,1(Cj  j , 

22)( mVar jj , čia m – teigiama konstanta. 

Iš Čebyševo nelygybės (žiūrėti Priede A) bet kokiam 0 yra teisinga, jog 

0
)2,1(

)2,1()2,1(
2

2

2

0
0

n

mCVar
CC . 

Taigi gauname, jog  

)2,1()2,1(0 CC P . 

Tarkime, kad Z yra numatomas atsitiktinis procesas su )(sup
,0

u
u

. Tada martingalo 

)()(ˆ)()(
0

uuduZtM

t

 

numatoma variacija yra 

)(
)(

)(
)(

0

2

ud
uY

uZ
tM

t

, 

0)( PtM , kai n , 

ir iš Išvados po Lenglaro nelygybe (žiūrėti Priede A) žinome, kad otM P

t

)(sup , kai n . 

Todėl, pasinaudojus nelygybėmis  

1)(),(),(0 nuYuQuY iiij  

gauname, jog  

)2,1()2,1( 0* CC  

n

j

jjjj vdvYvQuduYuQvdvYvQuduYuQ
n 1 0 0 0 0

22112211 )()()()()()()(ˆ)()()(ˆ)()(
1
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n

j

jj

n

j

jj vdNuuduYvQuQ
n

vvdudNvYvQuQ
1 0 0

2121

1 0 0

1221 )()()(ˆ)()()(
1

)()(ˆ)()()()(

)(ˆ)()(ˆ)()(
1

)(ˆ)()(ˆ)()(
1

2

0

21

0

1 vvdvYvQ
n

uuduYuQ
n

 

0)()(ˆ)()(
1

)()(ˆ)()(
1

0

11

0

22

PuuduYuQ
n

vvdvYvQ
n

, kai n .   
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1.1.3 Kriterijus 

 

Kriterijaus statistika yra 
ˆ

V
Zn . Įrodę 1 ir 2 teoremas, žinome, kad jeigu hipotezė 

0H teisinga, tai )1,0(~ NZZ P

n . 

Hipotezėms apie priklausomų cenzūruotų imčių homogeniškumą tikrinti naudosime 

svertinį logranginį kriterijų. Hipotezė 0H  yra atmetama su asimptotiniu reikšmingumo lygmeniu 

, jei 2/zZn . 

Statistiką V galime perrašyti forma, patogesne skaičiavimams. Ji atrodys taip: 

j

n

j j

jj

j

n

j j

jj

XY

XYXK

XY

XYXK
V 2

1 2

212

1

1 1

121

)(

)()(

)(

)()(
,  

 )2,1(ˆ2ˆˆ 2 CC ,  

čia 
)(

)()(
)(ˆ

2

21
2

1 1

2

sj

sjsj

sjsj

s

n

j XY

XYXY
XKC , 

n

j

jjjjjjjj RRRRRRRR
n

C
1

43324121

1
)2,1(ˆ , kur 

)(ˆ
1111 jjj XQR , )(ˆ

2222 jjj XQR , 

)(

)(
)(ˆ 1

1

2

1 1

3

sl

slj

sl

s

n

l

slj
XY

XY
XQR , 

 
)(

)(
)(ˆ 2

2

2

1 1

4

sl

slj

sl

s

n

l

slj
XY

XY
XQR .  

Skaičiavimams su SAS paketu imsime 
n

XKXK jj

1
)()( 21 . 
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1.2 Logranginio tipo kriterijus homogeniškumo hipotezėms 
priklausomoms cenzūruotoms imtims tikrinti, kai k > 2 

 

Homogeniškumo hipotezė priklausomoms imtims,kai k > 2, yra 

)(...)(: 10 tFtFH k  visiems 0t . 

Tegu T

kVVV ),...,( 11 - atsitiktinis vektorius, kur 

0

)()()()(
)(

)(
udNuYudNuY

uY

uK
V iii . 

  

Kriterijaus statistikos asimptotinis skirstinys. Pasinaudojus išdėstymu  

iii dMdYdN , gauname, jog  

)()(ˆ1

1 0

udMuQ
n

V l

k

l

ili , 
)(

)(
)()(ˆ

uY

uY
uKnuQ i

ilil , 

kur }{ liil  . 

Analogiškai kaip ir dviejų imčių atveju, turime, kad ),0(~ 1k

d NUV , kur 

ij , 
ll

ijijij llcc ),( , 

)(
)(

)(
)()(

0

2 ud
uy

uy
uyukc

j

ijiij , 

),()()(),(),()()(),(
0 0

dvduSvdudvuSvuGvQuQllc llllllljilij  

)(),()(),( uddvuSvdvduS llll , 

)(

)(
)()(

uy

uy
ukuQ i

ilil . 

Matricos  įvertinys yra 

 ij
ˆˆ , 

ll

ijijij llcc ),(ˆˆˆ , 

)(
)(

)(

)(

)(
)(ˆ

0

2 udN
uY

uY

uY

uY
uKc

j

ij
i

ij , 
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)(ˆ)()()()()(ˆ)(ˆ1
),(ˆ

1 0 0

vdudNvYvNdudNvQuQ
n

llc lrrlrllrlj

n

r

ilij
 

)(ˆ)(ˆ)()()()(ˆ)( vdudvYuYvdNuduY rllrrllr , 

čia 
t

uY

udN
t

0
)(

)(
)(ˆ . 

Tegu VVY T

n

12 ˆ . Hipotezė 0H  yra atmetama su asimptotiniu reikšmingumo lygmeniu 

, jei )1(22 kYn . 

Užrašykime statistiką skaičiavimams patogesne forma. Statistikos V komponentės yra 

n

j

k

l

n

j lj

lji

ljljijiji
XY

XY
XKXKV

1 1 1 )(

)(
)()( , 

ir matricos ij
ˆˆ  elementai yra 

ll

ijijij llcc ),(ˆˆˆ . Čia  

)(

)(

)(

)(
)(ˆ

1 1

2

sq

sqj

ij

sq

sqi
k

s

n

q

sqsqij
XY

XY

XY

XY
XKc , 

n

r

rljilrilrrljrljilrrljilrij RRRRRRRR
n

llc
1

22212111

1
),(ˆ , 

)(ˆ
1 lrillrilr XQR , 

)(

)(
)(ˆ

1 1

2

sq

sqlr
k

s

n

q

sqilsqilr
XY

XY
XQR . 
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1.3 Homogeniškumo kriterijai, kai alternatyva yra marginaliųjų 
išgyvenamumo funkcijų pasiskirstymas 

 

Sukonstruokime kriterijų homogeniškumo hipotezei kFFH ...: 10  tikrinti. 

Tegu naudojami duomenys: ),,,( 2121 jjjj , nj ,...,1 , ir patenkintos 1 ir 2 Prielaidos. 

 Turime du kriterijus ir kiekvienas iš jų pagrįstas statistika V TVV ),( 21 , kur   

0

1112 )()()()(
)(

)(
tdNtYtdNtY

tY

tK
V l

l , 2,1l  

ir  

)(ˆ

1
1

1
)(

t
e

n
tK , 1

1
)(

)(ˆ

2
1 t

e
n

tK - pirmajam kriterijui, 

n
tK

1
)(1 , )(ˆ1ln

1
)( 12 t

n
tK  - antrajam kriterijui. 

 

Modifikuotų informantinių funkcijų asimptotinis pasiskirstymas. 

Y

YKn
Q l

l
2

1
ˆ , 

Y

YKn
Q l

l
1

2
ˆ , 

y

yk
Q l

l
2

1 , 
y

yk
Q l

l
1

2 , 2,1l . 

Pasinaudojus išdėstymu iii dMdYdN , gauname 

)()(ˆ)()(ˆ1
22

0

11 udMuQudMuQ
n

V lll . 

 

3 Teorema. V ),0(~),( 121 Nd , kai n . Čia 
22ls , 

)2,1()2,1( ,,, lsslslls CCC , 

0

21
, )(

)(

)()(
)()( ud

uy

uyuy
ukukC slsl , 

),()()(),(),()()()2,1(
0 0

21, dvduSvdudvuSvuGvQuQC slsl  

)(),()(),( uddvuSvdvduS . 

Įrodymas analogiškas kaip ir 1 Teoremos. 

 

 Kovariacijų matricos  įvertinys yra kl
ˆˆ , kur 

)2,1(ˆ)2,1(ˆˆˆ
,,, lsslslls CCC , 
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0

2

21
, )(

)(

)()(
)()(ˆ udN

uY

uYuY
uKuKC slsl

, 

)(ˆ)()()()()(ˆ)(ˆ1
)2,1(ˆ

1

1

221

0 0

21, vdudNvYvdNudNvQuQ
n

C j

n

j

jjjslsl
 

)(ˆ)(ˆ)()()()(ˆ)( 2121 vdudvYuYvdNuduY jjjj . 

 

4 Teorema. Jei teisinga hipotezė 0H  ir patenkintos 1 ir 2 Prielaidos, tai 

Pˆ . 

Įrodymas analogiškas kaip ir 2 Teoremos. 

 

 Tegu VVX T

n

12 ˆ . Tuomet 2

2

22 ~XX P

n . 

 

Modifikuotas informantinis kriterijus priklausomų imčių homogeniškumui tikrinti:  

hipotezė 0H  yra atmetama su asimptotiniu reikšmingumo lygmeniu , jeigu )2(22

nX . 

 Užrašykime kriterijaus statistiką forma patogesne skaičiavimams. 

Statistikos V TVV ),( 21 komponentės yra: 

j

n

j j

jjl

j

n

j j

jjl

l
XY

XYXK

XY

XYXK
V 2

1 2

212

1

1 1

121

)(

)()(

)(

)()(
. 

O matricos ls
ˆˆ elementai yra  

)2,1(ˆ)2,1(ˆˆˆ
sllslsls ccc , 

k

q

n

v qv

qvqv

qvsqvlqvls
XY

XYXY
XKXKc

1 1
2

21

)(

)()(
)()(ˆ , 

n

r

rsrlrlrsrsrlrsrlls RRrRRRRR
n

c
1

2212122122112111

1
)2,1(ˆ , 

)(ˆ
1 irliirlir XQR , 

)(

)(
)(ˆ

2

1 1

2

qv

qvir

q

n

v

qvliqvlir
XY

XY
XQR . 
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1.4 Kleitono kopula 

 

Kopulos yra naudingos daugiamačių skirstinių konstravimui ir simuliavimui. 

n – matė kopula yra daugiamatė pasisikirstymo funkcija C, tolygiai pasiskirsčiusi kube 

n
1,0  ir turinti tokias savybes: 

1. C: 1,01,0
n

; 

2. uuCuCi )1,...,1,,1,...,1()(   su ]1,0[u . 

 

Akivaizdu, kad,  jei nFF ,...,1  yra vienamatės pasiskirstymo funkcijos, tai 

)(),...,( 11 nn xFxFC  - daugiamatė pasiskirstymo funkcija.  

 

Teorema. Tegu F – n-matė pasiskirstymo funkcija su marginaliaisiais skirstiniais 

nFF ,...,1 . Tuomet ji turi vienintelę kopulos išraišką 

)(),...,(),...( 111 nnn xFxFCxxF . 

 

Teiginys. Tegu F – n-matė pasiskirstymo funkcija su marginaliaisiais skirstiniais 

nFF ,...,1  ir kopula C, tenkinančia teoremą. Tada kiekvienam u ),...,( 1 nuu  iš 
n

1,0  : 

)(),...,(),...( 1

1

1

11 nnn uFuFFuuC , 

čia 1

iF  - atvirkštinė iF  funkcija. 

 

Kleitono kopula yra Archimedo kopulos vienas iš pavyzdžių. Archimedo kopulos forma 

yra: 

)(...)(),...,( 1

1

1 nn uuuuC  visiems 1,...,0 1 nuu . 

Čia funkcija  - taip vadinamas generatorius, tenkinantis tokias sąlygas: 

i. )0( ; 

ii. 0)1( ; 

iii. )1,0(t , 0)(t , t.y. - mažėjanti; 

iv. )1,0(t , 0)(t , t.y. - įgaubta. 

 

Kleitono kopula dvimačiu atveju užrašoma tokia forma: 

1)( tt , 0 , 
/1

2121 1),( uuuuC . 
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1.4.1 Kleitono kopulos simuliavimo algoritmas dvimačiu atveju 

 

Dvimačiu atveju turime: 

),(| 211\21122 uuCuUuU , 

čia 
1

212121

0
211\2

),(),(),(
lim),(

u

uuC

u

uuCuuuC
uuC

u
. 

 

 Algoritmas: 

 Sugeneruoti du nepriklausomus atsitiktinius, tolygiai pasiskirsčiusius intervale 1,0 , 

dydžius 1v  ir 2v ; 

 Pažymėti 11 vu ; 

 Tegu ),();( 211\212 uuCuuC . Tada randame );( 12

1

2 uvCu ; 

 Vektorius ),( 21 TT  tuomet sugeneruojamas iš kopulos C. 

 

Reikia įsitikinti, kad taip generuojant, gausime tai, ko mums reikia. Taigi pasižiūrėkime, kam 

bus lygi 1122 | uUuU . 

 

1122 | uUuU ]},[|{lim 11122
0

huuUuUP
h

 

 

h
uUPhuUP

uUuUPuUhuUP

huuUP

uUhuuUP

hh }{}{

},{},{
lim

]},[{

}|],[{
lim

1111

22112211

0
111

22111

0
 

 

),(},{

},{

2112211

1
1

1

2211

1 uuCuUuUP
u

u
u

uUuUP
u

. 

Pabandykime apskaičiuoti, kam bus lygus );( 12

1

2 uvCu , nes tai bus naudinga simuliuojant 

algoritmą su SAS paketu. 

Taigi, turime, kad: 

/1

2121 1),( uuuuC , 

)(1
1),( 1

1

1
1

21

1

21 uuu
u

uuC
, 

2

1

1

1
1

21 1 vuuu , 
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1

12

1

21 1 uvuu , 

1
2121 1 vuuu , 

11
1

212 uvuu , 

/1

1
1

212 1uvuu . 
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1.4.2 Kleitono kopulos simuliavimo algoritmas daugiamačiu atveju 

 

 

Tam, kad simuliuoti daugiamatį atvejį, užtenka paimti k=3. 

 

Daugiamačiu atveju turime: 

mmmmmmm uuUUuUuuC ,...,,...,|),...,( 11111,...,1\  

)1,...,1,,...,(

)1,...,1,,...,(

11

1

),...,(

1

1

),...,(

11

11

m

m

uu

m

m

uu

uuC

uuC

m

m , čia nm ,...,2 . 

 

Tegu 3m . Tada algoritmas bus: 

 Sugeneruoti tris atsitiktinius, tolygius intervale 1,0 , dydžius 1v , 2v  ir 3v ; 

 Nustatyti 11 vu , 22 vu ; 

 Randame ),;( 213

1

3 uuvCu ; 

 Vektorius ),,( 321 TTT  tuomet sugeneruojamas iš copulos C. 

 

Pabandykime apskaičiuoti, kam bus lygus ),;( 213

1

3 uuvCu , nes tai bus naudinga 

simuliuojant daugiamatį algoritmą su SAS paketu. 

Pirmiausia reikia rasti, kam bus lygi funkcija ),,( 321 uuuC . Iš anksčiau žinome, kad  

)(...)(),...,( 1

1

1 nn uuuuC , o mūsų 1)( tt , 0 . 

Taigi, turime, kad: 

utt 1)( , 

ut 1 , 

/1
1 ut . 

Tuomet  

/1

321

/1

321321 21111),,( uuuuuuuuuC . 

Dabar 

21

21

2

21

321

2

3
),(

),,(

uu

uuC

uu

uuuC

v . 

Atliekame skaičiavimus: 
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1

21

1

1

1

1

1
1

21

1

21 1)(1
1),(

uuuuuu
u

uuC
, 

21

21

1

21

21

21

2

1)1(
),(

uuuu
uu

uuC
, 

1

321

1

1

1

1

1
1

321

1

321 2)(2
1),,(

uuuuuuuu
u

uuuC
, 

21

321

1

21

21

321

2

2)1(
),,(

uuuuu
uu

uuuC
. 

Tada  

21

21

1

21

21

321

1

21

21

21

2

21

321

2

3

1)1(

2)1(

),(

),,(

uuuu

uuuuu

uu

uuC

uu

uuuC

v  

21

21

21

321

1

2

uu

uuu
. 

Liko išsireikšti, kam bus lygu 3u : 

21

21

21

321

21

21

21

321
3

1

11

1

2

uu

uuu

uu

uuu
v , 

1

1
1

21

3
21

3
uu

u
v , 

/1

21
21

33 111 uuvu . 
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2 Praktinė dalis 

 

2.1 Atsitiktinio vektoriaus 21,TT  generavimas, pasinaudojant Kleitono 

kopula 

 

 

Buvo generuojami dvimačiai atsitiktiniai vektoriai 21,TT , kurių pasiskirstymo funkcija 

turi pavidalą 

/1

221121 )1)()((),( xFxFxxF , 0 , 

čia }{)( iiii xTxF ,  yra Kleitono kopulos parametras, charakterizuojantis atsitiktinių 

dydžių 1T  ir 2T  priklausomybę. 

Žinome, kad Kleitono kopulos parametras  yra susijęs su Kendalo koreliacijos 

koeficientu , 10 . Kai  yra arti 0, tai turime silpną prilausomybę, o kai  yra arti 1 – 

stiprią priklausomybę.  

 ir  sąryšis apibrėžiamas formule 

1

2ˆ . 

Todėl, generuojant naudosime tokias : 

5.0 , tai 2.0
5.2

5.0

2
 - pakankamai maža priklausomybė, ir  

5 , tai 
7

5

52

5

2
 - pakankamai didelė priklausomybė. 

 

Fiksavus imties dydį n, imties realizacijos buvo generuotos M=3000 kartų. Generavau 

duomenis su tokiais parametrais: 

1) 5.0 , 100n ; 

2) 5.0 , 200n ; 

3) 5.0 , 500n ; 

4) 5.0 , 1000n ; 

5) 5 , 100n ; 

6) 5 , 200n ; 

7) 5 , 500n ; 
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8) 5 , 1000n . 

 

Visų pirma, reikia sugeneruoti atsitiktinį vektorių 21,TT , naudojantis Kleitono kopula. 

Taigi generuojame Kleitono kopulą taip: 

1) Sugeneruojame du nepriklausomus atsitiktinius, tolygiai pasiskirsčiusius intervale 

[0,1], dydžius 1V  ir 2V ; 

2) Pažymime 11 VU ; 

3) Randame 

/1

1
1

212 1uVUU . Tokiu būdu gauname atsitiktinį vektorių 

21,UU , kurio pasiskirstymo funkcija yra /1

2121 )1(),( uuuuF ; 

4) Generuojame atsitiktinį dydį 21,TT ,pasirinkę konkretų skirstinį (pavyzdžiui, 

eksponentinį), naudodamiesi Kleitono kopula ir jau rastais dydžiais 1U  ir 2U . 

 

Nagrinėsime tokius Kleitono kopulos generavimo atvejus: 

a) Tarkime,  kad gyvenimo trukmės turi tokį patį eksponentinį skirstinį 

 

xexF 1)(1 , 

xexF 1)(2 . 

 

Kadangi gyvenimo trukmės turi tokį patį eksponentinį skirstinį, tai reikia rasti vektorių 

21,TT , kur  

)1ln( 11 UT , 

)1ln( 22 UT . 

 

b) Tarkime, kad pirmosios komponentės skirstinys yra eksponentinis, o antros – 

Veibulo: 

 

xexF 1)(1 , 

xexF 1)(2 ,  

tegu 3.0 , 0.5, 0.7, 0.9, 1.1, 1.3, 1.5. 
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Kadangi gyvenimo trukmės turi eksponentinį ir Veibulo skirstinius, tai reikia rasti vektorių 

21,TT , kur  

 

)1ln( 11 UT , 

)1ln(
1

22 UT . 

 

Nagrinėjame cenzūruotas imtis, todėl pirmiausia generuojame atsitiktinius vektorius 

ii TT 21 , ir indikatorius ij , ni ,...,1 , naudojantis Kleitono kopula. Tegul cenzūruotų duomenų 

bus 25 %  nuo imties dydžio, cenzūravimą generuojame atsitiktinai. Tokių imčių bus M=3000. 

 

Kleitono kopulos generavimo programą su SAS paketu žiūrėti Priede B. 

 

Kai skirstiniai sutampa gauname tokius generuotus duomenis, naudojant Kleitono kopulą: 

Kai 5.0 : 

 

Kai 5 : 
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Kai skirstiniai nesutampa gauname tokius generuotus duomenis, naudojant Kleitono 

kopulą: 

Kai 5.0 : 

 

 

Kai 5 : 
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2.2 Homogeniškumo kriterijus 

 

 

Sugeneravę vektorius ii TT 21 , , galime tikrinti homogeniškumo hipotezę 

210 : FFH , 

 t.y. kad marginaliosios pasiskirstymo funkcijos sutampa. Tikrinimui naudosime kriterijų, 

aprašytą 1.3 skyrelyje. 

Visais atvejais pirmiausia reikia kiekvienam nj ,...,1 suskaičiuoti tokius indikatorius: 

 

}{11 11
)(

ji XXji XY , }{21 21
)(

ji XXji XY , 

}{12 12
)(

ji XXji XY , }{22 22
)(

ji XXji XY , 

 

n

i

XXj ji
XY

1

}{11 11
)( , 

n

i

XXj ji
XY

1

}{21 21
)( , 

 

n

i

XXj ji
XY

1

}{12 12
)( , 

n

i

XXj ji
XY

1

}{22 22
)( , 

 

)()()( 12111 jjj XYXYXY , )()()( 22212 jjj XYXYXY . 

 

 Kai duomenys cenzūruoti, ijijij CT , }{ ijij CTij , čia ijT - mirties momentai, ijC - 

cenzūravimo momentai. Tuomet pagal formules randame statistiką V ir Ĉ . Kaip jau minėjau 

anksčiau, skaičiavimams su SAS paketu imsime svorių funkcijas  

n
XKXK jj

1
)()( 21 . 

Statistikos V išraiška tuomet bus tokia: 

n

j j

jj
n

j j

jj

XY

XY

nXY

XY

n
V

1 2

212

1 1

121

)(

)(1

)(

)(1
. 

Ĉ  išraiška bus: 

)(

)()(1ˆ
2

21
2

1 1 sj

sjsj

s

n

j

sj
XY

XYXY

n
C . 
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Tam, kad galėtume rasti 2ˆ , kuri yra )2,1(ˆ2ˆˆ 2 CC , reikia kiekvienam nj ,...,1  

apsiskaičiuoti jR1 , jR2 , jR3  ir jR4 . Norint rasti jR3  ir jR4  reikia dar kiekvienam nl ,...,1  

suskaičiuoti indikatorius )(1 slj XY , )(2 slj XY : 

 

}{1 1
)(

slj XXslj IXY , 

 

}{2 2
)(

slj XXslj IXY . 

Tuomet 

n

j

jjjjjjjj RRRRRRRR
n

C
1

43324121

1
)2,1(ˆ , kur 

 

)(

)(

)(

)()(
)(ˆ

1

121

1

121

11111

j

jj

j

jj

jjjj
XY

XY

XY

XYXKn
XQR ,  

)(

)(

)(

)()(
)(ˆ

2

212

2

212

22222

j

jj

j

jj

jjjj
XY

XY

XY

XYXKn
XQR , 

 

)(

)()(

)(

)()(

)(

)(
)(ˆ

2

2

2122

1

2

1

2

1112

1

1

1

1

2

1 1

3

l

ljl
n

l

l

l

ljl
n

l

l

sl

slj

sl

s

n

l

slj
XY

XYXY

XY

XYXY

XY

XY
XQR , 

 

)(

)()(

)(

)()(

)(

)(
)(ˆ

2

2

2221

1

2

1

2

1211

1

1

2

2

2

1 1

4

l

ljl
n

l

l

l

ljl
n

l

l

sl

slj

sl

s

n

l

slj
XY

XYXY

XY

XYXY

XY

XY
XQR . 

 

Randame 2ˆ  ir suskaičiuojame 
ˆ

V
Zn . 

Hipotezė 0H  yra atmetama su asimptotiniu reikšmingumo lygmeniu 1.0 , jei 

2/zZn . 

Pagal šį kriterijų su SAS paketu pasirašiau programą, ją galima pažiūrėti Priede B. 
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2.3 Homogeniškumo hipotezės tikrinimas su SAS 

 

 

Pradžioje tikrinsime homogeniškumo hipotezę, kuri aprašyta 2.2 skyrelyje, kai skirstiniai 

sutampa, kur skirstiniai ir duomenų generavimas aprašytas 2.1 skyrelyje. Duomenis generavau 

pagal Kleitono kopulos algoritmą, kuris taip pat aprašytas 2.1 skyrelyje. 

Tuomet, kai jau turime sugeneruotus duomenis, galime tikrinti homogeniškumo hipotezę.  

Mūsų tikslas – pažiūrėti, kur artėja reikšmingumo lygmuo didinant imties dydį. Taigi tam 

generuojame imties dydžius 100n , 200n , 500n , 1000n  su Kleitono parametrais 

5.0  ir 5 . 

Suskaičiuojame statistiką V ir ˆ , tuomet suskaičiuojame statistiką nZ  ir kritinę reikšmę 

1.644854 05.0z . 

Tam, kad suskaičiuotume reikšmingumo lygmenį, reikia suskaičiuoti, kiek kartų hipotezė 

buvo atmesta, kai skirstiniai sutampa, ir tą skaičių padalinti iš imčių skaičiaus, kuris yra 

M=3000. Programas su SAS paketu žiūrėti Priede B. 

 

Gauname tokius rezultatus: 

 

5.0  N=100 N=200 N=500 N=1000 

Reikšmingumo 

lygmuo  
0.077667 0.069667 0.057667 0.074667 

 

5  N=100 N=200 N=500 N=1000 

Reikšmingumo 

lygmuo  
0.037333 0.042667 0.038333 0.046667 

 

Išvada: 

Iš gautų rezultatų matome, kad prie Kleitono kopulos parametro 5  reikšmingumo 

lygmuo yra mažesnis nei prie parametro 5.0 . Matome, kad reikšmingumo lygmuo lėtai 

konverguoja į tikrąjį reikšmingumo lygmenį. 
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Tada generavau duomenis, kai skirstiniai nesutampa. Viską dariau analogiškai, kaip ir tuo 

atveju, kai skirstiniai sutampa, tik žiūrime, kas vyksta su kriterijaus galia, kai n didėja. 

Kriterijaus galia apskaičiuojama taip: skaičiuojame, kiek kartų hipotezė buvo atmesta, ir tą 

skaičių daliname iš imčių skaičiaus, kuris mano atveju yra 3000. 

 

Gauname tokius rezultatus: 

 

5.0  N=100 N=200 N=500 N=1000 

Kriterijaus galia, 

kai 3.0  

1 1 1 1 

kai 5.0  
0.999333 

1 1 1 

kai 7.0  
0.816 0.98 

1 1 

kai 9.0  
0.162 0.266333 0.500667 0.775 

kai 1.1  
0.143333 0.230667 0.421 0.705333 

kai 3.1  
0.582667 0.850667 0.997333 

1 

kai 5.1  
0.896667 0.995 

1 1 

kai 2  
1 

1 1 1 

  

 

Išvada: 

Taigi, kai 5.0 , mažiausia kriterijaus galia yra prie parametrų 9.0  ir 1.1 . 

O didžiausia kriterijaus galia yra prie parametrų 3.0  ir 2 . 

Be to, didėjant imties dydžiui N, kriterijaus galia visais atvejais didėja ir beveik visur yra 

lygi 1 prie imties dydžio N=1000, išskyrus atvejus, kai 9.0  ir 1.1 . 
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5  N=100 N=200 N=500 N=1000 

Kriterijaus galia, 

kai 3.0  

1 1 1 1 

kai 5.0  1 1 1 1 

kai 7.0  
0.989 0.999667 

1 1 

kai 9.0  
0.226333 0.414667 0.808333 0.984333 

kai 1.1  
0.176333 0.356667 0.708667 0.946333 

kai 3.1  
0.871333 0.993 

1 1 

kai 5.1  
0.996667 

1 1 1 

kai 2  1 1 1 1 

 

 

Išvada: 

Kai 5 , mažiausia kriterijaus galia yra prie parametrų 9.0  ir 1.1 . 

O didžiausia kriterijaus galia yra prie parametrų 3.0 , 5.0 , 7.0 , 5.1 , ir 

2 . Taip pat, kai 5 , gauname didesnes kriterijaus galios reikšmes nei atveju, kai 5.0 . 

Be to, didėjant imties dydžiui N, kriterijaus galia visais atvejais didėja ir beveik visur yra 

lygi 1 prie imties dydžio N=1000, išskyrus atvejus, kai 9.0  ir 1.1 . 
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2.4 Homogeniškumo hipotezės tikrinimas, kai turim konkrečius 
duomenis 

 

Turime duotą tokią duomenų lentelę: 

 

Imties dydis n=60, cenzūruotų duomenų yra 6 iš 120. 

Reikia patikrinti hipotezę, kad laikai grupėje x1 ir grupėje x2 pasiskirstę vienodai. 

  

Su SAS programa paskaičiuojame statistiką V, ˆ , ir kriterijaus statistiką nZ . Output lange 

gauname tokius rezultatus: 

V 

-1.210693 

 

sigma 

0.5291756 

 

Z_n 

-2.287886 
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krit_r 

1.959964 

 

Hipotezę atmetame su asimptotiniu reikšmingumo lygmeniu 05.0 , jei 2/zZn . 

 Iš output lange esančių rezultatų matome, kad kritinė reikšmė 1.959964  025.0z . 

Taigi, gavome, kad 2/zZn , o tai reiškia, kad hipotezė atmetama, t.y. laikai grupėje x1 

ir grupėje x2 pasiskirstę nevienodai. 
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IŠVADOS 

  

 

Suformulavau homogeniškumo kriterijus dvimačiu ir daugiamačiu atvejais, bei parašiau 

programą su SAS paketu, kuri tikrintų homogeniškumo hipotezę dvimačiu atveju. 

Kleitono kopula yra naudinga daugiamačių skirstinių konstravimui ir simuliavimui . 

Susimuliavus duomenis, galime susimuliuoti bet kokį skirstinį, kokio mums reikia. Mano darbe 

buvo naudojamas eksponentinis skirstinys, tačiau galima naudoti ir kitokį. 

Labai naudinga buvo parašyti programą su SAS paketu homogeniškumo kriterijui, kai 

k=2, nes tokių kriterijų, skirtų cenzūruotoms priklausomoms imtims, nėra. Tuomet patikrinau tą 

kriterijų su simuliuotais duomenimis. 

Kai skirstiniai sutampa ir imtis cenzūruota, gauname tokius rezultatus: 

1) Kai 5.0  ir n didėja, reikšmingumo lygmuo lėtai konverguoja į pasirinktąjį 

reikšmingumo lygmenį 0,1. 

2) Kai 5  ir n didėja, reikšmingumo lygmuo dar lėčiau, negu atveju, kai 5.0 , 

konverguoja į pasirinktąjį reikšmingumo lygmenį 0,1. Be to, šiuo atveju gauname, 

reikšmingumo lygmens mažesnes reikšmes negu atveju 5.0 . 

  

Kai skirstiniai nesutampa, gauname tokius rezultatus: 

1) Ir 5.0 , kriterijaus galia lygi 1 prie parametrų 3.0  ir 2 . Kitais atvejais 

kriterijaus galia didėjant n artėja į 1, tačiau su parametrais 9.0  ir 1.1 , netgi 

prie n=1000 dydžio imties, net nepasiekia 1. 

2) Kai 5 , kriterijaus galia lygi 1 prie parametrų 3.0 , 5.0   ir 2 . 

Kriterijaus galia yra labai arti 1 prie parametrų 7.0  ir 5.1 . Vėlgi kitais 

atvejais kriterijaus galia didėjant n artėja į 1, tačiau su parametrais 9.0  ir 1.1 , 

netgi prie n=1000 dydžio imties, net nepasiekia 1. 

 

 

Taigi, gauname, kad visais atvejais, kai skirstiniai sutampa ir n didėja, reikšmingumo 

lygmuo lėtai konverguoja į pasirinktą reikšmingumo lygmenį. O visais atvejais, kai skirstiniai 

nesutampa ir n didėja, kriterijaus galia artėja į 1,o prie kai kurių parametrų netgi prie visų imties 

dydžių lygi 1, o tai reiškia, kad visais atvejais hipotezė apie skirstinių lygybę buvo atmesta. 
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SUMMARY 

 

Projects purpose – to describe homogeneity tests for related censored samples. 

It were challenges: 

1. To learn how simulate Clayton„s copula , to know what it is Clayton„ copula; 

2.  To describe homogeneity tests for related censored paired samples; 

3. To test homogeneity hypotesis, when data is simulated by Clayton„s copula. 

 

And the results are: 

If we have censored data, with Clayton„s parameter 5.0  and 5 ,and distributions are 

the same, significance level is near chosen asymptotic significance level. 

If we have censored data, with Clayton„s parameter 5.0  and 5 ,and distributions are 

not the same, the test power for most parametres  is 1 and it means that the hypotesis was 

rejected for all samples, and only for several test power wasn„t 1 when the sample is n=1000. 

 

So, for my simulated samples, the homogeneity test for related censored samples, was 

effective.
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PRIEDAS A 

 

Lenglaro nelygybė. Tarkime, kad H yra suderintas tolydus iš kairės su baigtinėmis 

ribomis iš dešinės procesas, N – skaičiuojantis procesas, A – jo kompensatorius, M=N-A. Tada 

su 0,,  

})()({}])()([sup{
0

22

0
],0[

uMduHudMuH
t

. 

 

Išvada. Jei 
)(nMM  ir 

0

)(2)( 0)()( Pun uMduH , kai n , tai 

0

)()(

],0[

0)()(sup Pnn udMuH . 

 

Čebyševo nelygybė. Jei egzistuoja atsitiktinio dydžio X baigtinė dispersija VX, tai bet 

kuriam 0  teisinga nelygybė 

2
}{

VX
EXX . 
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PRIEDAS B 

SAS programos ir OUTPUT rezultatai 

 

Simuliuojam dvimatę kopulą, kai skirstiniai sutampa: 

 
title 'cenz imtis, skirstiniai sutampa'; 

%let imtys=3000; 

%let n=100; 

%let n=200; 

%let n=500; 

%let n=1000; 

data tolygus2;  

teta=5; /* ir teta=0.5 */ 

delta1=1;  

delta2=1; 

do imtis=1 to &imtys; 

do i=1 to &n; 

v1=uniform(0); 

v2=uniform(0); 

output; end;  

end; 

run; 

 

Atsitiktinai sucenzūruojam 25% duomenų: 
 

data tolygus2; 

set tolygus2;  

if (i=4 or i=12 or i=20 or i=28 or i=36 or i=44 or i=52 or i=60 or i=68 or 

i=76 or i=84 or i=92 or i=100 or 

i=108 or i=116 or i=124 or i=132 or i=140 or i=148 or i=156 or i=164 or i=172 

or i=180 or i=188 or i=196 or i=204 or 

i=212 or i=220 or i=228 or i=236 or i=244 or i=252 or i=260 or i=268 or i=276 

or i=284 or i=292 or i=300 or i=308 or 

i=316 or i=324 or i=332 or i=340 or i=348 or i=356 or i=364 or i=372 or i=380 

or i=388 or i=396 or i=404 or i=412 or 

i=420 or i=428 or i=436 or i=444 or i=452 or i=460 or i=468 or i=476 or i=484 

or i=492 or i=500or i=508 or i=516 or 

i=524 or i=532 or i=540 or i=548 or i=556 or i=564 or i=572 or i=580 or i=588 

or i=596 or i=604 or i=612 or 

i=620 or i=628 or i=636 or i=644 or i=652 or i=660 or i=668 or i=676 or i=684 

or i=692 or i=700 or i=708 or i=716 or 

i=724 or i=732 or i=740 or i=748 or i=756 or i=764 or i=772 or i=780 or i=788 

or i=796 or i=804 or i=812 or 

i=820 or i=828 or i=836 or i=844 or i=852 or i=860 or i=868 or i=876 or i=884 

or i=892 or i=900 or i=908 or i=916 or 

i=924 or i=932 or i=940 or i=948 or i=956 or i=964 or i=972 or i=980 or i=988 

or i=996) then delta1=0;  

else delta1=1;  

if (i=1 or i=9 or i=17 or i=25 or i=33 or i=41 or i=49 or i=57 or i=65 or 

i=73 or i=81 or i=89 or i=97 or i=105 or 

i=113 or i=121 or i=129 or i=137 or i=145 or i=153 or i=161 or i=169 or i=177 

or i=185 or i=193 or i=201 or i=209 or i=217 or  

i=225 or i=233 or i=241 or i=249 or i=257 or i=265 or i=273 or i=281 or i=289 

or i=297 or i=305 or i=313 or i=321 or i=329 or  

i=337 or i=345 or i=353 or i=361 or i=369 or i=377 or i=385 or i=393 or i=401 

or i=409 or i=417 or i=425 or i=433 or i=441 or  

i=449 or i=457 or i=465 or i=473 or i=481 or i=489 or i=497 or i=505 or i=513 

or i=521 or i=529 or i=537 or i=545 or i=553 or  
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i=561 or i=569 or i=577 or i=585 or i=593 or i=601 or i=609 or i=617 or i=625 

or i=633 or i=641 or i=649 or i=657 or i=665 or  

i=673 or i=681 or i=689 or i=697 or i=705 or i=713 or i=721 or i=729 or i=737 

or i=745 or i=753 or i=761 or i=769 or i=777 or  

i=785 or i=793 or i=801 or i=809 or i=817 or i=825 or i=833 or i=841 or i=849 

or i=857 or i=865 or i=873 or i=881 or i=889 or  

i=897 or i=905 or i=913 or i=921 or i=929 or i=937 or i=945 or i=953 or i=961 

or i=969 or i=977 or i=985 or i=993)  

then delta2=0;  

else delta2=1; 

u1=v1; 

output;run;  

  

data copula2; 

set tolygus2; 

u2=(1-u1**(-teta)+(v2**(-teta/(1+teta)))*(u1**(-teta)))**(-1/teta); 

output; run; 

 

data  dvimate_copula2; /*generuojam T1 ir T2 pagal eksponentini skirstini*/ 

set copula2; 

keep imtis teta delta1 delta2 T1 T2; 

T1=-log(1-u1); 

T2=-log(1-u2) ; 

output; run;  

 

proc sort data=dvimate_copula2 out=copula2; 

by imtis;  

run; 

 

 

Suprogramuojame kriterijų ir tikriname homogeniškumo hipotezę: 
 

proc iml; 

use dvimate_copula2; 

do w=1 to &imtys; 

read all var{T1 T2} where(imtis=w) into x; *print x;  

read all var{delta1 delta2} where(imtis=w) into delta; * print delta; 

N=nrow(x); 

y1=j(N,2,0); 

y2=j(N,2,0); 

do j=1 to N; 

do i=1 to N; 

if x[i,1]>=x[j,1] then y1[j,1]=y1[j,1]+1; /*Y1(X1j)*/ 

if x[i,1]>=x[j,2] then y1[j,2]=y1[j,2]+1; /*Y1(X2j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,1] then y2[j,1]=y2[j,1]+1; /*Y2(X1j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,2] then y2[j,2]=y2[j,2]+1; /*Y2(X2j)*/ 

end; end; 

*print y1 y2; 

V1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); 

V2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]);  

*print V1 V2; 

V=(1/sqrt(N))*(V1[+,]-V2[+,]); 

*print V;  

C1=y1[,1]#y2[,1]#delta[,1]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

C2=y1[,2]#y2[,2]#delta[,2]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

*print C1 C2; 

C=(1/N)*(C1[+,]+C2[+,]); 

*print C; 

R1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); /*Y2(X1j)*delta1/Y(X1j)*/ 

R2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]); /*Y1(X2j)*delta2/Y(X2j)*/ 

*print R1 R2; 

r31=j(N,N,0); 

r32=j(N,N,0); 
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r41=j(N,N,0); 

r42=j(N,N,0); 

do l=1 to N; 

do j=1 to N; 

if x[j,1]>=x[l,1] then r31[l,j]=1; else r31[l,j]=0;   

if x[j,1]>=x[l,2] then r32[l,j]=1; else r32[l,j]=0;   

if x[j,2]>=x[l,1] then r41[l,j]=1; else r41[l,j]=0;  

if x[j,2]>=x[l,2] then r42[l,j]=1; else r42[l,j]=0;  

end; end; 

*print r31 r32 r41 r42; 

R3_1=delta[,1]#y2[,1]#r31[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R3_2=delta[,2]#y2[,2]#r32[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R3=R3_1[+,]+R3_2[+,]; 

*print R3_1 R3_2 R3; 

R4_1=delta[,1]#y1[,1]#r41[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R4_2=delta[,2]#y1[,2]#r42[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R4=R4_1[+,]+R4_2[+,]; 

*print R4_1 R4_2 R4; 

R=(R1#R2-R1#R4`-R2#R3`+R3`#R4`); 

C12=(1/N)*R[+,]; 

*print C12; 

sigma=sqrt(C-2*C12);*print sigma; 

Z_n=V/sigma; print Z_n; 

krit_r=PROBIT(1-0.05/2); /* hipoteze atmetama su alpha, jeigu 

|Z_n|>z(alpha/2) */ 

*print krit_r; end; 

if abs(Z_n)>krit_r then print 'hipoteze su r.l. alpha=0.5 atmetama'; 

else print 'hipoteze neatmetama';  

quit; 

 

Skaičiuojame reikšmingumo lygmenį: 

  
data lygmuo;  

set statistika end=galas;  

krit_r=PROBIT(1-0.1/2); 

if  (abs(Z_n)>krit_r) then atmete=1; 

else atmete=0; 

suma+(atmete/&imtys); 

if (galas) then put suma=; 

run; 
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Kai skirstiniai nesutampa: 

 
title 'cenz imtis, skirstiniai nesutampa'; 

%let imtys=3000; 

%let n=100; 

%let n=200; 

%let n=500; 

%let n=1000; 

%let niu=0.1; 

%let niu=10; 

data tolygus2;  

teta=5; /* ir teta=0.5 */ 

delta1=1;  

delta2=1; 

do imtis=1 to &imtys; 

do i=1 to &n; 

v1=uniform(0); 

v2=uniform(0); 

output; end;  

end; 

run; 

 

Atsitiktinai sucenzūruojam 25% duomenų: 
 

data tolygus2; 

set tolygus2;  

if (i=4 or i=12 or i=20 or i=28 or i=36 or i=44 or i=52 or i=60 or i=68 or 

i=76 or i=84 or i=92 or i=100 or 

i=108 or i=116 or i=124 or i=132 or i=140 or i=148 or i=156 or i=164 or i=172 

or i=180 or i=188 or i=196 or i=204 or 

i=212 or i=220 or i=228 or i=236 or i=244 or i=252 or i=260 or i=268 or i=276 

or i=284 or i=292 or i=300 or i=308 or 

i=316 or i=324 or i=332 or i=340 or i=348 or i=356 or i=364 or i=372 or i=380 

or i=388 or i=396 or i=404 or i=412 or 

i=420 or i=428 or i=436 or i=444 or i=452 or i=460 or i=468 or i=476 or i=484 

or i=492 or i=500or i=508 or i=516 or 

i=524 or i=532 or i=540 or i=548 or i=556 or i=564 or i=572 or i=580 or i=588 

or i=596 or i=604 or i=612 or 

i=620 or i=628 or i=636 or i=644 or i=652 or i=660 or i=668 or i=676 or i=684 

or i=692 or i=700 or i=708 or i=716 or 

i=724 or i=732 or i=740 or i=748 or i=756 or i=764 or i=772 or i=780 or i=788 

or i=796 or i=804 or i=812 or 

i=820 or i=828 or i=836 or i=844 or i=852 or i=860 or i=868 or i=876 or i=884 

or i=892 or i=900 or i=908 or i=916 or 

i=924 or i=932 or i=940 or i=948 or i=956 or i=964 or i=972 or i=980 or i=988 

or i=996) then delta1=0;  

else delta1=1;  

if (i=1 or i=9 or i=17 or i=25 or i=33 or i=41 or i=49 or i=57 or i=65 or 

i=73 or i=81 or i=89 or i=97 or i=105 or 

i=113 or i=121 or i=129 or i=137 or i=145 or i=153 or i=161 or i=169 or i=177 

or i=185 or i=193 or i=201 or i=209 or i=217 or  

i=225 or i=233 or i=241 or i=249 or i=257 or i=265 or i=273 or i=281 or i=289 

or i=297 or i=305 or i=313 or i=321 or i=329 or  

i=337 or i=345 or i=353 or i=361 or i=369 or i=377 or i=385 or i=393 or i=401 

or i=409 or i=417 or i=425 or i=433 or i=441 or  

i=449 or i=457 or i=465 or i=473 or i=481 or i=489 or i=497 or i=505 or i=513 

or i=521 or i=529 or i=537 or i=545 or i=553 or  

i=561 or i=569 or i=577 or i=585 or i=593 or i=601 or i=609 or i=617 or i=625 

or i=633 or i=641 or i=649 or i=657 or i=665 or  

i=673 or i=681 or i=689 or i=697 or i=705 or i=713 or i=721 or i=729 or i=737 

or i=745 or i=753 or i=761 or i=769 or i=777 or  

i=785 or i=793 or i=801 or i=809 or i=817 or i=825 or i=833 or i=841 or i=849 

or i=857 or i=865 or i=873 or i=881 or i=889 or  
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i=897 or i=905 or i=913 or i=921 or i=929 or i=937 or i=945 or i=953 or i=961 

or i=969 or i=977 or i=985 or i=993)  

then delta2=0;  

else delta2=1; 

u1=v1; 

output;run;  

  

data copula2; 

set tolygus2; 

u2=(1-u1**(-teta)+(v2**(-teta/(1+teta)))*(u1**(-teta)))**(-1/teta); 

output; run; 

 

data  dvimate_copula2; /*generuojam T1 ir T2 pagal eksponentini skirstini*/ 

set copula2; 

keep imtis teta delta1 delta2 T1 T2; 

T1=-log(1-u1); 

T2=-(1/&niu)*log(1-u2) ; 

output; run;  

 

proc sort data=dvimate_copula2 out=copula2; 

by imtis;  

run; 

 

 

Suprogramuojame kriterijų ir tikriname homogeniškumo hipotezę: 
 

proc iml; 

use dvimate_copula2; 

do w=1 to &imtys; 

read all var{T1 T2} where(imtis=w) into x; *print x;  

read all var{delta1 delta2} where(imtis=w) into delta; * print delta; 

N=nrow(x); 

y1=j(N,2,0); 

y2=j(N,2,0); 

do j=1 to N; 

do i=1 to N; 

if x[i,1]>=x[j,1] then y1[j,1]=y1[j,1]+1; /*Y1(X1j)*/ 

if x[i,1]>=x[j,2] then y1[j,2]=y1[j,2]+1; /*Y1(X2j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,1] then y2[j,1]=y2[j,1]+1; /*Y2(X1j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,2] then y2[j,2]=y2[j,2]+1; /*Y2(X2j)*/ 

end; end; 

*print y1 y2; 

V1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); 

V2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]);  

*print V1 V2; 

V=(1/sqrt(N))*(V1[+,]-V2[+,]); 

*print V;  

C1=y1[,1]#y2[,1]#delta[,1]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

C2=y1[,2]#y2[,2]#delta[,2]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

*print C1 C2; 

C=(1/N)*(C1[+,]+C2[+,]); 

*print C; 

R1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); /*Y2(X1j)*delta1/Y(X1j)*/ 

R2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]); /*Y1(X2j)*delta2/Y(X2j)*/ 

*print R1 R2; 

r31=j(N,N,0); 

r32=j(N,N,0); 

r41=j(N,N,0); 

r42=j(N,N,0); 

do l=1 to N; 

do j=1 to N; 

if x[j,1]>=x[l,1] then r31[l,j]=1; else r31[l,j]=0;   

if x[j,1]>=x[l,2] then r32[l,j]=1; else r32[l,j]=0;   
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if x[j,2]>=x[l,1] then r41[l,j]=1; else r41[l,j]=0;  

if x[j,2]>=x[l,2] then r42[l,j]=1; else r42[l,j]=0;  

end; end; 

*print r31 r32 r41 r42; 

R3_1=delta[,1]#y2[,1]#r31[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R3_2=delta[,2]#y2[,2]#r32[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R3=R3_1[+,]+R3_2[+,]; 

*print R3_1 R3_2 R3; 

R4_1=delta[,1]#y1[,1]#r41[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R4_2=delta[,2]#y1[,2]#r42[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R4=R4_1[+,]+R4_2[+,]; 

*print R4_1 R4_2 R4; 

R=(R1#R2-R1#R4`-R2#R3`+R3`#R4`); 

C12=(1/N)*R[+,]; 

*print C12; 

sigma=sqrt(C-2*C12);*print sigma; 

Z_n=V/sigma; print Z_n; 

krit_r=PROBIT(1-0.05/2); /* hipoteze atmetama su alpha, jeigu 

|Z_n|>z(alpha/2) */ 

*print krit_r; end; 

if abs(Z_n)>krit_r then print 'hipoteze su r.l. alpha=0.5 atmetama'; 

else print 'hipoteze neatmetama';  

quit; 

 

Skaičiuojame kriterijaus galią: 

 

data galia; 

set statistika end=galas; 

krit_r=PROBIT(1-0.1/2); 

if  (abs(Z_n)>krit_r) then atmete=1; 

else atmete=0; 

suma+(atmete/&imtys); 

if (galas) then put suma=; 

run;
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Konkretaus pavyzdžio atveju, aprašyto 2.2 skyrelyje, turime tokią SAS programą: 

data pavyzdys; 

input x1 delta1 x2 delta2 @@; 

datalines; 

6 1 140 1 

10 1 272 1 

12 0 12 0 

16 1 568 1 

16 1 62 1 

19 1 470 0 

20 1 523 1 

27 1 356 1 

27 1 291 1 

52 1 631 1 

57 1 330 1 

70 1 56 1 

89 1 398 1 

117 1 47 1 

178 1 271 1 

204 1 406 1 

217 1 417 1 

218 1 635 1 

222 1 169 1 

249 1 423 1 

305 1 624 1 

328 1 270 1 

421 1 506 1 

423 1 104 1 

464 1 6 1 

500 1 130 1 

546 1 1871 1 

555 1 10 1 

566 0 566 0 

680 1 414 1 

685 1 1219 1 

707 1 1516 1 

764 1 206 1 

863 1 267 1 

1012 1 249 1 

1066 1 1376 1 

1077 1 450 1 

1089 1 2168 1 

1107 1 71 1 

1142 1 93 1 

1169 1 652 1 

1213 1 2128 1 

1222 1 196 1 

1244 1 821 1 

1329 1 99 1 

1486 1 120 1 

1682 0 152 1 

1734 1 1516 1 

1746 1 872 1 

1776 1 2023 1 

1888 1 541 1 

1978 1 168 1 

2021 1 2161 1 

2317 1 752 1 

2391 1 781 1 

2470 1 1518 1 

2621 1 1716 1 

2699 1 1169 1 
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3496 1 2613 1 

4146 1 1355 1 

;run; 

 

proc iml; 

use pavyzdys; 

read all var{x1 x2} into x; 

read all var{delta1 delta2} into delta;  

N=nrow(x); 

y1=j(N,2,0); 

y2=j(N,2,0); 

do j=1 to N; 

do i=1 to N; 

if x[i,1]>=x[j,1] then y1[j,1]=y1[j,1]+1; /*Y1(X1j)*/ 

if x[i,1]>=x[j,2] then y1[j,2]=y1[j,2]+1; /*Y1(X2j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,1] then y2[j,1]=y2[j,1]+1; /*Y2(X1j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,2] then y2[j,2]=y2[j,2]+1; /*Y2(X2j)*/ 

end; end; 

print y1 y2; 

V1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); 

V2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]); print V1 V2; 

V=(1/sqrt(N))*(V1[+,]-V2[+,]); 

print V;  

C1=y1[,1]#y2[,1]#delta[,1]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

C2=y1[,2]#y2[,2]#delta[,2]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

print C1 C2; 

C=(1/N)*(C1[+,]+C2[+,]); 

print C; 

R1=y2[,1]#delta[,1]/(y1[,1]+y2[,1]); /*Y2(X1j)*delta1/Y(X1j)*/ 

R2=y1[,2]#delta[,2]/(y1[,2]+y2[,2]); /*Y1(X2j)*delta2/Y(X2j)*/ 

print R1 R2; 

r31=j(N,N,0); 

r32=j(N,N,0); 

r41=j(N,N,0); 

r42=j(N,N,0); 

do l=1 to N; 

do j=1 to N; 

if x[j,1]>=x[l,1] then r31[l,j]=1; else r31[l,j]=0;   

if x[j,1]>=x[l,2] then r32[l,j]=1; else r32[l,j]=0;   

if x[j,2]>=x[l,1] then r41[l,j]=1; else r41[l,j]=0;  

if x[j,2]>=x[l,2] then r42[l,j]=1; else r42[l,j]=0;  

end; end; 

print r31 r32 r41 r42; 

R3_1=delta[,1]#y2[,1]#r31[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R3_2=delta[,2]#y2[,2]#r32[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R3=R3_1[+,]+R3_2[+,]; 

print R3_1 R3_2 R3; 

R4_1=delta[,1]#y1[,1]#r41[,]/((y1[,1]+y2[,1])#(y1[,1]+y2[,1])); 

R4_2=delta[,2]#y1[,2]#r42[,]/((y1[,2]+y2[,2])#(y1[,2]+y2[,2])); 

R4=R4_1[+,]+R4_2[+,]; 

print R4_1 R4_2 R4; 

R=(R1#R2-R1#R4`-R2#R3`+R3`#R4`); 

C12=(1/N)*R[+,]; print C12; 

sigma=sqrt(C-2*C12);print sigma; 

Z_n=V/sigma; print Z_n; 

 p=probnorm(Z_n);print p;  

p_value=cdf('NORMAL',0.05, Z_n );  print p_value; /*jei P-reikšme < alpha 

(reikšmingumo lygmuo), tai hipoteze atmetame; */ 

krit_r=PROBIT(1-0.05/2);  /*p-asis kvantilis stand. normalaus*/ 

print krit_r; 

if abs(Z_n)>krit_r then print 'hipoteze su r.l. alpha=0.5 atmetama'; /* 

hipoteze atmetama su alpha, jeigu |Z_n|>z(alpha/2) */ 

else print 'hipoteze neatmetama'; 

quit; 
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Output rezultatas: 
 

                                                sigma 
 
                                              0.5291756 
 
 
                                                 Z_n 
 
                                              -2.287886 
 
 
                                                krit_r 
 
                                               1.959964 
 
 
                                 hipoteze su r.l. alpha=0.5 atmetama 
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Kleitono kopulos simuliavimas trimačiu atveju: 

title 'n=100, alpha=0.5,skirstiniai nesutampa, trimate copula';  

%let n=100; 

%let niu=0.1; 

data tolygus; /*generuojam tolygu skirstini intervale (0;1)*/ 

alpha=0.5; 

delta1=1; 

delta2=1; 

delta3=1; 

do i=1 to &n; 

v1=uniform(0); 

v2=uniform(0); 

v3=uniform(0); 

output; end; run; 

 

data tolygus; 

set tolygus; 

u1=v1; 

u2=v2; 

output;run; 

 

data copula; 

set tolygus; 

keep alpha delta1 delta2 delta3 u1 u2 u3; 

a=u1**(-alpha); 

b=u2**(-alpha); 

c=v3**(-alpha/(1+2*alpha)); 

/*u3=(2-a-b+c*(a+b-1))**(-1/alpha); */ 

u3=((c-1)*(a+b-1)+1)**(-1/alpha); /*destytojo isvedimas*/ 

output; run; 

 

data  trimate_copula; /*generuojam T1 ir T2 pagal eksponentini skirstini*/ 

set copula; 

T1=-log(1-u1); 

T2=-(1/&niu)*log(1-u2) ; /*T2=-(1/&niu)*log(1-u2) ;*/ 

T3=-log(1-u3) ; 

output; run;  

 

proc iml; 

use trimate_copula; 

read all var{T1 T2 T3} into x; 

read all var{delta1 delta2 delta3} into delta;  

N=nrow(x); 

y1=j(N,3,0); 

y2=j(N,3,0); 

y3=j(N,3,0); 

do j=1 to N; 

do i=1 to N; 

if x[i,1]>=x[j,1] then y1[j,1]=y1[j,1]+1; /*Y1(X1j)*/ 

if x[i,1]>=x[j,2] then y1[j,2]=y1[j,2]+1; /*Y1(X2j)*/ 

if x[i,1]>=x[j,3] then y1[j,3]=y1[j,3]+1; /*Y1(X3j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,1] then y2[j,1]=y2[j,1]+1; /*Y2(X1j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,2] then y2[j,2]=y2[j,2]+1; /*Y2(X2j)*/ 

if x[i,2]>=x[j,3] then y2[j,3]=y2[j,3]+1; /*Y2(X3j)*/ 

if x[i,3]>=x[j,1] then y3[j,1]=y3[j,1]+1; /*Y3(X1j)*/ 

if x[i,3]>=x[j,2] then y3[j,2]=y3[j,2]+1; /*Y3(X2j)*/ 

if x[i,3]>=x[j,3] then y3[j,3]=y3[j,3]+1; /*Y3(X3j)*/ 

end; end;  

*print y1 y2 y3;  

a1=delta[,1]#y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]); 

a2=delta[,2]#y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]); 

a3=delta[,3]#y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]); 
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a4=delta[,1]; 

V1=(1/sqrt(N))*a4[+,]-((1/sqrt(N))*(a1[+,]+a2[+,]+a3[+,])); 

b1=delta[,1]#y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]); 

b2=delta[,2]#y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]); 

b3=delta[,3]#y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]); 

b4=delta[,2]; 

V2=(1/sqrt(N))*b4[+,]-((1/sqrt(N))*(b1[+,]+b2[+,]+b3[+,])); 

c1=delta[,1]#y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]); 

c2=delta[,2]#y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]); 

c3=delta[,3]#y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]); 

c4=delta[,3]; 

V3=(1/sqrt(N))*c4[+,]-((1/sqrt(N))*(c1[+,]+c2[+,]+c3[+,])); 

*print V1 V2 V3; 

a1=(delta[,1]#y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(1-

(y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

a2=(delta[,2]#y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(1-

(y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

a3=(delta[,3]#y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(1-

(y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c11=(1/N)*(a1[+,]+a2[+,]+a3[+,]); *print c11; 

a12=(delta[,1]#y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

a22=(delta[,2]#y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

a32=(delta[,3]#y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c12=(1/N)*(a12[+,]+a22[+,]+a32[+,]); 

a13=(delta[,1]#y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

a23=(delta[,2]#y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

a33=(delta[,3]#y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c13=(1/N)*(a1[+,]+a2[+,]+a3[+,]); 

b1=(delta[,1]#y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

b2=(delta[,2]#y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

b3=(delta[,3]#y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c21=(1/N)*(b1[+,]+b2[+,]+b3[+,]); 

b12=(delta[,1]#y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(1-

(y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

b22=(delta[,2]#y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(1-

(y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

b32=(delta[,3]#y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(1-

(y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c22=(1/N)*(b12[+,]+b22[+,]+b32[+,]); 

b13=(delta[,1]#y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

b23=(delta[,2]#y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

b33=(delta[,3]#y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c23=(1/N)*(b13[+,]+b23[+,]+b33[+,]); 

d1=(delta[,1]#y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

d2=(delta[,2]#y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

d3=(delta[,3]#y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c31=(1/N)*(d1[+,]+d2[+,]+d3[+,]); 

d12=(delta[,1]#y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(0-

(y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 
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d22=(delta[,2]#y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(0-

(y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

d32=(delta[,3]#y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(0-

(y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c32=(1/N)*(d12[+,]+d22[+,]+d32[+,]); 

d13=(delta[,1]#y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))#(1-

(y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1]))); 

d23=(delta[,2]#y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))#(1-

(y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2]))); 

d33=(delta[,3]#y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))#(1-

(y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3]))); 

c33=(1/N)*(d13[+,]+d23[+,]+d33[+,]); 

*print c11 c12 c13 c21 c22 c23 c31 c32 c33; 

r111=delta[,1]#(1-y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

r121=delta[,1]#(0-y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

r131=delta[,1]#(0-y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

r112=delta[,2]#(0-y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

r122=delta[,2]#(1-y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

r132=delta[,2]#(0-y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

r113=delta[,3]#(0-y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r123=delta[,3]#(0-y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r133=delta[,3]#(1-y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

*print r111 r121 r131 r112 r122 r132 r113 r123 r133; 

r1=j(N,N,0); 

r2=j(N,N,0); 

r3=j(N,N,0); 

do q=1 to N; 

do r=1 to N; 

if x[r,1]>=x[q,1] then r1[q,r]=1; else r1[q,r]=0; /*Y1(X1j)*/ 

if x[r,1]>=x[q,2] then r1[q,r]=1; else r1[q,r]=0;/*Y1(X2j)*/ 

if x[r,1]>=x[q,3] then r1[q,r]=1; else r1[q,r]=0;/*Y1(X3j)*/ 

if x[r,2]>=x[q,1] then r2[q,r]=1; else r2[q,r]=0;/*Y2(X1j)*/ 

if x[r,2]>=x[q,2] then r2[q,r]=1; else r2[q,r]=0;/*Y2(X2j)*/ 

if x[r,2]>=x[q,3] then r2[q,r]=1; else r2[q,r]=0;/*Y2(X3j)*/ 

if x[r,3]>=x[q,1] then r3[q,r]=1; else r3[q,r]=0;/*Y3(X1j)*/ 

if x[r,3]>=x[q,2] then r3[q,r]=1; else r3[q,r]=0;/*Y3(X2j)*/ 

if x[r,3]>=x[q,3] then r3[q,r]=1; else r3[q,r]=0;/*Y3(X3j)*/ 

end; end; 

*print r1 r2 r3; 

f11=delta[,1]#(1-y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r1[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=1, l=1*/ 

f21=delta[,2]#(1-y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r1[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

f31=delta[,3]#(1-y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r1[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r211=f11[+,]+f21[+,]+f31[+,];  

f12=delta[,1]#(0-y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r2[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=1, l=2*/ 

f22=delta[,2]#(0-y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r2[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

f32=delta[,3]#(0-y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r2[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r212=f12[+,]+f22[+,]+f32[+,];  

f13=delta[,1]#(0-y1[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r3[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=1, l=3*/ 

f23=delta[,2]#(0-y1[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r3[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

f33=delta[,3]#(0-y1[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r3[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r213=f13[+,]+f23[+,]+f33[+,];   

g11=delta[,1]#(0-y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r1[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=2, l=1*/ 

g21=delta[,2]#(0-y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r1[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

g31=delta[,3]#(0-y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r1[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r221=g11[+,]+g21[+,]+g31[+,];  

g12=delta[,1]#(1-y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r2[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=2, l=2*/ 

g22=delta[,2]#(1-y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r2[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

g32=delta[,3]#(1-y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r2[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r222=g12[+,]+g22[+,]+g32[+,];  
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g13=delta[,1]#(0-y2[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r3[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=2, l=3*/ 

g23=delta[,2]#(0-y2[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r3[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

g33=delta[,3]#(0-y2[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r3[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r223=g13[+,]+g23[+,]+g33[+,];   

h11=delta[,1]#(0-y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r1[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=3, l=1*/ 

h21=delta[,2]#(0-y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r1[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

h31=delta[,3]#(0-y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r1[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r231=h11[+,]+h21[+,]+h31[+,];  

h12=delta[,1]#(0-y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r2[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=3, l=2*/ 

h22=delta[,2]#(0-y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r2[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

h32=delta[,3]#(0-y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r2[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r232=h12[+,]+h22[+,]+h32[+,];  

h13=delta[,1]#(1-y3[,1]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])#r3[,]/(y1[,1]+y2[,1]+y3[,1])); 

/*i=3, l=3*/ 

h23=delta[,2]#(1-y3[,2]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])#r3[,]/(y1[,2]+y2[,2]+y3[,2])); 

h33=delta[,3]#(1-y3[,3]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])#r3[,]/(y1[,3]+y2[,3]+y3[,3])); 

r233=h13[+,]+h23[+,]+h33[+,];   

*print r211 r212 r213 r221 r222 r223 r231 r232 r233; 

c11_12a=r111#r112-r111#r212`-r112#r211`+r211`#r212`; /*i=1, j=1, l=1, l`=2*/ 

c11_12=(1/N)*c11_12a[+,]; 

c11_13a=r111#r113-r111#r213`-r113#r211`+r211`#r213`; /*i=1, j=1, l=1, l`=3*/ 

c11_13=(1/N)*c11_13a[+,]; 

c11_21a=r112#r111-r112#r211`-r111#r212`+r212`#r211`; /*i=1, j=1, l=2, l`=1*/ 

c11_21=(1/N)*c11_21a[+,]; 

c11_23a=r112#r113-r112#r213`-r113#r212`+r212`#r213`; /*i=1, j=1, l=2, l`=3*/ 

c11_23=(1/N)*c11_23a[+,]; 

c11_31a=r113#r111-r113#r211`-r111#r213`+r213`#r211`; /*i=1, j=1, l=3, l`=1*/ 

c11_31=(1/N)*c11_31a[+,];  

c11_32a=r113#r112-r113#r212`-r112#r213`+r213`#r212`; /*i=1, j=1, l=3, l`=2*/ 

c11_32=(1/N)*c11_32a[+,]; 

c12_12a=r111#r122-r111#r222`-r122#r211`+r211`#r222`; /*i=1, j=2, l=1, l`=2*/ 

c12_12=(1/N)*c12_12a[+,]; 

c12_13a=r111#r123-r111#r223`-r123#r211`+r211`#r223`; /*i=1, j=2, l=1, l`=3*/ 

c12_13=(1/N)*c12_13a[+,]; 

c12_21a=r112#r121-r112#r221`-r121#r212`+r212`#r221`; /*i=1, j=2, l=2, l`=1*/ 

c12_21=(1/N)*c12_21a[+,]; 

c12_23a=r112#r123-r112#r223`-r123#r212`+r212`#r223`; /*i=1, j=2, l=2, l`=3*/ 

c12_23=(1/N)*c12_23a[+,]; 

c12_31a=r113#r121-r113#r221`-r121#r213`+r213`#r221`; /*i=1, j=2, l=3, l`=1*/ 

c12_31=(1/N)*c12_31a[+,];  

c12_32a=r113#r122-r113#r222`-r122#r213`+r213`#r222`; /*i=1, j=2, l=3, l`=2*/ 

c12_32=(1/N)*c12_32a[+,]; 

c13_12a=r111#r132-r111#r232`-r132#r211`+r211`#r232`; /*i=1, j=3, l=1, l`=2*/ 

c13_12=(1/N)*c13_12a[+,]; 

c13_13a=r111#r133-r111#r233`-r133#r211`+r211`#r233`; /*i=1, j=3, l=1, l`=3*/ 

c13_13=(1/N)*c13_13a[+,]; 

c13_21a=r112#r131-r112#r231`-r131#r212`+r212`#r231`; /*i=1, j=3, l=2, l`=1*/ 

c13_21=(1/N)*c13_21a[+,]; 

c13_23a=r112#r133-r112#r233`-r133#r212`+r212`#r233`; /*i=1, j=3, l=2, l`=3*/ 

c13_23=(1/N)*c13_23a[+,]; 

c13_31a=r113#r131-r113#r231`-r131#r213`+r213`#r231`; /*i=1, j=3, l=3, l`=1*/ 

c13_31=(1/N)*c13_31a[+,];  

c13_32a=r113#r132-r113#r232`-r132#r213`+r213`#r232`; /*i=1, j=3, l=3, l`=2*/ 

c13_32=(1/N)*c13_32a[+,]; 

c21_12a=r121#r112-r121#r212`-r112#r221`+r221`#r212`; /*i=2, j=1, l=1, l`=2*/ 

c21_12=(1/N)*c21_12a[+,]; 

c21_13a=r121#r113-r121#r213`-r113#r221`+r221`#r213`; /*i=2, j=1, l=1, l`=3*/ 

c21_13=(1/N)*c21_13a[+,]; 

c21_21a=r122#r111-r122#r211`-r111#r222`+r222`#r211`; /*i=2, j=1, l=2, l`=1*/ 

c21_21=(1/N)*c21_21a[+,]; 

c21_23a=r122#r113-r122#r213`-r113#r222`+r222`#r213`; /*i=2, j=1, l=2, l`=3*/ 
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c21_23=(1/N)*c21_23a[+,]; 

c21_31a=r123#r111-r123#r211`-r111#r223`+r223`#r211`; /*i=2, j=1, l=3, l`=1*/ 

c21_31=(1/N)*c21_31a[+,];  

c21_32a=r123#r112-r123#r212`-r112#r223`+r223`#r212`; /*i=2, j=1, l=3, l`=2*/ 

c21_32=(1/N)*c21_32a[+,]; 

c22_12a=r121#r122-r121#r222`-r122#r221`+r221`#r222`; /*i=2, j=2, l=1, l`=2*/ 

c22_12=(1/N)*c22_12a[+,]; 

c22_13a=r121#r123-r121#r223`-r123#r221`+r221`#r223`; /*i=2, j=2, l=1, l`=3*/ 

c22_13=(1/N)*c22_13a[+,]; 

c22_21a=r122#r121-r122#r221`-r121#r222`+r222`#r221`; /*i=2, j=2, l=2, l`=1*/ 

c22_21=(1/N)*c22_21a[+,]; 

c22_23a=r122#r123-r122#r223`-r123#r222`+r222`#r223`; /*i=2, j=2, l=2, l`=3*/ 

c22_23=(1/N)*c22_23a[+,]; 

c22_31a=r123#r121-r123#r221`-r121#r223`+r223`#r221`; /*i=2, j=2, l=3, l`=1*/ 

c22_31=(1/N)*c22_31a[+,];  

c22_32a=r123#r122-r123#r222`-r122#r223`+r223`#r222`; /*i=2, j=2, l=3, l`=2*/ 

c22_32=(1/N)*c22_32a[+,]; 

c23_12a=r121#r132-r121#r232`-r132#r221`+r221`#r232`; /*i=2, j=3, l=1, l`=2*/ 

c23_12=(1/N)*c23_12a[+,]; 

c23_13a=r121#r133-r121#r233`-r133#r221`+r221`#r233`; /*i=2, j=3, l=1, l`=3*/ 

c23_13=(1/N)*c23_13a[+,]; 

c23_21a=r122#r131-r122#r231`-r131#r222`+r222`#r231`; /*i=2, j=3, l=2, l`=1*/ 

c23_21=(1/N)*c23_21a[+,]; 

c23_23a=r122#r133-r122#r233`-r133#r222`+r222`#r233`; /*i=2, j=3, l=2, l`=3*/ 

c23_23=(1/N)*c23_23a[+,]; 

c23_31a=r123#r131-r123#r231`-r131#r223`+r223`#r231`; /*i=2, j=3, l=3, l`=1*/ 

c23_31=(1/N)*c23_31a[+,];  

c23_32a=r123#r132-r123#r232`-r132#r223`+r223`#r232`; /*i=2, j=3, l=3, l`=2*/ 

c23_32=(1/N)*c23_32a[+,]; 

c31_12a=r131#r112-r131#r212`-r112#r231`+r231`#r212`; /*i=3, j=1, l=1, l`=2*/ 

c31_12=(1/N)*c31_12a[+,]; 

c31_13a=r131#r113-r131#r213`-r113#r231`+r231`#r213`; /*i=3, j=1, l=1, l`=3*/ 

c31_13=(1/N)*c31_13a[+,]; 

c31_21a=r132#r111-r132#r211`-r111#r232`+r232`#r211`; /*i=3, j=1, l=2, l`=1*/ 

c31_21=(1/N)*c31_21a[+,]; 

c31_23a=r132#r113-r132#r213`-r113#r232`+r232`#r213`; /*i=3, j=1, l=2, l`=3*/ 

c31_23=(1/N)*c31_23a[+,]; 

c31_31a=r133#r111-r133#r211`-r111#r233`+r233`#r211`; /*i=3, j=1, l=3, l`=1*/ 

c31_31=(1/N)*c31_31a[+,];  

c31_32a=r133#r112-r133#r212`-r112#r233`+r233`#r212`; /*i=3, j=1, l=3, l`=2*/ 

c31_32=(1/N)*c31_32a[+,]; 

c32_12a=r131#r122-r131#r222`-r122#r231`+r231`#r222`; /*i=3, j=2, l=1, l`=2*/ 

c32_12=(1/N)*c32_12a[+,]; 

c32_13a=r131#r123-r131#r223`-r123#r231`+r231`#r223`; /*i=3, j=2, l=1, l`=3*/ 

c32_13=(1/N)*c32_13a[+,]; 

c32_21a=r132#r121-r132#r221`-r121#r232`+r232`#r221`; /*i=3, j=2, l=2, l`=1*/ 

c32_21=(1/N)*c32_21a[+,]; 

c32_23a=r132#r123-r132#r223`-r123#r232`+r232`#r223`; /*i=3, j=2, l=2, l`=3*/ 

c32_23=(1/N)*c32_23a[+,]; 

c32_31a=r133#r121-r133#r221`-r121#r233`+r233`#r221`; /*i=3, j=2, l=3, l`=1*/ 

c32_31=(1/N)*c32_31a[+,];  

c32_32a=r133#r122-r133#r222`-r122#r233`+r233`#r222`; /*i=3, j=2, l=3, l`=2*/ 

c32_32=(1/N)*c32_32a[+,]; 

c33_12a=r131#r132-r131#r232`-r132#r231`+r231`#r232`; /*i=3, j=3, l=1, l`=2*/ 

c33_12=(1/N)*c33_12a[+,]; 

c33_13a=r131#r133-r131#r233`-r133#r231`+r231`#r233`; /*i=3, j=3, l=1, l`=3*/ 

c33_13=(1/N)*c33_13a[+,]; 

c33_21a=r132#r131-r132#r231`-r131#r232`+r232`#r231`; /*i=3, j=3, l=2, l`=1*/ 

c33_21=(1/N)*c33_21a[+,]; 

c33_23a=r132#r133-r132#r233`-r133#r232`+r232`#r233`; /*i=3, j=3, l=2, l`=3*/ 

c33_23=(1/N)*c33_23a[+,]; 

c33_31a=r133#r131-r133#r231`-r131#r233`+r233`#r231`; /*i=3, j=3, l=3, l`=1*/ 

c33_31=(1/N)*c33_31a[+,];  

c33_32a=r133#r132-r133#r232`-r132#r233`+r233`#r232`; /*i=3, j=3, l=3, l`=2*/ 
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c33_32=(1/N)*c33_32a[+,]; 

 

sigma11=c11+(c11_12[+,]+c11_13[+,]+c11_21[+,]+c11_23[+,]+c11_31[+,]+c11_32[+,

]);* print sigma11; 

sigma12=c12+(c12_12[+,]+c12_13[+,]+c12_21[+,]+c12_23[+,]+c12_31[+,]+c12_32[+,

]); *print sigma12; 

sigma13=c13+(c13_12[+,]+c13_13[+,]+c13_21[+,]+c13_23[+,]+c13_31[+,]+c13_32[+,

]);* print sigma13; 

sigma21=c21+(c21_12[+,]+c21_13[+,]+c21_21[+,]+c21_23[+,]+c21_31[+,]+c21_32[+,

]); *print sigma21; 

sigma22=c22+(c22_12[+,]+c22_13[+,]+c22_21[+,]+c22_23[+,]+c22_31[+,]+c22_32[+,

]);* print sigma22; 

sigma23=c23+(c23_12[+,]+c23_13[+,]+c23_21[+,]+c23_23[+,]+c23_31[+,]+c23_32[+,

]); *print sigma23; 

sigma31=c31+(c31_12[+,]+c31_13[+,]+c31_21[+,]+c31_23[+,]+c31_31[+,]+c31_32[+,

]);* print sigma31; 

sigma32=c32+(c32_12[+,]+c32_13[+,]+c32_21[+,]+c32_23[+,]+c32_31[+,]+c32_32[+,

]); *print sigma32; 

sigma33=c33+(c33_12[+,]+c33_13[+,]+c33_21[+,]+c33_23[+,]+c33_31[+,]+c33_32[+,

]); *print sigma33; 

create viskas var {sigma11 sigma12 sigma13 sigma21 sigma22 sigma23 sigma31 

sigma32 sigma33 V1 V2 V3}; 

append; 

quit; 

 

proc iml; 

use viskas; 

read all var{sigma11 sigma12 sigma13 sigma21 sigma22 sigma23 sigma31 sigma32 

sigma33} into sigma_prad; print sigma_prad; 

E1=j(1,3,0); 

E1=sigma_prad[{1},{1,2,3}]; *print E1; 

E2=j(1,3,0); 

E2=sigma_prad[{1},{4,5,6}]; *print E2; 

E3=j(1,3,0); 

E3=sigma_prad[{1},{7,8,9}]; *print E3; 

create opa var {E1 E2 E3}; 

append; 

quit; 

 

proc transpose data=opa out=transponuota; 

var E1 E2 E3; 

run; 

 

%let k=3; 

proc iml; 

use transponuota;  

read all var{COL1 COL2 COL3} into sigma; print sigma; 

use viskas; 

read all var{V1 V2 V3} into V; print V; 

sigma_atv=inv(sigma); print sigma_atv; 

Y_n_kvadr=V*sigma_atv*V`; print Y_n_kvadr; 

/*hipoteze atmetama, jei Y_n_kvadr>chi_kvadr(k-1), pas mus k=3*/ 

krit_r=cinv(0.05,&k-1);print krit_r; 

if Y_n_kvadr>krit_r then print 'hipoteze su r.l. alpha=0.5 atmetama'; 

else print 'hipoteze neatmetama'; 

quit; 

 

 

 

 


