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1. Ivadas

1975m. rusy matematikas S. M. Voroninas jrodé [8] labai jdomuy tvirtinimg, kad vienos
funkcijos pagalba galima aproksimuoti norimu tikslumu tam tikros srities kompleksinése aibése
bet kuria analizing funkcija. Pasirodé, kad Si jdomi funkcija yra gerai Zinoma Rymano dzeta
funkcija. Tegul s = 6 + it yra kompleksinis kintamasis, tuomet Rymano dzeta funkcija (s) pus-
ploktStuméje ¢ > 1 yra apibréZiama Dirichle eilute

|
o)=Y
m=1

IS eilutés absoliutaus konvergavimo ir Zinomos VejerStraso teoremos apie tolygiai konverguo-
jancios eilutés sumos analiziSkuma iSplaukia, jog funkcija {(s) yra analiziné pusplok§tuméje ¢ > 1.
Be to, ji yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing plokStuma, iSskyrus paprastaj; poliy taske
s = 1 sureziduumu 1.

Pradiné Voronino teorema, kuria jis pavadino funkcijos {(s) universalumo teorema, yra for-
muluojama taip. Tarkime, kad 0 < r < i, o funkcija f(s) yra tolydi ir neturinti nuliy skritulyje
|s| < rir analiziné $io skritulio viduje. Tuomet kiekviena € > 0 atitinka toks T = t(€) € R, kad yra
teisinga nelygybé

mg C(s—irg—#i’c) —f(s)| <e.

Si teorema buvo sustiprinta. Naujam Voronino teoremos formulavimui reikalingi kai kurie
#ymenys. Tegul D = {s€ C: 1 <o < 1}. Simboliu X Zymésime juostos D kompaktiniy aibiy,
turinéiy jungyji papildinj, klase, o simboliu Hy(K), K € X, Zymésime klas¢ funkcijy, kurios yra
tolydZios ir neturi nuliy aibéje K ir yra analizinés aibés K viduje. Tegul meas{A} yra macios aibés
A C R Lebego matas. Tuomet Siolaikinés Voronino teoremos variantas yra toks tvirtinimas [4].

1 teorema. Tarkime, kad K € K, o f(s) € Hy(K). Tuomet, su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

liminflmeas{’c €[0,T] :sup|l(s+it)— f(s)| < 8} > 0.

T—eo seK

Teoremos nelygybé rodo, kad aibé postamiy (s + it), aproksimuojanciy funkcija f(s) € Ho(K),
yra begaliné, ji netgi turi teigiamg apatinj tankj. Be to, Sioje teoremoje skritulys pradinéje Voronino
teoremoje yra pakei¢iamas bet kuria kompaktine aibe.

Voroninas cituotame straipsnyje [8] paminéjo, kad pana$ia universalumo savybe turi ir visos
Dirichlé L funkcijos.

Trumpai priminsime L funkcijy apibrézima. Tarkime, kad k € IN, x(m), m € IN, yra Dirichlé
charakteris moduliu k. NegrieZtai kalbant, ¥ (m) yra visi§kai multiplikatyvi funkcija, t.y. x(mn) =

x(m) - x(n) su visais m,n € IN, periodiné su periodu k, t.y. x(m+ k) = y(m) su visais m € N,
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x(m) =0, kai (m,k) > 1ir x(m) # 0, kai (m,k) = 1.
Dirichlé L funkcija L(s,y) pusplok§tuméje ¢ > 1 yra apibréziama Dirichle eilute

L(S7X) = Z Lm)

s
m=1 m

Dirichlé charakteris yra vadinamas pagrindiniu, Zymimas ¥ (m), jeigu xo(m) = 1 su visais (m, k) =

1. Funkcija L(s,%0) yra analiziSkai pratgsiama j visg kompleksing ploktSuma, i§skyrus paprastaji

m(-,)

¢ia p— pirminis skaiius. Kai ¥ # X0, tai funkcija L(s,%) yra analiziSkai pratgsiama j visg kom-

poliy taSke s = 1 su reziduumu

pleksing plokStuma, kitaip sakant ji yra sveikoji funkcija.

Voroninas nejrodé 1 teoremos analogo Dirichlé L funkcijom.

Todél magistro darbo tikslas: pateikti Sios teoremos pilna jrodyma.
2 teorema. Tarkime, kad K € X, f(s) € Hy(K), o, yra bet kuris Dirichlé charakteris. Tuomet su
kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
liminf —meas {’c €1[0,T] :sup|L(s+it,x) — f(s)]| < 8} > 0.
T—oo T seK

2 teoremos jrodymas remiasi ribine teorema apie tikimybiniy maty silpnaji konvergavima
analiziniy funkcijy erdvéje. Todél didzioji magistro darbo dalis yra skiriama tokios teoremos
irodymui. Svarbu pastebéti, kad reikalingas ribinés teoremos ribinio mato iSreikstinis pavidalas,

bei to mato atramos iSraiska.



2. Pagalbiniai tikimybiniai rezultatai

Ribinése teoremose apie silpnajj tikimybiniy maty konvergavima reikalinga tikimybinio mato
savoka. Tod¢l pradésime primindami Sig savoka.

Tarkime, kad X yra metriné erdve, o B(X) yra Borelio 6 kianas (¢ algebra). Primename, kad
aibiy klasei B(X) priklauso visy erdvés X atviryjy aibiy sistema. Pora (X, B(X)) vadiname macia
erdve. Sioje erdvéje yra apibréZiamas tikimybinis matas.

1 apibrézimas. Tikimybiniu matu yra vadinama aibés funkcija P : B(X) — R, tenkinanti ak-

siomas:
1. P yra neneigiama, t.y. P(A) > 0 su be kuria A € B(A);
2. P yra normuota funkcija, t.y. P(X) = 1;

3. Funkcija P yra © adityvi, t.y. jei aibés A1,A, ... € B(X) ir kas dvi neturi bendry elementy,

tai tuomet _
P (UAk> =Y P(Ay).
k=1 k=1
Dabar pateiksime silpnojo maty konvergavimo apibréZima.
2 apibrézimas. Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X,B(X)). Matas

Py, kai n — oo, silpnai konverguoja i matq P, jei su kiekviena realia, tolydZia, apréita funkcija g

erdvéje X galioja lygybé

n—oo
X X

lim [ gdP, :/gdP.

Dabar apibrésSime erdve X. Musuy atveju tai bus analiziniy funkcijy erdvé. Taigi, tegul H(D)
(primename, kad D = {s € C: 3 <6 < 1}) yra analiziniy funkciju juostoje D erdvé su tolygiu
konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Si topologija reiskia, kad seka {gn} C H(D), kai
n — oo, konverguoja j funkcija g € H(D), jei su kiekviena kompaktine juostos D aibe K yra teisinga
lygybe

lim sup|ga(s) — g(s)| = 0.

n—=e ek
Siame apibréZime supremumas rodo tolygy konvergavima.
Erdve H(D) apibréziame kaip topologing erdve. Taciau joje galima apibréZzti metrika, kuri in-
dukuoja anks¢iau minéta topologija. Tai daroma taip. Imame juostos D kompaktiniy aibiy seka

{K; : 1 € N}, kuri tenkina reikalavimus:
1. D= U K
I=1

2. Suvisais [ € IN galioja sarySis K; C Kj41;



3. Jeigu K yra kompaktine juostos D aibé¢, tai egzistuoja toks / € IN, kad K C K.
Tokios sekos {K; : [ € N} egzistavimas yra jrodomas bet kurios atviros aibés, ne tik D atveju [4].
Metrika d aibéje H (D) apibréziame formule

sup [g1(s) — 82(s)|
sekK;

(g1,82) IZI 1+ sup|g1(s) — g2(s)]
seK;

) g17g2 GH(D)

Tuomet turime, kad jei
lim d(g1,82) =0,

tai g,,, kai n — oo, konverguoja j g erdveés H (D) prasme.
Reikalingos kai kurios silpnojo maty konvergavimo savybeés.
Tarkime, turime dvi metrines erdves X ir X,. Sakome, kad atvaizdis / : X; — X, yra (B(X1), B(X2))
matus, jei su kiekviena aibe A € B(X,) turime, kad 4~ 'A € B(X]). Jei h yra matus atvaizdis, tai yra
zinoma [1], kad kiekvienas tikimybinis matas P erdvéje (X1, B(X)) apibréZia mata Ph~! erdvéje
(X2,B(X>)) formules

Pl (A)=P(h'A), AecB(Xy),

pagalba. Taip pat yra Zinoma [1], kad kiekvienas tolydus atvaizdis yra ir (B(X), B(X>)) matus.
Mums bus naudingas toks tvirtinimas.

2.1 lema. Tarkime, kad P,, n € IN, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X1, B(X1)), h: X; — X»
yra tolydus atvaizdis ir P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i matq P. Tuomet ir matas P,h™!, kai
n — oo, silpnai konverguoja i matq Ph=! erdvéje (Xp, B(X2)).

Lemos jrodymas yra duotas monografijoje [1].

Silpnasis tikimybiniy maty konvergavimo apibrézimas turi keleta ekvivalenty, jvairiy aibiy termi-
nais. Mums bus reikalingi du iS Siy ekvivalenty. Primename, aibé A yra vadinama mato P tolydumo
aibe, jei P(0A) = 0, 0 dA yra aibés A krastas.

2.2 lema. [1] Tarkime, kad P,, n € IN, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (X, B(X)), tuomet Sie

tvirtinimai yra ekvivalentiis:
1. P,, kai n — oo, silpnai konverguoja i P;

2. lim P,(A) = P(A) su kiekviena mato P tolydumo aibe;

n—yoo

3. liminfP,(A) > P(A) su kiekviena erdvés X atvirgja aibe A.

n—o0
Irodyti silpnaj;i tikimybiniy maty konvergavima néra lengva. Tai padaryti padeda tikimybiniy

maty Seimos suspaustumo ir reliatyvaus kompaktiskumo sgvokos. Tarkime, kad { P} yra tikimybiniy



maty Seima erdvéje (X, B(X)). Sakome, kad i Seima yra reliatyviai kompaktiska, jei i$ kiekvienos
jos sekos galima igskirti silpnai konverguojantj poseki j kurj nors mata erdvéje (X, B(X)). Si §eima
yra vadinama suspaustaja jeigu kiekviena € > 0 atitinka tokia kompaktiska aibé K = K (€) C X, kad

visiems matams P € {P} yra teisinga nelygybé
P(K)>1—¢.

Reliatyvaus kompaktiSkumo ir suspaustumo sgavokas riSa Prochorovo teorema, kurig formuluojame
lemos pavidalu.
2.3 lema. Jei tikimybiniy maty seima yra suspausta, tai ji yra ir reliatyviai kompaktiska.
Lemos jrodyma taip pat galima rasti [1] monografijoje.
3 apibréZzimas. Tarkime, kad (Q,B(Q),P) yra tikimybiné erdvé, o (X,B(X)) yra mati erdve.
Funkcija © : Q — X yra vadinama X reikSmiu atsitiktiniu elementu, jeigu su kiekviena aibe A €
B(X) yra teisingas sqrysis

{0eQ:0(mw) €A} € B(Q).

4 apibrézimas. Atsitiktinio elemento © pasiskirstymu vadiname tikimybinj matq P, apibréztq
formule

PA)=P{ocQ:0(w) €A}, AcBA).

5 apibrézimas. Tarkime, kad ®,, n € N, ir ® yra X reikSmiai atsitiktiniai elementai tikimybinéje

erdvéje (Q,B(Q),P). Sakome, kad ®,, kai n — oo, konverguoja i ® pagal pasiskirstymaq, jeigu

elemento ®,, pasiskirstymas, kai n — oo silpnai konverguoja i elemento @ pasiskirstymq. Si faktq
v . D

uZrasome pavidalu —.

Naudosimés tokiu tvirtinimu apie konvergavima pagal pasiskirstyma.

2.4 lema. Tarkime, kad (X,d) yra separabili metriné erdvé, o My, O1,, @2, ... yra X reikSmiai

atsitiktiniai elementai tikimybinéje erdvéje (Q,B(Q), P). Tegul su kiekvienu k € IN galioja sqrysis
O — O
n—roo

ir
0, 2 0.
n—oo
Be to, tegul su kiekvienu € > 0 yra teisinga lygybé
lim limsup P (d(®y,,Mn,) > €) =0.

n—oo k—so00

Tuomet yra teisingas sqrysis



Lemos jrodymas yra duotas [1] monografijoje, 4.2 teorema.

Dar priminsime kai kurias ergodinés teorijos savokas. Tarkime, kad turime tikimybing erdve
(Q,B(Q),P) ir aibes Q transformacijy grupe {@; : T € R}. Sakome, kad aibée A € B(Q) yra
invariantiné $ios transformacijy grupés atzvilgiu, jeigu su kiekvienu T € R, aibés A ir A; = @(A)
skiriasi ne daugiau negu aibe, kurios matas P yra lygus 0. Yra Zinoma, kad visos invariantinés
aibés sudaro Borelio ¢ kiing. Grupé {@; : T € R} yra vadinama ergodine, jeigu jos invarianti$ky
aibiy Borelio ¢ kiinas yra sudarytas tik i$ aibiy, kuriy matas P yra lygus O arba 1.

Primename ir ergodinio atsitiktinio proceso savoka. Tarkime, turime atsitiktinj procesa §(¢), t € R,
apibrézta tikimybingje erdvéje (Q, B(Q), P).

Kaip ir transformacijy grupés atveju analogiSkai apibréZiamos invariantinés aibés. Stacionarus
procesas vadinamas ergodiniu, jeigu jo invariantiniy aibiy Borelio ¢ kuinas yra sudarytas tik i§
aibiy, kuriy P matas yra O arba 1. Ergodiniams procesams yra teisinga labai svarbi Birkhofo-
Chincino teorema, kurios tvirtinimas yra duotas 2.5 lemoje. Simboliu E§ Zymésime atsitiktinio
elemento § vidurkj.

2.5 lema. Tarkime, kad ergodinis atsitiktinis procesas &(t,®) yra apibréZtas tikimybinéje erdvéje
(Q,B(Q),P), E|E(t,0)| < o ir proceso trajektorijos beveik tikrai yra integruojamos Rymano
prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet beveik visiems ® € Q mato P atZvilgiu yra

teisinga lygybé

T—oo

T
lim %/&(t,m)dr = E&(0, ).
0

Lemos jrodymas yra duotas [2] monografijoje.



3. Ribiné teorema

Pries universalumo teoremos Dirichlé L funkcijoms jrodyma, gausime Siai funkcijai ribing teorema

analiziniy funkcijy erdvéje. Kalbant tiksliau, nagrinésime tikimybinio mato
1
Pr(A) = Tmeas{’c €[0,T]):L(s+it,x) €A}, AeB(H(D)),

kai T — oo, silpnagji konvergavima.
Ribinés teoremos formulavimui yra reikalingi kai kurie apibréZimai. Sudétingiausiai yra apibrézti
mato Pr ribinj pavidala. Tegul Y= {s € C: |s| = 1} Zymi vienetinj apskritimg kompleksinéje

plokStumoje. ApibréZiame aibg
Q=TT
p

Cia Yp = 7Y su visais pirminiais p. Pagal Dekarto sandaugos apibréZima, turime, kad aibe €2 sudaro
visos funkcijos, atvaizduojancios visy pirminiy skaiciy aib¢ vienetiniame apskritime.
Daznai aibé Q yra vadinama begaliniamaciu toru. Tore Q apibréziame pataskinés daugybos op-
eracija, kurios atzvilgiu jis tampa komutatyvia arba Abelio grupe. Be to, aib¢je € standartiniu
[6] budu yra apibréZiama sandaugos topologija. Su taip apibréZtomis operacija ir topologija toras
Q tampa topologine Abelio grupe. Kadangi vienetinis apskritimas yra kompaktiné aibé, tai pa-
gal klasiking Tichonovo teorema [6] toras € yra kompaktiné topologiné grupé. Yra gerai Zinoma
[4], kad tokiose grupése galima apibréZti tikimybinj Haro mata my. Sis matas i$siskiria i§ kity
tikimybiniy maty savo invariantiSkumo savybe, kuri reiskia, kad su kiekviena aibe A € B(Q) yra
teisingos lygybés
my(A) = my(WA) = my (A®)
su visais @ € Q. Visi tie apibréZimai duoda tikimybine erdve (Q, B(Q),my). Tegul ®(p) yra el-
emento ® € Q p-toji koordinate. Tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q),my) apibréZziame H (D) reik§mj
atsitiktinj elementa L(s, ®,) formule
oo -1 (1- 2210
P
Pastebime, kad pastaroji sandauga su beveik visais ®m konverguoja tolygiai juostos D kompaktinése
aibése, todél apibréZia H (D) reik§mj atsitiktinj elementa. Tarkime, kad P, yra atsitiktinio elemento

L(s,m,y) pasiskirstymas,t.y. timimybinis matas, apibréZiamas formule
PL(A) =mp{we Q:L(s,0,x) €A}, A€ B(H(D)).

Dabar galime formuluoti ribing teorema funkcijai L(s, ).

3.1 teorema. Timimybinis matas Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i matq Py.

9



3.1 teoremos jrodymas yra panasus j analogiSkos teoremos jrodyma Rymano dzeta funkcijai [4],
taCiau yra pakankamai ilgas ir sudétingas, tod¢l ji padalysime j kelias lemas apie silpna tikimybiniy
maty konvergavima jvairiose erdvése.

Pradedame erdve (Q,B(Q)). Tegul P - visy pirminiy skaiéiy aibé ir
1 .
Or(A) = Tmeas{’c e0,T]:(p": peP)eA}, AcBQ).

3.2 lema. Tikimybinis matas Qr, kai T — oo, silpnai konverguoja i Haro matq my.
Galima sakyti, kad lema yra klasikinis tvirtinimas naudojamas jvairiy Dirichlé eilu¢iy ribiniy
teoremy jrodymuose. Jos jrodymas duotas [4] monografijoje.

Remdamiesi 3.2 lema jrodysime ribing teorema erdvéje H (D) funkcijoms, kurios yra apibréZiamos

absoliuciai konverguojanciomis Dirichlé eilutémis. Imame fiksuotg skaifiy 6| > % ir visiems

= (2)7}

Funkcija 0(p) pratgsiame j visa aibg IN formule

m,n € IN apibréZiame

petim
ir apibréZiame funkcijas
Ln(s,%) =§1W (3.1
ir
Lisox)=Y X<m>w’(n";’)v”(m) . (3.2)
m=1

Yra Zinoma [4], kad pastarosios dvi eilutés konverguoja absoliuciai pusplokStuméje ¢ > %

Tegul wp € Q yra fiksuotas elementas erdveje (H (D), B(H(D))). ApibréZziame tikimybinius matus
1
Pr,(A) = Tmeas{’c € [0,T]: Ly(s+it,x) €A}

ir
N 1
Pr,(A) = Tmeas{’c €1[0,T]: Ly(s+it,m0,%) €A}.

3.3 lema. Tikimybiniai matai Pr , ir }A’T,n, kai T — oo, silpnai konverguoja i tq pati tikimybinj matq
P, erdvéje (H(D), B(H(D))).
Irodymas. Atvaizdj h,, : Q — H(D) apibréziame formule

hp(®) = Ly(s,0,%), ®€Q.
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IS (3.1) eilutes absoliutaus konvergavimo iSplaukia atvaizdzio A, tolydumas. Be to, i$ A, ir maty

Pr, ir Qr apibrézimy turime, kad
Pr.,(A) = Qr(h,'A) = Qrh, '(A), Ac B(H(D)).

Todel 18 2.1 ir 3.2 lemy gauname, kad matas Py, kai T — oo, silpnai konverguoja } mata myh,, I
Lieka jrodyti, kad tokia pacia savybe turi ir matas PTJZ.

Apibréziame atvaizdj i, : Q — H(D) formule
ha(®) = Ly (s,000,%), € Q.

Tuomet analogiSku buidu gauname, kad matas 13T7n, kai T — oo, silpnai konverguoja j mata P, =
mHiAl; I Lemos pilnam jrodymui lieka parodyti, kad matai P, ir P, sutampa. Siam tikslui apibréZiame

dar vieng atvaizdj i : Q — Q formule
h(®) = 0wy, ©€c Q.

Tuomet gauname sarysj f,(®) = h,(h(®)). Dabar pasiremsime Haro mato my invariantiSkumu.
Turime, kad

mph, ' = my (h,h) ™' = (mgh™ Y, ' = myh,! (3.3)

nes atvaizdis & yra toro Q elementy postumis fiksuotu elementu ®g, o nuo to Haro mato mg reikSmeé
nesikei¢ia. Taigi, i§ (3.3) lygybés gauname, kad P, = P,. Lema jrodyta.

3.3 lema rodo, kad 3.1 teoremos jrodymui pakanka pereiti nuo funkcijos L,(s,y) prie funkcijos
L(s,). Siam tikslui pasinaudosime funkcijos L(s,y) vidurkine aproksimacija funkcija L, (s,).
Yra teisingi tokie tvirtinimai.

Tegul d yra erdvés H(D) metrika, apibrézta 2 skyrelyje.

3.4 lema. Teisinga lygybé

oo T—>o<>

T
lim lim sup / L(s+it,),La(s+it,%))dt =0.
0

Irodymas. Lema yra [5] straipsnio 2 lemos atskiras atvejis su a,, = x(m).

3.5 lema. Beveik visiems ® € Q yra teisinga lygybé

1
lim limsupf/d(L(s+ir,x),Ln(s+i’c,x))dr =0.

n—oo T—00

Irodymas. Lema yra [5] straipsnio 3 lemos atskiras atvejis su a,, = x(m).

3.1 teoremos ribinio mato identifikavimui dar bus reikalinga ribiné teorema tikimybiniam matui

A

Pr(A) = %meas{‘c €10,T]: Ly(s+it,m,x) €A}, A€ B(H(D)).
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3.6 lema. Tikimybiniai matai Py ir Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i tq pati matq P erdvéje
(H(D),B(H(D))).
Irodymas. Tarkime, kad atsitiktinis dydis  yra apibréZtas tikimybingje erdvéje (Q, B(Q),P) ir

turi pasiskirstymo funkcija F(x) apibréZiama formule

0, kai x <0,
F(x)=1< x, kai0<x<1,

1, kaix > 1.

Tuomet sakome, kad 0 yra tolygiai pasiskirstgs intervale [0; 1]. Tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), P)

apibréziame H (D) reikS$mj atsitiktinj elementa
LT,n — LTJ[ (S) = Ln(S + iTe,X).

Tuomet i§ 3.5 lemos iSplaukia, kad

Lryn 25 Ly, (3.4)
n—soo

¢ia L, = Ly(s,) yra H(D) reikSmis atsitiktinis elementas, kurio pasiskirstymas yra 3.5 lemos
ribinis matas P,.

Funkcija L, (s, %) apibréZianti Dirichlé eiluté konverguoja absoliuiai pusplok$tuméje ¢ > % Todeél
[7]

i) _ 5 1

Jim /\L s+it,y)[Pdt = Z [xm)Pvilm) Y 5 <ee, (3.5)
m

nes ¢ > % Tegul aibé K; yra i§ metrikos d erdvéje H (D) apibréZimo. Tuomet paprastas integralinés

Kosi teoremos nelygybés pritaikymas bei (3.5) parodo, kad egzistuoja tokie skaiciai 6; > %, kad

yra teisinga nelygybeé
7 . 2T 2
limsup — / sup |L,(s+it,%)|dt < ¢;limsup | — / \Ly(o;+it,x)dt | <ciRj<eo (3.6)
T—oo sek; Tooe \ 2T

su teigiama konstanta ¢; ir

N
Rl:<21m201> )

Tegul € > 0 yra bet koks fiksuotas teigiamas skaiius ir

M; = ClRlzlEi_l, [ e NN,
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Tuomet i8 (3.6) nelygybés randame, kad

limsupP(sup [L7,(s)| > M;) =

T —oo seK;

1
= limsup Tmeas{‘l: € [0;T] : sup |Ly(s+it, )| >M;} <

T—oo sek;
1 1 . T
€
< — suplimsup — [ sup |L,(s+it,%)|dT < il .
[nelN T—eo 1 sek M; 2
IS Cia, (3.4) sarysio ir mato tolydumo randame, kad
€
P | sup|Ly(s)|>M; | < Tk 3.7)
seK;

ApibréZiame aibe
seK;

He = {gEH(D) s sup |g(s)| < M, le]N}.

Tuomet §i aibé yra tolygiai apréZta, todel galioja kompaktiSkumo kriterijus [4]. Ir turime, kad Hg -

kompaktine H (D) aibé. Be to, i§ (3.7) iSplaukia, kad su visais n € IN galioja nelygybé

P(L, € He) > 1—825:1—alil =1-¢
I=1 2
Buvome pamineéj¢, kad L, turi pasiskirstyma P,, todél i§ pastarosios nelygybés gauname, kad su

visais n € IN

P,(Hg) > 1—¢.

Tai reiSkia, kad tikimybiniy maty Seima {P, : n € IN} yra suspausta. Todél pagal 2.3 lema ji yra
reliatyviai kompaktiska. Vadinasi, egzistuoja toks posekis {P,, } C {P,}, kad P,,, kai k — oo,
silpnai konverguoja j kurj nors mata P erdvéje (H(D), B(H(D))). Sis tvirtinimas ekvivalentus
tvirtinimui

L, n%; P (3.8)

Erdvéje (Q, B(Q),P) apibréziame dar vieng atsitiktinj elementa
Ly =Ly(s) = L(s+1i10,%).
Tuomet i3 3.4 lemos ir CebySovo tipo nelygybés randame, kad su visais € > 0
lim limsup P(d (L (s),Lr(s)) > ¢€) =

n—oo T —so0

1
= lim limsup Tmeas{’c € [0;T) - d(L(s+it,x),La(s+it,x)) > €} <

n—oo T —s00

T
1
< lim limsup—T/d(L(s—l—i‘c,x),Ln(s—l—i‘c,X))d’c:O.
0
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Si lygybe, bei (3.4) ir (3.8) lygybés rodo, kad galioja 2.4 lemos salygos. Tod¢l

r 2P (3.9)

n—yeo

Pastarasis sarysis jrodo, kad matas Pr, kai T — oo, silpnai konverguoja i P. Be to, (3.9) sarysis rodo,
kad matas P nepriklauso nuo sekos P,, parinkimo. Kadangi seka {P, } yra reliatyviai kompaktiska,
tai iS Cia gauname, kad kiekvienas posekis P, silpnai konverguoja i mata P. Todél yra teisingas
sarysis

L, ’Hi; P (3.10)

Lieka parodyti, kad matas Pr taip pat silpnai konverguoja i mata P, kai T — eo. Siam tikslui

apibréziame atsitiktinius elementus

A A

Ly, = LTJ,(S) = Ln<S +i10, 0, X)
ir
Ly =Lr(s) = L(s +i10,0,Y).
Tuomet panasiai samprotaudami kaip ir mato Py atveju, remdamiesi 3.5 lema bei (3.10) sarysiu,
irodome, kad matas Py, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja j mata P. Lema jrodyta.

I8 3.6 lemos tvirtinimo turime, kad 3.1 teoremos jrodymui belieka parodyti, kad ribinis matas P

3.6 lemoje sutampa su matu P;. Siam tikslui pasinaudosime ergodine teorija. Tegul
atz{pitzpe?}, teR.
Apibréziame toro Q transformacijy grupe {@; : T € R} formule
0 (W) = a0, ocQ.

Monografijoje [4] yra jrodyta, kad §i grupé yra ergodiné.
3.1 teoremos irodymas. Tikimybingje erdvéje (Q,B(Q),my) apibréZiame atsitiktinj dydj & for-

mule
1, kai L(s,m,%) € A,
E(o) =
0, kai L(s,m,%) ¢ A.

0 A yra ribinio mato P 3.6 lemoje tolydumo aibé. IS 2.2 ir 3.6 lemy turime, kad
1
lim 7meas{r €[0;T]: L(s+it,0,x) €A} = P(A). (3.11)
—>00

I§ atsitiktinio dydZio & apibréZimo randame, kad

E(E) — /.gde — mg{o € Q: L(s,0,7) € A},
Q
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tai yra
E(&) = PL(A). (3.12)

I3 grupés {@; : T € R} ergodiskumo gauname atsitiktinio proceso &(@;) ergodiskuma. Todeél i§ 2.5

lemos turime, kad beveik visiems m €

|
lim —
T—oo T

[ Eo@)ar=E). (313
0

Be to, i§ § ir @ apibréZimy gauname, kad
1 ’ 1
?/E_,((pr(co))dr = ?meas{’t €[0;T]: L(s+it,0,%) €A}.
0
Todél is (3.12) ir (3.13) iSplaukia, kad beveik visiems ® €  yra teisinga lygybé
1
lim —meas{t € [0;T]:L(s+it,0,%) €A} = PL(A).
T—oo T
Pastaroji lygybé kartu su (3.11) lygybe jrodo, kad

P(A) = P.(A). (3.14)

Aibe A buvo kiekvieno mato P tolydumo aibé, todél (3.14) lygybé galioja visoms mato P toly-
dumo aibéms. Taciau yra Zinoma [1], kad mato tolydumo aibés sudaro apibréZiancia klasg¢. IS Cia
gauname, kad P(A) = P.(A) su visomis aibémis A € B(H (D)), t.y. matai P ir P, sutampa.

Teorema jrodyta.
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4. Ribinio mato P; atrama

Pradzioje priminsime tikimybinio mato P, erdvéje (H(D),B(H)(D)) atramos apibréZima. Mato
Py, atrama yra vadinama toks minimalus erdvés H (D) poaibis Sp, , kuriam galioja lygybé Py (Sp, ) =
1. Atrama yra sudaryta i§ ty funkcijy g € H(D), kuriy kiekvienai atvirai aplinkai G galioja nely-
gybe
Pr(G) > 0.
Atsitiktinio elemento X atrama vadiname jo pasiskirstymo atrama ir Zymime Sy .
ApibréZiame aibg
S={ge€H(D):g(s)#0arba g(s) =0}.
Sio skyrelio pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.
4.1 teorema. Su bet kuriuo charakteriu Y, mato Py atrama yra aibé S.
4.1 teoremos jrodymas yra gana sudétingas, besiremiantis keliais gana giliais tikimybiy teorijos ir
funkcijy teorijos rezultatais. Juos mes formuluosime lemy pavidalu.
4.2 lema. Tarkime, kad {X,, : m € N} yra nepriklausomy H (D) rekSmiy atsitiktiniy elementy seka,
o eiluté Ele beveik tikrai konverguoja. Tada tos eilutés sumos atrama lygi aibés visy elementy

m=
g € H(D), kurie yra isreiskiami konverguojancia eilute

8§= Z 8m:  &m € SX,,,

m=1
uZdariniui.
Lemos jrodymas duotas [4] monografijoje. Sekanti lema duoda pakankamas salygas vienos eiluciy
aibés tiesiSkumui erdvéje H (D) elementy seka {g,, : m € IN} tenkina salygas:

1. Jei p yra kompleksines reikSmes jgyjantis matas erdvéje (C,B(C)) su atrama juostoje D ir

salyga

Y | [ en(s)auts)| <=
m=1 C
tai tuomet su visais [ € INg yra teisinga lygybé

/ sldu(s) = 0;
C
2. Tegul K C D yra kompaktiné aibé. Tuomet eiluté

Y suplgn(s)?

m=1 seK
konverguoja;

3. Eiluté
2 gm
m=1
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konverguoja erdveje H(D).

Tuomet aibé visy konverguojanciy eiluciy

Z Am8m
m=1

su |ap,| =1, m € IN yra visur tirSta erdvéje H(D).
Lemos jrodyma galima rasti [4] monografijoje.

4.4 lema. Tegul u yra kompleksines reikSmes igyjantis matas, turintis kompakting atramaq srityje

o > Op, 0
8(s) = [ edutz) £ 0.
C
Tuomet
1
limsup M < 0.
X—>o0 X

Ir Sios lemos jrodyma galima rasti [4] monografijoje.
Funkcija g(s) yra vadinama eksponentinio tipo, jei ji yra analiziné srityje |args| < 69, 0 < 0 <

T, ir tolygiai 0 atzvilgiu srityje |8| < 0o.

1 i0
llm Sup M < o,
X—roo0 r

4.5 lema. Tegul g(s) yra tokia eksponentinio tipo funkcija, kad

1
lim sup DBIEX)] 5()] > —1.
X—$00 X

Tuomet su visais tarpusavyje pirminiais | ir k
). ls(logp)| = +eo.
p=l(modk)
Lema yra [3] straipsnio 4.1 lemos rezultatas.
4.6 lema. Tarkime, kad G yra sritis, apribota paprastu uZdaru kontiru, {g,(s) : n € N} yra

analiziniy srityje G funkcijy seka, ir tolygiai srityje G

lim g,(s) = g(s) 0

n—soo

Tuomet vidinis srities G taskas sy yra ribinés funkcijos g(s) nulis tada ir tik tada, kai egzistuoja
tokia seka {s,} C G, kad s, — s, ir g,(s0) = 0 su visais pakankamai dideliais n.

Lema yra vadinama Hurvico teorema, jos jrodymas yra duotas [7] monografijoje.

4.1 teoremos jrodymas. Tegul, trumpumo délei,

x(p)o(p)

gp(sa(’)) == ps
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Tuomet atsitiktinj elementa uZraSome pavidalu

L(s,@,) = [T (1 +gp(s,@) " 4.1)
P

Tegul |z| < 1. Tada log(1+ z) apibréziame formule

2 Z3

z
log(1 =7——+—=——....
og(l+z)=z 2+3

Kadangi |g,(s,®)| < 1 srityje 6 > %, tai vietoje (4.1) atsitiktinio elemento galime nagrinéti atsitiktinj
elementa

— ) log(1+gp(s,m)) (4.2)
p

ir jo atrama.
Kadangi L(s,®,) yra atsitiktinis elementas, tai (4.1) sandauga beveik visiems @ € Q konverguoja

tolygiai srities D kompaktinése aibése. IS Cia iSplaukia, kad eiluté
) 8(s,bp) (4.3)
p

konverguoja erdvéje H (D) su kuriais nors |b,| = 1.

Kadangi

tai turime, kad
Y suplg,(s,b,)|* <o
P

su kiekviena kompaktine aibe K C D. Pastarosios ir (4.3) eiluciy konvergavimai rodo jog seka
{gp(s,bp)} tenkina 4.3 lemos antrg ir trecia salygas. Sudétingiausia yra patikrinti minétos lemos
pirmaja salyga.

Tarkime, kad pg yra fiksuotas skaicius ir galioja salyga

) /g,,(s,bp)dy(s) < oo, (4.4)

P>Po C

Kadangi charakteris y yra periodiné funkcija, su periodu k, tai (4.4) salyga galime uzraSyti pavidalu

Y ) [ duts)| < (4.5)

P>p0 p
p=I(modk) C

sul=1,..k (I,k)=1.
Tegul A € B(C) ir



Tuomet turime, kad v taip pat yra kompleksines reikSmes jgyjantis matas su kompaktine atrama

srityje D. ApibréZiame

pi(z) = /e_szdvl(s), I=1,..,k, (L,k)=1.
C

Tada (4.5) salyga uzrasSoma pavidalu

Y, pi(logp)| <eo, I=1,..k, (Lk)=1. (4.6)
P>pQ
p=Il(modk)
Aisku, kad funkcijos p; yra eksponentinio tipo. Todél i§ 4.4 lemos gauname, kad arba p;(z) =0,
arba

1
limsupm > 1, I=1,.0k, (LK)=1.

X—ro

Jei paskutinioji lygybé galioja su kuriuo nors /, tai tada pagal 4.5 lema

Y Ipi(logp)| =co.

pP>p(
p=I(modk)

Taliau tai priestarauja (4.6). Vadinasi, su visais [ = 1,...,k, (I,k) = 1 galioja lygybé p;(z) = 0.
Kadangi () # 0, kai (/,k) = 1, tai i§ p(z) apibrézimo gauname, kad

/eszd,u(s) =0.

C

Sia lygybe diferencijuojame z atzvilgiu ir imame z = 0, gauname lygybe

/sld,u(s) —0, leN,.
C

Irodéme, kad seka {g,(s,b,) : p > po} tenkina 4.3 lemos pirmaja salyga. Taigi, visos 4.3 lemos
salygos galioja. Pritaike $ig lema turime, kad visy konverguojanciy eiluciy
Y. a(p)gp(s.bp) 4.7
P>Ppo
aibé su |a(p)| = 1 yra visur tirSta erdveje H (D).
Tarkime, kad xo € H(D), € > 0 yra bet koks skaiCius ir K C D yra kompaktiné aibé. Tuomet visada

egzistuoja toks po, su kuriuo

seK p>p0 n—=

o lep(s,ap)l ) _ €
sup(Z )< (4.8)

su |ap| = 1. I§ (4.7) eiluciy aibes tirStumo gauname, kad egzistuoja tokia |@,| = 1, kad

sup

seK xo(s) - Z log(12+g,(s,1)) — Z ap-gp(s,bp)| <

P>Po P>Po

. (4.9)

N m
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Pazymékime

B dpbpa Jei p > po,

ap —
1, jei p < po.
Tuomet i§ (4.8) ir (4.9) iSplaukia, kad

sup |xo(s) — Y log(1 +gy(5.4,)) | <
sekK P

<sup |xo(s) ~ Y log(1 +8p(5,a,) = ¥ dpgplsiby)|+
sek P P>po

+sup Z i gp(s;ap) " Z apX(p)bp Z X(P)ap) <&

€
S S
seK ' p>pon=2 1 p>po P P>po 2

Si nelygybe jrodo, kad aibé visy konverguojanciy eilu¢iy
—Y log(1+gp(s,ap)) (4.10)
p

su |ap| = 1 yra visur tirSta erdvéje H(D).

Gerai zinoma [4], kad sekos {®(p)} atsitiktiniai dydZiai yra nepriklausomi. Todél

{log(1+g,(s,0))} 4.11)

yra nepriklausomy H (D) reik§miy atsitiktiniy elementy seka erdvéje (Q, B(Q),my). Aisku, kad
kiekvieno atsitiktinio dydZzio ®(p) atrama yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokStumoje.
Todél aibe
{g € H(D): g(s) = log(1 +g,(s.a,))}

su |a,| = 1 yra (4.11) atsitiktiniy elementy atrama. Pritaike 4.2 lema gauname, kad (4.2) atsitiktinio
elemento atrama yra (4.10) konverguojanciy eiluciy aibés uzdarinys. Mes jrodéme, kad ir aibé yra
visur tirSta erdvéje H (D), todél (4.2) elemento atrama yra visa erdvé H(D).

Lieka pereiti prie (4.1) elemento atramos. Imame funkcija & : H(D) — H(D), apibréZiama
formule

h(g)=¢*, ge€H(D).

Tuomet funkcija H (D) yra tolydi, erdvés H (D) elementui
—Y log(1+4gp(s,w))
p

priskiria elementa

H(l +gp(s’0)))_1

p
ir erdve H(D) atvazduoja j aibe S\ {0}. IS Cia turime, kad (4.11) atsitiktinio elemento atramai

priklauso aibe S\ {0}. Taciau $io elemento atrama yra uzdara aibé. Todél aibés S\ {0} uZzdarinys
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S\ {0} taip pat priklauso (4.11) elemento atramai. I§ 4.6 lemos i$plaukia , kad S\ {0} = S. Todél
aibe S guli (4.11) elemento atramoje.
Irodysime, kad (4.11) elemento atrama priklauso aibei S. Turime, kad sandaugos

H(l —f—gp(s,())))_l

p
visi daugikliai yra ne nuliai ir $i sandauga konverguoja beveik visiems ® erdvés H(D) prasme.
Todeél vel 1§ 4.6 lemos iSplaukia, kad aibei S priklauso (4.11) atsitiktinio elemento atrama. Todél
galutinai gauname, kad (4.11) atsitiktiniy elementy atrama sutampa su aibe S. Teorema pilnai

irodyta.
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5. Universalumo teorema

Dabar jrodysime pagrindinj darbo rezultata — universalumo teoremg Dirichlé L funkcijoms.
5.1 teorema. Tarkime, kad K € X, f(s) € Hy(K), o ) yra bet kuris Dirichlé charakteris. Tuomet

su kiekvienu € > 0 yra teisinga nelygybé

1
liminffmeas{‘c €1[0,T] :sup|L(s+it,x) — f(s)] < 8} > 0.

T—eo sek
Mums bus reikalinga Mergeliano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavima polinomais.
5.2 lema. Tarkime, kad K C C yra kompaktiné aibé, turinti junguji papildinj, o funkcija g(s) yra
tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet kiekvienq € > 0 atitinka toks polinomas p(s), su

kuriuo

supg(s) — p(s)| <e.
sekK

Lemos jrodyma galima rasti [9] monografijoje.
5.1 teoremos jrodymas. 1§ 5.2 lemos iSplaukia, kad egzistuoja toks polinomas p(s), kad

sup|f(s) —eP@| < £ 5.1)
seK 2

ApibréZiame aibg

_ : P < &
G—{gEH(D).ngE‘g(s) ef |<2}.

Tuomet aibé G yra atvira. Be to, pagal 4.1 teorema ji yra ribinio mato P, atramos elemento e” ()

atviroji aplinka. Tuomet galioja nelygybé
Pr(G) > 0. 5.2)
IS 3.1 teoremos ir 2.2 lemos 3 tvirtinimo turime, kad

1
liminf?meas{T €[0;T]: L(s+it,x) € G} > PL(G).

T—>o0

I8 Cia, (5.2) nelygybés ir aibés G apibréZimo gauname, kad

1
liminf —meas {‘c € [0;T] : sup |L(s+it,%) — ")
T—o T sekK

< —} >0. (5.3)
Tarkime, kad T € R tenkina nelygybe

€
sup ]L(s+ it,y) — e”(s)] <=
seK 2
Tuomet iS (5.1) nelygybés randame, kad
sup |L(s +it,%) — f(s)] < sup|L(s+it,x) — "]+
seK seK

€ €
+sup’f)(s)—ep(s)‘ <z+z=¢
seK 22
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Vadinasi
{’C € [0;T] : sup |L(s +it,%) —f(s)‘ < 8} C

sekK
<€
2 (

IS ¢ia, mato monotoniSkumo savybés ir (5.3) nelygybés gauname teoremos tvirtinima, kad

C {’C € [0;7] : sup |L(s+it,) — ")
sek

1
liminffmeas {T € [0;T] : sup |L(s+it,y) —f(s)‘ < 8} > 0.

T—eo seK
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Summary
Universality of Dirichlet L-functions

Let s = 6+ it be a complex variable, and ¢ be a Dirichlet character. Dirichlet L-function L(s, )

is defined, for ¢ > 1, by the series

Lisy) = i x(m)

s )
m=1 m

and is continued analytically to the whole complex plane if ¥ is non-principal character. If  is the
principal character , then L(s,%) has a simple pole at the point s = 1.
In the master work, we present a generalization of the Voronin universlity theorem for Dirichlet
L-functions. Let D = {s € C: % < 6 < 1}. Denote by the class of compact subsets of D with
connected complement, and by Hy(K), K € X, the class of continuous non-vanishing functions on
K which are analytic in the interior of K. Moreover, let meas{A} be the Lebesgue measure of a
measurable set A C R. Then we prove the following statement.

Suppose that K € X, f(s) € Hy(K) and let ) be an arbitrary Dirichlet character. Then for every
€>0,

1
liminf —meas {’c €[0,T] :sup|L(s+it, %) — f(s)] < 8} > 0.
T—e T seK
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