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IVADAS

Dazniausiai tam, kad nusakyti objekto savybes ar rySius reikia zZinoti ty savybiy ar
rysiy funkcijg. Jeigu procesas realus, tai jis dazniausiai néra stacionarus ir tam, kad jj aprasyti biitina
jvertinti proceso vyksmo greitj. IS matematinés analizés kurso Zinome, kad funkcijos iSvestinés
mechaniné prasmé yra momentinis greitis, o antroji funkcijos iSvestiné yra pagreitis. Tikslesniam
realaus proceso matematinio modelio sukiirimui biitina jvertinti, t. y. rasti ry$j tarp funkcijos ir jos

1Svestiniy.

Paprasciausias ir vienas i$ geriausiy biidy yra realy procesg aprasyti diferencialine
lygtimi ar diferencialiniy lyg€iy sistema. Tokiuose modeliuose sutinkamos viena ar kelios lygtys,

kurias sieja nepriklausomas kintamasis, ieSkomoji funkcija ir jos iSvestinés.

Jei diferencialinéje lygtyje yra tik vienas nepriklausomas kintamasis, tai tokig lygtj

vadiname paprastaja diferencialine lygtimi [1]

F(x,y,y') =0,

gia F — zinoma funkcija, apibrézta kokioje nors srityje D < R¥*2, &ia k yra nulis, y(x) — ieSkomoji
vieno nepriklausomo kintamojo funkcija, 0 y(x) su briksneliu ieSkomosios funkcijos pirmoji

iSvestingé.

Lygtis vadinama k-osios ecilés diferencialine lygtimi, jeigu j ja jeina ieSkomosios
funkcijos k-osios eilés i$vestiné ir nejeina aukStesniyjy eiliy iSvestinés. Bendruoju atveju k-os eilés

paprastaja diferencialing lygt] galima uZraSyti taip [1]

Fl,y,y', -, y®) =0,

¢ia F — zinoma funkcija, apibrézta kokioje nors srityje D c R¥*2, y(x) — ieskomoji vieno
ja, ap J Y) y )

nepriklausomo kintamojo funkcija, o y(x) su britkSneliais ieSkomosios funkcijos iSvestinés.

Diferencialinés lygties sprendiniy aibé yra begaliné. Sprendiniai priklauso nuo laisvai

parenkamy konstanty, kuriy skaicius priklauso nuo diferencialinés lygties eilés.

Taikymuose visada reikia rasti vieng ir biity gerai vienintelj diferencialinés lygties
sprendinj, kuris vienareikSmiskai apraSo nagrin¢jama procesa. Tam, kad i§ rastyjy diferencialinés
lygties sprendiniy, apibrézty tam tikrame intervale ar sudétingesnéje aibéje, iSskirti tuos, kurie

apraso nagrinéjamg situacijg vienareikSmiai, biitina sprendiniams formuluoti papildomas salygas,



kuriuos vadinamos krastinémis salygomis. Sios saglygos yra apibréziamos srities, kurioje ieSkomas

sprendinys, krastiniuose taSkuose, o nagrin¢jami uzdaviniai vadinami krastiniais uzdaviniais [2].
Darbo tikslas: krastinio uzdavinio antros eilés diferencialinei lyg€iai suvedimas j integraling lygtj ir
Gryno funkcijos krasStiniam uzdaviniui radimas.

Darbo uzdaviniai:

1. Naudojant faktorizacijos metoda ieskomaja funkcijg iSreiksti funkcijy v(r) ir w(x) sandauga, t. y.
sudaryti ir i§spresti diferencialines lygtis, kurias tenkina Sios funkcijos.
2. Naudojant konstanty variavimo metoda, nagrinéjamg lygti suvesti ] integraling lygti bei

sukonstruoti krastinio uZzdavinio Gryno funkcija.



1. UZDAVINIO FORMULAVIMAS

Nagriné¢jame antros eilés paprastajg diferencialing lygtj

u' + (E +V(r)— a(aﬂ)) u =0, 1)

r2

¢ia u — ieskomoji funkcija, E — energijos verté, r — nepriklausomas kintamasis, V(r) — potencialas,

kurio analiziné iSraiska tokia:

A

A, a — fizikinés konstantos.

Spresime krastin] uzdavinj. Rasime (1) diferencialinés lygties sprendinj, kuris tenkinty

dvi krastines sglygas:

u(0) =0, 1!1_{'{)10 u(r) =0. 3)

KrasStinio uzdavinio (1) - (3) sprendiniai ir jy savybés svarbios fizikiniuose taikymuose.



2. FAKTORIZACIJOS METODO TAIKYMAS
(1) diferencialinés lygties sprendinio ieSkosime faktorizacijos metodu, todél ieSkomaja
funkcijg u(r) uzrasysime dviejy funkcijy v(r) ir w(x)sandauga
u(r) = v(r) -w(x), 4)

¢ia kintamasis x yra toks:

x= c(eg - 1),
o funkcija v(r) yratik kintamojo r funkcija ir funkcija w(x) yra tik kintamojo x funkcija.

Faktorizacijos metodo taikymui ir (1) lygties sprendinio radimui yra reikalingos
funkcijos u(r) pirmoji ir antroji iSvestinés. Diferencijuojame (4) lygybe kintamojo r atzvilgiu ir
gauname:

U =v.wH+v-w x,

¢ia

Gautgja lygybe uzraSome tokiu pavidalu:

c+x
u;=vr’-w+v-w’-7.

IeSkome funkcijos u(r) antrosios iSvestinés. Tuo tikslu pastargja lygybe diferencijuojame
kintamojo r atzvilgiu ir turime

c+x 1
u;’rz(vr’-w+v-w’-—a )’=v”-w+v’-w’-x;+a(w”-x;-(c+x)-v+w’-x;-v+w’-

2
v'-(c+x))=v”-w+v’-w'-ﬁ:Tx+§<w”-x}-(CZx) -v+w’-CTTx-v+w’-v’-(c+x)>=

c+x (c+x)? c+x (c+x) (c+x)
U”'W+U"W"T+W”'T'U-FW"?'U-i‘wl'U"—:U”'W-}'Z'U"W" +
(c+x)? c+x
w'v—=—+w v-—. (5)
a a

Pasinaudoje (4) ir (5) lygybémis, t. y. jrase jas j (1) diferencialing lygt] gauname tokig iSraiska:



2:(c+x) , ,, (c+x)? , c+x

v w4+ vi-w+w' v — +w

Z(E+v) -22E) v w=0.  (6)

Padauginame (6) lygtj i$ bei atlikg veiksmus (6) antros eilés diferencialing lygtj uzraSome

a2
v(c+x)?2
tokiu pavidalu:

I

w' + — — (Za + 1)

L2 (4 E+v() -2 <o, (7)

(7) diferencialinéje lygtyje bandysime atskirti Kintamuosius r ir x, gauti diferencialines lygtis

ieSkomosioms funkcijoms v(r) ir w(x) rasti.

Funkcijai v(r) rasti i§ (7) lygties paimame tokius narius, j kuriuos jeina kintamasis r
bei jo funkcija v(r), prilyginame juos atskyrimo konstantai A, nes funkcijos v(r) ir w(x) yra

lygios tik tada ir tik tada, kai jos yra konstantos. Funkcijai v(r) rasti gauname lygtj

lygtj padauginame i§ vr? ir j3 uzraSome kanoniniu pavidalu
r?2v" + r2Ev —a(a + Vv — Ar?v = 0. 8)
IS (2) lygybés gauname potencialo V (r) iSraiSkg per kintamajj x ir ji yra tokia:

V(r)=A= A

r aln(1+% )

Gautajg iSraiSka jraSome j (7) lygtj ir gauname tokig diferencialing lygtj ieSkomajai funkcijai w(x)

rasti:

! l 2,
w"+W—-(2a”—+1)+“W( A +/1>=0.
ct+x v

(c+x)? aln(1+%)



3. RADIALINES LYGTIES SPRENDIMAS

Bendrgjj (8) lygties sprendinj gausime pasinaudoj¢ [4] Saltinio 2.162 uzdaviniu (1a)

punktu bei parinke tokius parametrus turime, kad
r2v" + ((E=Dr?—ala+1)v =0,
k=0m=2 b=E—-Ac=—-a(a+1).
Bendrasis sprendinys, kai b = 0, tai E = A, yra toks:

1-k+pu 1-k—u
2

Cir 2 +Cyr , kaiu=+(1—-k)>—4c+0,

v(r) = 1-k
r 2 (C;+Cylnr), kai(1—k)?>—4c =0,

¢ia C; ir C, — laisvos konstantos.



4. POTENCIALINES LYGTIES SPRENDIMAS

Spresime diferencialing lygtj ir rasime ieSkomaja funkcija w(x).

Lygtyje

S PO W V@) +1) =0
v +x ¢ (c+x)? r B

jrase¢ potencialo iSraiSkg

A A
Vir)=—=——5—
" oaln(1+3)

bei atlike matematinius veiksmus gauname tokig diferencialing lygtj ieSkomajai funkcijai w(x)

rasti:
2.1 ' v’ 2 A _
(c+0'w” +w'(c+x)(2a2+1)+a w(am(l%)u)_o. )
(7) lygti uzraSome taip:
2.1 1 v_’ — _ 2 A _ —
(c+x)*w +W(c+x)(2av+1)— aw(aln(1+%)+/1)—T. (7*)

ir jos deSinigjg pus¢ pazymime raide T:

) A
T=-—a W(—am(1+§)+'1)'

(7*) diferencialing lygt] spresime kaip nehomogening antros eilés diferencialing lygti. Pirmiausia

nagrinésime jos atitinkamg homogening diferencialing lygtj, kuri yra tokia:
(c +x)*w" +w'(c +x) (2a%+ 1) = 0. 9)

(9) lygti padauging is i ir atlike pakeitimus w' = f§, w"' = ', ¢ia B(x) nauja ieSkomoji funkcija,

gauname tokig pirmos eilés diferencialine lygtj funkcijai 8 (x) rasti

(c+0)p =~ (2a%+1)p. (10)



Sig diferencialing lygtj sprendziame kintamyjy atskyrimo metodu [2] ir atlike skaiiavimus

gauname (10) lygties bendraji sprendinj

—2q (¥ __ax -2a_x
B(x) =e 2afv(c+x) fc+x = em_z_lnx_

Tada, pasinaudoje pastaraja iSraiSka bei keitiniu w’' = f gauname atskirajj (9) lygties sprendinj:
-2a x
wy =w;(x) = [B(x)dx = [ecx ¢ ™ dx.
Pasinaudoj¢ [3] Saltinio 38 formule gauname ir antrgjj (9) diferencialinés lygties sprendinj, kuris yra

tiesiSkai nepriklausomas su kg tik gautuoju ir jo israiska yra tokia:

!
—f<2a%+1>(c+Lx)dx

wy = wy(x) = wy(x) [ 2 oy dx.

Bendras (9) lygties sprendinys yra
w(x) = Ciwy(x) + Cow,(x),
¢ia wy ir w;, tiesiSkai nepriklausomi (9) lygties sprendiniai, o C; ir C, — laisvos konstantos.

(7*) nehomogeninés diferencialinés lygties sprendiniy ieSkosime konstanty varijavimo

metodu [2]. Metodo esmé ta, jog atskirasis (7*) lygties sprendinys ieSkomas pavidalu:
w(x) = C(x)wy (x) + C(x)w(x), (11)

¢ia Cy(x) ir C,(x) — ieskomosios diferencijuojamos funkcijos nepriklausomo kintamojo x

funkcijos, o wy ir w, — (9) homogeninés diferencialinés lygties tiesiskai nepriklausomi sprendiniai.

Diferencijuojame (11) lygybe kintamojo x atzvilgiu ir gauname funkcijos w(x)

pirmaja iSvesting. Jos iSraiska yra tokia:
w' = Ciwy + Cowy + C{w; + Cow,.
Pareikalaujame, jog
Ciwy + Cow, =0
ir dar kartg diferenciajuodami (11) lygybe gauname antrajg Sios funkcijos iSvesting

w' = Ciw; + Cow; + Ciwy + Cowy'wy' + Cowy).

10



Abi rastgsias funkcijos w(x) iSvestines jrasome j (7*) diferencialine lygtj, tuomet sprendziame

sistema, sudarytg i§ C;w,; + C,w, = 0 ir gautosios lygties. Gautoji sistema yra tokia:

C1,W1 + CéWZ = 0,

(c + X)2(CLw] + Cow) + Cowy’ + Cuwy) + (Cow] + Cow), + Ciwy + Chwy)(c + %) (Za% + 1) =

—aZW (Lx + ﬂ.)
aln(1+z)

Pastebésime, kad antrojoje lygtyje dingsta varijuotos konstantos C; ir C, ir gautoje sistemoje

nezinomos yra dvi varijuoty konstanty iSvestinés. Galutin¢ sistemos iSraiska yra tokia:

C{Wl + C2,W2 = O,

Ciwi + Cowy = 22 (A 2) =T, (12)

(c+x)? aln(1+§ )

¢ia T * nusakytas formule:

—a’*w A

" (et x)? aln(1+%)+/1 .

T *

(12) sistemos determinantas yra Vronskio determinantas

Wi Wp

I 1
= wW\W1,Wy) = WiW, —WLW
W{ Wé ( 1 2) 12 21

ir jis wywy; —w,wy # 0, nes sprendiniai w; ir w, yra tiesiSkai nepriklausomi homogeninés
diferencialinés lygties (12) sprendiniai. Apskai¢iuojame sistemos determinantus, kuriuose pirmajj

stulpelj keic¢iame laisvaisiais (12) sistemos nariais. Turime

0 wy
= — *
|T* w w,T
ir
w; O T
=w;T *.
w; Tx 1

ApskaiCiave determinantus ir pasinaudoje¢ Kramerio taisykle [5] randame varijuoty konstanty

1Svestiniy iSraiSkas ir jos yra tokios:

11



r . —WoTx

Cl =
1 (U(W1,W2)’
r . wiTx
27 wwiwy)

Suintegrave gautgsias iSraiSkas kintamojo x atzvilgiu gauname varijuoty konstanty israiskas ir jos

yra tokios:

Cl(X) = _fﬂdx + Cl’

w(wq,wy)

C,(00) = [T _ax + ¢,

w(wi,w)

Gautgsias konstanty C; ir C, iSraiSkas jraS¢ j (11) lygybe gauname (7) diferencialinés lygties
bendrajj sprendinj

W2T*

dx +w, [ 2T dx (13)

w(x) = Ciwy + Cowz —wy [ wwiw)

w(wy,wy)

Si iSraiska ypatinga tuo, kad joje ieskomoji funkcija yra po integralo Zenklu, t. y. mes antros eilés
diferencialing lygtj suvedéme ] integraling lygtj. ISspresti analiziskai, t. y. gauti sprendinio iSraiska

formule, nepavyko.

12



5. KRASTINIO UZDAVINIO SPRENDIMAS

Visy pirma uzraSysime (1) ieSkomosios diferencialinés lygties iSraiska, t.y. pasinaudosime

keitiniu apie ieSkomosios funkcijos iSraiSkg dviejy tarpiniy funkcijy sandauga
u(r) = v(r) -wx).

Prisiminkime, kad buvome jsived¢e nauja kintamaji x = c(ea —1). Taip pat zinome, kad

ieSkomosios funkcijos v(r) iSraiska yra tokia:

1-k+pu 1-k—u
2

Cir 2 +Cyr , kaiu=+(1—-k)>—4c+0,

v(r) = 1-k
r2 (C;+Cylnr), kai(1—k)>—4c=0

ir kitos ieSkomosios funkcijos iSraiSka yra tokia:

wo T* wq T

dx +w, [

W(X) = C3W1 + C4W2 - Wlf

w(wi,wz) w(wy,wz)

¢ia wyq, w, — tiesiSkai nepriklausomi (9) lygties sprendiniai, o w(wy,w,) — jy vroskianas arba

Vronskio determinantas.

—a?w A
= (c+x)? (aln(1+§) + /1>.
Tikrinsime ar (1) diferencialinés lygties sprendiniai tenkina krastines salygas, kurios aprasytos (3)

lygybe. Pareikalave, kad biity tenkinamos abi krastinés sglygos, gauname tokias lygybes:

lvariantas.  Jeigu

1-k+p 1-k—p

v(r)y= Cir 2z +Cr 2z

tai pazyméje

1-k—u
2

=<0
turime, kad pirmoji konstanta yra teigiama, o0 antroji yra neigiama.

13



1(a) variantas.
Tikriname pirmaja salyga:
u(0) = v(0)w(0) = 0.
Tariame, kad v(0)w(0) = 0, o w(0) # 0, tuomet gauname, kad
v(r) = Cir®* + Cyrf
turi biiti nulis.

Kai r — 0, tai parinke C, = 0, 0 C; — laikydami bet kokia konstanta bei C; ir C, — laikydami

laisvomis konstantomis, turime kad pirmoji krastiné sglyga patenkinta.
Tikriname antraja salyga:
rll_)nolo u(r) = v(o)w(oo) = 0.
Kadangi
Jim () =
tai reikia, kad
Jimw(en) = 0,

tuomet parinkg C3 = 0 ir C, = 0, gauname, kad turi galioti tokia lygybé:

X W2T* X WlT*
—-w ——dx+w dx = 0.
1 fO w(wy,wy) 2 fO w(wi,wy)

Jei r — oo, tai, kadangi
X =cC (eg — 1),

gauname, kad ir kintamasis x artéja j begalybe. wy, wy ir w(wy,w,) néra lygiis nului, tuomet

ieSkome, kam yra lygi atskyrimo konstanta A. Tariame, kad

Pasinaudoj¢ riba

14



lim ln(1+§) = 00,

X—00

gauname, jog trupmena, kurios vardiklis artéja | begalybe, skaitiklis yra konstanta, artéja j nulj,
simboliskai (% = 0), taigi atskyrimo konstanta A turi bati lygi nuliui.Siuo atveju krastinio uzdavinio

sprendinys yra toks

x aAww, (c+x)~?

x aAww; (c+x)~2 d
b
0 ln(1+?)a)(w1,w2)

u(r) = C1ra(W1f

dx —w
0 ln(1+§ )w(wl,wz) 2

x),

¢ia C; — bet kokia laisva konstanta, a > 0.
Suformuluojame teoremg, nusakancia gauta rezultata:

1 teorema. (1), (3) krastinis uzdavinys, kai atskyrimo konstanta A lygi nului, turi be galo daug

sprendiniy

x aAdww, (c+x)~? x aAww; (c+x)~2 d

u(r) = C1ra(W1f

0 ln(1+§ )w(wl,wz)

dx_sz

0 ln(1+§ )a)(wl,wz) X),

¢ia C; — bet kokia laisva konstanta, a > 0.

1(a) varianto (1), (3) krastinio uzdavinio sprendinj galime uZraSyti Gryno funkcijos
1Sraiska, kuri yra
u(r) = Créwi(Nw(s) f; R(s)ds —w,(w(s) f; Ri(s)ds) = Cyr(f; wi (w(s)R(s)ds +

[ wa(rw(s)Ri(s)ds) = [ w(s)G(r,s)ds,

¢ia
_ aAw; (c+x)2
R(S) - ln(1+§ )w(wl,wz)’
aAw; (c + x)~?
Ri(s) =

In (1 + % ) w(wy, wy)
bei Gryno funkcija

G(r,s) = {Clrawl(r)R(S); kai 0 <s <x,
0L Crwy (PR (s), kaix < s < oo,

1(b) variantas.

15



Tikriname pirmaja salyga:
u(0) = v(0)w(0) = 0.

Tariame, kad v(0)w(0) = 0, lirré v(0) = oo ir tada pareikalaujame, kad w(0) = 0 bei
T

gauname, kad
v(r) = Cr® + C,rP,
kai r — 0, parenkame C; = 0, C, — bet kokia konstanta, 0o C; = C, = 0.
Tikriname antrgja krastine salyga:
lim u(0) = v(eo)w() = 0.
Kadangi Th_)rgo w(e) = 0, kai x — oo, turime, kad funkcijos w(x) riba, kai x auga j
begalybe turi biiti nulis

X  wyT*

X wqT*
W(x) =-wW fo -

dx +w, [

w(wy,wz) 0 wlwygwy)

IS pastarosios lygties atskyrimo konstantos A rasti negalime, taigi Siuo atveju krastinio uzdavinio

sprendinio iSraiska yra neapibrézta, t.y. krastinio uzdavinio sprendinys neegzistuoja.

2 variantas. Kai

1-k
v(r)=rz (C; +C,Inr).
Tikriname pirmaja krasting salyga:
u(0) =v(0)w(0) = 0.

Tariame, kad v(0)w(0) = 0, v(0) = 0, w(0) # 0. Apskaiciave ribg v(r), kai r = 0,

gauname, kad

1-k 1-k 1-k
limv(r) =limr 2 (C;+CyInr)=limCyr 2 +1limCyr 2 Inr =0.
r—0 r—0 r—0 r—0

Taigi visos konstantos C;, C,, C5, C, — bet kokios.

Antrosios krastinés salygos tikrinimas

16



lim () = v(@)w() = 0

analogiskas, 1§ esmés sutampa su 1(a) varianto antrosios krastinés sglygos tikrinimu, t.y. Siuo atveju
konstantos C; =0, C, = 0 ir atskyrimo konstanta A lygi nuliui. Taigi Siuo atveju kraStinio

uzdavinio sprendinys apraSomas tokia formule:

x aAww, (c+x)~2

( )w(w W3)

x aAww; (c+x)~?
2 Jp X
ln(1+z)w(wl,wz)

u(r) = rz (Cl + G Inr)(wy | dx —

dx),

¢ia Cy, C, — bet kokios laisvos konstantos.

Siuo atveju krastinio uzdavinio Gryno funkcija konstruojama taip

u(r) = rlZ—k(c1 + Gy InT) (Wi (MW () [, R(s)ds — wo(Hw(s) f, Ri(s)ds) = rlQ—k(c1 +

C, lnr)(fox w; (Mw(s)R(s)ds + fxoo w, (MNWw(s)R,(s)ds) =fooow(s)G(r, s)ds,

¢ia
_ aAw; (c+x) 72
R(S) - ln(1+§ )w(wl,wz)’
aAw; (c + x)~?
Ri(s) = =
In (1 +Z ) w(wy, wy)
ir
1-k ] I
2 (C; +C R(s), 1 0<s<x,
G(rs) = r 1_k( 1+ CInr)wi(r)R(s) ai s<x
r 2 (C;+Cyinr)wy,(r)R,(s), kaix <s < oo.
yra Gryno funkcija.

Gautgjj rezultatg suformuluosime kaip teoremas.

2 teorema. (1), (3) krastinis uzdavinys, kai atskyrimo konstanta A lygi nului, turi be galo daug

sprendiniy

_ x aAww, (c+x)~? x aAww; (c+x)~2
u(r) = 'z (C1 + Gy Inr)(wy | eV o JWZ) —w, fo ™ EVES o dx),

c¢ia Cq, C, — bet kokios laisvos konstantos.
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3 teorema. Krastinio uzdavinio (1), (3) Gryno funkcija yra

G(r,s) = {ClraW1(T)R(S), kai 0 <s <x,
LG wy(MRy(s), kaix < s < oo,

arba

1-k

r 2 (C;+ CyInr)wi(r)R(s), kai 0 <s<x,
1-k

r 2 (C;+ Cyinr)w,(r)R,(s), kaix <s < .

G(r,s) =

Abiem atvejais j krastinio uzdavinio iSraiskg jeinancios laisvosios konstantos randamos sprendinius

normalizuojant pagal normalizavimo sglygas.
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SANTRAUKA

Magistro baigiamajame darbe iSnagrinéta antros eilés paprastoji diferencialiné lygtis
naudojant faktorizacijos bei konstanty variavimo metodus. Antros eilés diferencialiné lygtis suvesta
] integraling lygtj. ISnagrinéti du krastiniai uzdaviniai Siai lygc€iai ir abiem atvejais sukonstruotos

kras$tinio uzdavinio Gryno funkcijos.

SUMMARY

In this work, we study the second — order ordinary differential equation, using the
factorization and variation of constant methods. The second — order differential equation boils down
to the integral equation. Two boundary value problems have been analyzed and the boundary value

problems Green’s functions have been constructed in both cases.
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