SIAULIU UNIVERSITETAS

INFORMATIKOS, MATEMATIKOS, E. STUDIJU INSTITUTAS
MATEMATIKOS KATEDRA

Viktorija Ripinskaite

Tam tikry dzeta funkcijy
jungtinis reikSmiy pasiskirstymas

Magistro darbas

Darbo vadové:

prof. dr. R. Kacinskaite

SIAULIAI, 2014



TURINYS

ZYINGIIINIAL ..o 3
I A e 4
1. Teoremos formuluote ... ..o e 8
2. Pagalbiniai rezultatal ... 10
2.1. Zinomi apibrézimai ir rezultatal ... 10
2.2. Ribiné te0rema tOre. ... . .ot 13
2.3. Ribiné teorema Dirichlé polinomams ...............coooiiiiiiii i, 14
2.4. Aproksimavimas vidurkiu ............cooiii e 16
2.5. Absoliuciai konverguojancios Dirichlé eilutés ................... 18
3. Teoremos JTOAYIMAS ... .nt ittt e e e e e 21
LEVadOS e 22
SANETATKA ..t 23
SUIIIATY ettt et ettt et e et e e et et et e et e ettt ettt ettt et et et e e e et e eaaaaas 24
LAteraturar «..oeee e e 25



p
k,l,m,n,j
N

No

a ® N

~.

s=o0+1it
Res =0
Ims =t

meas{A}

B(S)
EX

Zyméjimai

— pirminis skai¢ius
— naturalieji skaiciai
— naturaliyjy skaiciy aibeé
— naturaliyjy skaiciy aibé ir Ng = NU {0}
— sveikyjy skaiciy aibeé
— realiyjy skaiciy aibé
— kompleksiniy skaiciy aibe
— menamasis vienetas, i = /—1
— kompleksinis kintamasis
— kompleksinio kintamojo s realioji dalis
— kompleksinio kintamojo s menamoji dalis
— aibés A Lebego matas
— konvergavimas pagal skirstinj
— erdvés S Borelio aibiy klasé
— atsitiktinio elemento X vidurkis
— vienetinis apskritimas kompleksinéje plokstu-
moje, t. y. {s€ C:|s| =1}
— aibiy A ir A; simetrinis skirtumas
— Haaro matas,
1

— analiziniy srityje D == {s € C: ; < 0 < 1}

funkcijy erdve.



Ivadas

Skaiciy teorijoje ypatinga vieta uzima dzeta funkcijos. Tai kompleksinio kin-
tamojo s = o + it funkcijos, kurios tam tikroje pusplokStuméje yra apibréziamos

Dirichlé eilute

E am€_>\m5;

m=1
¢ia {a,, } — kompleksiniy skaiciy seka, {\,,} — grieztai didéjanti teigiamy skaiciy seka,
lim \,, = 4+o00. Kai \,, = logm, gauname paprastaja Dirichlé eilute.
m—r0o0

Viena i$ zinomiausiy dzeta funkcijy yra Rymano dzeta funkcija
=1
C(s) = mX::l —
kuri apibréziama pusplokstumeéje o > 1. Ji taip pat yra iSreiskiama Oilerio sandauga
pagal pirminius skai¢ius
1\
g(s):H(1—E) . o> 1.
p
Funkcija ((s) yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, o taskas s = 1
yra jos paprastasis polius su reziduumu 1.
Taciau yra dzeta funkcijy, kurios neturi israiskos Oilerio sandauga. Pavyzdziui,
Hurvico dzeta funkcija ((s,a). Sakykime, kad « yra fiksuotas parametras,
0 < a < 1. Tada funkcija ((s,«) pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé

eilute
oo

1
((s,a) = Zm

m=0

ir analiziSkai pratesiama j visa kompleksine ploksStuma, iSskyrus paprastajj poliy su
reziduumu 1 taske s = 1. Kai parametras a = 1, Hurvico dzeta funkcija tampa

Rymano dzeta funkcija ((s), o kai o = 1,

(s3) = 2Ll

¢ia L(s, x) yra Dirichlé L funkcija, xy — charakteris mod 2. Bendru atveju funkcija
((s, @) neturi israiskos Oilerio sandauga pagal pirminius skai¢ius.
Savo statistinémis savybémis jJdomios yra taip vadinamos periodinés dzeta funkci-

jos, t. y. funkcijos, kuriy koeficientai sudaro periodines sekas.
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Tegul A = {a,, : m € N} yra multiplikatyvi periodiné kompleksiniy skai¢iy a,,
seka su minimaliu periodu £ € N. Pusplokstuméje ¢ > 1 periodiné dzeta funkcija

((s,2A) yra apibréziama eilute
0= o
I8 sekos 2 periodiskumo bei Hurvico dzeta funkcijos ((s; ) savybiy turime

k

C(s;20) = lngamC (s,%), o> 1.
=1

Sios lygybés pagalba funkeija ¢ (s;2) yra analizigkai pratesiama j kompleksine ploks-

tuma, iSskyrus, gal but, paprastajj poliy taske s = 1 su reziduumu

~i

m=1

?rlr—ﬂ

Jei a = 0, periodiné dzeta funkcija ((s,2l) yra sveikoji funkcija. Priminsime, kad 8ia
funkcija pirmasis apibrézée V. Sni [6].

Sakykime, kad B = {b,, : m € Ny} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy b,, seka,
kurios minimalus periodas yra [ € N. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, a;B),
0 < a < 1, pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

((s,a;B) i bm

(m+ «a)s’

m=0
Jeigu b, = 1, tai gauname klasikine Hurvico dzeta funkcija. Kadangi seka 28 yra

periodiné, tai pusplokstumeéje o > 1 turime

o

k—

-1 o 1 1 [e's)
(s, 05B) = ;mz::() mk:+r+0z _Erzobrmz:o a))s B
1 k—1

ol
)

_ T:bg<afza>. (1)

Gerai zinoma, kad Hurvico dzeta funkcija ((s,«) yra analiziskai pratesiama j
visg kompleksine plokstuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra paprastasis polius su
reziduumu 1. Todél i§ (1) lygybeés isplaukia, kad periodiné Hurvico dzeta funkcija
((s,;B) yra analiziné visoje s-plokstumoje, isskyrus, gal but, paprastajj poliy

s = 1 su reziduumu



Jeigu b = 0, tai funkcija ((s, ;) taip pat yra sveikoji funkcija. Pastebime, kad
periodine dzeta funkcija apibrézé A. Laurin¢ikas ir A. Javtokas [2].

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstyma galima nagrinéti taikant ribines teoremas
aprasomas silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme.

Tegul P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Sakome, kad matas P,,

kai n — oo, silpnai konverguoja j mata P, jeigu

/S fdpP, — /S fdpr

kiekvienai realiai, apréztai tolydziai funkcijai f i§ S.

Dzeta funkcijy reikSmiy pasiskirstymo tyrimg nagrinéjo daugelis matematiky, is
ju galima buty paminéti B. Bag¢j (Bagchi), K. Matsumoto, J. Stoidinga (Steuding),
A. Laurin¢ika, R. Kacinskaite, R. Macaitiene, D. éiauéiﬁnad, V. Garbaliauskiene ir
kt.

Jungtinio dzeta funkcijy reik§miy pasiskirstymo pirmajj rezultata gavo S. Voron-
inas (Voronin) Dirichlé L funkcijoms [7].

Pazymékime meas{ A} macios aibés A C R Lebego matg. Sakykime, kad T > 0.
Apibrézkime

vp(...) = %meas {tef0,T]:...},
o vietoje daugtaskio jrasysime salygas, kurias tenkina ¢. B(S) pazymékime erdvés
S Borelio aibiy klase, o D = {s € C: % <o<l1}.
A teorema. Sakykime, kad o > 1, 0 x1, ..., Xn yra poromis neekvivalentus Dirichlé
charakteriai. Pazymékime L(s,x1),...,L(s,xn) atitinkamas Dirichlé L funkcijas.

Tada, kar T — oo, tikimybinis matas
1
Tmeas{T €[0,7]: (L(s+iT,x1),.-., L(s+im,xn)) € A}, A€ B(H(D)),

silpnai konverguoja § atsitiktinio elemento, apibrézto Dirichlé L funkcijy rinkiniui,
pasiskirstymgq.

Musy darbo tikslas — jrodyti jungtine ribine teorema silpno tikimybiniy maty
konvergavimo prasme periodinei dzeta funkcijai ir periodinei Hurvico dzeta funkci-
jal kompleksinéje plokstumoje. Ja suformuluosime pirmajame skyriuje.

Darbas yra sudarytas i§ trijy skyriy. Pirmajame pateikiama teoremos formu-

luoté, antrajame — pagalbiniai teiginiai, reikalingi pagrindinés teoremos jrodymui.



Treciajame skyriuje yra jrodomas pagrindinis darbo rezultatas. Taip pat patei-

kiamos iSvados bei magistro darbo santrauka lietuviy bei angly kalbomis.



1. Teoremos formuluote

Siame skyriuje suformuluosime pagrinding musy darbo teorema.
Sakykime, kad C? yra aibiy C ir C Dekarto sandauga, t. y. C?> = C x C.
Pazymékime vy vienetinj apskritima kompleksinéje plokstumoje,

t. y. vy ={s € C:|s| =1}. Apibrézkime torus € ir {2, tokiu budu:

Q=]w it Q=]]wm
P m=0
¢ia pirmoji sandauga yra skai¢iuojama pagal visus pirminius skaicius ir v, = 7, o
antroji sandauga — pagal visus teigiamus sveikuosius ir ~,, = 7, kai m € Ny. Torai
Q) ir €5 su sandaugos topologija ir pataskine daugyba yra kompaktiskos topologinés
Abelio grupés. Todél erdvéje (2;,B8(€2;)) galima apibrézti tikimybinj Haaro mata
mjm, j = 1,2. Tokiu budu gauname tikimybine erdve (2;, B(Q2;),m;n), j = 1,2.
Tegul Q = 2y x €,. Tada €2 taip pat yra kompaktiné topologiné grupé ir gauname
nauja tikimybine erdve (Q, B(Q2), my ), kurios matas my yra Haaro matas apibréztas
(Q,B(2)) ir gaunamas sudauginus matus my g ir moy. Pazymékime wy(p) elemento
wy € €y projekcijg i koordinatine erdve 7,, o wo(m) elemento wy € €2y projekcija i

koordinatine erdve v,,. Kai m € N,
wi(m) = [ wil);
p"llm
¢ia p"||m reiskia, kad p"lm, bet p"t' t m. Apibrézkime kompleksines reikSmes
jigyjancius atsitiktinius elementus atitinkamose erdvése (€, B(€),mig) ir

(Qq, B(Q), map) periodinei dzeta ir periodinei Hurvico dzeta funkcijoms formulémis

C(o,wl;m)zz%lim)
ir
)= 3 Deam)
C<O7a7w2,%)_ﬁ;<m+a)g'

Tai galima padaryti naudojant Randemacerio teorema apie atsitiktiniy elementy
pory ortogonaluma, nes sekos 2 ir B yra apréztos. w pazymékime pora (wq,ws),
t. y. w=(wy,wsy), 0

((0) = (C(o;2A), (0, 05 B)
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ir

C(Ov w) = (C(O’, Wi; 91)7 C(Uv a, Wa; %))

Tuomet ((o,w) yra C2-reikimis atsitiktinis elementas tikimybinéje erdvéje

(Q, B(2), mp), kurio pasiskirstymas yra

Pe(A) = my(weQ:((o,w) € A), Ac B(C?)).

Erdveéje (C%, B(C?)) apibrézkime tikimybinj mata
Pr(A)=vp(t €[0,T]):¢(0) € A), Ae B(C?.

1 teorema. Sakykime, kad o yra transcendentusis skaicius ir o > % Tada tikimy-

binis matas Pr, kat T — oo, silpnai konverguoja j tikimybing matq P



2. Pagalbiniai rezultatai

Siame skyriuje pirmiausiai pateiksime zinomus apibrézimus ir teiginius, kuriy
reikés pagrindinés darbo teoremos jrodymo etapuose. Po to jrodysime pagalbines

teorems, reikalingas nuosekliam jrodyme.

2.1. Zinomi apibreéZimai ir rezultatai

Sakykime, kad @) yra tikimybinis matas apibréziamas erdvéje (€2, B(€2)).

Apibrézimas. Mato @ Furje transformacija g(k) yra apibréziama formule
o) = [ TLakrao;
Q p

¢ia k = (ko, ks, ...) ir tik baigtinis sveikyjuy k, skai¢ius yra nenuliai, x, € v, p yra
pirminis.
1 lema. Tegul {Q,} yra tikimybiniy maty erdvéje (Q,B(Y)) seka, o {gn(k)} -
atitinkamy Furje transformacijy seka. Tarkime, kad kiekvienam vektoriui k egzis-
tuoja riba

g(k) = lim g(k).

n—oo
Tada erdvéje (2, B(RY)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad @Q,, silpnai konver-
guoja § matg Q. Be to g(k) yra mato Q) Furje transformacija.

Sios lemos jrodyma galime rasti [4] (1.3.21 teorema).

Tarkime, kad u : S — S; yra mati funkcija. Tada kiekvienas tikimybinis matas
P i3 erdvés (S, B(9)) erdvéje (S, B(S1)) indukuoja vienintelj tikimybinj mata Pu~!
apibréziama lygybe
Pu'(A)=Pu'A), AecB(S).

2 lema. Tarkime kad u : S — Sy yra tolydi funkcija. Tada i§ maty P, silpno

1

konvergavimo § P seka, kad P,u~! silpnai konverguoja Pu™', kai n — oo.

Tai 5.1 teorema i§ [1].

Apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka { X, } konverguoja pagal skirstinj j atsitiktinj
elementy X, kai n — oo, jei elementy X, skirstiniai silpnai konverguoja j elemento

X skirstin (Zymime X, 2 X).
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Tegul S yra separabili metriné erdve, kurioje apibrézta metrika p, o
Yo, Xin, Xon, ... yra S-reikdmiai atsitiktiniai elementai apibrézti erdvéje (Q, F, P).
3 lema. Tarkime, kad X, L Xk, kat n — oo, kiekvienam k ir X L X, kas

k — oo. Jeigu kiekvienam ¢ > 0

lim lim sup P{p(Xyn, Yn) = ¢} =0,

k=00 nooco

tadaYngX,n—)oo.

Tai 4.2 teorema i§ [1].

Periodinés Hurvico dzeta funkcijos (s, a; B) ir periodinés dzeta funkecijos ((s;2)
vidurkiams pusplokStumeéje o > % yra teisingi jverciai.

4 lema. Sakykime, kad o > % Tada

T
1
T/|§(a+it,a;%)]2dt20(1)~
0

5 lema. Sakykime, kad o > % Beveik visiems wy € )y teisingas jvertis
T
/ (0 + it o, wo; B)|Pdt = O(T).
0

6 lema. Sakykime, kad o > % Beveik visiems wy € () teisingas jvertis

T
/ 1C(0 4 it, wy; A)|*dt = O(T).
0

Siy teiginiy jrodymus galima rasti [2].

Tarkime a;, = {p % ,p — pirminis}. Tore Q apibrézkime transformacija
frlw) = apw, w € Q. Tada f, yra mati mata iSsauganti transformacija erdvéje
(Q,B(Q),my).

Aibé A € B(Q2) yra vadinama invariantiska transformacijos f, atzvilgiu, jei aibés
A ir Ay, = fu(A) skiriasi viena nuo kitos nulinio mpy-mato aibe,
t. y. my(AAAL) = 0.

7 lema. TequlT yra mati matg iSsauganti ergodiné transformacija erdvéje (Q, F,m).

Tada kiekvienai funkcijai f € LY(Q, F,m) beveik kiekvienam w € Q teisinga lygybé

o1
lim —
n—oo M,

S f(Thw) = E(f).
k=0
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Tai Birkhofo teorema; jos jrodyma galima rasti [8].

8 lema. Tegqul o yra transcendentusis skaicius. Tuomet vieno parametro grupe

{®, : 7 € R} yra ergodiné.

Lemos jrodyma galima rasti [3].

Sakome, kad tikimybiniy maty { P} Seima erdvéje (S5, B(S)) yra reliatyviai kom-
paktiska, jei kiekvienoje elementy i§ { P} sekoje yra silpnai konverguojantis posekis.
Seima, {P} vadinama suspausta, jei kiekvienam pakankamai mazam ¢ > 0 egzistuoja
kompaktiska aibé K tokia, kad P(K) > 1 — ¢ su visais matais P i§ {P}.

9 lema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kom-
paktiska.

10 lema. Tarkime, kad S yra separabili pilna metriné erdvé. Jeigu erdvés (S, B(S))
tikimybiniy maty Seima { P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra suspausta.

9 ir 10 lemos yra Prochorovo (Prokhorov) teoremos, juy jrodymus galima rasti [1].
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2.2. Ribiné teorema tore

Apibrézkime mata
Qr(A)=vr(((p™:peP),((m+a)™:meNy)) e€d), AcB().

2 teorema. Tegul o yra transcendentusis skaicius. Tuomet tikimybinis matas Qr,
kai T — oo, silpnai konverguoja 3 Haaro matqg my.

Irodymas. Sios teormos jrodymas sutampa su 9 lemos jrodymu i3 [3], todél pri-
minsime tik pagrindinius zingsnius. Sudarome dualigja grupe €2, kuri yra izomorfiska

(ev)e(ex)

peP meNy
¢ia Z, = Z visiems p € P ir Z,, = Z visiems m € Ny. Elementas (k,l) = (k, : p €
P, 1, : m € Ny) i8 G yra atvaizduojamas j € tokiu budu
(z,y) = (2% ") =[] =% T vim
peP meNy
Clax=(z,:p€EP) €, y=(ym:m €Ny €y, be to tik baigtinis k, ir [,,, kiekis

yra nenuliai. Todél mato Qr Furje transformacija gr(k, 1) yra

gr(k1) = / (Hp | m+a)‘“lm> dt

peP meENg
= —/exp{—zt (Zk logp + Z I log m+a)>}dt (2)
peP meENg

(¢ia tik baigtinis skai¢ius sveikyjy k, ir [,, néra nuliai).
Kadangi « yra transcedentusis skai¢ius, sistema {logp : p € P} U {log(m + a) : m €

No} yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q. I8 ¢ia kartu su (2) iSraiska turime

1 jei (k1) =(0,0),

gT(Ea _) = cxp{—iT(E kplogp+> Im log(m—l—a))}—l ..
- —iT(Z;]:]:k:lngﬂ-Zm(jiglm log(m—+a)) , Jel (Ea D 7é (Qa Q)7
ir
L jei (k1) =1(0,0),
lim gr(k,l) = e (51 =09

T— 00 O, Jel (E,D 7’é (Q)Q)

Pritaike 1 lema gauname teoremos tvirtinima.
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2.3. Ribiné teorema Dirichlé polinomams

Fiksuokime o1 > % ir n,m € N pazymeékime

v1(m,n) = exp {— <%>Ul}>

s -enl- (252}

oméeNy,neN

Apibréziame eilutes

ir
by va(m,m)
(m+a)”

Culo,o;B) =D

m=1
Zinoma, kad eilutés ¢,(o;2) ir ¢, (0, oz B) absoliuciai konverguoja, kai oy > 3 (.

atitinkamai [5] ir [2]). Pazymime
Pra(A) = vr(Galo +it) € 4), A€ B(C?),
¢ia
Gu(0) = (Cul0; ), Gu(0, ;B)) .
Be to, kai & = (@, @) € Q, tegul

amwi(m)vy(m,n)

Cn(o-v @17 Q() = Z

mU
m=1
ir
~ = bmdj2(m)v2(m7n>
(o, a, w9 B) =
G 2 B) mZ:1 (m+ «a)’
Kadangi |w1(m)| = 1 ir |we(m)| = 1, tuomet eilutés (o, w1;2A) ir (,(0, o, ws;B)

taip pat absoliuciai konverguoja, kai oy > % Tegul

C_n(av W) = (Calo;w1;A), Gulo, a, w2 B)),

ir

Pr(A) = vr(Gu(o +1it,0) € A), A€ B(C?).

14



3 teorema. Erdvéje (C* B(C?))) egzistuoja tikimybinis matas P, toks, kad matai
Pr,, ir PTm , kat T" — o0, silpnai konverguoja j P,.
Irodymas. Funkcijg u,, : Q — C? apibréziame formule
— U, 1) o= bm ;
(1, 02) = (Z D ()01, 1) 5= btoa(m)a(m ">>.

m=1 me m=0 (m + a)a

Funkcija u,, yra tolydi ir

U (P~ :p €P), (m+a) ™ :m € Ny))
= (Culo +it;2A), Cu(o +it, ;B)) = (a0 +it).

Vadinasi,
PT,n(A) - QTU;I(A> - QT(UEIA)v A € B<CQ)

-1

a5 kai

éia, i§ 2 teoremos ir 2 lemos seka, kad matas Pr,, silpnai konverguoja j mpu
T — 0.

Funkcija v : 2 — Q apibréziame formule
v(w) = ww.
Tuomet

un(V((p™" :p € P), ((m + )™ :m € Ny)))
= (Culo +it,01;2), Gu(o +it, a, 2;B)) = (ulo, w).

Taigi, panaSiai kaip mato Pr, atveju gauname, kad matas pT,n silpnai konver-

guoja i my(u,v)~t, kai T — oo. I§ Haro mato my invariantiSkumo seka, kad

my(u,v) ' = (myguHu, ' = myu,'. Teorema yra jrodyta.
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2.4. Aproksimavimas vidurkiu

Sakykime, kad z; = (211, 212), 29 = (221,290) € C. Apibrézkime metriky p

1/2
p(z1, 22) (Z|le 22 )

ir visiems z € C, |z] = p(z,0). Si metrika apibrézia topologija erdvéje C2. Be to

erdvéje C? tokiu budu

2
p(z1 22) Z\ZU—sz\. (3)

Dabar aproksimuosime vektorius ((o) ir ((o,w) atitinkamai vektoriais ¢ (o) ir
¢ (o,w).
Tuomet p(f,g) yra metrika erdvéje C?
4 teorema. Turime

lim limsup — / (o +1it),¢ (o +it))dt =0

n—=0 T 4,00

ir visiems w €
T

1
lim lim sup — /p(((a +it,w),( (o +it,w))dt = 0.
N> Ty 1 - =

0

Irodymas. Sakykime, kad min o; >

min % Pritaikius 4 lema galima jrodyti, kad
<j<

periodine Hurvico dzeta funkcija (o, a;9B) galima aproksimuoti (, (o, a;B), t. ¥.
teisinga lygybeé

n—00 T _s~o

1
lim lim sup T / IC(0 +it,a;B8) — G, (0 + it, a;B)|dt = 0.
Analogiska lygybé yra teisinga ir periodinei dzeta funkcijai ((o; 1)

1
lim lim sup T / IC(0 +it; A) — (o +it; A)|dt = 0.

n—=o0 T 500

Pritaikius (3) nelygybe turime

lim lim sup — / (o +it), ¢ (o +it))dt

n—=00 T 00

16



s /T
1
< lim limsupf ]Zl /|§(0+it) — ¢ (o +it)|dt 0
=1 \0

n—0o0 T _sso

Tokiu budu gauname pirmaja teoremos lygybe.
Norédami gauti analogiska sarysj ((o + it,wy; ) ir ((o + it,wq;B) pritaikome
Birkhofo-Chiné¢ino (Birkhoff-Khinchine) teorema (7 lema) bei 5 ir 6 lemas, t. y.

beveik visiems w; €

1
lim limsupf / (0 +it,wy; A) — Cu(o +it,wi;A)|dt =0

n—=00 T 400

o beveik visiems ws € (29

1
lim lim sup T / IC(0 +it, o, wa;B) — (o0 + it, o, wo; B)|dt = 0.

n—=00 T 00

Is pastaryjy dviejy lygybiy seka antrosios teoremos dalies tvirtinimas, t. y.
lim lim sup — / (0 +1it,w), Cu(o +it,w))dt = 0.

n—x T _s50

Teorema jrodyta.
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2.5. Absoliuciai konverguojancios Dirichlé eilutés

Apibrézkime kit tikimybinj matg
PT(A) = VT(Q(U + it,td) S A), A€ B((CQ)

5 teorema. FErdvéje (C* B(C?)) egzistuoja tikimybinis matas P toks, kad, kai
T — oo, matai Pr ir Pr abu silpnai konverguoja 3 P.

Irodymas. Tegul n yra atsitiktinis elementas apréztas tam tikroje tikimybinéje
erdvéje (€, B(Q), m) ir tolygiai pasiskirstes intervale [0, 1]. Apibréziame C2-reik$mj
elementa tikimybinéje erdvéje (€, B(Q2), m)

KT,n = XT,n(‘T) = (KT,n,l(U)aXT,nQ(U)) = QH(U +iT'n).

Tuomet pagal 3 teoremg

D
—

XT,TL T — 00 Xn’ (4)
dia X, = X, (0) = (Xp1(0), Xn2(0)) yra C*— reiksmis atsitiktinis elementas, kurio
pasiskirstymas yra P, (ribinis matas 3 teoremoje).

Eilutés (,(s; ) ir (,(s,a;B) konverguoja absoliu¢iai pusplokstuméje o > %

Todeél

|am| Ul m,n) |am|2
Tlggo—/mnowwt N

ir

- |bm|2U2(man) - ‘bm|2
lim —/ Colo +it,a;B)|7dt =
Jim | )I? mZ e mZ L
visiems n € N. IS ¢ia, kai 01, > 5 ir o9 > %,
lim sup — / sup |G, (o + it; A)|dt
T—o0 ceK;
1/2
1
<ceylimsup | = / |Go (o 4 it; )|t < ey < oo (5)
T—o00 2T

ir

lim sup — /sup G0 + it o; B)|dt

T—o0 oceK;

18



1/2

< ¢y lim sup = /Kn oo +it, o Ql)\ dt < Ry < 00, (6)

T—o00

o |a |2 1/2 [o@)
¢ia Ry = | D e ir Ry =

1/2
b, |2 . .
> (|’”—|2(,2l> , 0 ¢y ir ¢y yra tam tikros
m=1 m=1

m+a)

teigiamos konstantos.
Sakykime, kad € yra laisvai pasirenkamas teigiamas skaicius, o M;; = ¢;; R;2!™1 /e,
j =1,2, 1 € N. Tada pritaikius (5) ir (6) nelygybes gauname

lim sup m (sup | X1n;(0)] > M,; bent vienam j = 1,2)

T—)OO oK,

thsupm (sup | X7n,i(0)] > M-,l)

=1 T—o00 ceK;

1
< ——suplimsup — / sup |, (o + it; A)|dt
Mll neN T—oo ceK;

sup |G, (o +it, o; B)|dt
geK;

1 ) 1
+——sup lim sup —
20 neN T—oo 1

N2 | o O\’ﬂo

< culy 4 co Ry
= My, My

I§ ¢ia ir (4) seka

m (sup | X,,;(0)] > M;; bent vienam j = 1,2) <
seK;

82| o
~~~
\]
S~—

Nagrinékime aibe

H? ={(f1,f2) € C*) s sup |f;(0)| < My, j=1,2, leN}

€K

Ji yra kompaktas erdvéje C2, o i§ (7) sarysio
m(X, € H) >1—e¢.
IS elemento X, apibrézimo seka, kad
P,(H?)>1-¢

visiems n € N. Tai parodo, kad tikimybiniy maty Seima {P, : n € N} yra suspausta.
Pritaikius Prochorovo teorema (9 lema), ji yra reliatyviai kompaktiska. Todél egzis-
tuoja posekis {P,, } C {P,}, toks kad matai P,, silpnai konverguoja j tam tikra
tikimybinj mata P apibrézta erdvéje (C2, B(C?)), kai ny — oo. Todél

D
X, Nk — X P. (8)
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Dabar apibrézkime
Xy =Xp(0) = (XTJ(U)aXT,Q(U)) = §(0 +iTn).

Tada X, yra C2 reikdmis atsitiktinis elementas erdvéje (€, B(€),m). Pritaikius 4
teorema
lim limsup vr(p(¢(o +it), (¢ (0 + 1)) > €)

N—00 T _s~o
T

1
< lim limsup — [ p(¢(o +it), (¢ (o +it))dt =0,
n—00 T_so0 eT - —n
0

kiekvienam ¢ > 0. Tai parodo, kad

lim lim sup m(p(X(0), Xr,,(0)) > <) =0 9)

n—=00 T 400

Dabar (4), (8) ir (9) sarySiai kartu su 4.2 teorema i§ [1] gauname

D
—
T — oo

X P. (10)

Tai parodo, kad matas Pr silpnai konverguoja j P, kai T — oo. Be to (10) parodo,
kad matas P nepriklauso nuo sekos nj pasirinkimo. Todél kartu su Seimos {P,}
reliatyviu kompaktiskumu gauname, kad

D

X, n=>xXP. (11)

mn

IS pastarojo sarysio, 3 teoremos bei 4 teoremos antrosios dalies, analogiska situacija
gauname ir matui Pr beveik visiems w, t. y., kad jis silpnai konverguoja j P, kai

T — oo.
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4. Teoremos jrodymas

Sakykime, kad A yra mato P tolydumo aibé i$ 5 teoremos. Tada

lim vp(¢(0 +it,w) € A) = P(A) (12)

n—o0

beveik visiems w € Q. Erdvéje (2, B(€2),my) apibrézkime atsitiktinj elementa 6

tokiu budu
6() = 1, jei ((o,w) €A,
0, jei ((o,w) ¢ A
Jo vidurkis E(6) yra
E(9) = /Hde =mpg(w € Q: ((o,w) € A) = P(A). (13)
Q

8 lema parodo, kad atsitiktinis procesas 0(®;(w)) yra ergodiskas. Pritaikius 7 lema
(Birkhofo-Chinéino teorema) randame, kad beveik visiems w €

lim % / 0(®,(w))dt = E(6). (14)

0

Be to is 0 ir &, apibrézimy seka

T
1

T/e(q)t((ﬂ))dt = VT(£(0+it7w) € A).

0
I8 ¢ia kartu su (13) ir (14) lygybémis turime, kad

jlggo vr((o +it,w) € A) = P (A)

beveik visiems w € . Vadinasi, atsizvelgus j (12), P(A) = P;(A) visoms mato
P tolydumo aibéms A. Kadangi tolydumo aibés sudaro apibréziancia klase, tai

P(A) = P:(A) visoms A € B(C?). Teorema jrodyta.
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Isvados

Magistro darbe nagrinéjamos periodinés dzeta funkcijos ((s;2() ir periodinés
Hurvico dzeta funkcijos ((s,a;B), s = o + it jungtinis reikSmiy pasiskirstymas.
Jei a yra transcendentusis skai¢ius ir o > %, tai funkcijoms ((s;20) ir (s, a;B)
yra teisinga jungtiné ribiné teorema tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme

kompleksinéje plokstumoje C2.
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Santrauka

Sakykime, kad s = o + it yra kompleksinis kintamasis, « - fiksuotas parametras,
0 <o < 1,02 ={a,:m € N} yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su
minimaliu periodu k € N, 0 B = {b,, : m € Ny} kita periodiné kompleksiniy skai¢iy
seka su minimaliu periodu [ € N. PusplokStuméje o > 1 periodiné dzeta funkcija
((s;21) yra apibréziama eilute

) i,

5; %) = —,

C(s:) mZ:l -
ir analiziSkai pratesiama j kompleksine plokstuma iSskyrus, gal but, taska s = 1.

Periodiné Hurvico dzeta funkcija toje pat pusplok§tumeéje yra apibréziama Dirichlé

eilute
oo bm
C(S,OJ,%) - mZ:O (m+ a)57

bei yra analiziné visoje s-plokStumoje, isskyrus, gal but, taska s = 1.

Magistro darbe yra nagrinéjamas jungtinis periodinés ir periodinés Hurvico dzeta
su transcendenciuoju parametru « funkcijy reikSmiy pasiskirstymas. Yra jrodyta
jungtiné ribiné teorema Siy funkcijy porai tikimybiniy maty silpno konvergavimo

prasme erdvéje C2.
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Summary
Joint value distribution of certain zeta-functions

Let s = o + it be a complex variable, and « is fixed parameter, 0 < o < 1.
Ler 2 = {a,, : m € N} be a periodic with least period k£ € N sequence of complex
numbers, and let B = {b,, : m € Ny} be another periodic with least period [ € N
sequence of complex numbers. The periodic zeta-function ((s;2), for o > 1, is

defined by the series

o0

(s = o,

m=1

and by analytic continuation elsewhere except, maybe, point s = 1. The periodic
Hurwitz zeta-function ((s, o;B), for o > 1, is given by
o0 b,
((s,;B) = mz::om7
and analytically continued to whole complex plane except possible simple pole at
s=1.
In Master thesis, the joint value-distribution of functions ((s;%) and ((s, o;B)
(with transcendental parameter «) is obtained. It is proved the joint limit theorem
in the sense of weak convergence of probability measures for the paire of mentioned

functions in the space C2.
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