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�ym
ejimai

p � pirminis skai£ius

k, l,m, n, j � nat	uralieji skai£iai

N � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e

N0 � nat	uraliu�ju� skai£iu� aib
e ir N0 = N ∪ {0}

Z � sveiku�ju� skai£iu� aib
e

R � realiu�ju� skai£iu� aib
e

C � kompleksiniu� skai£iu� aib
e

i � menamasis vienetas, i =
√
−1

s = σ + it � kompleksinis kintamasis

Res = σ � kompleksinio kintamojo s realioji dalis

Ims = t � kompleksinio kintamojo s menamoji dalis

meas{A} � aib
es A Lebego matas
D→ � konvergavimas pagal skirstini�

B(S) � erdv
es S Borelio aibiu� klas
e

EX � atsitiktinio elemento X vidurkis

γ � vienetinis apskritimas kompleksin
eje plok²tu-

moje, t. y. {s ∈ C : |s| = 1}

A4At � aibiu� A ir At simetrinis skirtumas

mH � Haaro matas,

H(D) � analiziniu� srityje D := {s ∈ C : 1
2
< σ < 1}

funkciju� erdv
e.
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I�vadas

Skai£iu� teorijoje ypating¡ viet¡ uºima dzeta funkcijos. Tai kompleksinio kin-

tamojo s = σ + it funkcijos, kurios tam tikroje pusplok²tum
eje yra apibr
eºiamos

Dirichl
e eilute
∞∑
m=1

ame
−λms;

£ia {am} � kompleksiniu� skai£iu� seka, {λm} � grieºtai did
ejanti teigiamu� skai£iu� seka,

lim
m→∞

λm = +∞. Kai λm = logm, gauname paprast¡j¡ Dirichl
e eilut¦.

Viena i² ºinomiausiu� dzeta funkciju� yra Rymano dzeta funkcija

ζ(s) =
∞∑
m=1

1

ms
,

kuri apibr
eºiama pusplok²tum
eje σ > 1. Ji taip pat yra i²rei²kiama Oilerio sandauga

pagal pirminius skai£ius

ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

, σ > 1.

Funkcija ζ(s) yra analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, o ta²kas s = 1

yra jos paprastasis polius su reziduumu 1.

Ta£iau yra dzeta funkciju�, kurios neturi i²rai²kos Oilerio sandauga. Pavyzdºiui,

Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α). Sakykime, kad α yra �ksuotas parametras,

0 < α ≤ 1. Tada funkcija ζ(s, α) pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e

eilute

ζ(s, α) =
∞∑
m=0

1

(m+ α)s

ir analizi²kai prat¦siama i� vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus paprast¡ji� poliu� su

reziduumu 1 ta²ke s = 1. Kai parametras α = 1, Hurvico dzeta funkcija tampa

Rymano dzeta funkcija ζ(s), o kai α = 1
2
,

ζ

(
s,

1

2

)
= 2sL(s, χ);

£ia L(s, χ) yra Dirichl
e L funkcija, χ � charakteris mod 2. Bendru atveju funkcija

ζ(s, α) neturi i²rai²kos Oilerio sandauga pagal pirminius skai£ius.

Savo statistin
emis savyb
emis i�domios yra taip vadinamos periodin
es dzeta funkci-

jos, t. y. funkcijos, kuriu� koe�cientai sudaro periodines sekas.
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Tegul A = {am : m ∈ N} yra multiplikatyvi periodin
e kompleksiniu� skai£iu� am

seka su minimaliu periodu k ∈ N. Pusplok²tum
eje σ > 1 periodin
e dzeta funkcija

ζ(s,A) yra apibr
eºiama eilute

ζ(s;A) =
∞∑
m=1

am
ms

.

I² sekos A periodi²kumo bei Hurvico dzeta funkcijos ζ(s;α) savybiu� turime

ζ(s;A) =
1

ks

k∑
m=1

amζ
(
s,
m

k

)
, σ > 1.

�ios lygyb
es pagalba funkcija ζ(s;A) yra analizi²kai prat¦siama i� kompleksin¦ plok²-

tum¡, i²skyrus, gal b	ut, paprast¡ji� poliu� ta²ke s = 1 su reziduumu

a :=
1

k

k∑
m=1

am.

Jei a = 0, periodin
e dzeta funkcija ζ(s,A) yra sveikoji funkcija. Priminsime, kad ²i¡

funkcij¡ pirmasis apibr
eº
e V. �ni [6].

Sakykime, kad B = {bm : m ∈ N0} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� bm seka,

kurios minimalus periodas yra l ∈ N. Periodin
e Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α;B),

0 < α ≤ 1, pusplok²tum
eje σ > 1 yra apibr
eºiama Dirichl
e eilute

ζ(s, α;B) =
∞∑
m=0

bm
(m+ α)s

.

Jeigu bm ≡ 1, tai gauname klasikin¦ Hurvico dzeta funkcij¡. Kadangi seka B yra

periodin
e, tai pusplok²tum
eje σ > 1 turime

ζ(s, α;B) =
k−1∑
r=0

∞∑
m=0

br
(mk + r + α)s

=
1

ks

k−1∑
r=0

br

∞∑
m=0

1

(m+ ( r+α
k

))s
=

=
1

ks

k−1∑
r=0

brζ

(
s;
r + α

k

)
. (1)

Gerai ºinoma, kad Hurvico dzeta funkcija ζ(s, α) yra analizi²kai prat¦siama i�

vis¡ kompleksin¦ plok²tum¡, i²skyrus ta²k¡ s = 1, kuris yra paprastasis polius su

reziduumu 1. Tod
el i² (1) lygyb
es i²plaukia, kad periodin
e Hurvico dzeta funkcija

ζ(s, α;B) yra analizin
e visoje s-plok²tumoje, i²skyrus, gal b	ut, paprast¡ji� poliu�

s = 1 su reziduumu

b :=
1

k

k−1∑
r=0

br.

5



Jeigu b = 0, tai funkcija ζ(s, α;B) taip pat yra sveikoji funkcija. Pastebime, kad

periodin¦ dzeta funkcij¡ apibr
eº
e A. Laurin£ikas ir A. Javtokas [2].

Dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstym¡ galima nagrin
eti taikant ribines teoremas

apra²omas silpnojo tikimybiniu� matu� konvergavimo prasme.

Tegul Pn ir P yra tikimybiniai matai erdv
eje (S,B(S)). Sakome, kad matas Pn,

kai n→∞, silpnai konverguoja i� mat¡ P , jeigu∫
S

fdPn →
∫
S

fdP

kiekvienai realiai, apr
eºtai tolydºiai funkcijai f i² S.

Dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstymo tyrim¡ nagrin
ejo daugelis matematiku�, i²

ju� galima b	utu� pamin
eti B. Bag£i� (Bagchi), K. Matsumoto, J. �toiding¡ (Steuding),

A. Laurin£ik¡, R. Ka£inskait¦, R. Macaitien¦, D. �iau£i	un¡, V. Garbaliauskien¦ ir

kt.

Jungtinio dzeta funkciju� reik²miu� pasiskirstymo pirm¡ji� rezultat¡ gavo S. Voron-

inas (Voronin) Dirichl
e L funkcijoms [7].

Paºym
ekime meas{A} ma£ios aib
es A ⊂ R Lebego mat¡. Sakykime, kad T > 0.

Apibr
eºkime

νT (. . .) =
1

T
meas {t ∈ [0, T ] : . . .},

o vietoje daugta²kio i�ra²ysime s¡lygas, kurias tenkina t. B(S) paºym
ekime erdv
es

S Borelio aibiu� klas¦, o D = {s ∈ C : 1
2
< σ < 1}.

A teorema. Sakykime, kad σ > 1, o χ1, . . . , χn yra poromis neekvivalent	us Dirichl
e

charakteriai. Paºym
ekime L(s, χ1), . . . , L(s, χn) atitinkamas Dirichl
e L funkcijas.

Tada, kai T →∞, tikimybinis matas

1

T
meas{τ ∈ [0, T ] : (L(s+ iτ, χ1), . . . , L(s+ iτ, χn)) ∈ A}, A ∈ B(H(D)),

silpnai konverguoja i� atsitiktinio elemento, apibr
eºto Dirichl
e L funkciju� rinkiniui,

pasiskirstym¡.

M	usu� darbo tikslas � i�rodyti jungtin¦ ribin¦ teorem¡ silpno tikimybiniu� matu�

konvergavimo prasme periodinei dzeta funkcijai ir periodinei Hurvico dzeta funkci-

jai kompleksin
eje plok²tumoje. J¡ suformuluosime pirmajame skyriuje.

Darbas yra sudarytas i² triju� skyriu�. Pirmajame pateikiama teoremos formu-

luot
e, antrajame � pagalbiniai teiginiai, reikalingi pagrindin
es teoremos i�rodymui.
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Tre£iajame skyriuje yra i�rodomas pagrindinis darbo rezultatas. Taip pat patei-

kiamos i²vados bei magistro darbo santrauka lietuviu� bei anglu� kalbomis.
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1. Teoremos formuluot
e

�iame skyriuje suformuluosime pagrindin¦ m	usu� darbo teorem¡.

Sakykime, kad C2 yra aibiu� C ir C Dekarto sandauga, t. y. C2 = C × C.

Paºym
ekime γ vienetini� apskritim¡ kompleksin
eje plok²tumoje,

t. y. γ = {s ∈ C : |s| = 1}. Apibr
eºkime torus Ω1 ir Ω2 tokiu b	udu:

Ω1 =
∏
p

γp ir Ω2 =
∞∏
m=0

γm;

£ia pirmoji sandauga yra skai£iuojama pagal visus pirminius skai£ius ir γp = γ, o

antroji sandauga � pagal visus teigiamus sveikuosius ir γm = γ, kai m ∈ N0. Torai

Ω1 ir Ω2 su sandaugos topologija ir pata²kine daugyba yra kompakti²kos topologin
es

Abelio grup
es. Tod
el erdv
eje (Ωj,B(Ωj)) galima apibr
eºti tikimybini� Haaro mat¡

mjH , j = 1, 2. Tokiu b	udu gauname tikimybin¦ erdv¦ (Ωj,B(Ωj),mjH), j = 1, 2.

Tegul Ω = Ω1 × Ω2. Tada Ω taip pat yra kompaktin
e topologin
e grup
e ir gauname

nauj¡ tikimybin¦ erdv¦ (Ω,B(Ω),mH), kurios matasmH yra Haaro matas apibr
eºtas

(Ω,B(Ω)) ir gaunamas sudauginus matus m1H ir m2H . Paºym
ekime ω1(p) elemento

ω1 ∈ Ω1 projekcij¡ i� koordinatin¦ erdv¦ γp, o ω2(m) elemento ω2 ∈ Ω2 projekcij¡ i�

koordinatin¦ erdv¦ γm. Kai m ∈ N,

ω1(m) =
∏
pr||m

ωr1(p);

£ia pr||m rei²kia, kad pr|m, bet pr+1 - m. Apibr
eºkime kompleksines reik²mes

i�gyjan£ius atsitiktinius elementus atitinkamose erdv
ese (Ω1,B(Ω1),m1H) ir

(Ω2,B(Ω2),m2H) periodinei dzeta ir periodinei Hurvico dzeta funkcijoms formul
emis

ζ(σ, ω1;A) =
∞∑
m=1

amω1(m)

mσ

ir

ζ(σ, α, ω2;B) =
∞∑
m=0

bmω2(m)

(m+ α)σ
.

Tai galima padaryti naudojant Randema£erio teorem¡ apie atsitiktiniu� elementu�

poru� ortogonalum¡, nes sekos A ir B yra apr
eºtos. ω paºym
ekime por¡ (ω1, ω2),

t. y. ω = (ω1, ω2), o

ζ(σ) = (ζ(σ;A), ζ(σ, α;B)
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ir

ζ(σ, ω) = (ζ(σ, ω1;A), ζ(σ, α, ω2;B)).

Tuomet ζ(σ, ω) yra C2-reik²mis atsitiktinis elementas tikimybin
eje erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH), kurio pasiskirstymas yra

Pζ(A)
def
= mH(ω ∈ Ω : ζ(σ, ω) ∈ A), A ∈ B(C2)).

Erdv
eje (C2,B(C2)) apibr
eºkime tikimybini� mat¡

PT (A) = νT (t ∈ [0, T ] : ζ(σ) ∈ A), A ∈ B(C2).

1 teorema. Sakykime, kad α yra transcendentusis skai£ius ir σ > 1
2
. Tada tikimy-

binis matas PT , kai T →∞, silpnai konverguoja i� tikimybini� mat¡ Pζ.

9



2. Pagalbiniai rezultatai

�iame skyriuje pirmiausiai pateiksime ºinomus apibr
eºimus ir teiginius, kuriu�

reik
es pagrindin
es darbo teoremos i�rodymo etapuose. Po to i�rodysime pagalbines

teorems, reikalingas nuosekliam i�rodyme.

2.1. �inomi apibr
eºimai ir rezultatai

Sakykime, kad Q yra tikimybinis matas apibr
eºiamas erdv
eje (Ω,B(Ω)).

Apibr
eºimas. Mato Q Furje transformacija g(k) yra apibr
eºiama formule

g(k) =

∫
Ω

∏
p

xkpp dQ;

£ia k = (k2, k3, . . .) ir tik baigtinis sveiku�ju� kp skai£ius yra nenuliai, xp ∈ γ, p yra

pirminis.

1 lema. Tegul {Qn} yra tikimybiniu� matu� erdv
eje (Ω,B(Ω)) seka, o {gn(k)} �

atitinkamu� Furje transformaciju� seka. Tarkime, kad kiekvienam vektoriui k egzis-

tuoja riba

g(k) = lim
n→∞

g(k).

Tada erdv
eje (Ω,B(Ω)) egzistuoja tikimybinis matas Q toks, kad Qn silpnai konver-

guoja i� mat¡ Q. Be to g(k) yra mato Q Furje transformacija.

�ios lemos i�rodym¡ galime rasti [4] (1.3.21 teorema).

Tarkime, kad u : S → S1 yra mati funkcija. Tada kiekvienas tikimybinis matas

P i² erdv
es (S,B(S)) erdv
eje (S1,B(S1)) indukuoja vieninteli� tikimybini� mat¡ Pu−1

apibr
eºiam¡ lygybe

Pu−1(A) = P (u−1A), A ∈ B(S1).

2 lema. Tarkime kad u : S → S1 yra tolydi funkcija. Tada i² matu� Pn silpno

konvergavimo i� P seka, kad Pnu
−1 silpnai konverguoja Pu−1, kai n→∞.

Tai 5.1 teorema i² [1].

Apibr
eºimas. Atsitiktiniu� elementu� seka {Xn} konverguoja pagal skirstini� i� atsitiktini�

element¡ X, kai n→∞, jei elementu� Xn skirstiniai silpnai konverguoja i� elemento

X skirstini� (ºymime Xn
D→ X).
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Tegul S yra separabili metrin
e erdv
e, kurioje apibr
eºta metrika ρ, o

Yn, X1,n, X2,n, . . . yra S�reik²miai atsitiktiniai elementai apibr
eºti erdv
eje (Ω,F ,P).

3 lema. Tarkime, kad Xkn
D→ Xk, kai n → ∞, kiekvienam k ir Xk

D→ X, kai

k →∞. Jeigu kiekvienam ε > 0

lim
k→∞

lim sup
n→∞

P{ρ(Xkn, Yn) > ε} = 0,

tada Yn
D→ X, n→∞.

Tai 4.2 teorema i² [1].

Periodin
es Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α;B) ir periodin
es dzeta funkcijos ζ(s;A)

vidurkiams pusplok²tum
eje σ > 1
2
yra teisingi i�ver£iai.

4 lema. Sakykime, kad σ > 1
2
. Tada

1

T

T∫
0

|ζ(σ + it, α;B)|2dt = O(1).

5 lema. Sakykime, kad σ > 1
2
. Beveik visiems ω2 ∈ Ω2 teisingas i�vertis

T∫
0

|ζ(σ + it, α, ω2;B)|2dt = O(T ).

6 lema. Sakykime, kad σ > 1
2
. Beveik visiems ω1 ∈ Ω1 teisingas i�vertis

T∫
0

|ζ(σ + it, ω1;A)|2dt = O(T ).

�iu� teiginiu� i�rodymus galima rasti [2].

Tarkime ah = {p−it, p − pirminis}. Tore Ω apibr
eºkime transformacij¡

fh(ω) = ahω, ω ∈ Ω. Tada fh yra mati mat¡ i²sauganti transformacija erdv
eje

(Ω,B(Ω),mH).

Aib
e A ∈ B(Ω) yra vadinama invarianti²ka transformacijos fh atºvilgiu, jei aib
es

A ir Ah = fh(A) skiriasi viena nuo kitos nulinio mH-mato aibe,

t. y. mH(A4Ah) = 0.

7 lema. Tegul T yra mati mat¡ i²sauganti ergodin
e transformacija erdv
eje (Ω̃, F,m).

Tada kiekvienai funkcijai f ∈ L1(Ω, F,m) beveik kiekvienam ω ∈ Ω̃ teisinga lygyb
e

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(T kω) = E(f).
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Tai Birkhofo teorema; jos i�rodym¡ galima rasti [8].

8 lema. Tegul α yra transcendentusis skai£ius. Tuomet vieno parametro grup
e

{Φτ : τ ∈ R} yra ergodin
e.

Lemos i�rodym¡ galima rasti [3].

Sakome, kad tikimybiniu� matu� {P} ²eima erdv
eje (S,B(S)) yra reliatyviai kom-

pakti²ka, jei kiekvienoje elementu� i² {P} sekoje yra silpnai konverguojantis posekis.

�eima {P} vadinama suspausta, jei kiekvienam pakankamai maºam ε > 0 egzistuoja

kompakti²ka aib
e K tokia, kad P (K) > 1− ε su visais matais P i² {P}.

9 lema. Jei tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra suspausta, tai ji yra reliatyviai kom-

pakti²ka.

10 lema. Tarkime, kad S yra separabili pilna metrin
e erdv
e. Jeigu erdv
es (S,B(S))

tikimybiniu� matu� ²eima {P} yra reliatyviai kompakti²ka, tai ji yra suspausta.

9 ir 10 lemos yra Prochorovo (Prokhorov) teoremos, ju� i�rodymus galima rasti [1].
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2.2. Ribin
e teorema tore

Apibr
eºkime mat¡

QT (A) = νT (((p−it : p ∈ P), ((m+ α)−it : m ∈ N0)) ∈ A), A ∈ B(Ω).

2 teorema. Tegul α yra transcendentusis skai£ius. Tuomet tikimybinis matas QT ,

kai T →∞, silpnai konverguoja i� Haaro mat¡ mH .

I�rodymas. �ios teormos i�rodymas sutampa su 9 lemos i�rodymu i² [3], tod
el pri-

minsime tik pagrindinius ºingsnius. Sudarome duali¡j¡ grup¦ Ω, kuri yra izomor�²ka

G
def
=

(⊕
p∈P

Zp

)⊕(⊕
m∈N0

Zm

)
,

£ia Zp = Z visiems p ∈ P ir Zm = Z visiems m ∈ N0. Elementas (k, l) = (kp : p ∈

P, lm : m ∈ N0) i² G yra atvaizduojamas i� Ω tokiu b	udu

(x, y)→ (xk, yl) =
∏
p∈P

xkpp
∏
m∈N0

ylmm ;

£ia x = (xp : p ∈ P) ∈ Ω1, y = (ym : m ∈ N0) ∈ Ω2, be to tik baigtinis kp ir lm kiekis

yra nenuliai. Tod
el mato QT Furje transformacija gT (k, l) yra

gT (k, l) =
1

T

T∫
0

(∏
p∈P

p−itkp
∏
m∈N0

(m+ α)−itlm

)
dt

=
1

T

T∫
0

exp

{
−it

(∑
p∈P

kp log p+
∑
m∈N0

lm log(m+ α)

)}
dt (2)

(£ia tik baigtinis skai£ius sveiku�ju� kp ir lm n
era nuliai).

Kadangi α yra transcedentusis skai£ius, sistema {log p : p ∈ P} ∪ {log(m+ α) : m ∈

N0} yra tiesi²kai nepriklausoma vir² Q. I² £ia kartu su (2) i²rai²ka turime

gT (k, l) =

 1 jei (k, l) = (0, 0),

− exp{−iT(
∑
p∈P kp log p+

∑
m∈N0

lm log(m+α))}−1

−iT (
∑
p∈P kp log p+

∑
m∈N0

lm log(m+α))
, jei (k, l) 6= (0, 0);


ir

lim
T→∞

gT (k, l) =

 1, jei (k, l) = (0, 0),

0, jei (k, l) 6= (0, 0).

Pritaik¦ 1 lem¡ gauname teoremos tvirtinim¡.
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2.3. Ribin
e teorema Dirichl
e polinomams

Fiksuokime σ1 >
1
2
ir n,m ∈ N paºym
ekime

υ1(m,n) = exp
{
−
(m
n

)σ1}
,

o m ∈ N0, n ∈ N

υ2(m,n) = exp

{
−
(
m+ α

n+ α

)σ1}
.

Apibr
eºiame eilutes

ζn(σ;A) =
∞∑
m=1

amυ1(m,n)

mσ

ir

ζn(σ, α;B) =
∞∑
m=1

bmυ2(m,n)

(m+ α)σ
.

�inoma, kad eilut
es ζn(σ;A) ir ζn(σ, α;B) absoliu£iai konverguoja, kai σ1 >
1
2
(ºr.

atitinkamai [5] ir [2]). Paºymime

PT,n(A) = νT (ζn(σ + it) ∈ A), A ∈ B(C2),

£ia

ζn(σ) = (ζn(σ;A), ζn(σ, α;B)) .

Be to, kai ω̂ = (ω̂1, ω̂2) ∈ Ω, tegul

ζn(σ, ω̂1;A) =
∞∑
m=1

amω̂1(m)υ1(m,n)

mσ

ir

ζn(σ, α, ω̂2;B) =
∞∑
m=1

bmω̂2(m)υ2(m,n)

(m+ α)σ
.

Kadangi |ω̂1(m)| = 1 ir |ω̂2(m)| = 1, tuomet eilut
es ζn(σ, ω̂1;A) ir ζn(σ, α, ω̂2;B)

taip pat absoliu£iai konverguoja, kai σ1 >
1
2
. Tegul

ζn(σ, ω̂) = (ζn(σ; ω̂1;A), ζn(σ, α, ω̂2;B)),

ir

P̂T,n(A) = νT (ζn(σ + it, ω̂) ∈ A), A ∈ B(C2).
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3 teorema. Erdv
eje (C2,B(C2))) egzistuoja tikimybinis matas Pn toks, kad matai

PT,n ir P̂T,n , kai T →∞, silpnai konverguoja i� Pn.

I�rodymas. Funkcij¡ un : Ω→ C2 apibr
eºiame formule

un(ω1, ω2) =

(
∞∑
m=1

amω1(m)υ1(m,n)

mσ
,

∞∑
m=0

bmω2(m)υ2(m,n)

(m+ α)σ

)
.

Funkcija un yra tolydi ir

un((p−it : p ∈ P), ((m+ α)−it : m ∈ N0))

= (ζn(σ + it;A), ζn(σ + it, α;B)) = ζn(σ + it).

Vadinasi,

PT,n(A) = QTu
−1
n (A) = QT (u−1

n A), A ∈ B(C2).

�ia, i² 2 teoremos ir 2 lemos seka, kad matas PT,n silpnai konverguoja i� mHu
−1
n , kai

T →∞.

Funkcij¡ υ : Ω→ Ω apibr
eºiame formule

υ(ω) = ωω̂.

Tuomet

un(υ((p−it : p ∈ P), ((m+ α)−it : m ∈ N0)))

= (ζn(σ + it, ω̂1;A), ζn(σ + it, α, ω̂2;B)) = ζn(σ, ω̂).

Taigi, pana²iai kaip mato PT,n atveju gauname, kad matas P̂T,n silpnai konver-

guoja i� mH(unυ)−1, kai T → ∞. I² Haro mato mH invarianti²kumo seka, kad

mH(unυ)−1 = (mHυ
−1)u−1

n = mHu
−1
n . Teorema yra i�rodyta.
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2.4. Aproksimavimas vidurkiu

Sakykime, kad z1 = (z11, z12), z2 = (z21, z22) ∈ C. Apibr
eºkime metrik¡ ρ

erdv
eje C2 tokiu b	udu

ρ(z1, z2) =

(
2∑
j=1

|z1j − z2j|2
)1/2

ir visiems z ∈ C, |z| = ρ(z, 0). �i metrika apibr
eºia topologij¡ erdv
eje C2. Be to

ρ(z1, z2) ≤
2∑
j=1

|z1j − z2j|. (3)

Dabar aproksimuosime vektorius ζ(σ) ir ζ(σ, ω) atitinkamai vektoriais ζ
n
(σ) ir

ζ
n
(σ, ω).

Tuomet ρ(f, g) yra metrika erdv
eje C2

4 teorema. Turime

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

ρ(ζ(σ + it), ζ
n
(σ + it))dt = 0

ir visiems ω ∈ Ω

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

ρ(ζ(σ + it, ω), ζ
n
(σ + it, ω))dt = 0.

I�rodymas. Sakykime, kad min
1≤j≤2

σj ≥ 1
2
. Pritaikius 4 lem¡ galima i�rodyti, kad

periodin¦ Hurvico dzeta funkcij¡ ζ(σ, α;B) galima aproksimuoti ζn(σ, α;B), t. y.

teisinga lygyb
e

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

|ζ(σ + it, α;B)− ζn(σ + it, α;B)|dt = 0.

Analogi²ka lygyb
e yra teisinga ir periodinei dzeta funkcijai ζ(σ;A)

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

|ζ(σ + it;A)− ζn(σ + it;A)|dt = 0.

Pritaikius (3) nelygyb¦ turime

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

ρ(ζ(σ + it), ζ
n
(σ + it))dt

16



6 lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

 2∑
j=1

 T∫
0

|ζ(σ + it)− ζ
n
(σ + it)|dt

 = 0

Tokiu b	udu gauname pirm¡j¡ teoremos lygyb¦.

Nor
edami gauti analogi²k¡ s¡ry²i� ζ(σ + it, ω1;A) ir ζ(σ + it, ω2;B) pritaikome

Birkhofo�Chin£ino (Birkho��Khinchine) teorem¡ (7 lema) bei 5 ir 6 lemas, t. y.

beveik visiems ω1 ∈ Ω1

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

|ζ(σ + it, ω1;A)− ζn(σ + it, ω1;A)|dt = 0,

o beveik visiems ω2 ∈ Ω2

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

|ζ(σ + it, α, ω2;B)− ζn(σ + it, α, ω2;B)|dt = 0.

I² pastaru�ju� dvieju� lygybiu� seka antrosios teoremos dalies tvirtinimas, t. y.

lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

ρ(ζ(σ + it, ω), ζn(σ + it, ω))dt = 0.

Teorema i�rodyta.
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2.5. Absoliu£iai konverguojan£ios Dirichl
e eilut
es

Apibr
eºkime kit¡ tikimybini� mat¡

P̂T (A) = νT (ζ(σ + it, ω) ∈ A), A ∈ B(C2).

5 teorema. Erdv
eje (C2,B(C2)) egzistuoja tikimybinis matas P toks, kad, kai

T →∞, matai PT ir P̂T abu silpnai konverguoja i� P .

I�rodymas. Tegul η yra atsitiktinis elementas apr
eºtas tam tikroje tikimybin
eje

erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),m) ir tolygiai pasiskirst¦s intervale [0, 1]. Apibr
eºiame C2�reik²mi�

element¡ tikimybin
eje erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),m)

XT,n = XT,n(σ) = (XT,n,1(σ), XT,n,2(σ)) = ζ
n
(σ + iTη).

Tuomet pagal 3 teorem¡

XT,n

D−−−−−→
T →∞ Xn, (4)

£ia Xn = Xn(σ) = (Xn,1(σ), Xn,2(σ)) yra C2� reik²mis atsitiktinis elementas, kurio

pasiskirstymas yra Pn (ribinis matas 3 teoremoje).

Eilut
es ζn(s;A) ir ζn(s, α;B) konverguoja absoliu£iai pusplok²tum
eje σ > 1
2
.

Tod
el

lim
T→∞

1

T

T∫
0

|ζn(σ + it;A)|2dt =
∞∑
m=1

|am|2υ2
1(m,n)

m2σ
6

∞∑
m=1

|am|2

m2σ

ir

lim
T→∞

1

T

T∫
0

|ζn(σ + it, α;B)|2dt =
∞∑
m=0

|bm|2υ2
2(m,n)

(m+ α)2σ 6
∞∑
m=1

|bm|2

(m+ α)2σ

visiems n ∈ N. I² £ia, kai σ1,l >
1
2
ir σ2,l >

1
2
,

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
σ∈Kl
|ζn(σ + it;A)|dt

6 c1l lim sup
T→∞

 1

2T

2T∫
0

|ζn(σ1l + it;A)|2dt

1/2

6 c1lR1l <∞ (5)

ir

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
σ∈Kl
|ζn(σ + it, α;B)|dt

18



6 c2l lim sup
T→∞

1

T

 1

2T

2T∫
0

|ζn(σ2l + it, α;A)|2dt

1/2

6 c2lR2l <∞, (6)

£ia R1l =

(
∞∑
m=1

|am|2

m2σ1l

)1/2

ir R2l =

(
∞∑
m=1

|bm|2

(m+α)2σ2l

)1/2

, o c1l ir c2l yra tam tikros

teigiamos konstantos.

Sakykime, kad ε yra laisvai pasirenkamas teigiamas skai£ius, oMjl = cjlRjl2
l+1/ε,

j = 1, 2, l ∈ N. Tada pritaikius (5) ir (6) nelygybes gauname

lim sup
T→∞

m

(
sup
σ∈Kl
|XT,n,j(σ)| > Mj,l bent vienam j = 1, 2

)
6

2∑
j=1

lim sup
T→∞

m

(
sup
σ∈Kl
|XT,n,j(σ)| > Mj,l

)

6
1

M1l

sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
σ∈Kl
|ζn(σ + it;A)|dt

+
1

M2l

sup
n∈N

lim sup
T→∞

1

T

T∫
0

sup
σ∈Kl
|ζn(σ + it, α;B)|dt

6
c1lR1l

M1l

+
c2lR2l

M2l

=
ε

2l
.

I² £ia ir (4) seka

m

(
sup
s∈Kl
|Xn,j(σ)| > Mj,l bent vienam j = 1, 2

)
5

ε

2l
. (7)

Nagrin
ekime aib¦

H2
ε = {(f1, f2) ∈ C2) : sup

σ∈Kl
|fj(σ)| ≤Mjl, j = 1, 2, l ∈ N}.

Ji yra kompaktas erdv
eje C2, o i² (7) s¡ry²io

m(Xn ∈ H2
ε ) > 1− ε.

I² elemento Xn apibr
eºimo seka, kad

Pn(H2
ε ) > 1− ε

visiems n ∈ N. Tai parodo, kad tikimybiniu� matu� ²eima {Pn : n ∈ N} yra suspausta.

Pritaikius Prochorovo teorem¡ (9 lema), ji yra reliatyviai kompakti²ka. Tod
el egzis-

tuoja posekis {Pnk} ⊂ {Pn}, toks kad matai Pnk silpnai konverguoja i� tam tikr¡

tikimybini� mat¡ P apibr
eºt¡ erdv
eje (C2,B(C2)), kai nk →∞. Tod
el

Xnk

D−−−−−→nk →∞ P. (8)
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Dabar apibr
eºkime

XT = XT (σ) = (XT,1(σ), XT,2(σ)) = ζ(σ + iTη).

Tada XT yra C2�reik²mis atsitiktinis elementas erdv
eje (Ω̂,B(Ω̂),m). Pritaikius 4

teorem¡

lim
n→∞

lim sup
T→∞

νT (ρ(ζ(σ + it), (ζ
n
(σ + it)) > ε)

6 lim
n→∞

lim sup
T→∞

1

εT

T∫
0

ρ(ζ(σ + it), (ζ
n
(σ + it))dt = 0,

kiekvienam ε > 0. Tai parodo, kad

lim
n→∞

lim sup
T→∞

m(ρ(XT (σ), XT,n(σ)) ≥ ε) = 0. (9)

Dabar (4), (8) ir (9) s¡ry²iai kartu su 4.2 teorema i² [1] gauname

XT

D−−−−−→
T →∞ P. (10)

Tai parodo, kad matas PT silpnai konverguoja i� P , kai T →∞. Be to (10) parodo,

kad matas P nepriklauso nuo sekos nk pasirinkimo. Tod
el kartu su ²eimos {Pn}

reliatyviu kompakti²kumu gauname, kad

Xn

D−−−−→n→∞ P. (11)

I² pastarojo s¡ry²io, 3 teoremos bei 4 teoremos antrosios dalies, analogi²k¡ situacij¡

gauname ir matui P̂T beveik visiems ω, t. y., kad jis silpnai konverguoja i� P , kai

T →∞.

20



4. Teoremos i�rodymas

Sakykime, kad A yra mato P tolydumo aib
e i² 5 teoremos. Tada

lim
n→∞

νT (ζ(σ + it, ω) ∈ A) = P (A) (12)

beveik visiems ω ∈ Ω. Erdv
eje (Ω,B(Ω),mH) apibr
eºkime atsitiktini� element¡ θ

tokiu b	udu

θ(ω) =

 1, jei ζ(σ, ω) ∈ A,

0, jei ζ(σ, ω) /∈ A.

Jo vidurkis E(θ) yra

E(θ) =

∫
Ω

θdmH = mH(ω ∈ Ω : ζ(σ, ω) ∈ A) = Pζ(A). (13)

8 lema parodo, kad atsitiktinis procesas θ(Φt(ω)) yra ergodi²kas. Pritaikius 7 lem¡

(Birkhofo�Chin£ino teorem¡) randame, kad beveik visiems ω ∈ Ω

lim
T→∞

1

T

T∫
0

θ(Φt(ω))dt = E(θ). (14)

Be to i² θ ir Φt apibr
eºimu� seka

1

T

T∫
0

θ(Φt(ω))dt = νT (ζ(σ + it, ω) ∈ A).

I² £ia kartu su (13) ir (14) lygyb
emis turime, kad

lim
T→∞

νT (ζ(σ + it, ω) ∈ A) = Pζ(A)

beveik visiems ω ∈ Ω. Vadinasi, atsiºvelgus i� (12), P (A) = Pζ(A) visoms mato

P tolydumo aib
ems A. Kadangi tolydumo aib
es sudaro apibr
eºian£i¡ klas¦, tai

P (A) = Pζ(A) visoms A ∈ B(C2). Teorema i�rodyta.
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I²vados

Magistro darbe nagrin
ejamos periodin
es dzeta funkcijos ζ(s;A) ir periodin
es

Hurvico dzeta funkcijos ζ(s, α;B), s = σ + it jungtinis reik²miu� pasiskirstymas.

Jei α yra transcendentusis skai£ius ir σ > 1
2
, tai funkcijoms ζ(s;A) ir ζ(s, α;B)

yra teisinga jungtin
e ribin
e teorema tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo prasme

kompleksin
eje plok²tumoje C2.
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Santrauka

Sakykime, kad s = σ+ it yra kompleksinis kintamasis, α - �ksuotas parametras,

0 < σ 6 1, o A = {am : m ∈ N} yra periodin
e kompleksiniu� skai£iu� seka su

minimaliu periodu k ∈ N, o B = {bm : m ∈ N0} kita periodin
e kompleksiniu� skai£iu�

seka su minimaliu periodu l ∈ N. Pusplok²tum
eje σ > 1 periodin
e dzeta funkcija

ζ(s;A) yra apibr
eºiama eilute

ζ(s;A) =
∞∑
m=1

am
ms

,

ir analizi²kai prat¦siama i� kompleksin¦ plok²tum¡ i²skyrus, gal b	ut, ta²k¡ s = 1.

Periodin
e Hurvico dzeta funkcija toje pat pusplok²tum
eje yra apibr
eºiama Dirichl
e

eilute

ζ(s, α;B) =
∞∑
m=0

bm
(m+ α)s

,

bei yra analizin
e visoje s-plok²tumoje, i²skyrus, gal b	ut, ta²k¡ s = 1.

Magistro darbe yra nagrin
ejamas jungtinis periodin
es ir periodin
es Hurvico dzeta

su transcenden£iuoju parametru α funkciju� reik²miu� pasiskirstymas. Yra i�rodyta

jungtin
e ribin
e teorema ²iu� funkciju� porai tikimybiniu� matu� silpno konvergavimo

prasme erdv
eje C2.
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Summary

Joint value distribution of certain zeta-functions

Let s = σ + it be a complex variable, and α is �xed parameter, 0 < σ 6 1.

Ler A = {am : m ∈ N} be a periodic with least period k ∈ N sequence of complex

numbers, and let B = {bm : m ∈ N0} be another periodic with least period l ∈ N

sequence of complex numbers. The periodic zeta-function ζ(s;A), for σ > 1, is

de�ned by the series

ζ(s;A) =
∞∑
m=1

am
ms

,

and by analytic continuation elsewhere except, maybe, point s = 1. The periodic

Hurwitz zeta-function ζ(s, α;B), for σ > 1, is given by

ζ(s, α;B) =
∞∑
m=0

bm
(m+ α)s

,

and analytically continued to whole complex plane except possible simple pole at

s = 1.

In Master thesis, the joint value-distribution of functions ζ(s;A) and ζ(s, α;B)

(with transcendental parameter α) is obtained. It is proved the joint limit theorem

in the sense of weak convergence of probability measures for the paire of mentioned

functions in the space C2.
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