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[VADAS

Kompleksinio kintamojo funkcijos, tam tikroje pusplok$tuméje apibréziamos Dirichlé (Diri-

chlet) eilutémis
oo
Z ame ", s€C,
m=1

vadinamos dzeta arba L funkcijomis. Cia {a,, : m € N} — kompleksiniy skai¢iy seka,
{\n : m € N} — nemazé¢janti realiyjy skaiciy seka, tokia, kad mh_r:rcl>o Am = +oo. Tokio
tipo eiluté vadinama bendraja Dirichlé eilute su koeficientais a,, ir rodikliais A,,. Jeigu
Am = logm, turime paprastaja Dirichlé eilute io: om . Klasikines dzeta ir L funkcijos yra
vieni i§ svarbiausiy objekty, tiriant daugelj anali?i:nlés skaiciy teorijos problemy. Pavyzdziui,
jau daugiau nei pusantro Simtmecio nagrinéjama garsioji Rymano hipotezé apie Rymano
dzeta funkcijos
()= o1,

m=1
nuliy iSsidéstyma priskirta prie svarbiausiy XXI a. matematikos problemy.

Magistro darbe nagrinésime paprastyjuy Dirichlé eilu¢iy, turincig Oilerio sandauga, anali-
zinj pratesimg, Rymano tipo funkcine lygtj ir tenkinan¢iag Ramanudzano hipoteze koefi-
cientams a,,, klasés, pavadintos Selbergo (Alte Selberg) vardu, tam tikro poklasio funkcijuy
reik8miy pasiskirstyma (placiau apie Selbergo klase ir nagrinéjama poklasj pateikiame 1
skyriuje). Pastaraji desimtmetj daug démesio skirta ne vien Selbergo klasés, bet ir jvairiy
jos poklasiy sandaros bei funkcijy reikSmiy pasiskirstymo tyrimams. Sioje srityje dirba
daug matematiky, kaip Bombieris (E. Bombieri) [2] — [3], Konris (J. B. Conrey) [4], Gosas
(A. Ghosh) [4], Dzoneris (D. Joyner) |7], Heihalas (D. A. Hejhal) [2], Perelis (A. Perelli) [15]
— |16], Staudingas (J. Steuding) [18] — [19], R. Macaitiené [12]. Magistro darbe nagrinésime
Selbergo klasés poklasio (Zym. S), apibrézto J. Staudingo, plétinj (zym. S') ir jrodysime
ribine teorema silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme §io poklasio funkcijomis (iSsami
poklasiy analizé bei funkcijy pavyzdziai pateikiami 1 skyriuje). Kodél pasirinkta platesné
funkcijy klasé? Kadangi J. étaudingas nagrinéjo L funkcijy universaluma, apibrézdamas
klase S jis jvedé du reikalavimus — polinominés Oilerio (Euler) sandaugos bei vidurkio
kvadrato apréztumo — butinus $ios savybeés egzistavimo jrodymui. Taciau tikimybiniy ribiniy
teoremy jrodymuose naudojamas tik vienas iS poklasj apibrézianciy reikalavimy — poli-
nominés Oilerio sandaugos egzistavimas. Tokiu atveju prasminga nagrinéti platesnio poklasio
reikSmiy pasiskirstyma.

Ribines teoremas tikimybiniy maty silpno konvergavimo prasme poklasio S funkcijoms



analiziniy funkcijy erdvéje pateiké J. Staudingas [19], poklasio S’ funkecijoms kompleksinéje
plokstumoje — R. Macaitiené [12|. Suformuosime minétus J. Staudingo ir R. Macaitienés
rezultatus.

Tegul G yra kompleksinés plokstumos sritis, H(G) — analiziniy srityje G funkcijy erdve
su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. Pazymékime B(U) erdvés U Borelio

aibiy klase, v — vienetinj apskritimg kompleksinéje plokstumoje ir

Q= H’Ypa
P

begaliniamatj erdvinj tora, kur 7, = 7,{s € C : |s| = 1} visiems pirminiams p. Pagal
Tichonovo teorema, su sandaugos topologija ir pataskine daugyba begaliniamatis toras () yra
kompaktiné topologiné Abelio grupé. Todél erdvéje (€2, B(€2)) gali buti apibréZtas tikimybinis
Haro matas my. Gauname tikimybine erdve (€2, B(2), my).

Pazymeékime dj, funkcijos L € S laipsnj. Zinoma, jog §is laipsnis apibréziamas suma
dp, =2\
j=1
ir, kad dp > 1, kai 1 # L € S.

1 1
Dy=<3seC max|=-,1—— ) <o<l1y,
2 dy,

o w(p) yra elemento w € €2 projekcija j koordinatine erdve 7,. Pazymékime

k -1
LMS,M)zHH(l—M) , s€ Dy, (1)

p =1 p

Tegul

H(Dy)-reiksmj atsitiktinj elementa, apibrézta tikimybinéje erdvéje (Q,B(2),mp), o

Pp, — atsitiktinio elemento Lo(s,w) skirstinj
Pry(A) =my(w € Q: Ly(s,w) € A), A€ B(H(Dy)).
Taip pat naudosime standartinj pazymeéjima
1
vr(...) = fmeas{T eo;1):...}, T>0,

kur meas{A} Zzymi macios aibés A C R Lebego mata, o vietoje daugtaskiy raSoma salyga,
kuria tenkina 7.
A teorema (J. Steuding, 2003). Tegul L € S. Tuomet tikimybinis matas

Pr(A) = %meas{r €0;T]: L(s+ir) € A}, A€ B(H(Dy)),



kai T' — oo, silpnai konverguoja j matqg Pr,.
Véliau gautas rezultatas kompleksinéje plokstumoje.
B teorema (R. Macaitiené, 2011). Tarkime, kad L(s) € S'. Tuomet tikimybinis

matas

1
Pr(A) = Tmeas{t €0;T]: Lo +1it) € A}, A€ B(C),
kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento L(o,w) skirsting
Pr(A) =my(weQ: Lio,w) € A), A€ B(C).

Kaip jau minéjome, magistro darbe nagrinésime J. gtaudingo apibrézto Selbergo klaseés
poklasio S plétinj (atsisakoma vidurkio kvadrato apibréztumo reikalavimo). Be to, visos Sel-
bergo klasés funkcijos yra meromorfinés, turincios r eilés poliy taske s = 1, todél Sios klaseés
funkcijy asimptotinés savybés geriausiai nusakomos ribinémis teoremomis meromorfiniy
funkcijy erdvéje.

Darbo tikslas — jrodyti ribine teorema silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme
meromorfiniy funkcijy erdvéje Selbergo klasés funkcijoms, turin¢ioms polinomine Oilerio

sandauga.

Tegul C,, = CU {00} yra Rymano sfera su metrika d, apibrézta formulémis

2|51 — 2
d(sy,89) = 51 — 5] d(s,0) = ——, d(oc0,00) =0,

VI F [PV s V1512

kur s, s1, 89 € C. Sriciai G i§ C apibréZiame meromorfiniy srityje G funkcijy g : G — (Cy, d)

erdve M(G) su tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija. éioje topologijoje,
{9.} € M(G) konverguoja j funkcija ¢ C M(G), jei kiekvienam kompaktiskam poaibiui
K i§ G teisinga lygybe

limsup d(g,(s),g(s)) = 0.

n—o0s€ K

Akivaizdu, jog erdvée H(G) yra erdvés M(G) poerdvis.

Nagrinésime kompleksinés plokstumos sritj

1 1
DI{SECZU>H1&X<§,1—£)}.

Tegul L(s,w) yra H(D)-reik§mis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje
(Q,B(Q),mg) (1) formule, taciau Siuo atveju s € D. Pazymékime Pp elemento L(s,w)
skirstinj.

Teorema. Tarkime, kad L € S'. Tuomet tikimybinis matas

Pri(A) = %meas{T €0;7): L(s+1ir) € A}, A€ B(M(D)),



kai 'T'" — oo, silpnai konverguoja j matqg Pp.

Darba sudaro 3 skyriai, iSvados, literaturos saraSas, santrauka angly kalba.

Pirmgjame darbo skyriuje pateikiame iSsamy Selbergo klasés ir nagrinéjamo poklasio
aprasa.

Kad darbas buty lengvai skaitomas, antrajame skyriuje pateikiami pagrindiniai vartojami
apibrézimai ir savokos, suformuluojamos teoremos.

Trecigjame darbo skyriuje jrodoma pagalbiné ribiné teorema tikimybiniy maty silpno
konvergavimo prasme analizinéje funkcijy erdveéje, jungtiné ribiné teorema meromorfiniy
funkcijy erdvéje, pateikiami reikalingi ergodiskumo aspektai bei jrodoma pagrindiné teorema.

Apibrézimai, teiginiai, teoremos ar lemos, Zymimi skaiciais, atskirtais taskais, nurodant
skyriaus, poskyriy bei teiginio poskyryje numerius (jei skyriuje néra poskyriy, numeruo-
jama tik dviem skaitmenimis, nurodant skyriaus bei teiginio numerius). Formulés Zymimos
skliaustuose dviem skaiciais: pirmasis i§ jy nurodo skyriaus, antrasis — formuliy jame nu-

merius. Teoremy jrodymy pabaiga zZymima simboliu A.



1. SELBERGO KLASES IR NAGRINEJAMO POKLASIO
APIBREZIMAI

Siame skyriuje iSsamiau susipazinsime su funkcijomis, apibréziamomis paprastosiomis
Dirichlé eilutémis

Lis)=Y " seC,
m=1

SR

ir tenkinanciomis reikalavimus:

o Liekvienam € > 0, a(m) < m® (Ramanudzano hipotezé);

e cgzistuoja sveikasis skaicius r > 0, toks kad (s — 1)"L(s) yra sveikoji baigtiné funkcija
(funkcijos turi analizinj pratesima);

o teigiamiems sveikiesiems skaiciams Q) ir \; bet kompleksiniams skaiciams p;, Rp; > 0,
irw,|lwl=1,7=1,...,1, funkcija

l
An(s) = L(s)Q° T[T (\js + ) = L(s) - 1(s),

j=1
tenkina funkcine lygty

Ap(s) = wAL(1—73).
o turi Qilerio (L. Euler) sandaugq, t.y., egzistuoja skaiciai b(p®), tenkinantys jvertj
b(p®) < p*, su tam tikrais 6 < % tokiais, kad
o0
L(s) = Hexp{Z%}.
P a=1
Kaip jau minéjome jvade, tokia funkcijy klasé vadinama Selbergo vardu (Zymésime S).
Taip pat susipazinsime su tam tikrais Sios funkcijy poklasiais. Pirmiausia iSsamiau aptarsime
reikalavimus Selbergo klasés funkcijoms bei pateiksime juos tenkinanciy funkcijy pavyzdziy.
Ramanudzano hipotezé teigia, jog kiekvienam e > 0, a(m) < mc. Jei tenkinama $i
hipotezé, Dirichlé eiluté konverguoja absoliuciai pusplokstuméje o > 1 ir tolygiai kiekvie-
name kompaktiskame poaibyje. Tuomet, pagal Vejerstraso teorems, funkcija L(s) yra ana-
liziné pusplokstumeéje o > 1, o tai suteikia prasme kalbéti apie analizinj pratesima.
Analizinio pratesimo sglyga, jog egzistuoja sveikasis skai¢ius r > 0, toks kad (s — 1)"L(s)
yra sveikoji baigtinés eilés funkcija, nurodanti, kad egzistuoja maziausiai vienas polius ir,
kad jis yra taske s = 1, yra labai naturali. Niekas nepasikeisty, jei mes turétuméme daugiau
poliy, (ant tiesés o = 1). Taigi pakanka nagrinéti funkcijas, su maZiausiai vienu poliumi

taske s = 1.



Reikalavime, jog teigiamiems sveikiesiems skai¢iams () ir A; bei kompleksiniams skai¢iams
pi, Ry >0, ir w, |w| = 1,5 = 1,...,1, funkcija AL(s) = L(s)Q? li[lf(/\js + 1) = L(s) - y(s)
turi tenkinti funkcine lygtj Az(s) = wAL(1 — ), apribojimas ZRLj > 0 kiles i§ Maso (Maass)
teorijos. Tarkime, jog egzistuoja aritmetinis pogrupis SL»(R) = {(2%) : a,b,¢,d € R,
ad — bc = 1} i§ SLy(R) kartu su Maso paraboline forma bei tenkinama RamanudZano
hipotezé. Tuomet Maso paraboliniy formy L funkcija L(s, F') turi funkcine lygtj su y;,
kurie tenkina salyga Reu; < 0, bet §i L funkcija pazeidZzia Rymano hipotezés analoga, jog
L(s) #0, kai 0 > 1.

Priminsime, jog funkcijos L(s) trivialus nuliai pasiskirste 7 - faktoriaus 7(s) poliuose:

4k
P _%7 k=0,1,2,..,j=12 .1,
J

t.y., guli pusplokstuméje 6 < 0. Kai p = 0, reikia nagrinéti atskirai, atsizvelgiant j galimus
polius taske s = 1. Beje, v - faktorius gali turéti ne viena isSraiska, nes galima naudoto
Lezanro (Legendre) dublikavimo formules I'-funkcijai.

Pavyzdziui, Rymano dzeta funkcija, Dirichlé L funkcijos tenkina §j reikalavima, o jy

funkcinés lygtys uzrasomos lygybémis:

[
2

(- - BE(E) (e

7(X) 2

()

¢ia x(m)—primityvus Dirichle L funkcijos charakteris moduliu d.

Oilerio sandaugos egzistavimo sqlyga, t.y., jog egzistuoja skaiciai b(p®), tenkinantys jvertj

b(p®) < p°®, su tam tikrais § < 3 tokiais, kad L(s) = Hexp{ 21%}, yra butina
p a=

. C e o 1 :
(bet nepakankama) salyga Rymano hipotezei. IS pirmo zvilgsnio salyga 6 < 5 atrodo kiek

nenaturali, taciau, jei 6 = % buty galimas, funkcija

(12 = Y0 EUT

priklausyty klasei S, bet tai akivaizdziai pazeidzia Rymano hipoteze. Be to, i§ funkcijos
iSraiskos Oilerio sandauga akivaizdu, kad joks Selbergo klasés elementas néra lygus nuliui
absoliutaus konvergavimo pusplokstumeéje o > 1. Apskritai, nuliy pasiskirstymo Selbergo
klaséje klausimai yra esminiai. PavyzdZiui, vis dar nezinoma, ar L(1 + it) # 0, visiems
teR.

Jei kuris nors i§ aptarty apribojimy buty iSmestas, gauta platesné klasé apimty Dirichlé

eilutes, kurios priestarauja Rymano hipotezei.

7



Pateiksime keleta Selbergo klasés nariy pavyzdZiy:

e Rymano dzeta funkcija

e Dirichlé L funkcijos

o~ S 7 (1Y

m=1 p

¢ia x — charakteris i$ multiplikatyvios grupés Z*, (t.y., i§ tarpusavyje pirminiy likiniy klasés
moduliu ¢).
Akivaizdu, jog ((s) yra specialus L(s, x) atvejas, atitinkantis charakterj moduliu 1.

e Hekés (Hecke) L funkcijos

Li(s,x) = 2}: ;V(Eg o> 1,
susietos su algebriniy skai¢iy lauku K. Cia I perbéga nenulinius idealus sveikyjy skaiciy
ziede i§ K; N(I) zymi I norma, o x - baigtinés ar begalinés eilés Hekés charakterj. Kai
K =@, Lk(s,x) susiveda j L(s, x).

e Su atitinkamais apribojimais ir normavimu, klasei S priklauso holomorfiniy moduliniy
formy F' Hekés L funkcijos

- £ 1(-2) (-2

m=1 D

¢ia c(p) = a(p)+B(p), F(z) yra holomorfiné moduliné forma, o ¢(m) — jos Furjé koeficientai.

e Artinio L funkcijos priklauso aibei S, jei teisinga Artinio hipotezé.

Visi zinomi funkcijy i§ Selbergo klasés pavyzdziai yra automorfinés arba hipotetiskai

automorfinés L funkcijos.

Kaip jau minéjome jvade, Selbergo klasé yra pakankamai plati ir sudétinga, todél dau-
guma matematiky, kaip Bombieris, Konris, Gosas, Heihalas, Perelis, étaudingas nagrinéja
tam tikrus klasés S poklasius.

Aptarsime viena is jy — J. étaudingo apibrézta Selbergo klasés poklasj, kurj autorius zymi
S. Funkcijos L € ScS , jei jos tenkina papildomus reikalavimus:

o Funkcijos turi polinomine Oilerio sandaugq, t.y., kiekvienam pirminiamp irj =1,...,k
egzistuoja kompleksiniai skaiciai c;, tenkinantys salyga |c;(p)| < 1, tokie, kad

L(s) = Hf[ (1 - %)_1.

p j=1



Sis reikalavimas nusako koeficienty a,, multiplikatyvuma, ir tai, jog kiekvienas Oilerio fakto-
rius gali buti iSreiskiamas Dirichlé eilute. Salyga |c;(p)| < 1 pakei¢ia RamanudZano hipoteze
Selbergo klaséje.

o Apréztas vidurkio kvadratas t.y., egzistuoja teigiama konstanta rk tokia, kad

kur

p<z
Sis reikalavimas parodo, jog egzistuoja be galo daug pirminiy skai¢iy, kuriems (ne visiems)
cj(p) artéja j nulj. Be to, 8is reikalavimas artimai susijes su Selbergo prielaidomis. Jei
papildomai tarsime, kad vidurkio kvadrato hipotezéje k£ € N, sumuodami dalimis, gausime
silpng Selbergo hipotezés versija, t.y.:
2
a
Z M ~ Kloglog x.
p<x p
Nesunku pastebeéti, jog poklasiui S priklauso ios funkcijos:
e Rymano dzeta funkcija ((s).
e Dirichlé L funkcijos L(s, x) su primityviu charakteriu x.

e Hekés L funkcijos
o X4 x(p) \ 7
Bl =2 g ~ (-30r)

¢ia suma yra imama virS visy nenuliniy idealy, o sandauga — vir§ visy pirminiy idealy i$

algebriniy skaiciy lauko K.
e Normuotos L funkcijos, susijusios su naujausiomis formomis.
e Dedekindo dzeta funkcija (x(s) = ﬁ
1

e Rankino - Selbergo L funkcijos.

Darbe nagrinésime poklasio S plétinj (Zymeésime S’) — Selbergo klasés funkeijy, tenkinandiy
tik polinominés Oilerio sandaugos egzistavimo reikalavima, elgesij, t.y., irodysime ribine teo-
remgy silpno tikimybiniy maty konvergavimo prasme meromorfiniy funkcijy erdvéje.

Svarbu pabrézti, kad $is poklasis nesutampa su jokia kita funkcijy klase, kuriai jau kada
nors yra gautos ribinés teoremos meromorfiniy funkcijy erdvéje. Klasés S funkcijoms ribinés

teoremos pateiktos [11], [13] darbuose, o klasés ') — [12] (kompleksinéje plokstumoje).



2. NAUDOJAMI APIBREZIMAI, SAVOKOS IR REZULTATAI

Siame skyriuje pateikiami matematinés analizeés, skaiciy teorijos, tikimybiy teorijos bei
silpno maty konvergavimo teorijos apibrézimai, terminai ir teoremos, supazindinama su
ergodinés teorijos elementais.

2.1 apibrézimas. Tarkime, kad E C C — atviroji aibé, o funkcija f : E — C. Funkcijg

f vadinsime diferencijuojama kompleksine prasme taske zy € E, jei egzistuoja riba

fz) = (=)

lim eC, zeEFE.
Z—Zo z — ZO
Si riba Zymima f'(z) arba %Z;’) ir vadinama funkcijos [ igvestine taske z.

2.2 apibrézimas. Funkcija f, diferencijuojama C prasme visuose aibés E C C taskuose,
vadinama analizine (reguliarigja, holomorfine) aibéje E.

2.3 apibrézimas. Jei funkcija f : C — C yra analiziné kompleksinéje plokstumoje,
1$skyrus galbut, jos poliy taskus, tai ji vadinama meromorfine funkcija.

2.4 apibrézimas. Analiziné visoje baigtinéje kompleksinéje plokstumoje funkcija vadi-
nama sveikqgja funkcija.

2.5 apibrézimas. Neneigiama funkcija P, apibrézta Seimoje F ir turinti savybes

a) P(Q) = 1;

o0 o0

b) P(J An) = > P(A,,) visoms A, € F tokioms, kad Ay N A; # 0, jei k # I,
vadinamg1 ?;kémybm%:;natu.

2.6 apibrézimas. Tarkime, kad 2 yra netuscia aibé. Aibés Q poaibiy sistema F vadi-
nama Borelio kunu (o-kunu), jei:

a) Q € F;

b) A€ F, ¢ia A€ F (kur A° aibés A papildinys);

c) Ej A, € F visoms Ay, € F, m=1,2, ...

m=1

2.7 apibrézimas. Trejetas (2, F,P) vadinamas tikimybine erdve.

Tegul T topologiné erdvé, o B(T) — erdvés T Borelio aibiy klasé, t.y. visy atviry aibiy
sistemos generuotas o-kuinas. Tada kiekvienas matas klaséje B(7T) vadinamas Borelio matu.

Tikimybiniy metody panaudojimo idéja, tyrinéjant funkcijy, apibrézty Dirichlé eilutémis,
reik§miy pasiskirstyma, yra grindziama silpno tikimybiniy maty konvergavimo taikymu,
kuris yra vienas pagrindiniy asimptotiniy metody. Tarkime, kad P, ir P — tikimybiniai

matai erdvéje (S, B(S)).

10



2.8 apibrézimas. Sakome, kad P, silpnai konverguoja j P, kai n — oo, jei

/fdPn—>/fdP, n — oo,
S

S
kiekvienai realiai, apibréztai, tolydziai funkcijai f 1§ S. Zymésime P, = P.
2.9 apibrézimas. Aibé A € B(S) yra mato P tolydumo aibé, jei P(0S) = 0 (t.y. sienos
matas lygus nuliui).

Yra zinoma keletas tikimybiniy maty silpnojo konvergavimo ekvivalenty.
2.10 teorema. Tegu P, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje (S, B(S)). Tada Sie tvirti-

nimai yra ekvivalentus:
1. P,= P;

n—o0

5
3. liminf P,(F) < P(F) visoms uzdaroms aibéms F’;
n— o0

2. lim | fdP, = / fdP visoms realioms apréztoms ir tolygiai tolydzioms funkcijoms f € 5
5

4. limsup P,(G) > P(G) visoms atviroms aibéms G;

n—oo

5. lim P,(A) = P(A) visoms mato P tolydumo aibémis A (t.y., kurioms P(0A) = 0).

n—oo
Teoremos jrodyma galima rasti [1}

Darbe pasinaudosime vienu i§ paprasc¢iausiy silpno konvergavimo kriterijy ([1, 2.2 teorema] ).

2.11 apibrézimas. P, = P tada ir tik tada, jei i§ kiekvieno posekio { P.} galima i$skirti
kitq poseki {P"}, taip kad P! = P.

2.12 apibrézimas. Aibée A C S wadinama kompaktiska, jei kiekvienas jos atviras
denginys turi baigting denging.

2.13 apibrézimas. Apibrézty erdvéje (S, B(S)) tikimybiniy maty Seima {P} yra relia-
tyviai kompaktiska, jei kiekvienas elementy i§ { P} posekis turi silpnai konverguojant; posek;.

2.14 apibrézimas. Tikimybiniy maty Seima P vadinama suspausta (tirsta), jei Ye > 0

egzistuoja kompaktiska aibé K C S tokia, kad P(K) > 1 — ¢, visiems P i§ {P}.

Tikimybiniy maty silpno konvergavimo teorijoje svarby vaidmenj atlieka Prochorovo teo-
remos, susiejancios reliatyvaus kompaktiskumo ir suspaustumo (tirstumo) savokas bei labai
daznai naudojamos taikymuose.

2.15 teorema. Jei tikimybiniy maty Seima {P} yra tirsta, tai ji yra ir reliatyviai kom-

paktiska.
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2.16 teorema. Tegul S — pilna separabili metriné erdvé. Jei apibrézty erdvéje (S, B(S))
tikimybiniy maty Seima { P} yra reliatyviai kompaktiska, tai ji yra ir suspausta (tirsta).

2.15, 2.16 teoremuy jrodymai pateikti [1}

Tegul S; ir Sy metrinés erdvés, o B(S1), B(S2) ju Borelio aibiy klasés. Be to, tegul
h:S1 — S5 yra iSmatuojamas atvaizdis, o P tikimybinis matas erdvéje (S1, B(S1)). Tuomet

Sis matas indukuoja erdvéje (S, B(S;)) vienintelj tikimybinj mata Ph~!, apibréZiama lygybe
Ph™'(A) = P(h"")A, A€ B(S).

2.17 apibrézimas. Funkcija h : Sy — So vadinama macia, jei h™'B(S,) C B(S)), t.y.,
h='A € B(S;) visoms A € B(S3).

2.18 apibrézimas. Funkcija h : S, — Sy vadinama tolydzia, jei aibé h™ Gy yra atvira
separabilioje metrinéje erdvéje Sy kiekvienai atvirai aibei Go € Ss.

2.19 teorema. Tegul h : S; — Sy tolydi funkcija. Tada 1§ P, = P, kain — oo, seka,
kad P,h~' = Ph~!.

Tegul h ir h,, — macios funkcijos i§ S; j S ir
E ={z €5y : hy(x,) » h(z) visiems z,, — 0o, kai n — oo}.

2.20 teorema. Tarkime, P, = P ir P(E) = 0. Tada P,h;' = Ph™!.

Teoremos jrodyma galima rasti [1, 2.5 teorema}.

Darbe nagrinésime tikimybiniy maty silpna konvergavima Pr = P, kai T' — oo, kur T'
yra tolydus parametras. Svarbu paminéti tai, jog Pr = P, kai T — oo, tada ir tik tada, jei

Pr = P, kai n — oo kiekvienai sekai 7, : lim 7, = oo.
n—oo

Tegul (€2, F,P) yra tikimybiné erdvé, o (S, B(S)) — metriné erdvé su Borelio aibiy klase.

2.21 apibrézimas. Tegul X : Q — S. Jei {w € Q : X(w) € A} € F kiekvienai
A € B(S), tuomet X vadinamas S-reiksmiu atsitiktiniu elementu, apibréztu aibéje €.

Jei § = R, sakome, kad X yra atsitiktinis dydis.

2.22 apibrézimas. S-reiksmio atsitiktinio elemento X skirstiniu vadinamas tikimybinis
matas P, apibréztas erdvéje (S, B(S)), toks kad

PA)=P(X 'A)=P{lwec: X(w) € A},

visoms A € B(S).
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2.23 apibrézimas. Atsitiktiniy elementy seka {X,} konverguoja pagal skirsting (pasi-
skirstymq) § atsitikting elementq X, kai n — oo, jei elementy X,, skirstiniai silpnai konver-

guoja i elemento X skirsting. Zymésime (X, Y X).
Suformuluosime 2.19 teoremos analoga konvergavimo pagal pasiskirstyma terminais.

Tegul S — separabili metriné erdvé su metrika p, o X,,, X1, X2, ... yra S-reikSmiai atsi-
tiktiniai elementai, apibrézti erdvéje (Q2, F,P).

2.24 teorema. Tuarkime, kad Xy, K Xk, kai n — oo, kiekvienam k, bei Xy, K X, kai
k — oo. Jei kiekvienam € > 0

lim lim P{p(X},,Y,) >} =0,

k—o00 n—o00

tai Y, 2>X, kai n — oo.

Irodyma galima rasti [1, 4.2 teorema].

Taip pat pateikiame savokas, susijusias su vienu iS pagrindiniy komponenty ribiniy
teoremy jrodymuose — Haro (Haar) matu.

2.25 apibrézimas. Tegul aibéje G apibrézta grupés bei topologiné struktura. Jei funkcija
h:GxG — G, apibréziama lygybe h(z,y) = zy~t, yra tolydi, tuomet aibé G vadinama
topologine grupe.

2.26 apibrézimas. Topologiné grupé vadinama kompaktiska, jet jos topologija yra kom-
paktiska.

2.27 apibrézimas. Borelio matas P, apibréztas kompaktiskoje topologinéje grupéje G,
vadinamas invariantiniu, jei P(A) = P(zA) = P(Az) visoms A € B(G) ir z € G. Cia zA
ir Az yra atitinkamai aibés {xy 1y € A} ir {zy :x € A}

2.28 apibrézimas. Invariantinis Borelio matas, apibréztas kompaktiskoje topologinéje
grupéje, vadinamas Haro (Harr) matu.

2.29 teorema. Kickvienoje kompaktiskoje topologinéje grupéje egzistuoja vienintelis
tikimybinis Haro matas.

Teoremos jrodyma galima rasti [6}

Kitas svarbus aspektas ribinés teoremos jrodyme yra ergodinés teorijos taikymas, todél
Siame skyriuje pateikiame pagrindines savokas.

2.30 apibrézimas. Atsitiktinis procesas X (7,w) vadinamas apréztai stacionariu, jei visi

jo baigtiniamaciai skirstiniai yra invariantiski postumio dydzio u atZvilgiu.
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Yra zinoma, kad jei atsitiktinis procesas X (7,w) yra stipriai stacionarus, tai postumis g,
yra iSsaugantis mata, t.y., kiekvienai aibei A € B(Y') ir visiems u € R yra teisinga lygybée
Q(A) = Q(Ay), kur A, = g,(A).

2.31 apibrézimas. Aibé A € B(Y) wvadinama proceso X (T,w) invariantine aibe, jei
kiekvienam u aibés A ir A, skiriasi viena nuo kitos nulinio Q-mato aibe. Kitaip sakant,
Q(AAA,) = 0.

2.32 apibrézimas. Griestai stacionarus procesas X (1,w) yra ergodiskas, jei jo invarian-
tiniy aibiy o—kung sudaro aibés, kuriy matas Q lygus 0 arba 1.

Ergodiniam procesui yra teisinga klasikiné Birkhofo — Kinc¢ino (Birkhoff — Kintchin)
teorema.

2.33 teorema. Tarkime, procesas X (7,w) ergodiskas, E|X (1,w)| < oo, ir tequl trajek-
torijos yra integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame intervale. Tuomet beveik

visur galioja lygybé

T—o00

T
lim /X(T,w)dT — EX(0,w).
0

Teoremos jrodymas pateiktas [5}
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3. RIBINES TEOREMOS KLASES S’ FUNKCIJOMS
JRODYMAS

Pirmajame Sio skyriaus poskyryje pateikiami klasikiniai teiginiai ir jrodomi nauji rezul-
tatai, reikalingi pagrindinés teoremos, suformuluotos jvade, jrodymui: jrodoma ribiné teo-
rema absoliuciai konverguojanc¢ioms eilutéms, pateikiamas aproksimavimas vidurkiu ir jro-
doma ribiné teorema analiziniy funkcijy erdvéje.

Antrajame poskyryje jrodomas rezultatas dvimateéje analiziniy funkcijy erdvéje bei jrodoma
pagrindiné teorema.

Visuose poskyriuose naudosime pazymeéjima
1
vr(...) = Tmeas{T eo;1):...}, T>0,

¢ia vietoje tasky yra raSoma salyga, kurig tenkina 7, o meas{ A} Zzymi madcios aibés A C R

Lebego mata.

3.1. RIBINE TEOREMA SVEIKAJAI FUNKCIJAI

Nagrinésime funkcija
Li(s) = (1 —27°)"L(s).
Kadangi taskas s = 1 yra funkcijos L(s) r-osios eilés polius, funkcija L;(s) yra sveikoji.
Be to, kai o > 1, funkcija L;(s) gali buti uzrasoma lygybe
(RIS SIS o PRI
ms ‘ I m?2 25s
m=1 7=0 m=1
su tam tikrais koeficientais a,, ; < |an,|,m € Ny ir j =0,1, ..., 7.

Kaip minéjome jvade, nagrinésime kompleksinés plok§tumos sritj

1 1
DZ{SECZU>H1&X(§,1—E)},

¢ia dp-funkcijos L € S laipsnis.

Visiems s € D apibrézkime funkcija

Li(s,w) = (1— 23—(2))HH (1— M)



Tuomet Li(s,w) yra H(D)-reiksmis atsitiktinis elementas, apibréztas tikimybinéje erdvéje
(Q,B(Q), myg). Be to, standartiniu budu [9], galima jrodyti, jog visiems s € D ir beveik

visiems w € €2,

Lis.) = 3 e, 22,

- m
7=0 m=1

Tegul Pp, yra atsitiktinio elemento L(s,w) skirstinys. Apibréziame tikimybinj mata
PT,Ll (A) = I/T(Ll(S + ZT) € A), A€ B(H(D))
3.1.1 teorema. Tikimybinis matas Prp,, kai T' — 00, silpnai konverguoja § matg Pr, .
Teoremos jrodyma pateiksime Sio poskyrio pabaigoje.

3.1.1. Ribineé teorema absoliuciai konverguojanciai eilutei

3.1.1 teoremos jrodymui reikalingi papildomi rezultatai atsitiktiniams elementams, nusaky-
tiems absoliuc¢iai konverguojanciomis eilutémis. Taigi, jrodysime ribine teorema absoliuciai
konverguojanciai eilutei.

Tegul 07 > max(3,1 — i) fiksuotas skaicius,

vn(m) = exp{ - (%)} m,n €N,

2 )
ln;(s) = iF(—) n*2’* neN.

01 01

ir

Apibrézkime funkcija

01—100
1 i 1
Ly,(s) = 5 / Ly(s + z)lnﬁj(z)?dz, kai o > 3" (3.1)
01—100
Pazymeéje
o1+100
k; 1 1 lnj(2)dz
=50 | e
01—100

turime jvertj

/{;n,j(m) < m_¢712—j01 / |ln<01 —|—Zt>|dt <, m—0'12—j0']_.
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Is ¢ia turime, jog eilute
A ik 1
Sy tmdualr) )
mSQJS 2
7=0 m=1
konverguoja absoliuciai. Tuomet i$ iSraiskos
8 + Z Z Z Um,j ms+z 2 s+z)
7=0 m=1

bei sumavimo ir integravimo tvarkos pakeitimo (3.1) lygybéje, turime, jog

o1+100

L& 1 1/1 dz
bat®) = 2 Yo | o) -

j=0 m=1

o1 —100

= Z Z am,jkn,j —m512j8. (3'2)

7=0 m=1
Be to, pasinaudoje Melino (Mellin) formule

o1+1i00
/ D(z)b%dz =€ b,c>0,

01—100

o= [ 2 ()(E) b

01—100

271

gauname lygybe

bei pasinaudoje (3.2) turime, jog eiluté
Un
Ll o Z Z m’J 82]8
7=0 m=1
konverguoja absoliuciai pusplokstuméje o > %
Dabar apibrézkime atsitiktin} elementa su visais @ € €,

2]
L1n5w ZZ Q5 mSQJS) ( )

7=0 m=1

ir nagrinékime tikimybiniy maty
Proo,(A) =vp(Li,(s+it) € A), AeB(H(D)),
ir
P\T,n,Ll(A) = vr(Lin(s +im,00) € A), A€ B(H(D)),
silpna konvergavima.
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3.1.1.1 teorema. Tikimybiniai matai Pr,r, ir ﬁT,n,Ll, kai T — oo, silpnai
konverguoja j tq pati tikimybing matq erdvéje (H(D), B(H(D))).

Sios teoremos jrodymui reikalinga jrodyti erdvéje (€, B(Q)) apibrézto tikimybinio mato
Qr(A) = vp((p~™™ : p yra pirminis) € A)

konvergavima.
3.1.1.2 lema. Tikimybinis matas Qr, kai T — oo, silpnai konverquoja 3 Haro matg my .

Jrodymas. Toro €2 dualioji grupé yra izomorfiné j

Dz

kur Z, = Z kiekvienam pirminiam skai¢iui p (Z — sveikyjy skai¢iy aibé). Tuomet elementui
k = (ka, ks, ...) € ®Z,, kurio tik baigtinis sveikyjy skaiciy k, skai¢ius yra nelygus nuliui,

galioja tvirtinimas
W= Wy = Hwkp(p).
p

Turime, jog mato Q7 Furje transformacija gr(k) yra uzraSoma tokia forma

T T
1 - 1
_ kp _ —iTkp _ o
gr(k) = /gw (p)dQr = T/l;[p dt = T/exp{ T Ep kplogp}dT,
Q 0 0

kur tik baigtinis sveikyjy skai¢iy £, skai¢ius yra nelygus nuliui. Kadangi sistema
{logp : p yra pirminis} yra tiesiskai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skai¢iy kuno gauname,

kad

L jei k=0,
gr(k) = § exp{-~iT T kylogp}—1 o
—isz:kplogp , Jel E%Q
Taigi,
1, jei k=0,
7lim gr =
e 0, jei k#0.

Pasinaudoje 8iuo rezultatu bei ir [6, 1.42 teorema], gauname lemos jrodyma.

3.1.1.1 teoremos jrodymas. Funkcija h, : Q@ — H(D), apibrézta formule

T

) = 33 g )

msts

7=0 m=1
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yra tolydi, be to,
h,((p~" : p yra pirminis skai¢ius)) = L1, (s + i7).

I§ ¢ia seka, jog Pr,., = Qrh,'. Pasinaudoje [1, 5.1 teorema} bei 3.1.1.2 lema, gauname,
kad matas Pr,, 1,, kai T — oo, silpnai konverguoja j mata myh,*.
Norédami jrodyti analogiska tvirtinima matui ]3T7n7L1, apibrézkime funkcija h : @ — Q)

sandauga

Tuomet

ho(R((p~" : p yra pirminis skaic¢ius))) = Ly, (s + i7,@).

Atlike analogiska analize ir atsizvelge j Haro mato myg invariantiSkuma, gauname, kad matas

Pr.,.1, taip pat silpnai konverguoja j mata mp (hoh™t) = (mgh )bt = myh ', A
3.1.2. Aproksimavimas vidurkiu

Funkcija L (s) aproksimuosime funkcijomis Ly ,,(s). Pries tai apibrézkime metrika erdvéje

H(D). Pagal [9, 1.7.1 teoremq], egzistuoja kompaktisky poaibiy seka {K;} C D, tokia kad

D:Dm,
=1

K, C K44, ir jei K — kompaktiskas D poaibis, tai K C K; tam tikriems [. Parinkime
f,g € H(D) tokius, kad

o S?U@—MM
olf.g)=> 2=

7 T [~ g0l

Tada o yra metrika erdvéje H (D) su indukuota tolygaus konvergavimo ant kompakty topologija.
3.1.2.1 lema. Tequl K yra pusplokstumés D kompaktiskas poaibis. Tada

T
o 1 : :
lim limsup — /sup |Li(s + 1) — Ly n(s +i7)|dT = 0.

n—=00 T 00 seK

Irodymas. J. Staudingas [18} jrodé, jog, kai o > max(%,l — i), funkcija L(s) yra

baigtinés eilés ir
T

/ |L(o +it)|*dt < T.
0
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I$ ¢ia seka, kad toje pacioje srityje funkcija L;(s) taip pat yra baigtinés eilés ir
T
/ |Ly(o +it)|?dt < T.
0

Irodymas uzbaigiamas pritaikius standartinj konturinj integravima (Zr. [9, 5.4.2 teoremaj,
kurioje nagrinétas Rymano dzeta funkcijos atvejis). A

Analogiskas tvirtinimas yra teisingas ir funkcijoms L;(s,w), L1, (s, w).

3.1.2.2 lema. Tegul K yra kompaktiskas pusplokstumes D poaibis. Tuomet beveik

visiems w € )
T

1
lim limsup — /sup |Li(s + iT,w) — L1 (s +iT,w)|dr = 0.
N0 Too seK

Irodymas. Naudosime jvertj

T

/ Li(o + it w)Pdt < T.
0

kuris teisingas srityje o > max (%, 1— i) beveik visiems w € Q, ir seka i§ funkcijos L(s,w)
vidurkio jverc¢io [18}.

Tolimesnis jrodymas analogiskas 3.1.2.1 lemos jrodymui. A

Dabar galime grizti prie 3.1.1 teoremos jrodymo.

3.1.1 teoremos jrodymas. Analiziniy funkcijy erdveéje apibrézkime dar vieng tikimybinj
mata

Pr.p,(A) = vr(Li(s + i, w) € A).

Pirmiausiai jrodysime, kad matai Prp, ir ﬁT,Ll, kai T" — oo, silpnai konverguoja j ta patj
mata erdvéje (H (D), B(H(D))).

Remiantis 3.1.1.1 teorema, turime, kad matai Pr, ., ﬁT%Ll, kai T" — o0, silpnai konver-
guoja | ta patj mata P, r,. Dabar X,, 1, (s) pazymékime, H(D)-reiksmj atsitiktinj elementa

su pasiskirstymu P, 1, ir apibrézkime
XT,n,Ll (8) = LLn(S + ZQT),

kur 6 yra atsitiktiné reik§me, apibrézta tam tikroje tikimybinéje erdveéje (Q,B(Q),P) ir
tolygiai pasiskirsciusi intervale [0,1}. Pasinaudoje konvergavimo pagal skirstinj apibrézimu

ir pazymeéjimu g, turime, kad
D
Xt i(s) 7 Xn1(8). (33)
T—o00
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Be to, nesunku pastebéti, kad tikimybiniy maty Seima {P, 1, } yra suspausta, o taip pat
ir reliatyviai kompaktiska. Tuomet egzistuoja posekis {P,, r,} C {P..r,}, toks, kad matas
{P,,}, kai n — oo, silpnai konverguoja j tam tikra mata P erdvéje (H(D),B(H(D))), kai

ny — oo. Tai ekvivalentu tam, jog
D
Xnyn, — P. (3.4)
T—o00

Pazymékime

XT,Ll (8) = Ll(S + ’LQT)

Pasinaudoje 3.1.2.1 lema gauname, kad kiekvienam ¢ > 0

lim limsup vp(o(Xr, (s), X1, (s)) > €)

n—=00 T 00

n—=x T 400

T
1
< lim limsup T / o(Ly(s+i1), Li(s+i71))dT =0
0

I§ ¢ia (3.3), (3.4) ir [1, 4.2 teoremos] turime, kad

XT.11(s) L P, (3.5)

T—o00

tai yra matas Pr g, silpnai konverguoja j mata P, kai " — co. Be to, i$ (3.5) seka, jog matas

P nepriklauso nuo posekio {Prr,} parinkimo. Todél
D
Xpn, —2 P, (3.6)
T— o0

Dabar apibrézkime
Xrns, (8) = Lyn(s + 0T, w)
ir
Xr.p,(s) = Ly(s + i0T, w)

Pasinaudoje (3.6) formule, 3.1.2.2 lema ir kartodami ankstesnius samprotavimus atsitikti-
niams elementams )?T,H,Ll ir )/(\'T,Ll gauname, kad matas )?T,Ll, kai 1" — oo, taip pat silpnai
konverguoja i P.

Lieka jrodyti, kad P sutampa su Fr,.

Tarkime a, = {p~" : p yra pirminis skai¢ius},7 € R. Apibrézkime vienparametrine
transformacijy aibéje Q Seimg ¢, (w) = a,w, w € Q. Tada {¢, : 7 € R} yra mati
iSsauganti transformacijg tore ) vienparametriné grupé. Be to, pagal [9, 5.3.6 teoremaj,

grupé {p, : 7 € R} yra ergodiné.
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Dabar tegul A yra mato P, apibrézto 3.1.1 teoremos jrodyme, tolydumo aibé. Tuomet is

Sios ir [1, 2.1 teoremq} turime sarysj

lim vp(Li(s +im,w) € A) = P(A). (3.7)

T—o00

Apibrézkime atsitiktinj dydj £ erdvéje (2, B(Q2), mpy)

1, jei Li(s,w) € A,
§(w) =
0, jei Li(s,w) & A.
Kadangi grupé {¢, : 7 € R} yra ergoding, procesas ¢.({(w)) taip pat yra ergodiskas.

Pazyméje EX atsitiktinio elemento X vidurkj ir pasinaudoje Birhofo-Kiné¢ino teorema [5}

turime, jog

T—oo 1’

T
1
lim —/f(gof(w))dT = E¢. (3.8)
0
Taciau, pagal £ ir ¢, apibrézimus

E¢ = /{(w)de =my(w € Q: Li(s,w) € A) = P, (A)
Q

ir
T

1
- / E(pr(@))dr = vr(L (5 + i7,w) € A).
0
Todél, remiantis (3.8),
7lim vr(Li(s +iT,w) € A) = P, (A)

ir, atsizvelgus j (3.7), gauname, kad P(A) = Pp,(A) visoms mato P tolydumo aibémis
A. Kadangi tolydzios aibés sudaro determinuojancia klase, tai P(A) = P, (A) visoms
A e B(H(D)).
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3.2. PAGRINDINES TEOREMOS TRODYMAS

Teoremos jrodymui bus reikalingas dar vienas pagalbinis rezultatas dvimatéje analiziniy

funkcijy erdvéje.

Pazymékime H?(D) = H(D) x H(D) ir tegul
gr(s) = (1 —2"77)".
Kadangi g, (s) yra Dirichlé polinomas, remiantis 3.1.1.1 teoremos jrodymu, tikimybinis matas
vr(g-(siT) € A), A€ B(H(D)), (3.9)
kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento

(s, w) = (1 _ 23&2))7”

skirstinj.

Erdveéje (H?(D), B(H?*(D))) apibrézkime tikimybinj mata

PP = vp((go(s +ir), Li(s+ir)) € A)
ir pazymeékime
F(va) = (97«(3,00), Ll(S,CU))-

Pasinaudoje (3.9) mato silpnu konvergavimu, 3.1.1 teorema ir modifikuotu Kramerio-Valdo
(Cramer-Wald) kriterijumi [6] gauname tvirtinima.

3.2.1 lema Tikimybinis matas P}Q), kar T — oo, silpnai konverguoja i atsitiktinio ele-

mento F(s,w) skirstinj Pp.

Dabar apibrézkime funkcija u : H*(D) — M (D) formule
Ao 92) = %5 (91,02) € (D)
Si funkcija yra tolydi (isskyrus Pp-mato aibe), kadangi metrika d (pagal erdvés M (D)
apibréZima) tenkina lygybe
d(g1,92) = d(i7 i), (91,92) € H(D).
g1 92

Be to, Pr = P%Q)u_l. Tuomet is 3.2.1 lemos, bei 5.1 teoremos [1] turime, kad matas Prp,
kai T — oo, silpnai konverguoja j atsitiktinio elemento

Lqi(s,w)

gr(s,w)

= L(s,w)

skirstinj.
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ISVADOS

Darbe nagrinéjamas paprastyjy Dirichlé eiluciy
oo
Am
—, ap € C, seC,
m=1 m

turin¢iy polinomine Oilerio sandauga, analizinj pratesima, Rymano tipo funkcine lygti bei

tenkinanc¢iy Ramanudzano hipoteze, klasés funkcijy reikSmiy pasiskirstymas.
Irodyta ribiné teorema silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo prasme Sios klasés funkci-

joms, meromorfiniy funkcijy erdvéje pateiktas iSreikstinis ribinio mato pavidalas.
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SUMMARY

Limit Theorem for L-Functions

from a Subclass of the Selberg Class

Selberg introduced a general class S of Dirichlet series

L(s) = Z%, s =0 +1it,
m=1

satisfying the following hypotheses:

(1) for every € > 0, a(m) < m® (Ramanujan’s hypothesis);

(2) there exists an integer r > 0, such that (s — 1)"L(s) is an entire function of finite
order (analytic continuation);

(3) there exist positive real numbers () and \; and complex numbers p;, Ry, > 0,

j=1,..,1, and w,|w| = 1, such that the function

satisfies the functional equation

Ap(s) =wAL(1-73)

(functional equation);
(4) there exist numbers b(p™), b(p®) < p*, with some 0 < 3 such that
1o =Tl { 2707}

p =1

where the product is taken over all primes p (Euler product).

In view of (1), the function L(s) is analytic on the half plane {s € C: o > 1}.

Some subclasses of the Selberg class were introduced and studied also. We shall be
concerned with the subclass S of the Selberg class defined by J. Steuding. A function L is
said to belong to the subclass S of S if the following hypotheses are satisfied:

(1) for each prime p and j =1, ..., k, there exist complex numbers c;(p), |c;(p)| < 1, such
that

o-f(-8)”

j=1
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(2) there exists a positive constant k such that

1
tim —— 3" Ja(p)? = .

o0 7(2)

p<z

where

m(x) = Z 1.

p<w

Examples of elements of S are furnished by the Riemann zeta-function, Dirichlet
L-functions, Hecke L-functions, Dedekind zeta-functions.

J. Steuding proved a limit theorem in the sense of weak convergence of probability
measures for functions L € S in the space of analytic functions. It is important that the
proof of this Theorem depends only on hypothesis (1) for the subclass S. Therefore, this
suggests to considere an extension S’ of the class S defined only in terms of hypothesis (1)
for S. The result of such a type for L-functions from the class S’ on the complex plane has
been given by R. Macaitiené.

In general, S is a class of meromorphic functions having a simple pole of order r at the
point s = 1. Therefore, asymptotic properties of L-functions from the class S are better
reflected by limit theorems in the space of meromorphic functions.

In this work we prove the limit theorem of such a type for L-functions from the class

S'cSin yvhe space of meromorphic functions.
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