SIAULIU UNIVERSITETAS
INFORMATIKOS, MATEMATIKOS IR E. STUDIJU INTSTITUTAS

MATEMATIKOS KATEDRA

LINA JASMONTAITE

Nehomogeninio Puasono proceso prognozavimas

Bakalauro darbas

Darbo vadovas:

Doc. Vaidotas KaniSauskas

Siauliai, 2014



TURINYS

TVADAS ...ttt ee e s et e et n et n e n e ens e 3
1. TEORINE DALIS ......ouitiieieiteiiteieiete sttt ssae st ss st ae s bt s aesss s s s st s st b bt e s s snsessnantenans 4
1.1. ATSITIKTINIYU PROCESU PROGNOZAVIMAS .......ovureirereereieiiesesesssessssaessessessssssessessssssessessssssans 4
2.2. PUASONO PROCESAL......ovieeeeie et 5
2.2.1. PUASONO PROCESAS.......ooeveeieeteieeseesss e st sass e 5
2.2.2. NEHOMOGENINIS PUASONO PROCESAS .......oueeeeeeeeereeeeeseeeeeeiessssses s sessssssssasssessessassase s 5

2.3. PAKANKAMA STATISTIKA ....oooeeeeeeveeeeeeeesesesses e seesses s sassses s s s sssssss s sasssss s sssssss s sassssssan 7

3. PAKANKAMA IR PILNA STATISTIKA .....oomieeeieeeieeeeeeteeee e sesaes s seesass s ssss s sesssss s s sass s 9
3.1. PAKANKAMOS STATISTIKOS RADIMAS ........ooeieeeeeeereeeeeesseseesesss s sessessass s sssssss s sassannanns 9
3.2. PILNOS STATISTIKOS RADIMAS .......ooovriereeeeeieseeetee s seesses s saessss s sassses s sssssss s ssss s sessass s 10

4. NEHOMOGENINIO PUASONO PROCESO PROGNOZAVIMAS .......coovererereereerereeeeeeeseseessseeseesenes 12
ISVADOS ..ottt st s e e e s e sttt st s s en s e s aenaens 16

LITERATUROS SARASAS ..ottt te s tee s tes st sae s sas s ss st sses s sesssssesassassassans 17



IVADAS

Bakalauro darbo tikslas:
Istirti atsitiktiniy procesy prognozavimo matematinius metodus.
Uzdaviniai:
1. Nustatyti nehomogenio Puasono proceso prognozavimo algoritma.
2. Nehomogeninio Puasono proceso algoritmg pritaikyti tokiems atvejams:
h(6,s) =6
h(0,s) = s(0)
h(@, 5) = 5(9) " Ps
h(6,s) = s(6) + s



1. TEORINE DALIS

1.1 ATSITIKTINIU PROCESU PROGNOZAVIMAS

Turime jvykiy erdve Q ir o-algebras F; ir F,, kur F; yra generuota stebimy atsitiktiniy
dydziy, o F, — generuota nestebimy atsitiktiniy dydziy. Tarkime, kad mati erdvé (Q, F; V F;)

aprupinta tikimybiniy maty Seima Py, 0€0.

1. Apibrézimas[2]. Tarkime, kad Y yra 1 — mati. Statistika Y vadinama prognoziskai

pakankama (F1, F2, Py, 8€0) atzvilgiu, jei :

1) Y yrapakankama ( F;, Py, 0€0) atzvilgiu;

2)  kiekvienam Py, kai Be@F ir F, yra salyginai nepriklausomi esant duotam Y.

1. Teoremal2]. Tarkime, kad Y yra prognoziskai pakankama (F1, F2, Py, 6€0) atzvilgiu.
Tarkime X yra (F; — mati) prognozé dél F, — mataus dydzio W. Tada prognozé ¢(Y) =
E, [X|Y] = E[X]|Y], nepriklauso nuo @ ir tenkina nelygybe:

Eg[(@(Y) — W)?] < Eo[(X — W)?],0€0.

2. Teorema[2]. Tarkime, kad statistika Y yra prognoziskai pakankama (F;, F», Py, 0€0)
atzvilgiu ir pilnaPye@atzvilgiu. Taip pat tarkime, jog egzistuoja F; - mati prognoziSkai

pakankama X dél W. Tada prognozé ¢ (Y) = E[X]|Y] tenkina nelygybe:

Eq[(p(Y) — W)?] < Ep[(Z — W)?], 0€0
kiekvienai F; - maciai nepaslinktai prognozei Z. Kartu prognozé ¢(Y) yra vienintelé P,, 6€0,
beveik visur su ta savybe.
2. Apibrézimas[2]. Prognozé X vadinama nepaslinkta del W, jei
EgX = EqW, 6€0.
3. Apibrézimas[2]. Sakysime, kad nepaslinkta prognozé X dél W yra TMDNP (tolygiai
maziausios dispersijos nepaslinkta prognoze), jei:
Eo[(X = W)?] < Eg[(Z — W)?],V6e0,
su kiekviena kita nepaslinkta prognoze Z.
4. Apibrézimas[2]. Statistika Y vadinama pilna Py, 6€0, jei:
Eq[g(Y)] = 0,6¢0,

tai reiskia



g(¥,) =0.

2.2.PUASONO PROCESAI

2.2.1.PUASONO PROCESAS

5. Apibrézimas[5]. Atsitiktinis procesas X(t) vadinamas Puasono procesu, jei

tenkinamos salygos:

1.  X(t) yra procesas su nepriklausomais poky¢iais;

2. Vt; <t, poky¢iai X(t;) — X(t;1) ir X(t, +5s) — X(t; + s) turi tg patj skirstinj su
Vs # 0;

3. X(0)=0;

4. kai h —» 0,

P(X(h)y=0)=1—-2A-h+o(h)
P(X(h) =1) = Ah + o(h)
P(X(h) =0) =o(h)

Cia A > 0 vadinamas Puasono proceso parametru.

Jei X(t) yra Puasono procesas, tai atlikdami tiesioginius skai¢iavimus galime jsitikinti,
kad

At)k
P(x(t) =k) = % e k=012, ..

Mes nagrinésime sudétingesnés struktiros Puasono procesus, tai yra vadinamus

nehomogeninius Puasono procesus.

2.2.2.NEHOMOGENINIS PUASONO PROCESAS

6. Apibrézimas[5]. Atsitiktinis procesas N(t) vadinamas nehomogeniniu Puasono

procesu su intensyvumu h(8,s), 0 € 0, jei

(Ji ho,)ds)”

t
~ ce~Joh©s)ds  — 012 .

P(N(t) = n) =

kur h(0, s) tokia, kad



t
H(6,t) = f h(8,s)ds — oo, t - o,
0

H(O,t) < oo, kaiteR,
Tuomet

Hy ()"
PN(E) = n) = % Mo ® =012,

Nehomogeninio Puasono proceso pavyzdziai:
Nehomogeninis Puasono procesastaikomas jvairiose fizikos srityse:
1. Nehomogeninis Puasono procesas N,yra naudojamas lazerinéje fizikoje parametro
6 perdavimui su tokia intensyvumo funkcija:
h(0,t) =2(6,t) + L, 0<t <T,
¢ia A — foninis spinduliavimo intensyvumas, A(8, t)— lazerio moduliacijos intensyvumas.

2. Nehomogeninis Puasono procesas N, yra naudojamas optinéje fizikoje su

intensyvumo funkcija tokio pavidalo:
1
h(o,t) = Ea(l + cos(wt +¢)) + 4,
kur 0 = (a, w, ¥, A),a — amplitude, w — daznis, ¥ — intensyvumo faze, 1 > 0.

3. Tegul funkcija f(t) yra dukart integruojama bet kuriame baigtiniame intervale ir
limi,. f(t) =0, 6 €(a,b), 0<a<b<o. Tada nehomogeninio Puasono proceso
N,intensyvumo funkcija yra tokio pavidalo:

h(6,t) =0f(t) + 1,1 >0,
kur [ 000 f(£)%dt = 0, daznai naudojama asimptotiniy jverciy teorijoje.
Tikétinumo funkcija:

Kadangi H(6,s) < oo, kai teR, fiksuotas ir 6€0, tai galioja salyga:

ft 1- h,s) h(6y,s)ds < o
0 h(HO'S) 0 '

kai teR. 6, 6,€0ir pagal [7] Py < Py, ir tikimybinio mato P atzvilgiu Ps, (kur P; yra mato

Py susiaurinimas FY atzvilgiu, FY = o{N,,0 <s <t}) lokalaus tankio procesas turi

pavidala:

dpP§ t . h(b,s) t
O =ew {1, Ins o dNg — [y (h(6,5) — h(60,5))ds] )




2.3.PAKANKAMA STATISTIKA

Tarkime, kad (Q,F, Py, 0e®) yra tikimybiné erdve, (X,B) - mati erdvé, X — matus
atvaizdis i§ (Q, F) j (X, B), p¥ — atsitiktinio elemento X tikimybinis skirstinys, t.y. P¥(4) =
Py{w: X(w)eA}, AeB.

Atsitiktinis elementas X vadinamas stebéjimais, (X, B) - iméiy erdve, o apie elemento X
skirstinj Pé( zinome tik tiek, kad jis priklauso skirstiniy klasei {Pg , 960}, sudarytai nors i$
dviejy elementy.

7. Apibrézimas[1]. Trejetas € = (X, B, P{,0€0) vadinamas stebéjimy X indukuotu
statistiniu ekspirimentu.

Akivaizdu, kad tikimybiniy erdviy Seima (Q,F, Pg) yra pagalbinis objektas ir gali bati
apibrézta jvairiais budais. Nataralu uz Q imti X, uz Fo — algebrg B ir tarti, kad Py(A4) =
PX(A), kai Ae B ir apibrézti X (x) = x, kaixeX.

Pagrindinis parametrinés statistikos uzdavinys yra daryti iSvadas apie X tikimybinj
skirstinj Pé( , remiantis steb¢jimais X, 1§ anksto neZinant, kokia tikroji parametro 6 reikSme, tik
zinant, kad ji priklauso tam tikrai atvirai ir iskilai abei @eR¥ k > 1.

Sis uzdavinys sprendziamas, panaudojant jveréiy teorijg. Susipazinsime su pagrindiniais
jos teiginiais.

8. Apibrézimas[1]. Tarkime, kad (U,-A) — kita mati erdvé. Statistika vadinamas
kiekvienas matus atvaizdis T = T (X)i$ (X, B) i (U, A).

Tuo atveju, kada U = 0, 0 A = B(O) (B(O) — O poaibiy o — algebra), statistika atvaizdis
T = T(X) vadinama parametro @ jver¢iu ir daznai zymima 8 = 8(X).
9. Apibrézimas[1]. Statistika T = T (X)vadinama nepaslinktu parametro 6€@ jverciu, jei:
EgT(X) = 0,0€0
gia Egy — zymi matematinj vidurkj atzvilgiu P
10. Apibrézimas[1]. Statistinis ekperimentas € = (X, B,P;,0e0) vadinamas

dominuojamu (mato Q¥), jei egzistuoja o — baigtinis matasQ* toks, kad PY « Q¥ su visais
0e0.



Tarkime, kad statistinis eksperimentas & = (X,B,P{,0€0), 6 cR¥, k=1
dominuojamas mato Q¥ . Pazymékime
X

Pa

W (x), xeB.

f(6,x) =

11. Apibrézimas[1]. Statistika = §(X) vadinama parametro 8 maksimalaus tikétinumo

jverciu, jei
f(6,X) = supgeaf (6,X)
¢ia O — aibés @ uzdarinys.

4. Teorema[6].(Faktorizacijos teorema)Macioje erdvéje (X, B) turime tikimybiniy maty
Seimg P = {Py, 0@} su dominuojanéiu matu y. Pazymékime f(x,0) = %(x)- tikimybiy
tankj. Tegul T=T(x) yra statistika, atvaizduojanti (X, B) j macig erdve (Y,S). Tam, kad
statistika T biity pakankama Seimos P atzvilgiu bitina ir pakankama, kad tankis f(x,6)
uzraSytu pavidalu:

f(x,0) = g(T(x); )r(x) (u—b.v.), VOeO,

kur g(x, 8) neneigiama, S — mati funkcija su kiekvienu 6€@, o r(x) yra neneigiama B mati

funkcija.



3. PAKANKAMA IR PILNA STATISTIKA

3.1. PAKANKAMOS STATISTIKOS RADIMAS

Sakykime, kad turime nehomogeninj Puasono procesa N, su intensyvumo funkcja
h(8,t), kai 8e0, kurj stebime laikotarpiu te[0, s]. Misy tikslas surasti pakankamos statistikos

priklausomai nuo h(8, x) pavidalg.

1. h@,t)=206

Turime standartinj Puasono procesa N, su
k

0
— — -0
P(N, =k) = e
Tada proceso N, kompensatorius yra A, = 6t ir tikétinumo funkcija pagal (1) formule yra

pavidalo:

dP; t 9 t 9
L(O) =—=(C)=exp f In—dN, — f (6 —0y)ds; =exp {Ntln— — Ot + Hot}
dPg, o 6o 0 o

Pagal faktorizacijos teorema matome, kad N, yra pakankama statistika Seimai 6e@, Kali
te[0, s].
2. h(6,t) =s(0)

Tada kompensatorius yra A, = s(0)tir tikétinumo funkcija pagal (1) formule yra pavidalo:

B dp} N L s(9) B t B B
L) = dPgo () =exp {J;) lns(G)o dN, j(; (s(0) 5(90))ds} =
= exp {Ntln% —s(@)t+ s(@o)t}

Pagal faktorizacijos teoremg matome, kad N, yra pakankama statistika Seimai 6e®, Kai
te[0, s].
3. h(6,t) =s(8)¢,, kur @, toks, kad

¢
f(ptds—>oo, t — oo,
0

Tada tikétinumo funkcija pagal (1) formule yra pavidalo:



s(0)oPs
s(6)
s(80)
Pagal faktorizacijos teoremg matome, kad N, yra pakankama statistika Seimai Oe®, kai
te[0, s].

4. h(6,t) =s(0) + ¢,
Tada tikétinumo funkcija pagal (1) formule yra pavidalo:

d t t 0 < t
1) = 0 = exp| [ in (S0 an - [ (5@, - sienpas| -
0o 0 0

t t
= exp {Ntln s(9)f <psds+s(90)f (psds}
0 0

_ dpP} N t s(0)+os B t B _
Lw)—dTetO()—exp{fo in(Sgyerar) i~ | @+ s(eo)+¢s)ds}—

t t
= exp U In(s(8)+¢@s)dNg — j (s(8)o + @s)dNg —s(0)t + s(@o)t}
0 0
Matome, kad pakankamos statistikos neturime, t.y. reikalingi visi stebéjimai N,te[0, s].

3.2. PILNOS STATISTIKOS RADIMAS

Kaip zinome statistika N, yra pilna jei i$
Egg(N,) =0, BeO
iSplaukia, kad
g(Ny) = 0.
Kadangi N, yra nehomogeninis Puasono procesas su intensyvumu h(6, t), tai

(fot h(H,s)ds)k

— [T h(8,5)ds
e b
k!

P(N, = k) =

kaik =0,1,2, ...
Vadinasi
(Johee s)ds)k t
Eog(Ny) = 2o g(k) P(N, = k) = X g (k) e~ o hO)ds )
Dabar nagrinésime miisy atvejus:

1. h,t)=6
Tada (2) turi pavidala:



Egg(Ny) = Zg(k) (f Hds) e~ Joods — 2 (k) (Qt)k

k=0
IS ¢ia matome, kad tai lygu 0, kai
gN) =0,
tai reiskia, kad N, yra pilna statistika.
2.  h(6,t) =s(6)
Tada (2) turi pavidala:

Egg(N) = Z g(k)m — S s@)ds _ i (o OV (S(H)t)k o—s(O)t
k=0
IS ¢ia matome, kad tai lygu 0, kai
gWNy) =0,
tai reiSkia, kad N, yra pilna statistika.
3. h(6,t) =s(0)p,
Tada (2) turi pavidala:

(F s@)psds)’

—fts(6)<psds _
e o ==

Egg(N) = ) g(k)
k=0

I$ ¢ia matome, kad tai lygu O, kai
g(Nt) = 0'
tai reiSkia, kad N, yra pilna statistika.
ISvada. Visais trimis atvejais N, yra pilna ir pakankama statistika tikimybiniy maty

Seimos Py, O€0 atzvilgiu.



4. NEHOMOGENINIO PUASONO PROCESO PROGNOZAVIMAS

Rad¢ Q pazymésime funkcijy erdviy sudarytg i§ skaiciuojancio proceso trajektorijos, t.y.
w(t)eQ yra did¢jancios tolydzios i§ deSinés funkcijos apibréztos intervale [0, 00) igyjancios
reikSmes i§ aibés {0,1,2, ... }tokios, kad w(0) = 0 ir w(t) = w(t —) = Oarba 1, Kai te[0, ).
Kanoninj skaiGiuojantj procesa N apibrédime formule N, = N,(w) = w(t). Zymésime
Flopy =Wy, s <u<t).

Nagrinésime taskinio proceso N steb¢jimo situacija. Tarkime, kad P(8) zymi tikimybinj
matg, kai N, yra nehomogeninis Puasono procesas su intensyvumo funkcija h(8,t) ir
ZymésimeP = {P(0), 0€6}.

Praktiskai stebime procesg N, kai 0 < s < t ir norime prognozuoti procesa N, kai t > s.

Misy nagringjamoje situacijoje N, yra pakankama ir pilna statistika, kai s >0
tikimybiniy maty Seimai P. Remiantis tuo, kad taskinis procesas N,yra nehomogeninis

Puasono procesas su intensyvumu h(6,t), turime

t
EgN, = f h(B,t)dt
0

EgN; = h(0,x)dx
Kaip Zinome geriausia N, prognozé uzsiraSo kaip funkcija nuo pilnos ir pakankamos
statistikos N, t.y. f(N) ir ji turi tenkinti sglyga:
Eyf(N,) = EgN,, 6€0O, t > s.
ISskirsime du atvejus, kai parametras 8, 8e® nezinomas ir kai 8, 8€® Zinomas.

l. Tarkime, kad parametras 6, 6e@® nezinomas.
1. h(6,t) = 6,0€0 = (0, )
Tada funkcija (prognoze) f ieskosime pavidalo

f(Ns) = aNs 3)

kur @« = const. dar nezinoma.
IS ¢ia gauname, kad

Eyf(N;) = EgaN; = aEN, = a0s.



Kadangi jstate vietoj h(6,t)6 j (3) gauname
t
E, N, =f 0dx = Ot
0

tai
afs = 0Ot.

IS ¢ia

Dabar tai jstatome | (3):
t N,
N = <Ny = Ny +—=(t —5)
tai pagal 1.1 gauname, kad
N
f(Ng) =Ny +—=(t =)

yra tolygiai maziausios dispersijos nepaslinkta N, prognozé.
2. h(6,t) = s(6) > 0,0€0

Siuo atveju N, vidurkis lygus
EgN, = [, s(8)dx = s(8)t (4)

N, prognoze f(Ny) ieSkosime pavidalu
f(Ns) = aN,
kur @ = const. dar nezinoma. Kadangi
Egf(N;) = EgaNg = aEN; = as(6)s,
tai atsizvelge j (4) gauname, kad
as(8)s = s(0)t

Dabar tai jstatome j (3):
t N
f(Ns) =—-N; = N; +—(t—5s)
s s
tai pagal 1.1 gauname, kad
N
f(Ns) = Ns +?(t—S)

yra tolygiai maziausios dispersijos nepaslinkta N; prognoze.
3. h(8,t) = s(6) ¢,

@, zinimas, 8€0. Siuo atveju N, vidurkis lygus



EgN, = [, 5 (8)p dx = s() [ ¢, dx (5)

N, prognoze ieSkosime pavidalu

f(Ns) = aNj,

kur @ = const. dar nezinoma. Kadangi
Eq f (N) = EgaN; = aEN; = as(6) [y p.dx 6)
Sulygine (5) ir (6), gauname
N t
as(@)f @, dx = S(Q)J @, dx
0 0

I ¢ia gauname, kad

t
a=f05 - Ns = Ng + — s <J(pxdx—j<pxdx>=Ns+ - s J(pxdx
Jy oxdx Jo xdx \Jo 0 Jy pxdxJs

yra tolygiai maZziausia dispersija nepaslinktos N, prognozé.

Il. Tarkime, kad parametras 8, 8e@zinomas.

Pagal 1.1 teorijg geriausia N, prognozé yra salyginis vidurkis.

<p(Ns) = IEH (Nths)
Kadangi procesas N, yra procesas su nepriklausomais pokyciais, tai

t
o(NS) = Eg (N,Ny) = Eg (N, + N, — NyIN,) = N, + 5(6) f osdx

yra prognoze.

Tai turi sutapti su N, vidurkiu

t
EN, = S(@)J P dx
0

Misy atveju prognoze yra

o(N) = N, +50) pd

sulyginame

t t
EyN, = S(H)f @,dx = Egp(Ng) = Eg (NS + s(9)f (pxdx> = EN, +
0 s
t S t S t
+s(9)j @, dx =S(9)J @, dx +s(9)f @, dx = s(0) <j @, dx +j (pxdx> =
s 0 S 0 S

= 5(0) J:(pxdx

Vadinasi



FON,) = N, + 5(6) f pudx

yra tolygiai maziausia dispersija nepaslinktos N, prognozés miisy visais turimais atvejais, tik
pastebime, kad:

1. Kai h(6,t) = 6, imame s(8) =60,0 ¢, = 1.

2.  Kaih(,t) =s(6),imame s(0) = s(6),0 ¢, = 1.

3. Kaih(6,t) = s(0)¢;, sutampa su ka tik iSnagrinétu.



ISVADOS

Buvo nagrinétas nehomogeninis Puasono procesas:

(fot h(9,s)ds)n

t
~ e hhO9ds = 0,1,2

P(N(t) =n) =

) e

kur h(0, s) tokia, kad
t
H(O,t) = j h(6,s)ds — oo, t - oo,
0

H(O,t) < oo, kaiteR,.
Tada sudarytas X, prognozésf (N;) ieSkojimo algoritmas:
a) nustatome, kad X yra pilna ir pakankama statistika;
b) Randamasf (N;) tikrasis pavidalas pasinaudojant tuo, kad
Eo f (Xs) = EgX,,
kaif nezinomas ir tuo, kad
fXs) = Eg (X 1X5),

kaifzinomas.
Ieskant pilnos ir pakankamos statistikos gavome, jog pirmais trimis atvejais:
) h(6,s) =6
. h(0,s) = s(0)
) h(0,s) = s(6) - ¢

N, yra pilna ir pakankama statistika tikimybiniy maty Seimos Py, 0€@ atzvilgiu, o ketvirtuoju

atveju:
e h(8s)=s(8)+ ¢
pastebéjome, jog pakankamos statistikos neturime, t.y. reikalingi visi stebéjimai N, te[0, s].

Pasinaudojant  gautais pilnos ir pakankamos statistikos rezultatais buvo
rastanechomogeninio Puasono proceso tolygiai maziausios dispersijos nepaslinkta N,prognoze

trimis atvejais.
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PREDICTION OF NON-HOMOGENOUS POISSON PROCESS

Summary

In the first part of this work is theory, which focuses on random processes of prediction. In
the second part of a non-homogeneous Poisson process explored prediction. In order
toobtainthenon-homogeneousPoissonprocess,we havea completeand sufficientstatisticsin three
cases, the fourthcomplex casessuch statistics didn’t exist. Taking advantage of these results were
obtained by a non-homogeneous Poisson process uniformly minimum dispersion unbiased
prediction in three of the cases examined, when the corresponding parameter is known or
unknown. Along submitted analytical predictions expression.



