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ĮVADAS 

 

Bakalauro darbo tikslas: 

Ištirti atsitiktinių procesų prognozavimo matematinius metodus. 

Uždaviniai: 

1. Nustatyti nehomogenio Puasono proceso prognozavimo algoritmą. 

2. Nehomogeninio Puasono proceso algoritmą pritaikyti tokiems atvejams: 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝜃 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠(𝜃) 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠 𝜃 ∙ 𝜑𝑠 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠 𝜃 + 𝜑𝑠  



1. TEORINĖ DALIS 

 

1.1.ATSITIKTINIŲ PROCESŲ PROGNOZAVIMAS 

 

Turime įvykių erdvę Ω ir 𝜎-algebras ℱ1 ir ℱ2, kur ℱ1 yra generuota stebimų atsitiktinių 

dydţių, o ℱ2 – generuota nestebimų atsitiktinių dydţių. Tarkime, kad mati erdvė  Ω, ℱ1 ∨ ℱ2  

aprūpinta tikimybinių matų šeima 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩. 

1. Apibrėžimas[2]. Tarkime, kad 𝑌 yra ℱ1 – mati. Statistika Y vadinama prognoziškai 

pakankama (ℱ1, ℱ2, 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩) atţvilgiu, jei : 

1) Y yra pakankama ( ℱ1, 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩) atţvilgiu; 

2) kiekvienam 𝑃𝜃 , kai 𝜃𝜖𝛩ℱ1 ir ℱ2 yra sąlyginai nepriklausomi esant duotam Y.  

1. Teorema[2]. Tarkime, kad Y yra prognoziškai pakankama (ℱ1, ℱ2, 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩) atţvilgiu. 

Tarkime X yra (ℱ1 – mati) prognozė dėl ℱ2 – mataus dydţio W. Tada prognozė 𝜑 𝑌 =

𝔼𝑝  𝑋 𝑌 = 𝔼  𝑋 𝑌 , nepriklauso nuo 𝜃 ir tenkina nelygybę: 

𝔼𝜃   𝜑 𝑌 −𝑊 
2 ≤ 𝔼𝜃   𝑋 −𝑊 

2 , 𝜃𝜖𝛩. 

2. Teorema[2]. Tarkime, kad statistika Y yra prognoziškai pakankama  (ℱ1, ℱ2, 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩) 

atţvilgiu ir pilna𝑃𝜃𝜖𝛩atţvilgiu. Taip pat tarkime, jog egzistuoja ℱ1 - mati prognoziškai 

pakankama X dėl W. Tada prognozė 𝜑 𝑌 = 𝔼  𝑋 𝑌  tenkina nelygybę: 

𝔼𝜃   𝜑 𝑌 −𝑊 
2 ≤ 𝔼𝜃   𝑍 −𝑊 

2 , 𝜃𝜖𝛩 

kiekvienai ℱ1 - mačiai nepaslinktai prognozei Z. Kartu prognozė 𝜑(𝑌) yra vienintelė 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩, 

beveik visur su ta savybe. 

2. Apibrėžimas[2]. Prognozė X vadinama nepaslinkta dėl W, jei  

𝔼𝜃𝑋 = 𝔼𝜃𝑊,𝜃𝜖𝛩. 

3. Apibrėžimas[2]. Sakysime, kad nepaslinkta prognozė X dėl W yra TMDNP (tolygiai 

maţiausios dispersijos nepaslinkta prognozė), jei: 

𝔼𝜃   𝑋 −𝑊 
2 ≤ 𝔼𝜃   𝑍 −𝑊 

2 , ∀𝜃𝜖𝛩, 

su kiekviena kita nepaslinkta prognoze Z. 

4. Apibrėžimas[2]. Statistika 𝑌 vadinama pilna 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩, jei: 

𝔼𝜃  𝑔 𝑌𝑡  = 0, 𝜃𝜖𝛩, 

tai reiškia 



𝑔 𝑌𝑡 = 0. 

2.2.PUASONO PROCESAI 

 

2.2.1.PUASONO PROCESAS 

 

5. Apibrėžimas[5]. Atsitiktinis procesas 𝑋(𝑡) vadinamas Puasono procesu, jei 

tenkinamos sąlygos: 

1. 𝑋(𝑡) yra procesas su nepriklausomais pokyčiais; 

2. ∀𝑡1 < 𝑡2 pokyčiai 𝑋 𝑡2 − 𝑋(𝑡1) ir 𝑋 𝑡2 + 𝑠 − 𝑋(𝑡1 + 𝑠) turi tą patį skirstinį su 

∀𝑠 ≠ 0; 

3. 𝑋 0 = 0; 

4. kai 𝑕 → 0, 

𝑃(𝑋 𝑕 = 0) = 1 − 𝜆 ∙ 𝑕 + 𝑜(𝑕) 

𝑃 𝑋 𝑕 = 1 = 𝜆𝑕 + 𝑜(𝑕) 

𝑃 𝑋 𝑕 ≥ 0 = 𝑜(𝑕) 

Čia 𝜆 > 0 vadinamas Puasono proceso parametru. 

Jei 𝑋(𝑡) yra Puasono procesas, tai atlikdami tiesioginius skaičiavimus galime įsitikinti, 

kad 

𝑃 𝑥 𝑡 = 𝑘 =
 𝜆𝑡 𝑘

𝑘!
∙ 𝑒−𝜆𝑡 , 𝑘 = 0,1,2, … 

Mes nagrinėsime sudėtingesnės struktūros Puasono procesus, tai yra vadinamus 

nehomogeninius Puasono procesus. 

2.2.2.NEHOMOGENINIS PUASONO PROCESAS 

 

6. Apibrėžimas[5]. Atsitiktinis procesas 𝑁(𝑡) vadinamas nehomogeniniu Puasono 

procesu su intensyvumu 𝑕(𝜃, 𝑠), 𝜃 ∈ 𝛩, jei 

𝑃 𝑁 𝑡 = 𝑛 =
  𝑕 𝜃, 𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0
 
𝑛

𝑛!
∙ 𝑒− 𝑕 𝜃,𝑠 𝑑𝑠

𝑡
0 , 𝑛 = 0,1,2, … 

kur 𝑕 𝜃, 𝑠  tokia, kad 



𝐻 𝜃, 𝑡 =  𝑕 𝜃, 𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

→ ∞, 𝑡 → ∞. 

𝐻 𝜃, 𝑡 < ∞, kai𝑡𝜖𝑅+ 

Tuomet 

𝑃 𝑁 𝑡 = 𝑛 =
 𝐻𝜃(𝑡) 𝑛

𝑛!
∙ 𝑒𝐻𝜃  𝑡 , 𝑛 = 0,1,2, … 

Nehomogeninio Puasono proceso pavyzdžiai: 

Nehomogeninis Puasono procesastaikomas įvairiose fizikos srityse: 

1. Nehomogeninis Puasono procesas 𝑁𝑡yra naudojamas lazerinėje fizikoje parametro 

𝜃 perdavimui su tokia intensyvumo funkcija: 

𝑕(𝜃, 𝑡) = 𝜆 𝜃, 𝑡 + 𝜆, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, 

čia λ – foninis spinduliavimo intensyvumas, 𝜆(𝜃, 𝑡)– lazerio moduliacijos intensyvumas. 

2. Nehomogeninis Puasono procesas 𝑁𝑡  yra naudojamas optinėje fizikoje su 

intensyvumo funkcija tokio pavidalo: 

𝑕(𝜃, 𝑡) =
1

2
𝑎 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜓  + 𝜆, 

kur 𝜃 =  𝑎,𝜔,𝛹, 𝜆 ,𝑎 – amplitude, 𝜔 – daţnis, 𝜓 – intensyvumo faze, 𝜆 > 0. 

3. Tegul funkcija 𝑓(𝑡) yra dukart integruojama bet kuriame baigtiniame intervale ir 

𝑙𝑖𝑚𝑡→∞ 𝑓 𝑡 = 0, 𝜃 ∈ (𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞. Tada nehomogeninio Puasono proceso 

𝑁𝑡 intensyvumo funkcija yra tokio pavidalo: 

𝑕(𝜃, 𝑡) = 𝜃𝑓 𝑡 + 𝜆, 𝜆 > 0, 

kur  𝑓(𝑡)2𝑑𝑡 = 0
∞

0
, daţnai naudojama asimptotinių įverčių teorijoje. 

Tikėtinumo funkcija: 

 Kadangi 𝐻(𝜃, 𝑠) < ∞, kai 𝑡𝜖𝑅+ fiksuotas ir 𝜃𝜖𝛩, tai galioja sąlyga: 

  1 −  
𝑕 𝜃, 𝑠 

𝑕 𝜃0 , 𝑠 
 𝑕 𝜃0, 𝑠 𝑑𝑠 < ∞,

𝑡

0

 

kai 𝑡𝜖𝑅+𝜃, 𝜃0𝜖𝛩ir pagal [7] 𝑃𝜃 ≪ 𝑃𝜃0
 ir tikimybinio mato 𝑃𝜃

𝑡  atţvilgiu 𝑃𝜃0

𝑡  (kur 𝑃𝜃
𝑡  yra mato 

𝑃𝜃  susiaurinimas ℱ𝑡
𝑁 atţvilgiu, ℱ𝑡

𝑁 = 𝜎 𝑁𝑠 , 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ) lokalaus tankio procesas turi 

pavidalą:  

𝑑𝑃𝜃
𝑡

𝑑𝑃𝜃0
𝑡  ∙ = 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛

𝑕(𝜃,𝑠)

𝑕(𝜃0 ,𝑠)
𝑑𝑁𝑠 −   𝑕(𝜃, 𝑠) − 𝑕(𝜃0, 𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

0

𝑡

0
  (1) 

  



2.3.PAKANKAMA STATISTIKA 

 

Tarkime, kad  Ω,ℱ, 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩  yra tikimybinė erdvė,  𝒳, ℬ  - mati erdvė, 𝑋 – matus 

atvaizdis iš  Ω, ℱ  į  𝒳, ℬ , 𝑝𝑋  – atsitiktinio elemento X tikimybinis skirstinys, t.y. 𝑃𝜃
𝑋 𝐴 =

𝑃𝜃  𝜔: 𝑋(𝜔)𝜖𝐴 , 𝐴𝜖ℬ. 

Atsitiktinis elementas 𝑋 vadinamas stebėjimais,  𝒳, ℬ  - imčių erdvė, o apie elemento 𝑋 

skirstinį 𝑃𝜃
𝑋  ţinome tik tiek, kad jis priklauso skirstinių klasei  𝑃𝜃

𝑋 , 𝜃𝜖𝛩 , sudarytai nors iš 

dviejų elementų. 

7. Apibrėžimas[1]. Trejetas ℰ =  𝒳, ℬ, 𝑃𝜃
𝑋 , 𝜃𝜖𝛩  vadinamas stebėjimų X indukuotu 

statistiniu ekspirimentu. 

Akivaizdu, kad tikimybinių erdvių šeima  Ω,ℱ, 𝑃𝜃  yra pagalbinis objektas ir gali būti 

apibrėţta įvairiais būdais. Natūralu uţ Ω imti 𝒳, uţ ℱσ – algebrą ℬ ir tarti, kad 𝑃𝜃 𝐴 =

𝑃𝜃
𝑋 𝐴 , kai 𝐴𝜖 ℬ ir apibrėţti 𝑋 𝑥 = 𝑥, kai𝑥𝜖𝒳. 

Pagrindinis parametrinės statistikos uţdavinys yra daryti išvadas apie 𝑋 tikimybinį 

skirstinį 𝑃𝜃
𝑋 , remiantis stebėjimais 𝑋, iš anksto neţinant, kokia tikroji parametro 𝜃 reikšmė, tik 

ţinant, kad ji priklauso tam tikrai atvirai ir iškilai abei 𝛩𝜖𝑅𝑘 ,𝑘 ≥ 1. 

Šis uţdavinys sprendţiamas, panaudojant įverčių teoriją. Susipaţinsime su pagrindiniais 

jos teiginiais. 

8. Apibrėžimas[1]. Tarkime, kad  𝒰,𝒜  – kita mati erdvė. Statistika vadinamas 

kiekvienas matus atvaizdis 𝑇 = 𝑇(𝑋)iš  𝒳, ℬ  į  𝒰,𝒜 . 

Tuo atveju, kada 𝒰 = 𝛩, o 𝒜 = ℬ(𝛩) (ℬ(𝛩) – 𝛩 poaibių 𝜎 – algebra), statistika atvaizdis 

𝑇 = 𝑇(𝑋) vadinama parametro 𝜃 įverčiu ir daţnai ţymima 𝜃 = 𝜃 (𝑋). 

9. Apibrėžimas[1]. Statistika 𝑇 = 𝑇(𝑋)vadinama nepaslinktu parametro 𝜃𝜖𝛩 įverčiu, jei: 

𝔼𝜃𝑇 𝑋 = 𝜃, 𝜃𝜖𝛩 

čia 𝔼𝜃  – ţymi matematinį vidurkį atţvilgiu 𝑃𝜃
𝑋 . 

10. Apibrėžimas[1]. Statistinis ekperimentas ℰ =  𝒳,ℬ, Pθ
X , θϵΘ  vadinamas 

dominuojamu (mato 𝑄𝑋), jei egzistuoja σ – baigtinis matas𝑄𝑋  toks, kad 𝑃𝜃
𝑋 ≪ 𝑄𝑋 su visais 

𝜃𝜖𝛩. 



Tarkime, kad statistinis eksperimentas ℰ =  𝒳,ℬ, 𝑃𝜃
𝑋 , 𝜃𝜖𝛩 , 𝛩 ⊂ 𝑅𝑘 , 𝑘 ≥ 1 

dominuojamas mato 𝑄𝑋 . Paţymėkime 

𝑓 𝜃, 𝑥 =
𝑑𝑃𝜃

𝑋

𝑑𝑄𝑋
 𝑥 , 𝑥𝜖ℬ. 

11. Apibrėžimas[1]. Statistika 𝜃 = 𝜃 (𝑋) vadinama parametro 𝜃 maksimalaus tikėtinumo 

įverčiu, jei 

𝑓 𝜃 , 𝑋 = 𝑠𝑢𝑝𝜃𝜖𝛩 𝑓(𝜃, 𝑋) 

čia 𝛩  – aibės 𝛩 uţdarinys. 

4. Teorema[6].(Faktorizacijos teorema)Mačioje erdvėje  𝒳, ℬ  turime tikimybinių matų 

šeimą 𝒫 =  𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩  su dominuojančiu matu 𝜇. Paţymėkime 𝑓 𝑥, 𝜃 =
𝑑𝑃𝜃

𝑑𝜇
(𝑥)- tikimybių 

tankį. Tegul T=T(x) yra statistika, atvaizduojanti  𝒳, ℬ  į mačią erdvę  𝒴, 𝑆 . Tam, kad 

statistika T būtų pakankama šeimos 𝒫 atţvilgiu būtina ir pakankama, kad tankis 𝑓 𝑥, 𝜃  

uţrašytu pavidalu: 

𝑓 𝑥, 𝜃 = 𝑔 𝑇 𝑥 ; 𝜃 𝑟(𝑥)  (𝜇 − b. v. ), ∀𝜃𝜖𝛩, 

kur 𝑔 𝑥, 𝜃  neneigiama, 𝑆 – mati funkcija su kiekvienu 𝜃𝜖𝛩, o 𝑟(𝑥) yra neneigiama ℬ mati 

funkcija.  



3. PAKANKAMA IR PILNA STATISTIKA 

 

3.1. PAKANKAMOS STATISTIKOS RADIMAS 

 

Sakykime, kad turime nehomogeninį Puasono procesą 𝑁𝑡  su intensyvumo funkcja 

𝑕(𝜃, 𝑡), kai 𝜃𝜖𝛩, kurį stebime laikotarpiu 𝑡𝜖 0, 𝑠 . Mūsų tikslas surasti pakankamos statistikos 

priklausomai nuo 𝑕 𝜃, 𝑥  pavidalą. 

1. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝜃 

Turime standartinį Puasono procesą 𝑁𝑡  su 

𝑃 𝑁𝑡 = 𝑘 =
𝜃𝑘

𝑘!
𝑒−𝜃 . 

Tada proceso 𝑁𝑡  kompensatorius yra 𝐴𝑡 = 𝜃𝑡 ir tikėtinumo funkcija pagal (1) formulę yra 

pavidalo: 

𝐿 𝜃 =
𝑑𝑃𝜃

𝑡

𝑑𝑃𝜃0

𝑡  ∙ = 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛
𝜃

𝜃0
𝑑𝑁𝑠 −  𝜃 − 𝜃0 𝑑𝑠

𝑡

0

𝑡

0

 = 𝑒𝑥𝑝  𝑁𝑡𝑙𝑛
𝜃

𝜃0
− 𝜃𝑡 + 𝜃0𝑡  

Pagal faktorizacijos teoremą matome, kad 𝑁𝑡  yra pakankama statistika šeimai 𝜃𝜖𝛩, kai 

𝑡𝜖 0, 𝑠 . 

2. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃) 

Tada kompensatorius yra 𝐴𝑡 = 𝑠(𝜃)𝑡ir tikėtinumo funkcija pagal (1) formulę yra pavidalo: 

𝐿 𝜃 =
𝑑𝑃𝜃

𝑡

𝑑𝑃𝜃0

𝑡  ∙ = 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛
𝑠(𝜃)

𝑠(𝜃)0
𝑑𝑁𝑠 −  𝑠(𝜃) − 𝑠(𝜃0) 𝑑𝑠

𝑡

0

𝑡

0

 =

= 𝑒𝑥𝑝  𝑁𝑡𝑙𝑛
𝑠(𝜃)

𝑠(𝜃0)
− 𝑠(𝜃)𝑡 + 𝑠(𝜃0)𝑡  

Pagal faktorizacijos teoremą matome, kad 𝑁𝑡  yra pakankama statistika šeimai 𝜃𝜖𝛩, kai 

𝑡𝜖 0, 𝑠 . 

3. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃)𝜑𝑡 , kur 𝜑𝑡  toks, kad 

 𝜑𝑡𝑑𝑠 → ∞,   𝑡 → ∞.
𝑡

0

 

Tada tikėtinumo funkcija pagal (1) formulę yra pavidalo: 



𝐿 𝜃 =
𝑑𝑃𝜃

𝑡

𝑑𝑃𝜃0

𝑡  ∙ = 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛  
𝑠(𝜃)𝜑𝑠
𝑠(𝜃)0𝜑𝑠

 𝑑𝑁𝑠 −  𝑠(𝜃)𝜑𝑠 − 𝑠(𝜃0)𝜑𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑡

0

 =

= 𝑒𝑥𝑝  𝑁𝑡𝑙𝑛
𝑠(𝜃)

𝑠(𝜃0)
− 𝑠(𝜃) 𝜑𝑠𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝑠(𝜃0) 𝜑𝑠𝑑𝑠
𝑡

0

  

Pagal faktorizacijos teoremą matome, kad 𝑁𝑡  yra pakankama statistika šeimai 𝜃𝜖𝛩, kai 

𝑡𝜖 0, 𝑠 . 

4. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠 𝜃 + 𝜑𝑡  

Tada tikėtinumo funkcija pagal (1) formulę yra pavidalo: 

𝐿 𝜃 =
𝑑𝑃𝜃

𝑡

𝑑𝑃𝜃0

𝑡  ∙ = 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛  
𝑠(𝜃)+𝜑𝑠
𝑠(𝜃)0 + 𝜑𝑠

 𝑑𝑁𝑠 −  𝑠 𝜃 + 𝜑𝑠 − 𝑠(𝜃0)+𝜑𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

𝑡

0

 =

= 𝑒𝑥𝑝   𝑙𝑛
𝑡

0

 𝑠(𝜃)+𝜑𝑠 𝑑𝑁𝑠 −  𝑠(𝜃)0 + 𝜑𝑠 𝑑𝑁𝑠 −
𝑡

0

𝑠(𝜃)𝑡 + 𝑠(𝜃0)𝑡  

Matome, kad pakankamos statistikos neturime, t.y. reikalingi visi stebėjimai 𝑁𝑡 ,𝑡𝜖 0, 𝑠 . 

3.2. PILNOS STATISTIKOS RADIMAS 

 

Kaip ţinome statistika 𝑁𝑡  yra pilna jei iš  

𝔼𝜃𝑔 𝑁𝑡 = 0,   𝜃𝜖𝛩 

išplaukia, kad 

𝑔 𝑁𝑡 = 0. 

Kadangi 𝑁𝑡  yra nehomogeninis Puasono procesas su intensyvumu 𝑕(𝜃, 𝑡), tai 

𝑃 𝑁𝑡 = 𝑘 =
  𝑕 𝜃, 𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0
 
𝑘

𝑘!
𝑒− 𝑕 𝜃,𝑠 𝑑𝑠

𝑡
0  

kai k = 0,1,2, … 

Vadinasi 

𝔼𝜽𝒈 𝑵𝒕 =  𝒈 𝒌 ∞
𝒌=𝟎 𝑷 𝑵𝒕 = 𝒌 =  𝒈 𝒌 ∞

𝒌=𝟎

  𝒉 𝜽,𝒔 𝒅𝒔
𝒕
𝟎

 
𝒌

𝒌!
𝒆− 𝒉 𝜽,𝒔 𝒅𝒔

𝒕
𝟎  (2) 

Dabar nagrinėsime mūsų atvejus: 

1. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝜃 

Tada (2) turi pavidalą: 



𝔼𝜃𝑔 𝑁𝑡 =  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

  𝜃𝑑𝑠
𝑡

0
 
𝑘

𝑘!
𝑒− 𝜃𝑑𝑠

𝑡
0 =  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

 𝜃𝑡 𝑘

𝑘!
𝑒−𝜃𝑡 . 

Iš čia matome, kad tai lygu 0, kai 

𝑔 𝑁𝑡 = 0, 

tai reiškia, kad 𝑁𝑡  yra pilna statistika. 

2. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃) 

Tada (2) turi pavidalą: 

𝔼𝜃𝑔 𝑁𝑡 =  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

  𝑠(𝜃)𝑑𝑠
𝑡

0
 
𝑘

𝑘!
𝑒− 𝑠(𝜃)𝑑𝑠

𝑡
0 =  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

 𝑠(𝜃)𝑡 𝑘

𝑘!
𝑒−𝑠(𝜃)𝑡  

Iš čia matome, kad tai lygu 0, kai 

𝑔 𝑁𝑡 = 0, 

tai reiškia, kad 𝑁𝑡  yra pilna statistika. 

3. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃)𝜑𝑠 

Tada (2) turi pavidalą: 

𝔼𝜃𝑔 𝑁𝑡 =  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

  𝑠(𝜃)𝜑𝑠𝑑𝑠
𝑡

0
 
𝑘

𝑘!
𝑒− 𝑠(𝜃)𝜑𝑠𝑑𝑠

𝑡
0 ==

=  𝑔 𝑘 

∞

𝑘=0

 𝑠(𝜃)  𝜑𝑠𝑑𝑡
𝑡

0
 
𝑘

𝑘!
𝑒−𝑠(𝜃)  𝜑𝑠𝑑𝑡

𝑡
0  

Iš čia matome, kad tai lygu 0, kai 

𝑔 𝑁𝑡 = 0, 

tai reiškia, kad 𝑁𝑡  yra pilna statistika. 

Išvada. Visais trimis atvejais 𝑁𝑡  yra pilna ir pakankama statistika tikimybinių matų 

šeimos 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩 atţvilgiu.  



4. NEHOMOGENINIO PUASONO PROCESO PROGNOZAVIMAS 

 

Radę Ω paţymėsime funkcijų erdvių sudarytą iš skaičiuojančio proceso trajektorijos, t.y. 

𝜔(𝑡)𝜖Ω yra didėjančios tolydţios iš dešinės funkcijos apibrėţtos intervale [0,∞) įgyjančios 

reikšmes iš aibės  0,1,2, …  tokios, kad 𝜔 0 = 0 ir 𝜔 𝑡 = 𝜔 𝑡 − = 0arba 1, kai 𝑡𝜖[0,∞). 

Kanoninį skaičiuojantį procesą 𝑁 apibrėšime formule 𝑁𝑡 = 𝑁𝑡 𝜔 ≔  𝜔 𝑡 . Ţymėsime 

ℱ(𝑠,𝑡)
𝑁 = 𝜎 𝑁𝑢 , 𝑠 < 𝑢 ≤ 𝑡 . 

Nagrinėsime taškinio proceso 𝑁 stebėjimo situaciją. Tarkime, kad 𝑃(𝜃) ţymi tikimybinį 

matą, kai 𝑁𝑡  yra nehomogeninis Puasono procesas su intensyvumo funkcija 𝑕(𝜃, 𝑡) ir 

ţymėsime𝒫 =  𝑃 𝜃 , 𝜃𝜖𝛩 . 

Praktiškai stebime procesą 𝑁𝑠, kai 0 < 𝑠 < 𝑡 ir norime prognozuoti procesą 𝑁𝑡 , kai 𝑡 > 𝑠. 

Mūsų nagrinėjamoje situacijoje 𝑁𝑠 yra pakankama ir pilna statistika, kai 𝑠 ≥ 0 

tikimybinių matų šeimai 𝒫. Remiantis tuo, kad taškinis procesas 𝑁𝑡yra nehomogeninis 

Puasono procesas su intensyvumu 𝑕(𝜃, 𝑡), turime 

𝔼𝜃𝑁𝑠 =  𝑕 𝜃, 𝑡 𝑑𝑡
𝑡

0

 

ir 

𝔼𝜃𝑁𝑡 = 𝑕 𝜃, 𝑥 𝑑𝑥 

Kaip ţinome geriausia 𝑁𝑡  prognozė uţsirašo kaip funkcija nuo pilnos ir pakankamos 

statistikos 𝑁𝑠, t.y. 𝑓(𝑁𝑠) ir ji turi tenkinti sąlygą: 

𝔼𝜃𝑓 𝑁𝑠 = 𝔼𝜃𝑁𝑡 ,   𝜃𝜖𝛩,   𝑡 > 𝑠. 

Išskirsime du atvejus, kai parametras 𝜃, 𝜃𝜖𝛩 neţinomas ir kai 𝜃, 𝜃𝜖𝛩 ţinomas. 

I. Tarkime, kad parametras θ, θϵΘ neţinomas. 

1. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝜃,𝜃𝜖𝛩 = (0,∞) 

Tada funkciją (prognozę) 𝑓 ieškosime pavidalo 

𝑓 𝑁𝑠 = 𝛼𝑁𝑠 (3) 

kur 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. dar neţinoma. 

Iš čia gauname, kad 

𝔼𝜃𝑓 𝑁𝑠 = 𝔼𝜃𝛼𝑁𝑠 = 𝛼𝔼𝑁𝑠 = 𝛼𝜃𝑠. 



Kadangi įstatę vietoj 𝑕 𝜃, 𝑡 𝜃 į (3) gauname 

𝔼𝜃𝑁𝑡 =  𝜃𝑑𝑥
𝑡

0

= 𝜃𝑡 

tai 

𝛼𝜃𝑠 = 𝜃𝑡. 

Iš čia 

𝛼 =
𝑡

𝑠
 

Dabar tai įstatome į (3): 

𝑓 𝑁𝑠 =
𝑡

𝑠
𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 +

𝑁𝑠
𝑠
 𝑡 − 𝑠  

tai pagal 1.1 gauname, kad 

𝑓 𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 +
𝑁𝑠
𝑠
 𝑡 − 𝑠  

yra tolygiai maţiausios dispersijos nepaslinkta Nt  prognozė. 

2. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠 𝜃 > 0, 𝜃𝜖𝛩 

Šiuo atveju 𝑁𝑡  vidurkis lygus 

𝔼𝜽𝑵𝒕 =  𝒔 𝜽 𝒅𝒙 = 𝒔 𝜽 𝒕
𝒕

𝟎
 (4) 

𝑁𝑡  prognozę 𝑓(𝑁𝑠) ieškosime pavidalu 

𝑓 𝑁𝑠 = 𝛼𝑁𝑠 , 

kur 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. dar neţinoma. Kadangi 

𝔼𝜃𝑓 𝑁𝑠 = 𝔼𝜃𝛼𝑁𝑠 = 𝛼𝔼𝑁𝑠 = 𝛼𝑠 𝜃 𝑠, 

tai atsiţvelgę į (4) gauname, kad 

𝛼𝑠 𝜃 𝑠 = 𝑠 𝜃 𝑡 

⇒ 

𝛼 =
𝑡

𝑠
 

Dabar tai įstatome į (3): 

𝑓 𝑁𝑠 =
𝑡

𝑠
𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 +

𝑁𝑠
𝑠
 𝑡 − 𝑠  

tai pagal 1.1 gauname, kad 

𝑓 𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 +
𝑁𝑠
𝑠
 𝑡 − 𝑠  

yra tolygiai maţiausios dispersijos nepaslinkta Nt  prognozė. 

3. 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃)𝜑𝑡  

𝜑𝑡  ţinimas, 𝜃𝜖𝛩. Šiuo atveju 𝑁𝑡  vidurkis lygus 



𝔼𝜃𝑁𝑡 =  𝑠
𝑡

0
 𝜃 𝜑𝑥𝑑𝑥 = 𝑠(𝜃)  𝜑𝑥𝑑𝑥

𝑡

0
 (5) 

𝑁𝑡  prognozę ieškosime pavidalu 

𝑓 𝑁𝑠 = 𝛼𝑁𝑠 , 

kur 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. dar neţinoma. Kadangi 

𝔼𝜃𝑓 𝑁𝑠 = 𝔼𝜃𝛼𝑁𝑠 = 𝛼𝔼𝑁𝑠 = 𝛼𝑠(𝜃)  𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑠

0
 (6) 

Sulyginę (5) ir (6), gauname 

𝛼𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥 = 𝑠 𝜃  𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

𝑠

0

 

Iš čia gauname, kad 

𝛼 =
 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑠

0

𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 +
𝑁𝑠

 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

  𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

− 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑠

0

 = 𝑁𝑠 +
𝑁𝑠

 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 

yra tolygiai maţiausia dispersija nepaslinktos 𝑁𝑡  prognozė. 

II. Tarkime, kad parametras 𝜃, 𝜃𝜖𝛩ţinomas. 

Pagal 1.1 teoriją geriausia 𝑁𝑡  prognozė yra sąlyginis vidurkis. 

𝜑(𝑁𝑠) = 𝔼𝜃(𝑁𝑡 𝑁𝑠)  

Kadangi procesas 𝑁𝑠 yra procesas su nepriklausomais pokyčiais, tai 

𝜑(𝑁𝑠) = 𝔼𝜃(𝑁𝑡 𝑁𝑠) = 𝔼𝜃(𝑁𝑠 + 𝑁𝑡 − 𝑁𝑠 𝑁𝑠) = 𝑁𝑠 + 𝑠(𝜃) 𝜑𝑠𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 

yra prognozė. 

Tai turi sutapti su 𝑁𝑡  vidurkiu 

𝔼𝑁𝑡 = 𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

 

Mūsų atveju prognozė yra 

𝜑 𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 + 𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 

sulyginame 

𝔼𝜃𝑁𝑡 = 𝑠 𝜃  𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

= 𝔼𝜃𝜑 𝑁𝑠 = 𝔼𝜃  𝑁𝑠 + 𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 = 𝔼𝑁𝑠 +

+ 𝑠 𝜃  𝜑𝑥𝑑𝑥 =
𝑡

𝑠

𝑠 𝜃  𝜑𝑥𝑑𝑥 + 𝑠 𝜃 
𝑠

0

 𝜑𝑥𝑑𝑥 = 𝑠 𝜃 
𝑡

𝑠

  𝜑𝑥𝑑𝑥 +
𝑠

0

 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 =

= 𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

 

Vadinasi 



𝑓 𝑁𝑠 = 𝑁𝑠 + 𝑠(𝜃) 𝜑𝑥𝑑𝑥
𝑡

𝑠

 

yra tolygiai maţiausia dispersija nepaslinktos 𝑁𝑡  prognozės mūsų visais turimais atvejais, tik 

pastebime, kad: 

1. Kai 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝜃, imame 𝑠 𝜃 = 𝜃, o 𝜑𝑥 ≡ 1. 

2. Kai 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃), imame 𝑠 𝜃 = 𝑠(𝜃), o 𝜑𝑥 ≡ 1. 

3. Kai 𝑕 𝜃, 𝑡 = 𝑠(𝜃)𝜑𝑡 , sutampa su ką tik išnagrinėtu. 

  



IŠVADOS 

 

Buvo nagrinėtas nehomogeninis Puasono procesas: 

𝑃 𝑁 𝑡 = 𝑛 =
  𝑕 𝜃, 𝑠 𝑑𝑠

𝑡

0
 
𝑛

𝑛!
∙ 𝑒− 𝑕 𝜃,𝑠 𝑑𝑠

𝑡
0 , 𝑛 = 0,1,2, … 

kur 𝑕 𝜃, 𝑠  tokia, kad 

𝐻 𝜃, 𝑡 =  𝑕 𝜃, 𝑠 𝑑𝑠
𝑡

0

→ ∞, 𝑡 → ∞. 

𝐻 𝜃, 𝑡 < ∞, kai𝑡𝜖𝑅+. 

Tada sudarytas 𝑋𝑡  prognozės𝑓(𝑁𝑠) ieškojimo algoritmas: 

a) nustatome, kad 𝑋𝑠yra pilna ir pakankama statistika; 

b) Randamas𝑓(𝑁𝑠) tikrasis pavidalas pasinaudojant tuo, kad 

𝔼𝜃𝑓 𝑋𝑠 = 𝔼𝜃𝑋𝑡 , 

kai𝜃 neţinomas ir tuo, kad 

𝑓 𝑋𝑠 = 𝔼𝜃(𝑋𝑡 𝑋𝑠) , 

kai𝜃ţinomas. 

Ieškant pilnos ir pakankamos statistikos gavome, jog pirmais trimis atvejais: 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝜃 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠(𝜃) 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠 𝜃 ∙ 𝜑𝑠 

𝑁𝑡  yra pilna ir pakankama statistika tikimybinių matų šeimos 𝑃𝜃 , 𝜃𝜖𝛩 atţvilgiu, o ketvirtuoju 

atveju: 

 𝑕 𝜃, 𝑠 = 𝑠 𝜃 + 𝜑𝑠 

pastebėjome, jog pakankamos statistikos neturime, t.y. reikalingi visi stebėjimai 𝑁𝑡 , 𝑡𝜖 0, 𝑠 . 

Pasinaudojant gautais pilnos ir pakankamos statistikos rezultatais buvo 

rastanehomogeninio Puasono proceso tolygiai maţiausios dispersijos nepaslinkta 𝑁𝑡prognozė 

trimis atvejais.  
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PREDICTION OF NON-HOMOGENOUS POISSON PROCESS 

 
Summary 

 
In the first part of this work is theory, which focuses on random processes of prediction. In 

the second part of a non-homogeneous Poisson process explored prediction. In order 

toobtainthenon-homogeneousPoissonprocess,we havea completeand sufficientstatisticsin three 

cases, the fourthcomplex casessuch statistics didn’t exist. Taking advantage of these results were 

obtained by a non-homogeneous Poisson process uniformly minimum dispersion unbiased 

prediction in three of the cases examined, when the corresponding parameter is known or 

unknown. Along submitted analytical predictions expression. 

 


