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1. Ivadas

Tegul s = o + it yra kompleksinis kintamasis. Rymano dzeta funkcija {(s) pusplokStuméje
o > 1 yra apibréZiama Dirichlé eilute

(=Y L
m=1

ir yra analiziSkai pratgsiama j visa kompleksing ploksStuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra
paprastasis polius su reziduumu 1. 1975 m. S.M. Voroninas atrado labai jdomig funkcijos
{(s) savybe, kuri dabar vadinama universalumu. Jis jrod¢, kad bet kuri analiziné funkcija
tolygiai kompaktinése aibése norimu tikslumu yra aproksimuojama postimiais {(s + it), T €
R . Tikslus dabartinis Vorinino teoremos formulavimas yra toks [7]. Simboliu meas{A}
zymime macios aibés A € R Lebego mata.

1 teorema. Tarkime, kad K yra juostos D = {s € C: %< o < 1} kompaktiné aibé, turinti
Junguji papildinj, o funkcija f(s) yra tolydi ir nevirstanti nuliu aibéje K bei analiziné aibés K
viduje. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminf — meas{t € [0,T]: sup|{(s +it) — f(s)| < e} > 0.
T—oo T seK

Si teorema tvirtina, kad Rymano dzeta funkcijos postamiy {(s + it), aproksimuojanéiy duotg
analizing funkcija, aibé yra gana plati, jos apatinis tankis yra grieZtai teigiamas.

Hurvico dzeta funkcija yra Rymano dzeta funkcijos apibendrinimas. Tegul a,0 < a < 1, yra
fiksuotas parametras. Hurvino dzeta funkcija {(s,a) pusplok§tuméje o > 1 apibréZiama
Dirichl¢ eilute

- 1
{(s,a) = ;()m

ir yra analiziSkai pratgsiama ] visg kompleksine plokStuma, iSskyrus taska s = 1, kuris yra
paprastasis polius su reziduumu 1. Kai @ = 1, tai funkcija {(s, a) virsta {(s).

Funkcija {(s, @) priklauso nuo parametro @, todél jos savybés priklauso nuo Sio parametro
aritmetinés prigimties. PaprasCiausias atvejis yra, kai parametras a yra transcendentusis
skaiCius, tai yra, jis néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Saknis, nes Siuo
atveju skaiCiy aibe

{loglm + a):me Ny = NU{0}}

yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ racionaliyjy skaiciy kiino. S.M. Gonekas (Gonek) ir B.
Bag¢is (Bagchi) nepriklausomai vienas nuo kito jrodé [5], [1], kad funkcija {(s,a) su
transcendenciuoju parametru « taip pat yra universali, taCiau §is universalumas yra Siek tiek
kitoks negu funkcijy {(s). Teisinga yra tokia teorema.



2 teorema. Tarkime, kad K yra juostos D kompaktiné aibé, turinti jungyji papildinj, o
funkcija f(s) yra tolydi aibéje K ir analiziné aibés K viduje. Tuome su kiekvienu € > 0

1
liminfT meas{t € [0,T]: sup|{(s +it,a) — f(s)| < e} > 0.
T—co seK

Kaip matome, skirtingai nuo 1 teoremos, 2 teoremoje nereikalaujama, kad funkcija f(s)
neturéty nuliy aibgje K.

2007m. H. MiSu (Mishou) irodé¢ [11] jdomig teoremg apie jungtinj funkcijy {(s) ir {(s, @) su
transcendenciuoju parametru a universalumg. Jungtinis universalumas reiSkia, kad analiziniy
funkcijy rinkinys yra aproksimuojamas dzeta funkcijy postimiy rinkiniu. MiSu teorema
formuluojama taip.

3 teorema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius, K, ir K, yra kompaktinés juostos D
aibés, turincios jungiuosius papildinius. Funkcija f,(S) yra tolydi ir nevirstanti nuliu aibéje
K, bei analiziné jos viduje, o f,(s) yra tolydi aibéje K, ir analiziné jos viduje. Tuomet su
kiekvienu € > 0

liminf% meas{t € [0,T]: sup|{(s + it) — f1(s)| < ¢,

T—oo SeKq

sup|{(s +it,a) — f,(s)| < e} > 0.

seK,
Magistro darbo tikslas yra jrodyti 3 teoremos analoga funkcijoms L(s,y) ir {(s,a) su
transcendenciuoju parametru @. Cia y yra Dirichlé charakteris moduliu q, o L(s, ) yra
atitinkama Dirichlé¢ L funkcija, kuri pusplokStuméje o > 1 yra apibréZiama Dirichlé eilute

L(s,x) = XY(:SI)

m=1

ir meromorfiskai pratesiama j visg kompleksine plokStumg. Kai y yra pagrindinis charakteris,
tai taskas s = 1 yra funkcijos L(s, y) paprastasis polius, o kai y yra nepagrindinis charakteris,
tai funkcija L(s, y) yra sveikoji funkcija.

Pagrindinis magistro darbo rezultatas yra $i teorema.

4 teorema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius, o aibés K ir K, bei funkcijos f;(s)
ir f5(s) tenkina 3 teoremos sqlygas. Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminfT meas{t € [0,T]: sup|L(s + it, x) — fi(s)| < &,

T—co seKy

supl{(s +it,a) — fo,(s)| <€} > 0.

SEK,



2. Dirichlé L funkcijos
Siame skyrelyje pateiksime Dirichlé L funkcijy savybes, reikalingas 4 teoremos jrodymui.

Primename, kad 1837 m. P.G. Dirichl¢ (Dirichlet), nagrinédamas pirminiy skaiciy
pasiskirstyma aritmetinéje progresijoje m = a(mod q) (a,q) = 1, apibrézé charakterius
x(m), m € N, moduliu q. Siuolaikinés matematikos terminais charakteris yra apveréiamy
likiniy moduliu g grupés tolydus homomorfizmas multiplikatyvioje kompleksiniy skaiciy,
moduliu lygiy 1, grupéje. Paprasciau Dirichl¢ charakterio sagvoka yra suprantana taip.
Kiekviena visiSkai multiplikatyvi funkcija g(m) (g(m,n) = g(m)g(n) su visais m € N ),
kuri yra periodiné su periodu q (g(m + q) = g(m)) ir tenkina sglygas g(m) = 0, kai
(m,q) > 1, ir g(m) # 0, kai (m, g) = 1, sutampa su vienu i§ Dirichlé¢ charakteriy moduliu
q.

Charakteris y (mod q) yra vadinamas pagrindiniu ir Zymimas y,, jeigu yo(m) = 1 su visais

(m,q) = 1.

Tarkime, y yra Dirichlé charakteris moduliu q , tuomet Dirichlé L funkcija L(s,x)
pusplokstumeéje, ¢ > 1 yra apibréZiama Dirichlé eilute

W=y X

m=1

I8 charakterio y periodiSkumo gauname, kad srityje o > 1

q-1

)‘ZX Z ();(nwk)sz
-1
:_Z x(k) Z = %Z x() (s, —)-

=1 o(n+ )5 k=1

Kadangi Hurvico dzeta funkcija yra reguliari visur, iSskyrus paprasta poliy taske s = 1 su
reziduumu 1, tai i§ ¢ia i$plaukia, kad ir funkcija L(s, y) yra pratgsiama j visg s plokStuma,
iSskyrus taskg s = 1, kuriame gali buti paprastasis polius su reziduumu

q-1
SN0
— X .
1=

Taciau i§ charakteriy savybiy turime, kad jei y # y,, tai

q-1
> o =o.
k=1

Todél funkcijos L(s, y) reziduumas taske 1 yra 0. Vadinasi funkcija L(s, y), kai y # x, yra
analiziné visoje baigtinéje s plokStumoje, tai yra, ji yra sveikoji funkcija.



I§ charakterio y multiplikatyvumo savybés gauname, kad funkcija L(s, y) pusplok§tuméje
o > 1 gali buti uzrasyta Oilerio sandauga pagal pirminius skaiCius

Lo =] Ja-EB)-
p

Pastaroji sandauga absoliu¢iai konverguoja pusplokStuméje o > 1, ir jos visi daugikliai yra
nelygiis 0. Todél L(s, ) # 0 pusplok§tuméje o > 1.

Tarkime, kad y = y,(mod q). Tuomet i§ Oilerio sandaugos randame, kad srityje ¢ > 1
Xo (P)
Ls,x0) = ﬂ(l ) ﬂ( - Ja--»
plq
Kadangi pusploksStuméje o > 1
1.
=] a-2
P
tai i§ ¢ia gauname, kad srityje 0 > 1
Lo =@ ] [a-0.
plq

Funkcija {(s) taske 1 turi paprastgjj poliy su reziduumu 1, todél pastaroji formulé rodo, kad
funkcija L(s, o) taske s = 1 taip pat turi paprastgji poliy su reziduumu

1
1_[(1 =)

plq

Siuos ir kitus rezultatus apie Dirichlé L funkcijos teorija galima rasti monografoje [13].

3. Jungtiné ribiné teorema

Pagrindinis magistro darbo teoremos apie funkcijy L(s, x) ir {(s, y) jungtinj universaluma
jrodymas remiasi jungtine ribine teorema silpnojo tikimybiniy maty konvergavime prasme
analiziniy funkcijy erdvéje. Simboliu B(S) Zymésime erdvés S Borelio aibiy o kiing.
Tarkime, kad turime tikimybinius matus P,, n € N, ir P erdvéje (S, B(S)). Primename, kad
P,, kai n — oo, siplnai konverguoja j mata P, jei su kiekviena realia, aprézta, tolydzia funkcija
f erdvéje S yra teisinga lygybe

lim | fdP, —ffdP

n—>oo



Tegul D ={s € C: %< 0<1}, o H(D) yra analiziniy juostoje D funkcijy erdvé su

tolygaus konvergavimo kompaktinése aibése topologija. Siame skyrelyje nagrinésime
tikimybinj matg

Pr(A) = % meas{t € [0,T]: (L(s +it,x),{(s + it, a)) €eA},Ae B(H*(D)).

Cia H2(D) = H(D) x H(D) . Teoremos formulavimui yra reikalingi kai kurie apibréZimai.
Tegul y={s €C:|s| =1} yra vienetinis apskritimas kompleksinéje plokStumoje.
ApibréZziame

Q4 =1_[Vp:-0-2 = nym-
p m=0

Cia pirmoje sandaugoje Yp = Y su visais pirminiais p , o antrojoje sandaugoje ¥, = ¥ su
visais me Ny = NU{0}. Kadangi vienetinis apskritimas yra kompaktiné aib¢, pagal
Tichonovo teorema [12] begaliniamaciai torai (), ir {), su sandaugos topologija ir pataskinés
daugybos operacija yra kompaktinés, topologinés Abelio grupés. Todé¢l erdveje (Qj, B(Q j))
galima apibrézti [7] tikimybinj Haro ( Haar ) matg m;y, j = 1,2. Gauname tikimybing erdve
(Q,,8(%), mjy) ,j = 1,2. Tegul

Q=91XQZ.

Tuomet vél pagal Tichonovo teoremg turime, kad ) yra kompaktiné topologiné grupé ir tai
duoda naujg tikimybiné erdve (Q,B(Q),my), &ia my tikimybinis Haro matas erdvéje
(2, B(Q)). Pastebime, kad Haro matas my yra maty m,y ir m,y sandauga, tai yra, jei
A=A4;xA,,A1 € BQ,), A, € B(Q,), tai

my (A) = myy(A;)myy(4,).

Tegul w;(p) yra elemento w; € Q; projekcija j koordinating erdve ¥, 0 w, (M) yra elemento
w, € (), projekcija | koordinating erdve ¥, . Funkcija w,(p) pratgsiama | visg aibe N
formulés

w,m) = | | oi).men,

pTllm

kurioje p" ||m reiskia, kad p”|m , taciau p"*1 4 m , pagalba. Dabar apibréZiame

L(SI wllX) = Z W
m=1
ir

w, (M)

((S, «a, wz) = y” m



Tuomet yra Zinoma [7],[14], kad L(s,wq, x) yra H(D) - reikSmis atsitiktinis elementas,
apibréztas tikimybingje erdvéje (Qq,B(Qq), myy) , o {(s,a,w,) yra H(D) — reik§mis
atsitiktinis elementas, apibréZtas tikimybingje erdvéje (Q,, B(Q,), m,y). Be to, i§ charakterio
x visiSko multiplikatyvumo iSplaukia, kad

L(s,wy,x) = 1_[(1 — %)‘1,5 €D,
P

su beveik visais w; € 1; mato m,y atzvilgiu.
Tegul w = (w4, w,). Trumpumo délei apibréziame
Z(s) = Z(s,a, ) = (L(s, ), {(s, @)
ir
Z(s,w) =Z(s,w,a, x) = (L (s, w1, ), {(s, wo, a)).

Tuomet Z(s, w) yra H*(D) - reikSmis atsitiktinis elementas, apibréZtas tikimybinéje erdvéje
(Q,B(Q), my). Tegul P, yra atsitiktinio elemento Z(s,w) pasiskirstymas, tai yra, P, yra
tikimybinis matas erdvéje (H?(D), B(H?(D))), apibréZtas formule

P;(A) =my(w e Q:Z(s,w) € 4), Ae B(H*D)).
Trumpiau matg Py galime uZrasyti taip
P (A) = %meas{r e [0,T): Z(s + it) € A}, A e B(HX(D)).
Dabar formuluojame ribing teorema.

3.1 teorema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius. Tuomet tikimybinis matas Py, kai
T — oo, silpnai konverguoja i P;.

3.1 teoremos jrodyma pradésime ribine teorema tikimybiniams matams erdvéje (Q, B(Q)).
Tegul P yra visy pirminiy skaiciy aibé. ApibréZiame

Q- (4) = %meas{r e [0,T]: ((p‘”:p eP),((m+a)™ime NO)) € A},A e B(Q).

3.2 lema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius. Tuomet tikimybinis matas Qr, kai
T — oo, silpnai konverguoja j Haro matg my.
Irodymas. Yra Zinoma, kad toro () dualioji arba charakteriy grupé yra izomorfiné grupei

¢ = (P z) PP 2w

pelP meN,

Cia Zyp = Zsu visais p € P ir Z,, = Z su visais m € N,. Grupés G elementas (E, D = (kp:p €
P, l,: m € Ny), kuriame tik tai baigtinis skaiCius sveikyjy skaiciy k,, ir [,,, yra nelygus 0,
veikia grupéje G pagal taisykle



(29) = (o) = [ | [ oo

pelP meNg

Ciax = (xp:peP) e,y =(ym:meNj) € Q,. I3 Siy pastaby iSplaukia, kad mato Qr

Furjé transformacija gT(E, D turi pavidala

gr(ic1) = f(]_[ ARESIE

peP meN,

f | [prme | [+ aynyar =

0 peP meNj
1 .
= 7.[ exp {—l‘l‘(z kylogp + Z lnlog(m + a))}dr; (3.1)
0 peP meN,

Cia, kaip ir anksCiau tik baigtinis skaiCius sveikyjy skaiCiy ky, ir [, yra nelygis 0. Gerai
Zinoma, kad aibé¢ skai¢iy { logp: p € P } yra tiesiSkai nepriklausoma vir$ racionaliyjy skaiciy
kiino Q. Tai iSplaukia i§ pagrindinés aritmetikos teoremos. Kadangi a yra transcendentusis
skaiCius, tai aib¢ { log(m + a): m € Ny } taip pat yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q. Tarkime
prieSingai, kad ta aibé néra nepriklausoma vir§ kiino Q. Tuomet egzistuoja tokie sveikieji
nelygus 0 skaiciai a4, ...,q; irmy, ..., m; € Ny, kad

a; loglm; + @) + -+ + a;log(m; + a) = 0.
IS ¢ia randame, kad

m+a) .. -(m+a)=1 (3.2)

Tegul apibréztumo délei a4, ..., a, > 0, a, 44, ..., a; < 0. Tada i§ (3.2) gauname, kad
m+a)*-..-(m+ ) =My + )+ - (M + @)™

Tai reiSkia, kad a yra polinomo su sveikaisiais koeficientais
(mi+a)*-..-(m+ )% — (Mpypq + )%+ - - (M + )

Saknis, kas prieStarauja jo transcendentiSkumui. I§ §iy pastaby iSplaukia, kad ir aibé
{logp: p e P} U {log(m + a): m € Ny } taip pat yra tiesiSkai nepriklausoma vir§ Q. Tikrai,
jeigu egzistuoty tokie nelygiis 0 sveikieji skaiciai ay, ..., ay ir b, ..., by, kad

a,logp; + -+ ay logpy + by log(m; + @) + -+ + b;log(m; + @) = 0,
tai i§ ¢ia gautume, kad
Pyt Dk (my + @)t (my + )bt = 1.

Pastaroji lygybé taip pat prieStarauja skaiCiaus a transcendentiSkumui.



Nesunku matyti, kad

T

1
1% ?f exp { —iT(Z k,logp + Z Lplog(m + a))}dr =1,

0 peP meN,

kai visi ky, ir l,;, yra nuliai. Kai Sie skaiCiai nevisi nuliai, tai tuomet

1
I = — T exp { _iT(Z k,logp + Z Lnlog(m + a))} -

peP meN,
(i) Jplogp+ ) Lylogm+ @) [ =
peP meNg

_1—exp{—iT(Qpepkpl0g D + Lmen, lm log(m + )}
iT(Xpep kplogp + Xmen, lm log(m + a))

Taigi i$ (3.1) formulés gauname, kad

L kai (k1) = (0,0),
gr(k,1) =45 1 —exp { —iTXpep kp logp + Tmen, lm log(m + a))}
iT(Xpep kplogp + YXmen, lm log(m + @)

kai (k1) # (0,0).

Todél

{1, kai (k1) = (0,0),

lim gr(& D = 0, kai (E, D * (Q' Q)

T—oo

Kadangi Furjé transformacijos gT(E, D riba atitinka Haro mato my Furjé transformacijg, tai
i§ bendry tolydumo teoremy kompaktinéms grupéms (1.4.2 teorema i$ [6]) gauname, kad
matas Qr, kai T — oo, silpnai konverguoja j Haro mata my.

: 1 : Dy g
Tarkime, kad oy > S yra fiksuotas skaiCius. ApibréZiame

v,(m,n) = exp{—(%)crl },m,n e N,

ir

m+a

%51
vz(m,n)zvz(m,n,a)zexp{—< ) },neN,mENO.

n+a

Be to, tegul
m)v,(m,n
Ln(s)zzx( )15( )’
m
m=1

v,(m,n)
e (m+ a)s

(n(sv a) =

10



ir

L (s, wy, ) = Z X(m)(‘)l(::l?vl(m: n)‘
m=1

(n(sl w3, (I) = Z wZ((:nn)ZZC({;ri: n) .

Yra zinoma [7], [9], kad eilutés

m=1 m?

ir
o v, (m, )
(m+ a)s
m=0

konverguoja absoliuciai pusplok§tuméje o > % Trumpumo délei tegul
Zn(s) =Zn(s,a, x) = (Ln(s, 0, {n(s, a))
ir
Zn(s' (1)) = Zn(s' w, a, X) = (Ln(S, (1)1, X)' (n(sl (1)2, a))

Irodysime ribing teoremg tikimybiniam matui
1
Pr,(A) & 7meas{ 1€ [0,T]: Z,(s + it) e A}, A € B(H*(D)).
Apibréziame dar vieng tikimybinj matg. Tegul @ € Q ir
o 1 .
Pr(A) & 7meas{r € [0,T): Z,(s + it, ®) € A}, A € B(H?(D)).
3.3 lema. Erdvéje (H*(D),B(H?(D))) egzituoja toks tikimybinis matas P, j kurj, kai

T — oo, siplnai konverguoja abu matai Pr 5, ir Pr .

Irodymas. Remsimés viena silpnojo tikimybinio mato konvergavimo savybe. Tarkime, kad P
yra tikimybinis matas erdvéje (S, B(S)), o h: S — S; yra mati funkcija. Tai reiskia, kad

h~1B(S;) < B(S).
Tuomet matas P erdvéje (S;, B(S;)) apibréZia [2] vienintelj matg Ph~! formule
Ph™1(A) = P(h™14), A € B(Sy).

Be to yra teisingas toks tvirtinimas [2]. Jei P,, kai n — oo, silpnai konverguoja j matg P, ir
funkcija h yra tolydi, tai tuomet B,h™1, kai n — oo, taip pat silpnai konverguojg j Ph™ 1.
11



Apibréziame funkcijg h,: Q - H?(D) formule

hnp(w) = hy (w1, w;) = ( Z x(m)eo, (m)v, (m, n)‘

mS
immmmm)
P (m+ a)s )

Kadangi pastarosios eilutés konverguoja absoliu€iai pusploks$tuméje o > %, tai funkcija h,, yra
tolydi, be to,

i (7 € P). ((m+ )i e ) ) =

Z y(m)m™ vl(m n) (m + ) %v,(m,n)
’ (m + a)s B

=0
_wxmmmm wmm
- <;1 ms+it Z (m + a)s+lr> -

= (Ln(s + i1, 0, Gu(s + i7, a)) = Z,(s + i1).

I§ Cia turime, kad su visomis aibés A € B(H?(D))

ha'(4) =

= lmeas{r € [0,T]: ( “Tpe IP’), ((m +a)":me NO)) € h,‘llA} =

vﬂ

=%mea5{re[0 T]: ( ”:pe]P’),((m+a)‘iT:meN0))eA}z

1
= ?meas{ 1€ [0,T]:Z,(s +it) € A} = Pr ,(4).

IS Siy pastaby ir 3.2 lemos iSplaukia, kad matas Pr ,, , kai n — oo, silpnai konverguoja ] matg
PTl = mHh;ll.

Lieka jrodyti, kad matas 13T,n , kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja j matg myhy,*. Imame
funkcijg h: Q = Q , duotg formule

hw) =w &, w € Q.

Tuomet gauname, kad

Ay (h ((p‘”:p eP),((m+a)y™me No))> =

= hy ((p7@1():p € P), ((m + @)@, (m):m € No)) =
= (Ln(s + 0T, Dy, ¥), {n (s + i1, Dy, a)) =Z,(s + it, ®).

12



Todé¢l, pakartoj¢ samprotavimus, panaudotus mato Py, atveju gauname, kad matas 13T‘n , kai
kai T — oo , silpnai konverguoja j mata my(h,h)~'. Zinome, kad Haro matas my yra
invariantidkas postiimiy taskais i§ Q atzvilgiu, todél myh~1(4) = my(h~1A)=my(A), nes
h(w) = w®. I% &ia randame, kad my (h,h)™! = (mHh_l)hn_1 = myh, *. Lema jrodyta.

Dabar apibréZiame metrikg erdvéje H?(D). Yra Zinoma [3], kad egzistuoja tokia juostos D
kompaktiniy poaibiy seka { K;: ! € N}, kuri tenkina salygas:

10 Kl C Kl+1' le N;

2°D=UKL;
=1

3% Jeigu K © D yra kompaktinis poaibis, tuomet K € K; su kuriuo nors . Tegul f, g € H(D).
ApibréZiame

a(f,9) = sup|f(s) —g(s)|

SEK)
ir
_ C ., alf,9)
Q(f'g)_lzz 1+ 0,9

Tuomet o(f,g) yra erdvés H(D) metrika, indukuojanti jos tolygaus konvergavimo
kompaktuose topologija. Kai f = (f1, f2). 9 = (g1, 92) € H?*(D), tai gauname, kad

¢ (£.9) = max(f; 9))

yra metrika erdvéje H?(D) . Sig metrika panaudosime vektoriy Z(s) ir Z(s, )
aproksimavimui atitinkamai vektoriais Z,(s) ir Z, (s, w).
3.4 lema. Teisinga lygybé

T
1
lim limsup—f Q(Z(s +i1),Z,(s + i‘l’))d‘l’ =0.

n-0  T,500 T

Irodymas. Tarkime, kad K © D yra kompaktinis poaibis. Tuomet i [8] straipsnio 2 lemos
iSplaukia (miisy atveju a,, = y(m)), kad

T

1
lim limsupff sup |[L(s + it, x) — L,(s + it, )| dt = 0.

n—=9 T seK

Be to, Hurvico dzeta funkcijai [9] yra teisinga nelygybé
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T

1
lim limsupff sup [{(s + it,a) — {p(s + it,a)| dt = 0.

n=90 T seK
IS ¢ia ir metriky o(f, g) ir o(f, g) apibréZimy gauname lemos tvirtinima.

3.5 lema. Su beveik visais w € 0 yra teisinga lygybé

T

1
lim limsup?f Q(Z(s +it,w),Z,(s + it, w))dr =0.
n=o 7T

0

Jrodymas. Jrodymas yra analogi$kas 3.4 lemos jrodymui. I$ [8] iSplaukia, kad su bet kuria
juostos D kompaktine aibe K beveik visiems w; € (14, yra teisinga lygybé

T

1
lim limsup—f sup |L(s + it,wq, x) — Lp(s + it,wq, x)|dT =0, (3.2)

n=0 T 500 SeK

0 i$ [9] turime, kad beveik visiems w, € (), yra teisinga lygybe

T

1
lim limsup—f sup |{(s + it, wy, @) — {p(s + it, wy, @)| dT = 0. (3.3)

n=0 Toowo seK
Tegul (3.2) lygybé galioja aibei Q0 < Q; , o (3.3) lygybe — aibei O c Q,. Tuomet turime,
kad m;g(Q9) = 1 ir m,u(QY) = 1. 1§ (3.2), (3.3) ir metriky o(f, g) ir o(f, g) apibréZimy

gauname, kad lemos lygybé galioja aibei Q9 x Q9. Kadangi matas my yra maty myy ir m,y
sandauga, tai

my (QF x 09) = mg(Q)mu(QY) =1-1= 1.
Taigi lemos lygybé yra teisinga su beveik visais w € ().

Erdvéje (H2(D), B(H?(D))) apibréZiame dar vieng tikimybinj matg
~ 1
Pr(A) = T meas{ t€[0,T]:Z(s +it,w) e A}.

3.6 lema. Erdvéje (H*>(D),B(H?(D))) egzistuoja toks tikimybinis matas P , j kurj, kai

T — oo, silpnai konverguoja abu matai Py ir Py.
Lemos jrodymas remiasi 4.2 teorema i$ [2]. Patogumo délei ja formuluojame. Tegul metriné
erdve (S, 0) yra separabili, o S - reikSmiai atsitiktiniai elementai Yy,, X1, Xop, ... yra apibrézti

toje padioje tikimybinéje erdvéje (Q,<A,u). Simboliu 3 Zymésime konvergavimag pagal
pasiskirstymg. Primename, kad X,,, kai n — oo, konverguoja X pagal pasiskirstyma, jeigu
atsitiktinio elemento X,, pasiskirstymas, kai n — oo, silpnai konverguoja | atsitiktinio
elemento X pasiskirstyma. Dabar formuluojame minétg lemg.

3.7 lema. Tarkime, kad su kiekvienu k € N
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Xin = X
ir

D
Xk—>X.

k—oo

Jeigu su kiekvienu € > 0

Lim limsup (e (Xyn, Yn) 2 €) =0,

®©  n-ooo

tai

D
Y, - X

n—-oo

Mums dar bus reikalingos tikimybiniy maty Seimos suspaustumo ir reliatyvaus
kompaktiskumo savokos.

Tarkime, kad {P} yra tikimybiniy maty Seima erdvéje (S ,B(S )).

Sakome, kad Si Seima yra suspausta, jeigu kiekvienam € > 0 egzistuoja tokia kompaktiska
aibé K = K(¢) c §, kad su visais P € {P} yra teisinga nelygybé

P(K)>1-e.
Seima {P} yra vadinama reliatyviai kompaktiska, jeigu kiekviena jos seka turi silpnai

konverguojantj posekj j kurj nors mata erdvéje (S ,B(S )).

Tiesioginé Prochorovo teorema [2] tvirtina, kad kiekviena suspausta tikimybiniy maty Seima
yra reliatyviai kompaktiska.

3.6 lemos jrodymas. Tegul 6 yra atsitiktinis dydis, apibréztas kurioje nors tikimybingje
erdvéje (0, B(Q), ) ir tolygiai pasiskirstes intervale [0,1]. Sioje tikimybinéje erdvéje
apibréziame H?(D) reik§mj atsitiktinj elementg

Xrn = X1n(8) = (Xp01(8), X7.02(5) ) = Zn(s + iT6).

Kadangi pagal 3.3 lema matas Pr ,, silpnai konverguoja | mata P,, tai turime, kad

D
Xrn 2 Xni (3.4)

Cia X, = Xp(s) = (Xp1(5), Xn2(s)) yra H?*(D) reikSmis atsitiktinis elementas, turintis
pasiskirstymg F,.

Dirichlé eilutés, apibréziancios funkcijas L, (s, x) ir {,,(s, @) konverguoja apsoliuciai o > %

Todél i§ gerai zinomy Dirichlé eilu¢iy savybiy [7] gauname, kad su visais n € N
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2.,2
fm f'Ln(‘H'lt 0% dt = z lx(ml ”1(m n _ z_<oo

ir

T oo
1 vZ2(m,n)
I : 2 g — 2
TlgrgonlZn(0+ it,)|* dt = ( ) E . m + a)2° a)Za
0

Tegul K; yra bet kuri aibé i§ kompaktiniy aibiy sekos, apibréziancios erdvés H (D) metrika.
Tuomet i§ Cia, integralinés Kosi teoremos bei Kosi nelygybés iSplaukia, kad su kuriais nors

1. 1
O > =10y > =
11U -5 2l 7 5

T 2T
1
limsup—f sup |L,(s +it, y)| dt < ¢y hmsup( f |L,,(oq; + it, x)|? dt)Z <
T—oco0 0 SEK ZT
< CllRll < oo (35)
ir
. T
limsup—f sup |(n(s +it,@)|dt < chllmsup( f |Cn (01 + it, @)|? dt)2 <
T—oo SeK;
< C21R21 < 00, (36)

¢ia

Rll = ( Z m2ou )2
m=1
ir
S
21 = T 70, )
= (m + a)?02

0 cq; ir ¢y yra teigiamos konstantos. Dabar tegul € yra bet koks teigiamas skaicius, o
Mj = c;R; 2" /e,  j=12,1€N.

Tuomet i$ (3.5) ir (3.6) nelygbiy randame, kad
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llmsupu <Sup|XTn](s)| > M, bent suvienu j = 1,2) <

SEl

2
limsup u (sup |XT nj (s)| ) =

T—oo

j=1

1
= llmsumeeas{T € [0,T]:sup|L,(s + it, x)| > M1z}

T—oo SEK)

1
+ limsumeeas{r € [0,T]: sup|{, (s + it, )| > Mzt} <

T—oo seK;

T
1 1
< —sup limsup—f sup|L,(s + it, y)| dt +
1l neN T-oo SeK;
0
T

1 1
+—sup limsup—f sup|¢, (s + it,a)| dt <
2l neN T-oo 0 SeK;

<C11Rll+CZlR21_ € N € &
- Mll MZL 20+1 2141 2L

IS ¢ia, (3.4) ir mato tolydumo gauname, kad

<sup|XnJ(s)| > Mj, bent suvienu j =1 2)

SEl

£ 3.7
- (3.7)

ApibréZiame aibe

{(fllfz) € H*(D): Suplf](s)| j=12, le N}.

SEl

Kadangi §i aibé yra tolygiai apréZta kompaktinése aibése tai pagal kompaktiSkumo kriterijy
[15] ji yra kompaktiné erdvés H?(D) aibé. Be to, i§ (3.7) turime, kad su visais n € N

% 1
1 2

H(x_neH3)21—sZ?=1—s T=1-e

=1

1=3

Prisiming atsitiktinio elemento X,, apibrézima, pastaraja nelygybe galime perraSyti taip: su
visaisn € N

P,(H®) >1—¢.

Pagal apibrézima tai reiSkia, kad tikimybiniy maty Seima {P,:n € N} yra suspausta. I§ ¢ia
pagal Prochovo teoremg ji yra reliatyviai kompaktiné. Vadinasi, egzistuoja toks posekis
{P.r} € {B,}, kad matas P, , kai k — oo, silpnai konverguoja j kurj nors matg P erdvéje
(H?(D), B(H?(D))). Sis tvirtinimas yra ekvivalentus sarysiui

17



D

k—0co
Tikimybinéje erdvéje (Q, B(Q), 1) apibréziame dar vieng H? (D) reikimj atsitiktinj elementg
Xr = Xr(s) = (X7,1(8), X7,2(5)) = Z(s +iTH).
Tuomet i§ 3.4 lemos iSplaukia, kad su kiekvienu € > 0
lim limsup (07 (), Xrn()) 2 €) =

1
= lim limsup?meas{r e [0, T]:(e(Z(s +i1), Zy(s+i1)) = €} <
n—oo T—oo

T

1
< lim limsupﬁ 0(Z(s+it),Z,(s +it))dt = 0.
0

n-o T 0
Si lygybe, (3.4) ir (3.8) ir 3.7 lema leidZia tvirtinti, kad

D
Xr - P. (3.9

- T->oo

Pastarasis sarysis yra ekvivalentus mato Py silpnajam konvergavimui j matg P, kai T — oo. Be
to (3.9) sarysis rodo, kad matas P nepriklauso nuo sekos {P,;} parinkimo. Kadangi maty
Seima {P,} yra reliatyviai kompaktiska, tai i§ ¢ia gauname, kad kiekvienas posekis silpnai
konverguoja i matg P. Kitaip tariant,

D
X, > P. (3.10)

Lieka jrodyti, kad tikimybinis matas Py, kai T — oo, taip pat silpnai konverguoja j mata P.
Siam tikslui apibréZziame atsitiktinius elementus

XT,n = XT,n(S) = (XT,n,l(S)'XT,n,Z(S)) =Zn(s +iT0, )
ir
Xr = 20(5) = (8r1(9), £r2(9)) = Z(s + iT6, ).

Tuomet pakartoj¢ samprotavimus, panaudotus mato Py atveju, pritaike¢ 3.3 lema, o vietoje 3.4
lemos — 3.5 lema, bei (3.10) sarysj, gauname, kad matas Py taip pat silpnai konverguoja j
matg P. Lema jrodyta.

3.1 teoremos jrodymui mums bus reikalingi ergodinés teorijos elementai. Tegul
a,={(p"peP),((m+a)™meNy)}, teR
Apibréziame vienparametring toro () transformacijy Seimg {®,: T € R} formule

P, (w) = a,w, w € Q.
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Tuomet {®,:7 € R} yra vienparametriné maciy, matg islaikanciy (nes yra naudojamas
invariantiSkas Haro matas) toro () transformacijy grupé. Primename, kad aibé A € B(L) yra
vadinama invariantine grupés {®,:7 € R} atzvilgiu, jei su bet kuriuo T € R aibés A ir
A; = ®,(A) gali skirtis viena nuo kitos nedaugiau negu nuliniu my matu. Visos invariantinés
aibés sudaro ¢ kiing, kuris yra ¢ kiino B(()) pokinis. Vienparametriné¢ grupé {®,:7 € R} yra
vadinama ergodine, jeigu jos invariantiniy aibiy o kiinas yra sudarytas tik i§ aibiy, kuriy
matas myg lygus nuliui arba vienetui.

3.8 lema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius. Tuomet vienparametriné grupé
{®,: T € R} yra ergodiné.

Lemos jrodymas yra duotas [8] straipsnyje.

3.1 teoremos jrodymas. Tegul A yra fiksuota ribinio mato P 3.6 lemoje tolydumo aibé, t.y.
P(0A) = 0, ¢ia 0A yra aibés A krastas. Tuomet i§ 3.6 lemos ir silpnojo tikimybiniy maty
konvergavimo ekvivalento tolydumo aibiy terminais (2.1 teorema [2]), turime, kad

lim %meas{r € [0,T]: Z(s + it,w) € A} = P(A). (3.11)

T—oo
Tikimybingje erdvéje (Q, B(LL), my) apibréziame atsitiktini dydj & formule

(1, jeigu Z(s,w) € A,
(o) = {0, jeigu Z(s,w) & A.

Tegul E(&) yra atsitiktinio dydzio ¢ vidurkis. Tuomet turime, kad

E(¢) = f Edmy =my(w € Q: Z(s,w) € A) = P;(4), (3.12)
a

Cia Pz(A) yra atsitiktinio elemento Z(s,w) pasiskirstymas. I§ grupés {®;:7 € R}
ergodiSkumo iSplaukia atsitiktinio proceso &(®P,) ergodiSkumas. Primename, kad
stacionarusis procesas vadinamas ergodiniu, jeigu jo invariantiniy aibiy o kiinas susideda tik
i§ aibiy, turin¢iy matg nulj arba vieneta. Ergodiniams procesams galioja Birkhofo — Chin¢ino
teorema [4]: jeigu atsitiktinis procesas X(t,@) yra ergodinis, E|X(t,@)| < o, ir proceso
trajektorijos yra beveik tikrai integruojamos Rymano prasme kiekviename baigtiniame
intervale, tai tuomet beveik visiems @
T
1
lim T X(t,®)dt = EX(0, ®).

T—oo

0

Miisy atveju turime, kad beveik visiems w €

T
1
Jim 7 [ (@) dr = BCO). (313)
0

IS & ir &, apibrézimo gauname, kad
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T
%f (P (w))dt = %meas{r € [0,T]: Z(s + it,w) € A}.
0

IS ¢iair (3.12), (3.13) randame, kad beveik visiems w € ()

1
Tlim Tmeas{r € [0,T]: Z(s + it,w) € A} = P,(A).

I$ ¢ia ir (3.11) gauname, kad P(A) = P, (A) su visomis mato P tolydumo aibémis A. Kadangi
tolydumo aibés sudaro apibréZiancia klase [2] , tai i§ Cia iSplaukia, kad P(A) = P,(A) su
visomis aibémis A € B(H?(D)). Teorema jrodyta.

4. Pagrindiné teorema.

Siame skyrelyje jrodysime pagrinding magistro darbo teorema apie dvejeto (L(s, ), {(s, a))
jungtinj universaluma. Cia L(s,y) yra Dirichlé L funkcija, o {(s,@) yra Hurvico dzeta
funkcija.

4.1 teorema. Tarkime, kad a yra transcendentusis skaicius, K, ir K, yra juostos D
kompaktinés aibés, turincios jungiuosius papildinius, funkcija f;(s) yra tolydi ir nevirstanti
nuliui aibéje Ky bei analiziné jos viduje, o f,(S) yra tolydi aibéje K, ir analiziné jos viduje.
Tuomet su kiekvienu € > 0

1
liminfT meas{t € [0,T]: sup|L(s + it, x) — fi(s)| < &,

T—co SE€Kq

sup|{(s +it,a) — f,(s)| < e} > 0.

SEK,

4.1 teoremos jrodymui naudosime 3.1 teoremg, tac¢iau mums dar bus reikalinga ribinio mato
P, toje teoremoje atrama. Tegul S yra separabili metriné erdvé, o Q yra tikimybinis matas
erdveje (S, B(S)). Primename, kad mato Q atrama yra vadinama tokia minimali uzdara aibé
So » kad Q(SQ) = 1. Aib¢ S, yra sudaryta i§ tokiy elementy x € S, kuriy bet kuriai atvirai
aplinkai G yra teisinga nelygybé Q(G) > 0.

Tegul
Si={feHD):f(s)#0arbaf(s) =0}
ir
S, =S8 x H(D).
4.2 lema. Mato P; atrama yra aibé S,.
Irodymas. Yra gerai Zinoma, kad erdvé H(D) yra separabili. Todél [2]
B(H2(D)) = B(H(D)) x B(H(D)).
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I &ia iSplaukia, kad pakanka matg P, nagrinéti aibése A € B(H?(D)), turiniose pavidalg
A=Ay XAy, Aj e H(D),j = 1,2.

Haro matas my yra Haro maty m, y ir m,y sandauga. Todél

P;(A) =my(w e Q:Z(s,w) € A) =
=my(we Q:L(s,wy,x) € A, (s, wy ) €A,) =
=myy(w; € Qy:L(s, wq, x) € Ay) X myy(w; € Qy:{(s, w5, @) € Ay).  (4.1)

Yra Zinoma [8], kad atsitiktinio elemento L(s, wq,X) atrama yra aibé S;, o atsitiktinio
elemento (s, w,, ) atrama yra [9] visa erdvé H(D). I§ (4.1) turime, kad

P,(A) =1 (4.2)
tada ir tik tada, kai
myp(wy € Q1:L(s,wy, ) € Ay) =1
ir
Moy (W, € Q,y:U(s, w,,a) € Ay) = 1.

IS Cia ir ankstesnés pastabos iSplaukia, kad minimali aibé A, tenkinanti (4.2) lygybe yra lygi
S1 X H(D).

Mums dar bus reikalinga Mergelyano teorema apie analiziniy funkcijy aproksimavimag
polinomais.

4.3 lema. Tarkime, kad K < C yra kompaktiné aibé, turinti jungujj papildinj, o funkcija f(s)
yra tolydi aibéje K ir analiziné jos viduje. Tuomet su kiekvienu & > 0 egzistuoja toks
polinomas p(s), kad

ssglzglf(S) -p()| <e.

Lemos jrodyma galime rasti [16] monografijoje.

4.1 teoremos jrodymas. Pagal 4.3 lemg egzistuoja tokie du polinomai p; (s) ir p,(s), kad

suplfy () = pa ()] < 7 (4.3)
SEKy

ir
sup|f>(s) = p2(s)| < ; : (4.4)
SEK,

Kadangi f; (s) # 0 aibéje K, tai ir p;(s) # 0 aibéje K, jeigu & yra pakankamai mazas. Todél
aib¢je K; galime apibrézti tolydzig funkcijos log p;(s) Saka, kuri bus analiziné aibéje K;. Vél
pritaike 4.3 lemg gauname, kad egzistuoja toks polinomas q(s), kad
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sup|p1(s) - eq<5)| < -

SeKq

IS ¢ia ir (4.3) randame, kad

sup|fy(s) — 9| < suplfi(s) — p1 ()] + Sup|p1(s) — el <

SeK, SEK, SeEKq

<-4+

£ 5
= (4.5)

-~ m
o

Kadangi e?®) # 0, tai turime, kad pagal 4.2 lemg (e9,p,(s)) yra mato P, atramos
elementas. Apibré¢Ziame

{(91:92) € H2(D): suplgl(S) — 10| <§ ,suplg,(s) —po ()| < = }

SeK; SEK,

Tuomet G, yra elemento (e9'),p,(s)) atviroji aplinka, todél pagal turéta pastaba ir mato
atramos savyb¢ gauname, kad P;(G,) > 0.

Dabar pasinaudosime 3.1 teorema ir silpnojo tikimybiniy maty konvergavimo ekvivalentu
atviryjy aibiy terminais. Tarkime, kad P,, n € N, ir P yra tikimybiniai matai erdvéje
(S,B(S)). Tuomet P,, kai n — oo, silpnai konverguoja | matg P tada ir tik tada, kai su
kiekviena atvirgja aibe G, € B(S) yra teisinga nelygybé [2]

liminf B, (G,) = P(G,).
n—oo
Kadangi G, yra atvira aibé, tai i$ ¢ia ir 3.1 teoremos bei nelygybés P;(G,) > 0 gauname, kad
1
liTminfT meas{t € [0,T]: Z(s + it) € G,} > P,(G,) > 0.
Pasinaudoj¢ aibés G, apibréZimu, i§ ¢ia turime, kad

llmmf— meas{t € [0,T]: sup|L(g +it,x) — eq(s)| < z

seKq

sup|{(s +it,a) — p,(s)| < = } > 0. (4.6)

SeK,

Aisku, kad i§ (4.5) ir (4.6) iSplaukia, kad tiems 7 , kuriems galioja nelygybés
SUPser, |L(s + 07, 1) — 99| < £ ir supyer, 1$(s + i7,0) = py ()] < &

sup|L(s +it,x) — fi(s)| <

SE€Kq

< sup|L(s +it,x) — eq<5)| + sup|L(s +it,x) — f1(5)]| <
SE€K, SeKq

< € N £
2727 ¢

ir
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sup|{(s + it,

S€EK,

Todél

{T e [0,T]:

) {TE [0,T]:

a) — f2(s)| < sup|{(s +it,a) — p(s)| + suplf2(s) — p2(s)| <

seK, S€K;

<€+€_
> 2—8.

sup|L(s + it,x) — f1(s)]| < & sup|((s + it,a) — f,(s)| < e} -

seK; SEK;

€ €
sup|L(s +it,x) — eq<5)| < > sup|{(s + it, @) — p,(s)| < E}

seKy sekK;

IS ¢ia ir (4.6) galutinai gauname, kad

Teorema jrodyta.

1
1iminf? meas{t € [0,T]: sup|L(s + it, ) — fi(s)| < ¢,

T—oo

seKq

sup|{(s +it,a) — f,(s)| < e} > 0.

SeK,
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One joint universality theorem

Kestutis Janulis

Summary

Let L(s,x),s = g + it, denote the Dirichlet L — function, and {(s, @) be the Hurwitz zeta-
function with parameter a, 0 < a < 1. We prove the following statment.

Suppose that the number «a is transcendental, and K; and K, are compact subsets of strip
1 . .
D={se C ;<0< 1} with connected complements. Let f;(s) be a continuous non-

vanishing function on K; which is analytic in the interior of K;, and f,(s) be a continuous
function on K, and analytic in the interior of K,. Then, for every € > 0,

1
li%ninf? meas{t € [0; T]: sup|L(s + it, x) — f1i(s)| < &,

SE€K,

sup|{(s + it,a) — fo(s)| < €} > 0.

SEK,

There meas{A} denotes the Lebesgue measure of a measurable set A C R.
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