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1 Santrauka

Sis darbas grindziamas M. Juodzio ir A. Rackausko straipsniu [1] apie autonor-
muotas sumas priklausomiems atsitiktiniams dydziams ir nagrinéjama jrodyta
teorema apie autonormuoty sumy konvergavimg naudojant blokus. Pradzioje
iStiriamas konvergavimo greitis kaip funkcija nuo bendro nariy skaiciaus ir bloko
ilgio, véliau ieskomas Sios funkcijos minimumas ir gaunamas optimalaus bloko
ilgio ir konvergavimo greicio jvertis

This work is based on an article by M. Juodis and A. Rackauskas[1] concerning
self-normalized sums. The object of this thesis is to further analyse a proven
theorem about the convergance of self-normalized sums for dependant random
variables using blocks. Firstly, we measure the rate of convergance as a func-
tion dependant on the total number of elements and the lenght of the blocks.
Later, we find the extreme values of this function and give an estimate of the
optimal block length for best convergance results. Finaly, we measure the rate
of convergance using the method described in the article.



2 Jvadas

Siame darbe nagrinésime M. Juodzio ir A. Rackausko[1] straipsnyje jrodyta teo-
rema apie autonormuojanéiy sumy konvergavima priklausomiems atsitiktiniams
dydziams naudojant blokus. Sio darbo tikslas — itirti konvergavima tuo atveju,
kai démeny skaicius n yra fiksuotas ir parinkti optimalaus bloko ilgj, duodantj
geriausig konvergavima Sioje ribinéje teoremoje.

Pradzioje apibrézkime pagrindines savokas ir terminus, naudojamus darbe.

2.1 Pagrindinés sgvokos

Tarkime A yra kazkoks jvykis, o X — atsitiktinis dydis (a.d.). Tada P(A) Zymés
ivykio A tikimybe, EX — a.d. X vidurkj, Var(X) arba VarX — a.d. X disper-
sijq.

Jeigu a.d. X yra pasiskirstes pagal normalyjj désnj su vidurkiu p ir dispersija
o2, tada zymésime X ~ N(u,0?). Normaliojo atsitiktinio dydzio X ~ N(0,1)
pasiskirstymo funkcija zymésime

B(z) = P(X < z).

Jeigu a.d. X pasiskirstymas priklauso normaliojo désnio traukos sriciai, t.y.
EX? < 0o, tada Zymésime X € DAN

Iprastinémis raidémis Zymésime skaiciy aibes: R Zymi realiyjy skaiciy aibg, N -
naturaliyjy, Z - sveikuyjuy. Papildomai pazymésime N = NU {0}

Raide X; zymeésime diskretaus laiko procesg, jgyjant] reikSmes X; € R laiko
momentais ¢t € N. Nagrinédami AR(1) procesa, turésime mintyje tokj diskretaus
laiko procesa, kuris apibréziamas lygybe:

Xy = pXiq1+te g€ DAN,ieN peR,|p <1,
XO = Oa

arba ekvivalencia forma:
=1 B
Xt:ZpZEt,Z' EiGDAN,iEN pER, |p| < 1. (1)
i=0

Xo =0

Darbo rezultatus galima gauti ir stacionariam AR(1) procesui (nereikalaujant,
kad X, = 0), ta¢iau jrodymai yra paprastesni nagrinéjant nestacionary atvejj.

2.2 Problema

Tirkime AR(1) procesa. Tarkime, kad turime n Sio proceso démeny X1, Xo, ... X,,.
Pazymékime:

Sp=X1+Xo+...+X,, VI=XI+X3+.. . +X2

M. Juodis ir A. Rackauskas[1] jrodé sekanéia teorema:



Teorema 1 Jei (X;,t € N) yra apibréti (1), kur e1 € DAN, tada
1
S,V P N <07 er) .
Y n—oo 1— p

Tai parodo, kad priklausomy a.d. autonormuojanti suma asimptotiskai arté-
ja 1 normalyji désnj, priklausantj nuo parametro p. Taciau, norint Sia teo-
remy taikyti praktikoje, reikalinga parametro reikSmeé, kuri gali buti ir nezino-
ma. Straipsnio autoriai siulo iSspresti Sia problema naudojant blokus. Jeigu
suskaidysime (Xi,...,X,) 1 N lygiy grupiu po m nariy, taip kad n = mN, ir
pazymeésime

Sn = zn:Xl = En:X“
=0 =1

gm
Y, = > X j=12,...,N,
i=(j—1)m+1
N
Uﬁ = ZYiQ,
=1

tada bus teisinga teorema:

Teorema 2 Tarkime, (X;,t € N) yra AR(1) procesas, apibréztas lygtimi (1),
kur ey € DAN. Tada jei m — oo ir m/n — 0 kai n — oo, tai

S U~ —2— N(051). (2)

Matome, kad taikant tokj autonormavima, gaunamas ribinis deésnis, kuris jau
nebepriklauso nuo p. Bet ¢ia iskyla nauja problema, butent kaip, turint fiksuota
démeny skaiciy n, reikty parinkti optimaly bloko ilgj m, kad konvergavimas buty
geriausias. Tai ir bandysime issiaiskint Siame darbe.
2.3 Pazyméjimai
Praeitame skyrelyje jau jvedéme kelis skaicius:

o n — AR(1) proceso démeny skaicius

e m — bloko ilgis

e N — bloky kiekis
Isiveskime dar kelis pazyméjimus.
Tarkime, kad j = 1... N Zymi musy blokus. Tada:

{X17~-~7Xn} = {{X“Z S Il},{Xi,i S IQ},.. .,{Xi,Z. S IN}}



Pazymékime:

oj=Y e Y= X 3)

iel; iel;
anP(X(jq)m)—ij)’ jZl,...,N. (4)

Pagal rekursyvy AR(1) proceso sarysj (1) gauname, kad
Y; = ZXi = Z(PXiﬂ i) = ZEZ'-FPZXFl
’L‘GI]’ Z’EI]‘ iEI_7 ielj
=0+ ,OY} - pij + pX(j—l)ma

todeél:

Yj—pY;=0j+n;
1

Y; = 1_p(0j+ﬂj)~

Naudojant siuos pazyméjimus:
n N N
53 =3 1= S ) g
i=1 j=1 j=1

N N
USZZ QZUJ+77J : (6)
j=1 j=1

Papildomai, pazymékime nykstancios geometrinés progresijos su parametru

lp| < 1, suma:
ZpizlJrip =0. (7)
; 1-p
=0

2.4 Papildomi teiginiai

Siame skyrelyje paminésime kelias svarbesnes teoremas, reikalingas darbo rezul-
tatams gauti.

V. Bentkus ir F. Gotze[3] jrodé, kad:

Teorema 3 Tarkime &;,i € Z yra nepriklausoms ir vienodai pasiskirste a.d.,
tokie, kad E& = 0, Var(&) = o2 ir E|&1)? < co. Tada egzistuoja konstanta
c > 0, tokia, kad:

z Z?:l 51'2 v

E. Giné, F. Gotze ir D.M. Mason [2] iSvedé sekancias dvi lemas:

sup ‘IP’ (Z?_l &i < x) - @(x)’ < CE|§1‘3.

Lema 1 Tegu r,k,n,mq,...,m, yra teigiami sveikieji skaiciai, tokie, kad 1 <
r<k<nm;>1 Viirm;+...+m, =k. PaZymékime n, = [n/r] ir s =



#{i <r:m; =1}#{0} = 0). Tada nelygybé galioja visiems nepriklausomiems
ir vienodai pasiskirsciusiems a.d. &,i < n

1/2
mi,...,Myp

Lema 2 Tarkime, kad (§;,j € Z) yra seka nepriklausomy ir vienodai pa-
siskrisciusiy a.d., tokiy, kad E& =0 ir & € DAN. Tada seka

~1/2
((Zl<i<n ff) D <i<n fl) yra stochastiskai aprézta ir

S

HRRERY s Di<i<n, &i ‘

(zlggngz)’“”‘ <[ (Cizent?)”

sup E < 0.

n

’ Di<i<n i
(Cizicne?)

Taip pat, naudosime Siuos Holderio teoremos taikymus:

Teiginys 1 Tarkime (a;,i € Z) ir (b;,i € Z) yra dvi realiyjy skaiciy sekos.
Tada Vn € N teisinga:

n n 1/2 n 1/2
Z |a;bi| < <Z a?) (Z b?) .
=1 i=1 i=1

Teiginys 2 Tarkime X,Y yra tokie a.d., kad EX? < oo ir EY? < co. Tada:
EXY < (EX?)Y3(EY?)1/2,
Papildomai mums bus reikalinga Markovo nelygybé:
Teiginys 3 Bet kokiam atsitiktiniam dydziui galioja nelygybé:
E|X
P(x| > ) < XL
3 Konvergavimo greitis

Pradzioje suformuluosime sio darbo rezultata:

Teorema 4 Tarkime, kad galioja 2 teoremoje suformuluotos sglygos, o Cy ir
Cs yra teigiamos konstantos. Tada blokais autonormuota n démeny suma kon-
verguoja § N'(0;1) greiciu, ne didesniu nei

sup |P(S, U, ' < 2) — ®(x)| < C1¥/n,

o optimalus bloko ilgis, minimizuojantis konvergavimo greitj, yra

m = CQ\/E



Teorema jrodysime tirdami funkcija:

f(n,m) =sup [P(S, U, ' <x)— &)

x

Pagal teorema Nr. 2 funkcija f(n,m) artéja i 0, kai n — oo, m — oo, m/n — 0.
Fiksave tiriamy nariy skaiciy n, gausime konvergavimo greicio priklausomybe
nuo bloko dydzio m ir §ia funkcija galésime minimizuoti. Perrasykime S, U, !
pasinaudodami (5) ir (6):

Zn A,
N ’_n/h —_—
S 2jmaleitm) YR e S p(Xo — Xy) .
= N T = n,m — “Tn,m
Un (ijl(crj —+ 77]‘)2) 2 Xn Xn
= Tum(Zn+ An).
Cia:
2 Xz 2 i 2
Tn,m, = =N . 5 Xn = €
Zj:1(0'j + ;) i=1

M. Juodzio ir A. Rackausko[1] straipsnyje parodyta, kad:

Be to, pagal teorema nr. 3, Z, konverguoja j N'(0;1) greiciu
cEle; |3
adymn’

Papildomai pazyméje ivyki A = {7ym(Z, + Ay) < z} galime uzdavinj perrasyti
taip:

by :==sup |P(Z, < z) — ®(x)| <

f(n,m) = Slip [P(Tm(Zn + An) < z) — ()| = sgp [P(A) — ®(z)|.

Toliau pasizymékime dvi aibes:
L={xzeR:P(A)>P(x)} ir L={xeR:PA) <P(z)}.

Tada

= max (sup (P(A) — ®(x)), sup (®(z) — ]P’(A))) .

€l xE€ls

3.1 P(A) vertinimas i$ virSaus
Nagrinékime jvyki A = {7, m(Z, + A,) < x}. Pasirinkime 7, ., > 0ir §,, > 0

ir pazymékime naujus jvykius:

B = {Tn,m >1-— Wn,m}a
C = {4, > 0.}



Akivaizdu, kad
P(A)=P(ANBNC)+P(AN(BNC)°).
Atskirai vertiname pirmajj sumos narj:

P(ANBNC) =

=P{mm(Zn + Ap) <z} N {T0,m > 1= Ynm} N {An > —6n})
<P = vnm)(Zn = 6n) <z} NBNC)

<P((1 = Yn,m)(Zn — 0n) < )

1-— O
_p(z, < T A mm)n _p(, s
]-_P)/n,m ]-_’yn,m

Tada antrasis narys:

P(AN (BN C)) P((B N C)°) < P(B°) + P(C°)

<
< Plrm <1—7nm) P4, < =8,) :=A,.

Pastarasis dydis yra ,mazas“, kadangi 7,., — 1 ir A, — 0. Toliau, paste-
békime, kad:

sup = sup (P(ANBNC)+PAN(BNC)) - d(z))
z€ly z€ely
< sup [IP’ (Zn<x+5n> +P(AN(BNC)°) — D(x)
z€ly 1 - Tn,m

+@(m +6n)—<1>(x +6n”
177n,m lfﬁyn,m

< sup (bn +A,+® <1$ + 5n) — @(m))

z€l — Yn,m

x
liiJ (1 — + 6n) — o(x)].

Papildomai jvede ¢, = sup,cz, [P (2/(1 = Ynm) + 0n) — ®(z)| gauname jvertj:

< b,+ A, + sup
x€ly

sup < b, + A, + cp.
xely

3.2 P(A) jvertis i$ apacios
Pasizymékime kitokius jvykius:

BI = {Tn,m <1 +’7n,m}7
' = {A, <),



Kaip ir ankséiau, pazymeéty jvykiy sankirtos papildinys, P((BNC)¢), yra artimas
nuliui. Be to:

P(A) = PANB NC)+PAN(B' NC))>P(ANB'NC’)

= P{rnm(Zn+ An) <z} N {Tnm < Ynm + 1} N{A, < n})
o

P({(1 + Yn,m)(Zn + 0,) <2z} NB'NC)
= PA'NBNC)=PA)-PA N(B NC"

P(A") —P((B'NnC")°) > P(A") —P(B'°) — P(C'?)
P((1+ Ynm)(Zn + 6n) <) — A,

(1 + Yn,m)

- P(Zn<x—5n>—A’n.
1+ vn,m

Cia A, = P(Tpm > 14+7m.m) +P(A,, > 6), vélgi, yra ,mazas“ dydis. Analogiskai
ankstesniam skyreliui, pastebime, kad:

v \

sup (®(x) —P(A)) < sup |®(x) —P (Zn < 5n) + A;L]
x€l2 z€ls | 1+ Yn,m
[ x
— sup |®(x) —P(Z, < —2— —5,) + A"
aceg L ( ) ( 1+ Tn,m )
1+ Ynm L+ 9n,m
[ x
< su bn—i-A:l—(I)(—én)-i-‘I)x}
xe]lgi L 1 +'_Yn,m ( )

< b, + Al + sup
zely

O(z) — @ (Hinm - 5n> ’

Velgi, pazyméje ¢, = sup,cr, | (2/(1 4+ Ynm) — 0n) — P(2)| gauname rezultaty:

sup < b, + Al +c,.
zels

3.3 f(n,m) vertinimas

Turédami supremumo jvercius aibése Iy ir Iy galime jvertinti f(n,m):
f(n,m) < max (b, + A, +cp, by + AL +¢))

< b, +max(A,,Al) + max(c,c,).

Toliau tirsime atskirus paskutinés sumos narius.

4 Atskiry nariy tyrimas

Parodéme, kad musy tiriamoji funkcija gali buti vertinama kaip 3 neneigiamy
dydziy suma:
f(n,m) < b, + max(A,,A!) +max(c, cl,).



Narys b,, yra zinomas, be to, jis nepriklauso nuo bloko dydzio m. Like du nariai
priklauso nuo m, o musy tikslas - minimizuoti jy suma.

4.1 A, ir Al vertinimas

Prisiminkime, ka Zymi nariai A, ir A.

Ap =Prnm <1 —=vnm)+P(A, < =),
A;L = IED(Tn,m >1+ 'Yn,m) +P(A, > d,).

Pastebékime, kad
P(A, < =0p) + P(A, > 0,) = P(|A,] > ),
Todeél:

max(A,, A) <P(|A,] > 6,) + max (P(Tr,m < 1 — Ym)s P(Tam > 1+ Ynm)) -

Toliau:
o,
1 1
P(Tn,m -1> ’Ynm) = IP)(’7—71,m >1+ ’Yn,m) < P

<
T’r%,m (1 + 7n,m)2

_p <Z§V—1(o—j + 1) _ Ov>

X2

N N N

Zj:l 0]2' +2 Zj:l oin; + Ej:l 77]2‘

P 5 < O,y
Xn

N N N
Zj:l ‘7]2' 2 Zj:l an; + Ej:l %2-
— P LR R . <
Xn Xn
P w
= P+w<C,).

Cy

Laisvai pasirinkime o, > 0:

P +w<Cy) = P((Y+w<C)N(w>—tnm))

+ P(¥+w<Cy)N(w< —anm))

P (¢ — anam < Cy) N (W = ) + P(w < —atm)
P(ih < Cy + anm) + P(lw] > atnm).-

IN A

10



IS kitos puseés:

]P)(Tn,m -1< _’Yn,m) = P(Tn,m <1- Vn,m) <P

2 Y
n

N 2
_ P(Zj_l(gﬂ-m) >C/>
X

N 2 N N 2
_p <Zj_1 oj + 223':1 o;n; + Zj:l Uk S Ci,)

X2

N N N
Ej:l ‘732‘ n 2Zj:1 ajn; + Zj:l 77]2‘

X7 X7
P w

= P@y+w>Cl)

= P

!
>l

Ir

Pp+w>C) = P((+w>C)N(w<anm))

+ P ((¢ +w > C’;) N(w> an,m))

P ((w + o > C’,’Y) N(w< anvm)) +P(w > anm)
Py + anm > C’;) + P(|w| > anm)-

[VARVAN

Todél galime supaprastinti tiriamajj maksimuma taip:

max(A,, A7) < max[P(Y < Cy+ apm) + P(lw] > anm),
P(p > C = anm) + P(|w| > nm)]
= P(lw| > anm)
+ max []P’(w < Cy+ anm),P(¥ > C:, - amm)] :
Pastebékime, kad:
N n N
Z 0']2 Z & + Z ij
j=1 i=1 j=1
kur ¢; = Zk)lelj)k# ExEl, J = .N. Tada a.d. 1 persiraso taip:

w:{zz 152+Z] 1@} { JICJ}:1+w/’
o is cia:

]P)(d} < C’y + an,m) = P(¢I < C’y + an,7n - ) S (|1/) | > 1 an,7n - C’y)a
P(¢p > Cl — anm) =P > Cl —apm — 1) <P(Y| > C) — apm — 1).
Trumpai paskaiciave, gauname, kad:
1

2)2)<0, Yo <1,

/
1CWCV+1§2<1(1_7

11



todeél: )
2Ynm — Yn,m

maX(l—ny,C,/y—l):C,ly—lz m

Pasinaudoje tuo galime teigti, kad:
max (P(|¢'| > 1 = apm — C5), P(|¢)'| > Cf, — apm — 1))
=P (|¢'| > max(1 — apm — Cy,CL = anm — 1))
=P (|¢'| > —anm + max(l — C,,Cl, — 1))

2’771 m 7721 m
=P |Y]>—anm+ —"
(' S
_ A2
Patogumo delei pazymékime konstanta By m = —an,m + 221":;77)2 Papildo-

mai, pareikalaukime, kad 3, ., > 0, t.y.:

27” m = 772z m
1o’ <2 < —"—
n,m Tn,m > (l — '7n,m)2

Dabar galime jvertinti tiriamajj maksimuma kaip suma:
max(A,, Al) <P(|4,] > 6,) + P(|w] > anm) + P(Y'] > Bam)-

Toliau lieka apskaiciuoti Sias tris tikimybes.

4.1.1 P(|A,| > 6,)

{gi,i € N} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste. Be to, pasinaudoje
lemomis 1 ir 2 gauname, kad egzistuoja tokia konstanta @7 > 0, kad:
2
5 1
< Q—; ir E—; = —.
n X2 n

I ¢ia matosi, kad

X2 (Z"‘lp"'s ')2
i=0 n—i
E(4,)* = E (/P;) =p’E 2
n

n

n—1 9; 92 n—1 i+k )
= p’E <W> +p°E (Zj»k—o;#k p ‘fnJEnk)

X2

n
62 n—1 ) cie n—1 )
p2E (1> szz +p2E< 122> Z pj+k
Xn e X

n G k=0s5k
0 Qinf  p30
PPt == (14 Q)
n n n

IN

kur 6 yra nykstamos geometrinés progresijos suma, apibrézta (7) lygybe. Toliau,
pasizymékime

Ki:=p*0(1+Q),
Taip, kad EA2 < K?n~!. Galiausia, pasinaudoje Markovo nelygybe(teiginys
3), gauname tikimybeés jvertj:

E[4n| _ VE(4n)? _ K
< < .
P(An| > 80) < = < ¥ < e

12



4.1.2 P([Y'| > Bnm)
M. Juodzio ir A. Rackausko[1] straipsnyje apskaiciuota, kad

aor - 2(B56) S8 § e

Nm? Nm Nm? N2m4
Q2 L Qs n Q4 n Q4

IN

n2 n3 n4 n4
_ Q3+Qs Q4
= (Qz + N + N2
kur Q;,7 = 2...4 issireiskia i$ jver¢iy, gaunamy, pasinaudojus lemois 1 ir 2:
]E5152 Q2 ]E515253 Q3 E51625354 Q4
| = e RN T
Pasizymékime:
Qs+Qs  Q
Q2 + 3N 4+N7§_Q2+Q3+2Q4—K2

Tada, pasinaudojus Markovo nelygybe (teiginys 3), galime teigti, kad

E[y/| E(y’)? K,
Bom = Bam = Bomi/N

PE[Y'| > Bum) <

4.1.3 P(lw| > anm)

Vertinant sia tikimybe, reikty paskaiciuoti E|w|:

N N
2 Zj:l ojn; + Zj:l 77]2'

X2

N
3 .
n

<2E +E

N
Elw| = IE‘ ’EHQ all
X

Pasinaudojus Hiolderio nelygybémis(teiginiai 1 ir 2), pirmaji vidurkj galime

isskaidyti i sandauga:
< E(Zf‘;U?)% <Z§V}17ﬁ>%
Xn Xn
ZN:1 o : ZN:1 n? :
Pastebékime, kad:

Y1) 2
E=5— =E(l+v) <1+ VEW) < 2,

n

Yo, o
E‘iz

todél uzdavinys persiraso taip:

1
N 2\ 2 2
Elw| < QsE <Zj_21 77;) yEZi=
X

N/
=

n



Kadangi

N N N
Doni = p D) (XGoym = Xjm)? =Y (Xt + X = 2X o 1ym Xjm)
j=1 j=1 Jj=1
N N
< QZngm 2ZXJmX(J*1)m’
j=1 j=1
o m
X-vymXim = 0" X(G1ym + D XG-1mp™ ™ G 1mek
k=1
todeél:
N N N m
S e YN 23S X
=1 j=1 j=1k=1
N N m
2
< 2Y X5 =230 XGeume ™ e mek
j=1 j=1k=1

Pasinaudojus tuo, galima teigti, kad:

E:N

i

1

; > Sy X 1ymP™ e G tymn

2
E== il < 2R

n

X?
X B +2‘E

X2

M. Juodzio ir A. Rackausko[1] straipsnyje parodyta, kad:

N 2
E§:¢:1X}m

X2

<

IS ¢ia galime paskaiciuoti:

N
Zj:l 7732'

]EX2

IN

<

2;

1

N jm Q N
m—2i 1 jm—i—
EDD) DD B DA
j=11i=1 j=11i#k
NG, QnNO _ 0+ Q6
n n2  om

N m m—
it het XG-1ymP" e G- 1ymetk

) L)) 2
1)m—1 z m—
9+Q19+2]EZ] L, oY R ym—i€ = ymtk
m X%
N m (i—1)ym-1
0
R D DI
j=1k=1 =0 X
G—chl 2(21Aﬁn9 __0'+(219 +_2Qh9
m n2  om n

Dabar galime jvertinti E|w|:

Elw|

1
N op2\? N o2
< QsF (Ej_ln]> -HE‘ZF;??]

IN

2
n

Xn

0 0 20,6 0 0 20,0
Qs\/+Q1+Q1++Q1+Q1.

m n m n

14



Pasizymékime:
210 0+ Q10 2010
0 0 < 0 0+6 0:=K
Q51/0+ Q10 + N Jm +N\/%_Q5V +3Q10 + 0 + 301 35

taip, kad E|w| < K3m~/2. Vél pasinaudojame Markovo nelygybe(teiginys 3)
ir gauname tikimybés jvertj:

E|w| K3
P(lw| > « < = .
(| | n,m) T Qpm O‘n,m\/ﬁ

4.1.4 Galutinis maksimumo jvertis
Ivertine atskirus narius, galime jvertinti tiriamaji maksimuma.
max(A,,Al) < P(|A,| > 6n) +P(|B| > anm) + P|A| > Bum)
K Ko K
+ + .
671\/ﬁ ﬁn,m\/ﬁ an,m\/m

<

4.2 ¢, ir ¢, vertinimas

Trec¢iame skyriuje jvedéme du dydzius:

¢ = sup |P (m +6n> —®(x)| ir
xze€ly 1- Tn,m

¢ = sup <I>< x 5> O (x)

" x€ls I+ Tn,m " '

Akivaizdu, kad bet kokiai apréztai funkcijai f(x) ir bet kokiam intervalui I C R
galioja nelygybé:

sup | f(z)| < sup | f(z)],

zel T

todél nagrinédami Siuos du narius, tirsime juos visoje realiyjy skaiciy tieséje,
atsisakydami anksciau jvesty intervaly Iy ir Is.

4.2.1 Narys ¢,

Pasinaudojame vidurinés reikSmés teorema;

IN

Cn sup ‘fb <1$ + §n> — O(x)

x — Tn,m

x
= sup‘(I)’(cl.ﬂl_7 + 0, — x|

LYn,m

exp{—c2 /2T 46,

)

1
< —su
- vV 2w afp
kur ¢, yra kazkoks intervalo I = [2;2(1 — vy, ) "' + J,,] taskas. Suskaidykime
R i tris intervalus:

n,m

I = [0;00),
L = [=6u(1 =Ym)/¥nm;0),
‘[3 = (—OO;—én(l _PYTL,m)/’Yn,m)'

15



Atvejis, kai z € I1:

Prie Sios salygos I = [z;2(1 — Ypm) ™t + 0p), nes © < (1 — Y m) ™' + 6.
Tada
exp{—c2/2} < exp{—2?/2}, Ve, €I

Pasinaudoje tuo, kad x exp{—22/2} < C Vz € R, gauname:

TYn,m

sup exp{fci/Q}\ T + 9|

xz€ly - In,m

< sup (exp{—m}m,m. 1 +exp{—x2/2}an)
€l - Inm

< Cyp + 6 Ve, € 1.

Atvejis, kai z € I,

Prie Sios salygos uztenka pastebéti, kad ®'(c,) <1, Ve, € R. Tada:

sup [exp{—c2/2}| < 45, || < sup | 45, | = 6.
xz€ls 1- n,m xz€ly — Tn,m
Atvejis, kai = € I3
Prie Sios salygos intervalas I = [2(1 — vm)” ! + dp;2]. Tadiau kadangi ar-

gumento reikdmé yra neigiama, gauname, kad || < |[2(1 — vp.m) "' +6,]. Todeél
turime, kaip ir I; turime:

exp{—03/2} < exp{—x2/2}, Veg €1,

ir:

sup exp{—c§/2}\1aw¢ + 0

xzely - In,m

< sup (exp{—xQ/Q}xvmm- T —|—exp{—a:2/2}6n>
xel - Inm

< Cyp + dn Ve, € 1.

Bendras atvejis

Pagal tris istirtus atvejus matome, kad:

LYn,m

exp{—ci/2}\ 1 + Onl|| < max(Cypm + On, 0n) = CYnm + On-

sup
x n,m

Dabar galime jvertinti narj c¢,:

cn < eXP{—Ci/Q}IM +0nl|| < C1Ynm + Cobpm-

1
—=Su
vV 2 rcp

n,m

16



4.2.2 Narys ¢,
Narys ¢, yra analogiskas, todél vél pasinaudojame vidurinés reikSmeés teorema:

LYn,m

1
¢ < ——sup|exp{—c2/2 + 0
L < e el /2l T
Ir susikaidome R j tris dalis:
I = [6n(1 4 Yn,m);00),
I, = [_5n(1 +’7n,m)/7’n,m§§n(1 +’7n,m))7
I3 = (70077677.(1 +7n,m)/7n,m)

Vél nagrinéjame tris atvejus:
Atvejis, kai = € I:

Prie $iy salygu intervalas I = [z/(14+vn,m) —n; 2], be to z/(14+vp,m) — 6 > 0,
todél:

IN

2
exp { (1_’?"% B 5") }
2
x? 20,2
R = e
Cexp{—2?/2 + z}

<
< C,eixa On < 0.5, Ynm < 0.5, z>0.

exp{—c3/2}

L
} exp{—?

n,m)

Pasinaudojame tuo, kad ze™ < C ir gauname, kad:

< sup (C'e‘r <93’Yn,m +5n)>
xz€l 1+ Tn,m

< C" Yy + C'5.

x n,m
sup | exp{—c2/2}| 1w

+ 0|
xzely 1 Yn,m

Atvejis, kai = € I5:

Prie Sios salygos uztenka pastebéti, kad ®'(c;) <1 Ve, € R. Tada:

LYn,m

2 x’}/n m
sup |exp{—c:/2}|—————
p |exp{—c;/2}| T

+ 8, + dn,
x€ls 1 + ’Yn,m

< sup
zels

< C’Yn,m + 571

Atvejis, kai = € I3:

Prie $iy salygu intervalas I = [z;2(1 + v,,m) "' — 0,]. Pastebime, kad |z| <
|2(1 + Ynm) ' — 8, ir analogiskai gauname, kad:

2
(=5 - 0)
exp{—c3/2} < exp {—2}
ox 22 o 20, ox 52
= v lexpd = _on
P 2(1 = vnm)? P 2(1 = yn,m) P 2
< Cexp{—2?/2+ 1z}
< Cexp{—2?/2}, 6,<05, Yom <05 z<O0.

17



Belieka jvertinti:

sup exp{—ci/ZHM

xr€l3 1 + Yn,m

|Z|Yn,m
< sup | Cexp{—z?/2} " 1§,
zels ( { / }1 +")/n,m

S O///,_Y"%m _|_ C””(Sn.

Bendras atvejis

Pagal tris istirtus atvejus matome, kad parinke
C* =max(C",C",C) ir C* =max(C"",C",1),

turime
TYn,m

exp{—e2/2)] {1

*5n|

sup < C*'Yn,m +C"0p,
x
todeél ¢, jvertis:

TVn,m
T+ v,m

1
sup exp{—ci/2}|

\/271' x

4.2.3 Galutinis jvertis

C{n S - 5n| S CS’Yn,m + C(4(5n,m~

Belieka susumuoti rezultatus. Kadangi:

Cn < Cl’)/n.,m + 025n,m7

/

¢, < C3'Yn,m + C45n,m7
tai pazymeéje Ky = max(Cy,Cs) ir K5 = max(Cs, Cy) gauname:

max(cp, c),) < KqYnm + Ks0n.

5 Optimalaus bloko ilgio parinkimas

Grjzkime prie funkcijos f(n,m). Prisiminkime, kad pasirinkome tris ,mazus”
dydzius o, m, Yn,m, 0n. Galiausia galime jvertinti pacia funkcija per n,m ir NV:
fln,m) < b, +max(A,,Al) + max(cy,c),)

. Ko, K Ks K;

+ +
Vi o/ By VN anmy/m

Bn,m iSraiska gana sudétinga, todél ja papildomai vertinkime i apacios:

+ K47n,m + K55n

2771 m ’YEL m 2— 2’Yn m
o = Z —Qp, _|_7 i b LA
(]- _’}/n,m)2 o nm(]- _’yn,m)2

Z 27n,m - an,m~

ﬂn,m = —Qpm+t

Pasinaudoje tuo, galime teigti, kad:

KO K1 KQ\/’I?’L K3
— Kivn.m + Ks56,,.
Vn * On/1 * (2Ynm — Qnm)VN * O m /M +R4Pnm ¥ Rs

f(n,m) <

18



Iveskime naujus kintamuosius x; > 0,7 = 0...5. Pasirinkime:

—K2 K3

_ R
m-", oy, =n

—K —K5
671 =n"", Tnym =T mo,

bei tarkime, kad optimalus blokas yra formos m = n"°. Tada:

—R2—Kok3 —K4a—Koks
5 .

TYnm =N Apm =N

Toliau, fiksuokime n kaip konstanta ir perrasykime lygtj taip, kad ji priklausyty
tik nuo k;:

f(n,m) < F(k;,i=0...5):= Kon™% 4+ Kyn™ %5 4 Kyn—

C g

£0_0.5 )
T Kon™ + Kgnlm*nons,fjo + Kyn =2 roks

2,”—»-:,2—&0/@3 — n T R4—KoK5

h
= C—'—g(ﬁl)+h("€07“€27“€37"€47"€5)‘
Pastebékime, kad si funkcija issiskaido j 3 nepriklausomas dalis, todél jas galime
nagrinéti atskirai. Pirma iStiriame g(k1):
Inn

g’(’{l) = (Klnm—O.S +K5’I’L_m)/ _ o (K1n2n1—0,5 _ KS)

1
1 K\ ?

Akivaizdu, kad &} yra minimumo taskas. Tada musy laisvai pasirinktas §,, yra
formos:

/

g' (k1)

I
!

K
K5

Antrojo nario tyrimui pasinaudokime Maple programa:

_1
Op =n %

readlib (extrema) ;

f = K2xsqrt(n"k0) /((2+*n"(=k2)*n " (—k0*k3) — n"(—k4)sn"(—
k5%k0))*sqrt(n)) + K3/(n"(—k4)*n"(—kO0*k5)*sqrt (n"k0))
+ K4sn™(—k2)*n"(—k0xk3) ;

ex := extrema(f, {}, {kO, k2, k3, k4, kb}, ’'s’);

53

Pasirodo, kad nariai k3, k5 yra laisvi, o ko = K4, arba ekstremumas pasiekiamas,
kai pasirenkame o,y = Yn,m. Tokiu atveju sprendziame paprastesne lygti:

h(ko, k2, k3, K4, ks) = h(kKo, K2, K3)

ir pasinaudoje komanda:

h := K2xsqrt (n~ (kappa0))/(n"(—kappa2)*n~(—kappa3skappa0)x
sqrt (n)) + K3/(n"(—kappa2)*n~(—kappad*kappal)*sqrt (n™(
kappa0))) + K4xn™(—kappa2)s*n~(—kappa3dxkappal) ;

ex := extrema(h, {}, {kappa2, kappa3, kappaO}, ’s’);

S5

19




Gauname, kad:

K-
Ky = logn< ;(\2/5>,

Ky \? K \Y4 1 K
) = ].Ogn (2;'?)) + logn ([(2) + § — K3 logn ( ;{\2/5)

= Kb — K3ko-

Maple gauta rezultata, kad k3 narys yra laisvas, galima intuityviai paaiskinti.
Kad ir kiek mes padidintume k3, mes atitinkamai sumazinsime ko taip, kad
galutinis +,, ,, laipsnis iSliks toks pats, nes:

’ ’
_ . —K2—K3KQ __ ,.—kKo+tKzko—K3Kko _ ,,—K
Ynm =N 27R3R0 — TRy TR3RO—K3Ko — = HRo

Taigi gauname, kad optimalus konvergavimas yra tada, kai pasirenkame:

1/2 1/4
e = O = " = = (253 K\
: : K, K

Tuo tarpu optimalaus bloko ilgio israiska:

K3
=_/n.
K,

m = n"°

Sustadius kintamuosius j f(n,m) iSraiSka gauname konvergavimo grei¢io jvertj:

K
Ko K, Le V mvn

fln,m) < —=+ + :
’ _ /2 1/4
TRk () () v
K 2K\ V2 K\ VA K
+ YPRReTE T é( 3> <2> Ky
_1 2K K 4 3 5
() () VR
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
= Kon %+ (K K5)Pn i +2 3 KfKIKn 5 + 2 3K KIK2n s
1 1 1 1 1 1
+ VKIKIKZn S 4 (K Ks)Pn %

1 1 1 1 1
w40 (2K KD ) 4t (2VEES KK

Tai pabaigia 4 teoremos jrodyma.
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6 ISvados

Siame darbe nagrinéjome M. Juodzio ir A. Rackausko [1] straipsnyje jrodyta
teorema apie autonormuoty sumy priklausomiems atsitiktiniams dydziams kon-
vergavima naudojant blokus. Apsiraséme konvergavimo greitj kaip funkcija
f(n,m), priklausan¢ia nuo démeny skaiciaus n ir bloko ilgio m ir ja jvertinome
i virSaus. Fiksave démeny skaiciy kaip konstanta ir surade funkcijos minimumo
taska pagal m parodéme, kad optimalaus bloko ilgis yra m = C+/n. Naudojant
tokj bloko ilgj gavome ir konvergavimo greicio jverti f(n,m) < Cy¥/n.
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