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„Jung�i� panaudojimas rizikuojamosios vert�s skai�iavime“ 
 

Santrauka 
 

Pastaruoju metu, investavimui tampant vis populiaresniu, atsiranda poreikis skai�iuoti 

portfeli� rizikuojam�j� vert� (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR). Pastaroji gali b�ti 

skai�iuojama portfeliams sudarytiems iš skirting� finansini� instrument�. Ta�iau iškyla 

problem�, kai finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susij� (priklausomi). Šiai situacijai 

išspr�sti naudojame VaR, kuris skai�iuojamas jung�i� (angl. Copula) pagalba. 

Darbo tikslas – nagrin�jamiems portfeliams parinkti jungtis, kurios geriausiai 

atspind�t� bendr� duomen� pasiskirstym�. Tada, turint jungtis, apskai�iuoti VaR.  

Gavome, kad vertinant 1 portfel� ateinan�iu laiko momentu m�s� didžiausias tik�tinas 

nuostolis yra intervale tarp 4.34 ir 4.70 lit�. 2 portfelio nuostolis yra intervale (2.88, 3.42), 3 

portfelio – (3.29, 5.28 ).  
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„Computing Value at Risk using copulas” 

 
 

Abstract 
 

 
Recently, investments acquire vogue and it’s necessary to compute the Value at Risk 

of portfolio. VaR can be computed for portfolio which is made from different finance 

instruments. But the problem arise when these instruments are interdependent. In order to 

solve this problem, we compute VaR using copulas.  

The aim of this work is to pick copulas for real data which is the best for the 

distribution of the data. At that point compute VaR using selected copulas. 

The results are: in future time the biggest loss for first portfolio is in the interval 4.43 

ant 4.7 Litas, for second portfolio the biggest loss – (2.88, 3.42) ant for third portfolio – 

(3.29, 5.28). 
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�vadas 
 

Pastaruoju metu, investavimui tampant vis populiaresniu, atsiranda poreikis skai�iuoti 

portfeli� rizikuojam�j� vert� (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR). Pastaroji gali b�ti 

skai�iuojama portfeliams sudarytiems iš skirting� finansini� instrument�. Ta�iau iškyla 

problem�, kai finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susij� (priklausomi). Priklausomumui 

nusakyti dažniausiai yra naudojamas koreliacijos koeficientas, kuris geriausiai aprašo tiesin� 

dydži� priklausomum�. Ta�iau, kai priklausomyb� yra netiesin�, šis koeficientas n�ra 

tinkamas priklausomumo matas. Šiais laikais tampa vis populiaresnis VaR skai�iavimo b�das 

naudojant jungtis (angl. Copula). 

Šio darbo tikslas - jung�i� pagalba apskai�iuoti VaR realiam portfeliui, sudarytam iš 

investicini� fond�. Prieš apskai�iuojant VaR yra labai svarbu gerai pasirinkti jungt�, kuri 

geriausiai aprašyt� turimus duomenis. Šiam tikslui pasiekti naudojami du algoritmai, kuri� 

pagalba parenkama tinkamiausia jungtis. Kadangi abu algoritmai parenka skirtingas jungtis, 

tod�l gauname skirtingas VaR reikšmes. Tod�l svarbu patikrinti, ar gautos VaR reikšm�s 

teisingos.  

Pirmame skyriuje pateikiama rizikuojamosios vert�s s�voka ir standartiniai jos 

skai�iavimo b�dai. Antroje dalyje pristatomas VaR skai�iavimas jung�i� pagalba, 

supažindinama su jungties s�voka ir pateikiami pavyzdžiai. Taip pat, aprašomi  jung�i� 

parinkimo algoritmai. Tre�ioje dalyje pristatomi praktiniai rizikuojamosios vert�s, 

apskai�iuotos jung�i� pagalba, rezultatai. Darbo pabaigoje pateikiamos išvados.  
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1.Rizikuojamoji vert� 
 

1.1. Rizikuojamoji vert� ir jos vaidmuo finans� rinkoje 
 

Pastaruoju metu vis daugiau žmoni� nusprendžia savo turimas l�šas ne iš karto išleisti 

vartojimui, bet investuoti siekiant padidinti savo finansin� turt�. Dabartin�je finans� rinkoje 

yra gausus investavimo b�d� pasirinkimas. Galima tiesiogiai dalyvauti akcij� biržoje 

perkant-parduodant pasirinkt� �moni� akcijas. Ta�iau šis b�das reikalauja ger� žini� apie 

finans� rink�, ekonomin� ir politin� pad�t� pasaulyje, bei pastovaus akcij� kurso steb�jimo. 

Kitas b�das – investiciniai fondai. Tai viena iš labiausiai paplitusi� ir populiariausi� 

investavim� form�, ypa� populiari JAV ir Vakar� Europos valstyb�se. Investicinis fondas – 

tai daugelio investuotoj� sunešti pinigai, kurie investuojami � akcijas, obligacijas, pinig� 

rinkos priemones, kitus vertybinius popierius ar j� derinius. Kiekvienas investicinis fondas 

turi savo investavimo strategij�, pagal kuri� pinigin�s l�šos yra investuojamos pagal: 

regionus (Artimieji Rytai, JAV, Ryt� Europa ir pan.), ekonomikos sektorius (transportas, 

nafta, telekomunikacijos, kita). Pagrindiniai investavimo instrumentai skirstomi �: 1) akcij� 

fondus (ši� fond� augimo galimyb�s yra didesn�s, bet ir rizikos laipsnis yra didesnis); 2) 

obligacij� fondus (juos sudaro fiksuot� pal�kan� vertybiniai popieriai) ir 3) mišr�s fondai, 

dar vadinami subalansuoti (kai l�šos investuojamos tiek � obligacijas, tiek � akcijas). 

Renkantis fond� svarbiausia pasirinkti laikotarp�, norim� uždirbti peln� ir nuspr�sti, koks 

rizikos lygis yra priimtinas.  

Dalis investuotoj� net ir investuodami � fondus dar labiau diversifikuoja1 rizik�. Esant 

tokiai situacijai, atsiranda poreikis vertinti bendr� portfelio, sudaryto iš fond�, rizikuojam�j� 

vert�. Rizikuojamoji vert� (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR) - tai kiekybinis rizikos 

matas, kuris parodo didžiausi� tik�tin� nuostol� pasirinktam laiko periodui ir su pasirinktu 

pasikliovimo lygmeniu.  

Viena garsiausi� finansini� institucij�, kuri prad�jo pirmoji naudoti VaR skai�iavimo 

sistem� – J.P. Morgan [26]. Prad�jus tirti rizikos valdym�, buvo sukurtas techninis 

dokumentas apie VaR skai�iavim�. Risk-Metrics techniniame dokumente pateikiami 

                                                 
1 Diversifikavimas – investicij� rizikos mažinimas, kai vienu metu investuojama � skirting� turt� – akcijas, 
obligacijas, nekilnojam� turt�, kuri� vert�s kritimas ar kilimas vienu metu mažai tik�tinas. 
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standartiniai (pagrindiniai) rizikuojamosios vert�s skai�iavimo principai. VaR yra 

naudojamas kaip standartinis Risk-Metrics rizikos matas.   

Rizikuojam�j� vert� galima apskai�iuoti keliais b�dais. Dažniausiai naudojami ir 

populiariausi yra : 

1) dispersijos-kovariacijos b�das;  

2) istorinio modeliavimo metodas;  

3) Monte Karlo (angl. Monte Carlo) modeliavimo metodas.  

Ta�iau be ši� metod� atsiranda ir nauj� VaR vertinimo metod�: delta-gama metodas, 

s�lyginis VaR metodas, sud�tinis VaR skai�iavimas.  

 

Matematinis VaR apibr�žimas:  

 

( )tP V VaR p∆ ≤ =  - ilguoju laikotarpiu 

( )tP V VaR p∆ ≥ =  arba ( ) 1tP V VaR p∆ < = −  - trumpuoju laikotarpiu 

 

�ia tV∆  yra portfelio pokytis per laiko pokyt� t. Jei š� pokyt� apibr�žtume pasiskirstymo 

funkcija ( )tF V∆ , tada VaR skai�iavimo išraišk� galime išreikšti per atvirkštin� 

pasiskirstymo funkcij�, priklausom� nuo pasikliovimo lygmens p: 

 

1( )VaR F p−=  

  

Taigi, nor�dami apskai�iuoti VaR, pirmiausiai: 

• Apibr�žiame portfelio pelno/nuostolio pasiskirstymo funkcij�; 

• Pasiskirstym� sumuojame pagal pasirinkt� statistik� (dažniausiai statistika b�na 

pelno/nuostolio pasikliautino intervalo viršutinis r�žis). 
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1.2 Rizikuojamosios vert�s skai�iavimo b�dai 
 

VaR skai�iavimui naudojami trys baziniai skai�iavimo metodai. Skai�iavimai gali 

b�ti atliekami ir analitiškai, darant prielaid� apie pelno/nuostolio funkcijos pasiskirstymo 

funkcij�, ir naudojant finansini� instrument� dispersij� ir kovariacij�. VaR taip pat galima 

apskai�iuoti iš duomen�, kurie gaunami naudojant praeities steb�jimus arba modeliuojant 

Monte Karlo metodu. Šie metodai yra: 

1. Dispersijos – kovariacijos metodas; 

2. Istorinio modeliavimo metodas; 

3. Monte Karlo modeliavimo metodas. 

 

Toliau pateikiami trumpi kiekvieno iš ši� skai�iavimo metod� aprašymai, ši� metod� 

pliusai ir minusai. 

  

Dispersijos – kovariacijos metodas. 

 

Šis metodas yra parametrinis ir pagrindin�s jo prielaidos: 1) gr�žos turi normal�j� 

skirstin� ir 2) portfelio vert� yra tiesin� funkcija nuo pagrindini� parametr�. Šie parametrai 

(vidurkis, standartinis nuokrypis ir koreliacija) apskai�iuojami iš istorini� duomen� [1]. 

Rizikuojamoji vert� (VaR) apskai�iuojama taip [2]: 

 

0* *p pVaR Pα σ= , �ia 

 

0P  - portfelio vert� (vis� finansini� instrument� ver�i� suma); 

iP  - i-ojo finansinio instrumento vert�; 

iw  - 0/iP P , svorio koeficientas, kuris parodo i-ojo finansinio instrumento dal� visame 

portfelyje; 

w  - svori� vektorius (stulpelis) 1 2{ , ,..., }nw w w w= ; 
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R  - portfelio gr�ž� vektorius (stulpelis), kiekvienas finansinis instrumentas turi skirtingas 

gr�žas; 

Σ  - kovariacij� matrica. 

p

TR w R= ; 

T
p w wσ = Σ , portfelio standartinis nuokrypis; 

α  - pasirinktas VaR patikimumo lygmuo. 

 

Teigiami metodo aspektai: 

• Jei kovariacij� matrica yra žinoma, apskai�iuoti VaR yra labai paprasta. 

• Šis metodas yra labai greitas, nes jis paremtas analitiniu sprendimu, o ne 

modeliavimo principu. 

 

Neigiami metodo aspektai: 

• Portfelis yra sudarytas iš finansini� instrument�, kuri� poky�iai yra tiesin� funkcija. 

• Tariama, kad gr�žos turi normal�j� skirstin�, bet realyb�je dažniausiai taip n�ra.  

 

Istorinio modeliavimo metodas 

 

Šiuo atveju yra tariama, kad pelno/nuostolio funkcijos pasiskirstymo funkcija yra 

tokia pati, kokia buvo praeityje (pelno/nuostolio funkcija elgiasi taip pat vienodai ir praeityje, 

taip pat ir ateityje). VaR randamas iš sumodeliuotos pelno/nuostolio funkcijos histogramos 

randant pasirinkt� kvantil� (dažniausiai pasirenkami 99 % arba 95 % kvantiliai). 

 

Teigiami metodo aspektai: 

• Tai pats papras�iausias VaR radimo b�das; 

• Šis metodas yra neparametrinis, pavyzdžiui: nereikia prielaidos apie tai, kad gr�žos 

turi tur�ti normal�j� skirstin�. 

 

Neigiami metodo aspektai: 
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• Šiam metodui reikia daug istorini� duomen� (ilgos laiko eilut�s), taip pat turi b�ti 

aukšta duomen� kokyb�; 

• Praeities duomenys gali neatspind�ti reali� ateities situacij�; 

• N�ra tikslus, kai naudojamas 99% ir didesnis pasikliovimo lygmuo. 

 

Monte Karlo modeliavimo metodas 

 

VaR apskai�iuojamas panašiai kaip kituose dviejuose b�duose. Pirmiausia, nustatome 

rizikos faktorius, nuo kuri� priklauso finansiniai instrumentai, ir randame j� poky�i� (gr�ž�) 

pasiskirstymo funkcij�. Iš istorini� duomen� randame parametrus, kuri� reikia pasirinktam 

skirstiniui. Generuojame ne mažiau kaip 1000 rinkinio gr�ž�. Sudarome variacin� gaut� 

graž� eilut� ir pasirenkame pasikliovimo lygmen�, tada VaR randamas: 1*tVaR V Y α−= , �ia 

tV - portfelio vert� laiko momentu t, 1Y α−  - gr�ž� variacin�s eilut�s (1 )α−  eil�s kvantilis. 

 

Teigiami metodo aspektai: 

• Generuojant duomenis Monte Karlo metodu, jie yra tinkami ekonominei duomen� 

analizei bei prognozei; 

• Neb�tina žinoti duomen� praeities, užtenka tur�ti parametr� �ver�ius. 

 

Neigiami metodo aspektai: 

• Šis metodas imlus laikui; 

• Reikalauja sud�tingo matematinio modeliavimo. 
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2. VaR skai�iavimas jung�i� pagalba 
 

Dean Fantazzini savo darbe [3] pateikia, kad VaR gali b�ti skai�iuojamas portfeliams, 

sudarytiems iš skirting� finansini� instrument�. Ta�iau iškyla problem�, kai norima 

apskai�iuoti VaR, o finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susij� (priklausomi). 

Priklausomumui nusakyti dažniausiai yra naudojamas koreliacijos koeficientas, kuris 

geriausiai aprašo tiesin� dydži� priklausomum�. Ta�iau, kai priklausomyb� yra netiesin�, šis 

koeficientas n�ra tinkamas priklausomumo matas. Šiais laikais tampa vis populiaresnis VaR 

skai�iavimo b�das naudojant jungtis (angl. Copula). 

Pasirinkdami VaR skai�iavim� jung�i� pagalba (nagrin�jant daugiama�ius modelius, 

kuri� sud�tin�s dalys yra priklausomos) galime išskirti šias teigiamas savybes: 

• Daugiama�iai modeliai lankstesni, nei daugiama�iai normalieji modeliai; 

• Koreliacija n�ra pakankamas priklausomyb�s matas; 

• Blogai parinkta priklausomumo strukt�ra s�lygoja nepakankam� portfelio rizikos 

�vertinim�. 

• Konstruojant portfelio model� yra labai svarbi atskir� (sud�tini� dali�) pasiskirstymo 

funkcij� ir j� priklausomyb�s analiz�.  

 

Pasirink� VaR skai�iuoti jung�i� pagalba nerizikuojame blogai �vertinti 

priklausomyb� (koreliacij�) ir tai leidžia tiksliau �vertinti rizikuojam�j� vert�. 

Ta�iau jung�i� naudojimas yra ribotas, nes ši teorija dar iki galo neišvystyta. 

Pagrinde, naudojamos dvimates jungtys, o realiai, jungtys taikomos ir n-ma�iams 

portfeliams. 

 

2.1 Jungtys 
 

Jungtys naudojamos kaip �rankis keli� atsitiktini� dydži� priklausomumui modeliuoti 

[4]. Terminas jungtis (angl. copula) pirm� kart� pamin�tas Sklar darbe [5] ir šis terminas yra 
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paimtas iš lotyn� kalbos žodžio copulare, kas reiškia sujungti. Jung�i� pagrindin� paskirtis 

yra aprašyti keli� atsitiktini� dydži� tarpusavio ryš�. 

Jun Yan [6] aprašo kokiose srityse yra naudojamos jungtys. Jos yra naudojamos 

draudimo statistikos mokslo šakoje modeliuojant mirtingum� ir nuostolius (šios srities darbai 

yra aprašomi Frees, Valdez [7], Wang [8] darbuose). Jungtys taip pat naudojamos 

biomedicinoje, inžinerijoje. Finansuose jungtys naudojamos modeliuojant l�š� paskirstym�, 

kredito vertinime, �sipareigojim� nevykdymo (angl. default) rizikos modeliavime, išvestini� 

vertybini� popieri� kain� sudarymui ir rizikos valdyme. Pla�iau apie šiuos taikymus galima 

rasti Bouye [9], Embrechts [10] ir Cherubini [11] darbuose.  

 

2.1.1 Teorinis jung�i� pagrindas 
 

D-mat� jungtis dC: [0,1] [0,1]→  yra pasiskirstymo funkcija, sudaryta iš marginalini� 

pasiskirstym�. Jung�iai aprašyti naudosime tokius žym�jimus2: 

 

(2.1)    1 2 1 2 1 2( , ) ( ( ), ( )) ( , )C u u C F x F x H x x= =  

 

Jungtis tenkina šias savybes : 

 

1. Kiekvienam [0,1]u ∈  

(0,...,0, ,0,...0) 0iC u = ; 

2. Kiekvienam [0,1]u ∈ ,  

(1,...,1, ,1,...1)i iC u u= ; 

3. Pažym�kime ,1 ,2 ir j j j ju a u b= = , kai i ia b≤  tikimyb� 1 1 1( [ , ],..., [ , ])d d dP U a b U a b∈ ∈  

turi b�ti neneigiama, tai dar vadinama sta�iakampio nelygybe 

1

1

1

2 2
...

1 , ,
1 1

. . . ( 1) ( . . . ) 0d

d

d

i i
i d i

i i

C u u+ +

= =

− ≥� � . 

 

                                                 
2 Šie žym�jimai pateikti dvima�iu atveju, dvimat� jungtis. 
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Ši� savybi� �rodymai yra pateikti McNeil, Frey and Embrechts darbe [12]. 

 

2.1.2 Sklar teorema 
 

Toliau pateikiama teorema, kuri pateikia beveik svarbiausi� rezultat� apie jungtis, ir ji 

visada naudojama jungtims apibr�žti.  

 

Teorema. Tariame, kad H dR∈  yra pasiskirstymo funkcija, kuri sudaryta iš vienma�i� 

marginalini� pasiskirstymo funkcij� 1,..., dF F , tada jungtis C yra išreiškiama taip: 

1 1 1

1

( ,..., ) [ ( ) ( ),..., ( ) ( )]

                   ( ( ),..., ( ))
d d d

d

H x x P F X F x F X F x

C F x F x

= ≤ ≤

=
 

Jei 1( ),..., ( )dF x F x yra baigtin�s, tai jungtis C yra vienintel� 

1 1
1 1 1( ,..., ) ( ( ),..., ( ))dC u u H F u F u− −=  

�ia 1( ) inf{ : ( ) },  1,...,iF u x F x u i d− = ≥ = , kai 1( ,.. ) d
du u u R= ∈ . 

 

Priešingai, jei C yra jungtis, 1( ),..., ( )dF x F x  - pasiskirstymo funkcijos, tada funkcija 

1( ,..., )dH x x  yra jungtin� pasiskirstymo funkcija, sudaryta iš vienma�i� marginalini� 

pasiskirstymo funkcij� 1,..., dF F . 

Šios teoremos �rodym� ir papildom� informacij� galima rasti Sklar darbe [5].   

 

2.1.3 Jung�i� pavyzdžiai 
 

1 pavyzdys.  

Nepriklausoma jungtis, ji žymima 
1

( )
d

i
i

u u
=

Π = ∏ . Tiesiogiai iš Sklar teoremos 

matoma, kad atsitiktiniai dydžiai yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai j� jungtis yra 
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nepriklausoma jungtis. 2.1 paveikslo kair�je pateiktas pasiskirstymo funkcijos grafikas, 

dešin�je - nepriklausomos jungties kont�r� grafikas3: 

 

2.1 pav.  Nepriklausomos jungties pasiskirstymo funkcija ir kont�r� grafikas. [Šaltinis ži�r. 3 

komentaras]  

 

2 pavyzdys: 

  

Viršutin� Frechet-Hoeffding riba, dar vadinama komonotonine (angl. 

comonotononicity) jungtimi. Žymima 1( ) min( ,..., )dM u u u= , �ia M yra jungtis, 

[0,1],  kur 1,..., .iu i d∈ =  Ši jungtis parodo visišk� teigiam� priklausomyb�, turima omenyje, 

kad 1( ),  2,...,iX T X i d= ∀ = , �ia 2 ,..., dT T  - griežtai did�jan�ios funkcijos. 2.2. paveikslo 

kair�je pateiktas jungties pasiskirstymo funkcijos grafikas, dešin�je –  komonotonin�s 

jungties kont�r� grafikas: 

 

 

 

                                                 
3 Visuose trijuose pavyzdžiuose esan�i� grafik� šaltinis: R. Bal�i�nait�s prezentacija „Apie jungtis ir j� 
taikym� draudimo matematikoje“, 2007. 
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2.2. pav. Komonotonin�s jungties pasiskirstymo funkcija ir kont�r� grafikas. [Šaltinis ži�r. 3 

komentaras]  

 

3 pavyzdys 

 

Apatin� Frechet-Hoeffding riba, dar vadinama kauntermonotonine (angl. 

countermonotonicity) jungtimi. Ji žymima 1 2 1 2( , ) max{ 1,0}W u u u u= + − , W yra jungtis, 

[0,1],  kur 1,2.iu i∈ =  Ši jungtis parodo visišk� neigiam� priklausomyb�, 2 1( )X T X= , �ia T 

yra griežtai maž�janti funkcija. 2.3 paveikslo kair�je pateiktas jungties pasiskirstymo 

funkcijos grafikas, dešin�je – kauntermonotonin�s jungties kont�r� grafikas: 

 

2.3. pav. Kauntermonotonin�s jungties pasiskirstymo funkcija ir kont�r� grafikas. [Šaltinis 

ži�r. 3 komentaras]  
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2.1.4. Archimedo jung�i� šeima 

 

Nagrin�jant finansinius duomenis susiduriame su stilizuotais faktais. Š� jung�i� šeima 

leidžia aprašyti duomenis, kuriems yra b�dinga asimetrija. Taip pat ši šeima išsiskiria tuo, 

kad jungtis yra sudaroma generatori� pagalba. 

Tariame, kad jungtis ( , )C u vφ  yra iš Archimedo jung�i� šeimos, jei galime j� 

išreikšti: 

1( , ) [ ( ) ( )],  0 , 1C u v u v u vφ φ φ φ−= + < < , 

 

�ia ( )uφ  tenkina šias savybes: 

 

1. (1) 0φ = ; 

2. ( )uφ  - maž�janti funkcija; 

3. ( )uφ  - iškila funkcija. 

 

 

Šios savyb�s reikalingos, kad ( , )C u vφ  b�t� pasiskirstymo funkcijos. Archimedo 

jung�i� šeimos motyvacija, savyb�s, �rodymai yra pateikti Genest ir MacKay [13], Genest ir 

Rivest [14] darbuose. 

Populiariausios jungtys yra Gumbel, Clayton, Frank jungtys. Pateiksime trumpus j� 

aprašymus. 

 

Gumbel  jungtis ir generatorius yra: 
1

( [( log( )) ( log( )) ] ) ,   ( ) ( log( )) ,   [1, )G u vC e t t
θ θ θ θ

θ θφ θ− − + −= = − ∈ ∞  

 

Ši jungtis geriausiai aprašo duomenis, kurie turi sunkesn� dešin� uodeg�. Pavyzdžiui, 

Gumbel ir Mustafi [15] naudojo Gumbel jungt� „Fox“ up�s potvyni� dydžiams dviejuose 

taškuose aprašyti. Kitas panaudojimas finans� rinkoje nagrin�jant dviej� rink� gr�žas, kai 

rinkoje kyla akcij� kursas (dar vadinama „buliaus“ rinka). 
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Clayton jungtis ir generatorius: 

1 1
max([ 1] ,0),    ( ) ( 1),    [ 1, ) \ 0   CC u v t tθ θ θθ

θ θφ θ
θ

− − −= + − = − ∈ − ∞  

 

Ši� jungt� geriausia naudoti, kai duomenys turi kair� sunki� uodeg� arba esant 

mažoms imtims. Šios jungties taikymus ir praktinius panaudojimus aprašo savo darbuose 

Hutchinson [16], Shih ir Thomas [17]. Finans� srityje Clayton jungtis naudojama, kai rinkoje 

krinta akcij� kursas (dar vadinama „mešk�“ rinka ). 

 

Frank jungtis ir generatorius: 

1 ( 1)( 1) 1
( , ) log 1 ,    ( ) log ,    (- , )\0

1 1

u v t
F e e e

C u v t
e e

θ θ θ

θ θθ θ
φ θ

θ

− − −

− −

� � � �− − −
= − + = ∈ ∞ ∞� � � �

− −� � � �
 

 

Kai 0θ > , tada jungtis parodo teigiam� priklausomyb�, kai 0θ → , tai reiškia, kad 

turime nepriklausomus dydžius ir kai 0θ < , m�s� steb�jimai turi neigiam� priklausomyb�. 

Ši� jungt� savo darbuose naudojo Genest ir Rives [14], Shil ir Thomas [17]. Frank jungtis 

atspindi simetrin� priklausomyb� ir finans� srityje ji naudojama, kai atsakas tarp teigiam� ir 

neigiam� gr�ž� yra vienodas. 

Platesn� informacija, savyb�s ir daugiau jung�i� pavyzdži� yra pateikta Hutchinson ir 

Lai [18] arba Nelson [19] darbuose.  

 

2.2. Jung�i� parinkimo ir parametr� vertinimo algoritmai 
 

Jung�i� pagalba siekiama kaip �manoma geriau aprašyti turimus duomenis, kad gauta 

bendra pasiskirstymo funkcija leist� kaip �manoma geriau atspind�ti duomenyse esam� 

informacij�. Pirmas žingsnis, norint naudoti jungtis, tai parinkti toki� jungt�, kuri geriausiai 

aprašyt� duomenis. Jungties funkcija priklauso nuo vieno ar keli� parametr�. Taigi yra 

svarbu rasti ši� parametr� �ver�ius. Šiame skyriuje pateikiami du skirtingi algoritmai, kuri� 

pagalba randami parametr� �ver�iai ir atrenkama jungtis: 

1. Neparametrinis b�das; 

2. Pusiau parametrinis. 



 19 

 

2.2.1 Neparametrinis vertinimo b�das 
 

Pirm� kart� neparametrinis vertinimo b�das buvo aprašytas Genest ir Rivest darbe 

[14]. Šis algoritmas, šiek tiek supaprastintas ir modifikuotas, yra naudojamas ir kit� autori�. 

Toliau pateikt� algoritm� naudoja savo darbuose Guedan ir Ladoucette [20] ir Tomaš Bacigal 

[21].  

Paprastumo d�lei nagrin�jama 2-mat� jungtis. Tariama, kad turimi 2 investiciniai 

fondai, kurie yra priklausomi (pavyzdžiui, priklausomum� gali sukelti tai, kad persidengia 

investavimo regionai ar/ir ekonomin�s sritys, tod�l tos pa�ios akcijos su skirtingais svoriais 

patenka � vien� ir kit� fond�). X ir Y yra ši� fond� graž� vektoriai.   

 

1. Žingsnis 

 

Naudojant neparametrin� vertinim�, randamas Kendalo4 koeficientas, pagal toki� 

formul�: 

(2.2)    
1

1

2 1

[( , )( , )]
2

n i

n i j i j
i j

n
Sign X X Y Yτ

−
−

= =

� �
= � �
� �

��  

 

2. Žingsnis 

 

Turimi duomenys sujungiami � vienmat� dyd�. Tai padaroma konstruojant pseudo 

steb�jimus5 ( , )i i iZ H X Y= . Tuomet apskai�iuojama empirin� pasiskirstymo funkcija, ji 

žymima ir skai�iuojama: 

(2.3)    { }
1

1
( ) P( ) 1

i

n

n i Z z
i

K z Z z
n <

=

= < = � .  

 

                                                 
4 Angl. Kendall‘s tau, Kendalo koeficientas naudojamas rangini� kintam�j� ryšio stiprumui �vertinti [22]. 

5 Pseudo steb�jimai apskai�iuojami pagal formul� { , }
1

1
1

1 j i j i

n

i X x Y y
j

Z
n < <

=

=
−
� . 
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3 žingsnis 

 

Randamas θ  parametras išsprendžiant ši� lygt�: 

 

(2.4)     
1

0

( )
1 4

( )n

t
dt

t

φ
τ

φ
= +

′�
6 

 

�ia ( )tφ  - Archimedo jung�i� generatorius, nτ  - aprašytas 1 žingsnyje. 

Radus θ  parametr�, tikrinama, ar jis patenka � nagrin�jamos jungties parametro θ  

nurodyt� reikšmi� srit�. Jei patenka, t�siama proced�ra toliau, jei ne, atmetama nagrin�jama 

jungtis kaip netinkama esamiems duomenims aprašyti. 

Konstruojama parametrin� Kφ  funkcija, tai atliekama šios formul�s pagalba: 

 

(2.5)     
( )

( )
( )

z
K z z

zφ

φ

φ
= −

′
, 

 

�ia z  - pseudo steb�jimai, kurie aprašyti 2 žingsnyje.  

 

4 žingsnis 

 

Šiame etape tikrinama, kuri jungtis geriausiai aprašo m�s� duomenis. Pirmas b�das 

yra skaitinis, antras grafinis metodas. 

Pirmas b�das: Taikomas mažiausi� kvadrat� metodas. Apskai�iuojama išraiška: 

 

(2.6)     
2

1

( ) ( )
n

NP
C i n i

i

D K z K zφ
=

= −�  

                                                 
6 Bendras Kendal apibr�žimas buvo pateiktas anks�iau. Nelsen [19] savo darbe apibr�ž� Kendalo koeficient� 

jung�i� atveju 4 ( , ) ( , ) 1C C u v dC u vτ = −�� . Genest ir MacKay [13] apibr�ž� ši koeficient� Archimedo 

jungtims, išreiškiant j� per generatori� ir jo išvestin�:  
1

0

( )
1 4

( )C

t
dt

t

φ
τ

φ
= +

′�  } 
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Kuriai jung�iai CD  yra mažiausias, ta jungtis ir yra parenkama. 

Antras b�das: Braižomas kvantili� – kvantili� grafikas7 (toliau tekste QQ grafikas). 

Braižomas Kφ  ir nK  funkcij� kvantili� grafikas. Su kiekviena jungtimi braižomi grafikai, ir 

kurios atveju grafikas yra ar�iau 45 laipsni� �strižain�s, ta jungtis ir yra parenkama, kaip 

geriausiai aprašanti duomenis. Jei grafikas yra tiksliai ant �strižain�s, tada sakoma, kad Kφ  ir 

nK  turi t� pat� pasiskirstym�, t.y. pasirinkta jungtis idealiai aprašo duomenis. 

Bet b�na atvej�, kai grafinis metodas nesutampa su skaitiniu metodu. Norint 

tiksliausiai parinkti jungt�, reikia atsižvelgti � abiej� b�d� rezultatus. Parenkama ta jungtis, 

kurios rezultatai tikrinant abiem b�dais buvo geriausi. 

 

2.2.2. Pusiau parametrinis vertinimo b�das 
 

Pusiau parametrinis b�das yra aprašomas Genest,  Ghoudi ir Rivest darbe [23]. Taip 

pat šiame darbe yra pateikiami �rodymai, savyb�s. Ling Hu [24] darbe yra pateikiamos šio 

metodo variacijos ir taikymai. Išsam� šio b�do algoritm� aprašo savo Tomaš Bacigal [21].    

Šiam vertinimo b�dui naudojame t� pa�i� situacij�, kuri aprašyta 2.2.1. dalyje.  

 

1 žingsnis 

 

Šio žingsnio tikslas – didžiausio tik�tinumo metodu rasti parametro θ  �vert�. 

Užrašome didžiausio tik�tinumo funkcij�: 

 

(2.7)    
1

( ) log( [ ( ), ( )])
n

n i n i
i

L c F x G yθθ
=

=� ,   

                                                 
7 QQ grafikas braižomas: x ašyje yra empirinis duomen� pasiskirstymas, y ašyje – realus duomen� 
pasiskirstymas. Sakoma, kad pasirinkta pasiskirstymo funkcija labai gerai aprašo turimus duomenis, jie QQ 
grafikas yra tiksliai �strižain� (nuo 0 iki 1). 
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�ia 
1

1
( ) [ ,1,0]

1

n

n i
i

F x If X x
n =

= ≤
+
�  ir 

1

1
( ) [ ,1,0]

1

n

n i
i

G y If Y y
n =

= ≤
+
�  yra empirin�s 

pasiskirstymo funkcijos; [ ( ), ( )]n i n ic F x G yθ  - jungties tankio funkcija, kuri apskai�iuojama: 

2 ( , )
( , )

C u v
c u v

u v
θ

θ

∂
=

∂ ∂
. Gautas �vertis θ̂  tikrinamas, ar jis patenka � nagrin�jamos jungties 

parametro θ  reikšmi� srit�. Jei patenka, tada t�siama proced�ra, jei ne, atmetama jungtis, 

kaip netinkama nagrin�jamiems duomenims aprašyti. Parametro gerumui tikrinti 

skai�iuojamas modifikuotas Akaike informacinis kriterijus ( ˆ2 ( ) 2 ,  1AIC L k kθ= − + = , 

standartin� (klasikin�) AIC skai�iuojama, kai k = 2). Viena iš prielaid�, lemian�i� jungties 

pasirinkim� – atsižvelgti, kurios jungties parametro θ̂  AIC yra mažiausia. 

 

2 žingsnis 

 

Šiame etape tikrinsime, kuri jungtis geriausiai aprašo nagrin�jamus duomenis. Kaip ir 

neparametrinio vertinimo atveju yra skaitinis ir grafinis metodai jungties tinkamumui 

patikrinti. 

Pirmas b�das. Apskai�iuojamas parinktos jungties nuokrypis nuo empirinio duomen� 

pasiskirstymo. Formul� yra beveik analogiška pirmajam vertinimo b�dui neparametriniu 

atveju, ta�iau šiuo atveju atstum� skai�iuojame jungtims, o ne generatoriams: 

 

(2.8)    
2

1

ˆ( ( ), ( )) ( , )
n

PP
C i i i i

i

D C F x G y H x yφ
=

= −� , 

 

�ia ( ( ), ( ))i iC F x G yφ  - jungtis, kuri� apskai�iuojame naudodami �vertint� θ̂ , ( )iF x  ir ( )iG y  

yra nagrin�jam� duomen� marginalin�s pasiskirstymo funkcijos, ˆ ( , )i iH x y  - dvimat� 

empirin� pasiskirstymo funkcija. Kuriai jung�iai CD  yra mažiausias, ta jungtis ir yra 

parenkama. 

Antras b�das: identiškas pateiktam neparametrinio vertinimo metodui. Tik šiuo 

atveju, vietoje Kφ  ir nK braižomas  ( ( ), ( ))i iC F x G yφ  ir ˆ ( , )i iH x y  kvantili� grafikas. 
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2.3 VaR skai�iavimo b�dai naudojant jungtis 
 

Ling Hu savo darbe [24] pateikia du VaR skai�iavimo pavyzdžius: 1) VaR 

skai�iavimas naudojant daugiamat� normal�j� skirtin�, 2) VaR skai�iavimas jung�i� pagalba.  

 

1) Tariama, kad X ir Y – tai akcij� rinkos indeksai. Bendras ši� dviej� dydži� portfelis yra 

Z X Y= + . Empirin� ši� dydži� koreliacija yra 0,4165. Daroma prielaida, kad X ir Y 

pasiskirst� pagal standartin� normal�j� d�sn�, imama normaliojo skirstinio jungtis (naudojant 

normali�sias marginalines funkcijas ir normali�j� jungt� gauname daugiamat� normal�j� 

pasiskirstym�). Tuomet, Z turi normal�j� skirstin� su vidurkiu 0 ir standartiniu nuokrypiu 

1,6832. Pasirenkamas pasikliovimo lygmuo 0.01p = , tada skai�iuojama VaR: 

 

1(0.01)*1.6832 3.9156GaussianVaR −= Φ = − . 

 

2) Jei VaR skai�iavimui naudojama jungtis, tuomet reikia išspr�sti tok� matematin� uždavin�: 

turima ( ) 0.01P Z z< =  ir reikia rasti z (tai ir bus ieškoma rizikuojamoji vert�). z randamas iš 

šios lygties: 

 

(2.9)   ( ) ( ( ), ( )) ( ) ( ) 0.01Z X Y X YF z c F x F z x f x f z x dx
∞

−∞

= − − =� . 

 

Ling Hu pateiktame pavyzdyje VaR apskai�iuotas šio integralo pagalba yra  

4.3578z = − . Autorius pastebi, kad pažvelgus � duomenis, matosi, kad tikroji VaR reikšm� 

yra -4,26. Taigi, jung�i� pagalba gauta VaR yra labiau tik�tina ir ar�iau tikrosios reikšm�s. 

Kevin Dowd ir Paul Fackler [25] savo darbe pateikia VaR radimo algoritm� ir 

formul�, kurios pagalba yra papras�iau (skaitine prasme) apskai�iuoti VaR nei Ling Hu  

pateikta formule.  
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Tariame, kad turime portfelio, sudaryto iš X ir Y finansini� instrument�, 

pelno/nuostolio funkcij�. Tikslas - apskai�iuoti VaR su pasirinktu pasikliovimo lygmeniu p. 

Portfelio pelno/nuostolio funkcija yra X Y+ . Bendru atveju VaR išraiška atrodo: 

 

(2.10)   1 ( )  1 ( )p P X Y VaR p P X Y VaR− = + < − 	 = − + < −  

 

Tuomet autoriai pateikia formul�, kurios pagalba apskai�iuojama VaR. Ji išreiškiama 

per jungtis: 

 

(2.11)   
1

1
1 2 1

0

( ) ( , ( ( )))P X Y VaR C u F VaR F u du−+ < − = ∂ −�  

 

Pointegralin� funkcija yra jungties dalin� išvestin� pagal pirmojo steb�jimo 

pasiskirstymo funkcij�. Autoriai pateikia darb� eiliškum� VaR radimui: 

1. Pasirenkama jungtis; 

2. 	vertinami jungties parametrai; 

3. Kai randama jungtis, tada lengvai aproksimuojame (2.11) formul�s kair� pus�, 

dešin�je esan�iu integralu; 

4. Formul� (2.11) �sista�ius � (2.10) formul� apskai�iuojama VaR su pasirinktu 

pasikliovimo lygmeniu. 

 

2.4. VaR tikrinimas 
 

Dean Fantazzini [3] savo darbe aprašo proced�r�, kurios pagalba galima patikrinti, ar 

pasirinktu b�du apskai�iuota VaR yra „gera“.  

Tariama, kad turimi dviej� fond� kain� vektoriai. Portfelio vert� laiko momentu t yra 

2

,
1

...$i t
i

P
=

=� , �ia ,i tP  - i-ojo fondo vert� laiko momentu t. Apskai�iuojama portfelio reikšm� 

1t +  laiko periodui: ,

2

, 1 ,
1

,  1...i jr

j t i t
i

P P e j k+
=

= ⋅ =� . Gr�žos ,i jr  generuojamos k kart� Monte 
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Karlo metodu, jung�i� pagalba. Apskai�iuojamas nuostolis kiekvienam k apskai�iuot� 

portfeli� pagal ši� formul�: 

 

(2.12)    ,

2

, 1 ,
1

[1 ],  1,i jr

j t j t i t
i

Loss P P P e j k+
=

= − = − =�  

 

Iš gaut� reikšmi� sudaroma variacin� eilut�. Turint variacin� nuostoli� eilut�, galima 

rasti rizikuojam�j� vert� su pasirinktu pasikliovimo lygmeniu. Pavyzdžiui, 10000k = , tada 

variacin�s eilut�s 100-oji reikšm� atitiks VaR su 0,01 pasikliovimo lygmeniu. 

Gr�žtame prie VaR skai�iavimo, aprašyto 2.3. skyrelyje. Tikriname hipotez�, jog 

VaR, gauta iš reali� duomen�, neviršija VaRMK (pavadiname j� kritine reikšme), tada 

tariame,  kad VaRPP ir VaRNP yra „geri“.  
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3. Praktin� dalis 
 

Šiame skyriuje pateiksime praktin� rizikuojamosios vert�s skai�iavim� jung�i� 

pagalba. Taikydami 2.2.1. ir 2.2.2 skyreliuose aprašytus algoritmus, parinksime jungtis, 

kurios geriausiai aprašo realius duomenis. Tikrindami, kuriuo b�du apskai�iuotas VaR yra 

geresnis, atliksime Monte Karlo simuliavim�. Gautus rezultatus su realiais duomenimis 

lyginsime su Monte Karlo metodu gautu VaR. 

 

3.1. Duomenys 
 

Šiame darbe yra naudojami �mon�s „Finasta“8 valdom� investicini� fond� duomenys 

(duomen� intervalas: 2006.02.24 – 2007.02.26, duomenys yra kiekvienos darbo dienos).  

 

y1 – žym�sime Finasta Rusijos Fondas (toliau tekste RF) gr�žas; 

y2 – žym�sime Finasta Centrin�s ir Ryt� Europos Fondas (toliau tekste CREF) gr�žas; 

y3 – žym�sime Finasta Naujosios Europos Fondas (toliau tekste NEF) gr�žas. 

 

Toliau pateikiami trumpi fondu sandaros aprašymai9.   �

 

Rusijos fondas 

 

Fondo strategija – investuoti � vidutin�s ir mažesn�s kapitalizacijos Rusijos 

bendroves, kuri� fundamental�s rodikliai rodo didel� vertybini� popieri� vert�s augimo 

perspektyv�. RF pagal ekonomin�s veiklos klasifikacij� daugiau orientuojasi � vidaus 

vartojimo, mažmenin�s prekybos, finansini� paslaug�, statyb�, lengvosios pramon�s, 

transporto, inžinerijos, farmacijos sektorius. 	 metalurgijos, naftos, duj� bei kit� sektori� 

                                                 
8 „Finasta“  - tai finans� maklerio �mon� �steigta 1994 metais, kai Lietuvoje dar tik k�r�si kapitalo rinkos. 
Šiandien tai – didžiausia nebankin� makleri� �mon� Lietuvoje ir viena iš dviej�, kuriai Vertybini� popieri� 
komisija suteik� A kategorijos maklerio licencij�.  
9 Aprašant fondus ir j� sandaras remiamasi UAB „Finasta investicij� valdymas“ parengtomis apžvalgomis. [26] 
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bendrovi� vertybinius popierius taip pat gali b�ti investuojama, bet daugiausia d�l portfelio 

subalansavimo ir trumpalaikio fondo portfelio likvidumo užtikrinimo. 

 

Centrin�s ir ryt� Europos fondas 

 

Fondas investuoja � akcijas Centrin�s ir Ryt� Europos šali�10 vertybini� popieri� 

rinkose ir kei�ia portfelio sud�t� atsižvelgdamas � didžiausio prieaugio galimyb�. Šiame 

regione veikian�i� bendrovi� akcijos n�ra pakankamai �vertintos, lyginant su Vakar� 

Europos bendrov�mis, o tai leidžia tik�tis didesn�s investicin�s gr�žos. 

• CRE ekonomikos augimas pastaruosius 3 metus vienas didžiausi� pasaulyje; 

• Politiškai stabilios rinkos, sutvarkyta teisin� baz�; 

• Dalis šali� jau yra Europos S�jungos (ES) nar�s; 

• Naujai �stojusi� � ES šali�, ekonominis išsivystymas pakankamai žemas, lyginant su 

ES senbuvi� vidurkiu, taigi vystymosi potencialas nuteikia optimistiškai. 

Šio fondo investicijos pagal sektorius yra: finansai, sveikatos prieži�ra, komunalin�s 

paslaugos, medžiagos, pramon�s �mon�s, energetika, informacin�s technologijos, 

telekomunikacij� paslaugos, pasirenkamojo vartojimo prek�s ir paslaugos. 

 

Naujosios Europos fondas 

 

Fondas investuoja � Naujosios Europos šali� bendrovi� vertybinius popierius ir kei�ia 

portfelio sud�t� atsižvelgdamas � didžiausio prieaugio galimyb�. Tai aktyvaus investavimo 

fondas. Strategija – investuoti � vidutin�s ir mažesn�s kapitalizacijos Naujosios Europos šali� 

bendroves, kuri� fundamental�s rodikliai rodo didel� vertybini� popieri� vert�s augimo 

perspektyv�. Šis fondas orientuotas � vidaus vartojimo, mažmenin�s prekybos, finansini� 

paslaug�, statyb�, lengvosios pramon�s, transporto, inžinerijos, farmacijos sektorius. Gali 

b�ti investuojama ir � metalurgijos, naftos, duj� ir kit� sektori� bendrovi� vertybinius 

popierius, bet daugiausia siekiant subalansuoti portfel�  ir užtikrinti trumpalaikio fondo 

portfelio likvidum�. 

                                                 
10 Centrin�s ir Ryt� Europos šalys – Baltijos šalys (Lietuva, Latvija, Estija), Lenkija, �ekijos Respublika, 
Vengrija, Slov�nija, Slovakija, Kroatija, Bulgarija ir Rumunija. 
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Kaip matome, � visus fondus patenka vienodos šalys, vienodos investavimo 

ekonomin�s sritys, tai s�lygoja fond� priklausomum�.  

Skai�iuodami rizikuojam�j� vert� mums reikia investicini� fond� gr�ž�. 3.1. 

paveiksle pateikiu fond� gr�ž� grafikus ir histogramas. 
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3.1 pav. Pateikta investicini� fond� graž� grafikai ir histogramos 

 

Kaip matome iš grafik�, šios gr�žos turi sunkesnes dešines uodegas. Darome 

prielaid1, kad šie duomenys neturi normaliojo skirstinio. Taikysime skirstinius, kurie gerai 

aprašo duomenis su stilizuotais faktais.  

 

3.2. Skai�iavimai 
 

Dauguma autori� savo darbuose daro prielaid�, kad gr�žos turi normal�j� 

pasiskirstym�, ta�iau realyb�je finansini� instrument� gr�žos turi pasiskirstymus su 

sunkesn�mis uodegomis. Šiame darbe naudojamiems duomenims pritaikome logistin� 

pasiskirstym� (platesn� informacija apie logistin� pasiskirstym� pateikta priede Nr. 1.). 
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Duomen� statistin� analiz� 

L.3.1 lentel�je pateikiami statistiniai rodikliai, pasiskirstymo funkcijos, sklaidos 

diagramos (3.2. pav.). 

 

 Vidurkis Dispersija Skal� Minimumas Maksimumas 
y1 0.000412 2.3795e-05 0.00477 -0.02873 0.014502 
y2 0.000378 7.8586e-06 0.00274 -0.01343 0.010619 
y3 0.000672 5.2527e-06 0.00224 -0.01138 0.009434 

L.3.1. lentel�. Pateikta statistiniai rodikliai  
 

Iš L.3.1. lentel�s matome, kad šie duomenys yra priklausomi, tod�l n�ra gerai spr�sti 

vien iš koreliacijos koeficiento. Kadangi neaiškus priklausomumo tipas (tiesinis ar netiesinis) 

n�ra gerai vertinti tarpusavio s�ryš� koreliacijos pagalba. Tod�l skai�iuojame Kendalo 

koeficient�, kuris �vertina rangini� kintam�j� ryšio stiprum�. Teigiamas Kendalo 

koeficientas parodo, kad duomenys turi tiesiogin� priklausomyb�. 

Poros Koreliacija Kendalo koeficientas 
(y1, y2) 0.5369527 0.26 
(y1, y3) 0.6516221 0.395 
(y2, y3) 0.6756416 0.469 
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y1 pasiskirstymo funkcija y2 pasiskirstymo funkcija y3 pasiskirstymo funkcija 
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Pav. 3.2 pateikti reali� duomen� logistin�s pasiskirstymo funkcijos ir sklaidos diagramos 
 

3.3. Jung�i� parinkimas 
 

Jung�i� parinkimas atliekamas pagal 2.2.1 ir 2.2.2 skyreliuose pateiktus algoritmus. 

Naudojamos tik vienparametrin�s jungtys. Taip pat nagrin�jamas dvimatis atvejis. 

Pateiksime keli� jung�i� išraiškas (žr. L.3.2. lentel�), kurios bus naudojamos 

tolesniuose skai�iavimuose. Kit� jung�i� pavyzdžiai pateikiami priede Nr. 2. 
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Jungties 

Nr. 

Cθ  

Jungtis 

( )tθφ  

generatorius 

θ  reikšmi� sritis 

C1 1

max([ 1] ,0)u vθ θ θ− −+ −  
1

( 1)t θ

θ
− −  

[ 1, ) \ 0θ ∈ − ∞  

C2 1

max(1 [(1 ) (1 ) ] ,0)u vθ θ θ− − + −  
(1 )t θ−  [1, )θ ∈ ∞  

C4 1

exp( [( ln ) ( ln ) ] )u v θθ θ− − + −  ( ln )t θ−  [1, )θ ∈ ∞  

C8 2

2 2

(1 )(1 )
max ,0

( 1) (1 )(1 )

uv u v

u v

θ

θ θ

� �− − −
� �

− − − −� �
 

1

1 ( 1)

t

tθ

−

+ −
 

[1, )θ ∈ ∞  

L.3.2. lentel�. Jungtys, j� generatoriau, ir parametro θ  reikšmi� sritis. 
 

Šios jungtys yra naudojamos tolesnei analizei, nes ši� jung�i� �vertinti parametrai 

(taikant realius duomenis) pateko � teorini� jung�i� nustatytas parametr� reikšmi� sritis. 

 

Neparametrinis metodas 

 

Iš turim� duomen� pagal (2.2) formul� apskai�iuojamas teorinis Kendalo 

koeficientas. Konstruojame pseudo steb�jimus ir pagal (2.3) formul� apskai�iuojame j� 

empirin� pasiskirstymo funkcij�. Iš (2.4) formul�s randamas θ  parametras. Patikriname, ar 

gauti θ  parametrai patenka � nagrin�jam� jung�i� parametr� reikšmi� sritis. L.3.2. lentel�je 

pateikiami tik jung�i�, kuri� parametrai patenka � r�žius, rezultatai. Toliau tikriname, kuri 

jungtis geriausiai aprašo duomenis. Bendroje L.3.2. lentel�je pateikiami ir mažiausiu 

kvadrat� metodu gauti skirtumai (atstumai). 3.3 Paveiksle pateikiami kvantili�-kvantili� 

grafikai. 
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Portfeliai C1 C2 C4 
(y1,y2) 
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3.3. pav.  Šiame paveiksle pateikiami QQ grafikai, kiekvienam portfeliui atskirai 

 
Paži�r�j� � 3.3. paveiksl� matome, kad C2 jungties atveju yra didžiausias nuokrypis 

(išlinkimas) nuo �strižain�s. Taigi ši jungtis atkrenta. Liko C1 ir C4 jungtys. Kadangi vien 
pagal QQ grafikus sunku nuspr�sti, skai�iuojame nuokrypius nuo �strižain�s. 
 
 

C1 C2 C4 
Portfeliai θ  NP

CD  θ  NP
CD  θ  NP

CD  

(y1,y2) 0,7027 0.03284519 2,7027 7.023154 1,3514 0.4183691 
(y1,y3) 1,3058 0.05822693 3,3058 4.51721 1,6529 0.3691651 
(y2,y3) 1,7664 0.06649158 3,7664 3.702562 1,8832 0.5654068 
L.3.3.  lentel� Pateikiami atstumai, apskai�iuoti MKM. 
 

Matome, kad iš C1 ir C4 jung�i� atrenkame C1, nes jos nuokrypis yra mažiausias. 

Pasteb�kime, kad visiems portfeliams parenkama ta pati jungtis. 
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Pusiau parametrinis vertinimo b�das 

 

Apskai�iuojame jung�i� tankius. Suskai�iuojame empirines duomen� pasiskirstymo 

funkcijas. Maksimizuodami didžiausio tik�tinumo funkcij� �vertiname θ  parametr�. V�l 

patikriname, ar gauti �ver�iai patenka � jung�i� parametr� reikšmi� sritis. Toliau dirbame, tik 

su jungtimis, kuri� parametrai patenka � reikšmi� sritis. Taip pat apskai�iuojame 

modifikuotas AIC reikšmes. Kurios jungties parametro θ  AIC yra mažiausia, ta jungtis yra 

kandidat� � geriausiai duomenis aprašan�ias jungtis (rezultatai pateikiami L3.4 lentel�je). 

 

C1 C2 C4 C8 

P
or

tf
el

i
ai

 

θ  AIC PP
CD

 

θ  AIC PP
CD  θ  AIC PP

CD  θ  AIC PP
CD

 
(y1,y2) 0.70 -52.9 ∞  2.387 301.6 4.10 2.17 1422 3.2 3388.88 -59.9 2.66 

(y1,y3) 1,2 -112 ∞  2.62 226.4 4.45 2.4 1291 3.17 3061.17 -122 2.91 

(y2,y3) 1.63 -164 ∞  2.69 212,1 3.77 2.52 1236 2.63 2703.47 -159 2.58 

L.3.4.  lentel� Pateikiami atstumai, apskai�iuoti MKM, parametras θ , AIC . 
 

Toliau mažiausi� kvadrat� metodu skai�iuojame atstumus ir braižome QQ grafikus. 

Paveiksle pateikti grafikai yra (y1,y3) portfelio. Kit� portfeli� QQ grafikai pateikta priede 

Nr. 3. 
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3.4. pav. Šiame paveiksle pateikiami QQ grafikai, (y1,y3) portfeliui. Kair�je pus�je viršuje 

pateikiama C2 jungties QQ grafikas, kair�je apa�ioje – C4, dešin�je viršuje – C8, dešin�je 

apa�ioje – C1 



 34 

 

Iš QQ grafik� matome, kad  C1 grafikas yra visiškai nutol�s nuo �strižain�s, atstumas 

(nuokrypis) prilyginamas ∞ . Taigi ši jungtis tiek pagal QQ grafik�, tiek pagal atstum� yra 

atmetama kaip visiškai netinkama šiems duomenims aprašyti. Nors, kaip pasteb�jome, pagal 

AIC ši jungtis buvo viena iš kandida�i� � jungtis, kurios geriausiai aprašo m�s� duomenis. 

Taigi, matome, kad jung�iai atrinkti nepakanka vieno kriterijaus. Visos kitos jungtys 

grafiškai atrodo panašiai, tod�l remsim�s atstum� (nuokrypi�) pagalba.  

Pagal visus kriterijus pasirenkame C8 jungt�, kuri geriausiai aprašo duomenis. V�lgi, 

pastebime, kad visiems trims portfeliams parenkama ta pati jungtis. 

  

3.4. Rizikuojamosios vert�s skai�iavimas jung�i� pagalba 
 

3.3. dalyje atrinkome jungtis. Toliau dirbsime tik su C1 ir C8 jungtimis.  

 

Neparametriniu atveju 

 

Naudojame (2.11) formul�. Šiuo atveju, gauname tok� integral�: 

 

1
1

1 2 1

0

( ) 1( , ( ( )))P X Y VaR C u F VaR F u du v−+ < − = ∂ − =�  

 

�ia 
1 2

2

1

1
z y vid

sc

v

e
− −

−
=

+

, z – ieškoma portfelio rizikuojamoji vert�, y1 – steb�jimas, vid2– y2 

steb�jim� vidurkis, sc2 – y2 steb�jim� skal�. 

Tuomet gaut� išraišk� �sistatome � (2.10) formul�, pasirenkame patikimumo lygmen� 

(m�s� atveju p = 0.01). Ir iš gautos lygties išskai�iuojame VaR. Tai ir yra m�s� ieškomas 

dydis. Rezultatai pateikiami L.3.5 lentel�je. 
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Portfelis VaR 

(y1,y2) - 0.01200186 

(y1,y3) - 0.00940616 

(y2,y3) - 0.00791316 

L.3.5.   Lentel�je pateikiamos VaR reikšm�s apskai�iuotos pusiau parametrinio vertinimo 
atveju. 
 
VaR yra su minuso ženklu, nes taip apskai�iuojame nuostol�. 

 

Pusiau parametrinis atvejis 

 

Naudojame (2.11) formul�. Pusiau parametrinio vertinimo atveju, gauname tok� 

integral�: 

 

1 2 2 2 2
1

1 2 1 2
0

2 2 2 1
( ) 1( , ( ( )))

2 2 1

v v v v v
P X Y VaR C u F VaR F u du

v v v

θ θ θ

θ θ θ
− − + + − + +

+ < − = ∂ − =
+ − − +�  

 

�ia  
1 2

2

1

1
z y vid

sc

v

e
− −

−
=

+

, z – ieškoma portfelio rizikuojamoji vert�, y1 – steb�jimas, vid2– y2 

steb�jim� vidurkis, sc2 – y2 steb�jim� skal�, θ  - parametro �vertis, kuris gautas 

maksimizuojant didžiausio tik�tinumo funkcij�. 

Analogiškai neparametriniam atvejui, iš gautos lygties išsprendžiame VaR. Rezultatai 

pateikiami L.3.6.lentel�je. 

 

Portfelis VaR 

(y1,y2) - 0,0130228 

(y1,y3) - 0.0111991 

(y2,y3) - 0,012692 

L.3.6. Lentel�je pateikiamos VaR reikšm�s apskai�iuotos pusiau parametrinio vertinimo 
atveju. 
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Gavome VaR dviem b�dais. Kyla nat�ralus noras patikrinti, ar gautos VaR reikšm�s 

yra „geros“.  

Šiai problemai spr�sti naudojame tokia proced�r�: 

1.  Panaudojant jungtis, Monte Karlo metodu modeliuojame 1000 gr�ž�. Tada, pagal (2.12) 

formul� apskai�iuojame nuostolius, juos paver�iame � gr�žas ir išd�stome variacine eilute. Ir 

pavyzdžiui, jei nor�tume rasti VaRMK iš šios eilut�s, tai jei turime 10000 reikšmi�, tai 100-oji 

reikšm� bus VaR su 0,01 patikimumo lygmeniu. 

2. Tikriname, ar gautos realios reikšm�s neviršija VaRMK, gauto 1 dalyje.  

 

Gavome tokius rezultatus: 

L.3.7. Lentel�je pateikiamos VaR reikšm�s . 
 

Kaip matome iš L.3.7. lentel�s, abiem b�dais skai�iuojant VaR gavosi geri 

�vertinimai.  

Turint apskai�iuotas VaR reikšmes, mes galime apskai�iuoti, koks didžiausias 

galimas nuostolis gali nutikti vienu laiko momentu � priek� (žr. L.3.8. lentel�). 

 

Portfelis Portfelio kaina t 

laiko momentu 

nuostolis t+1 

laiko momentu 

VaRNP 

nuostolis t+1 

laiko momentu 

VaRPP 

nuostolis t+1 

laiko momentu 

VaRMK 

(y1,y2) 364.03 4.34 4.70 0.29 

(y1,y3) 307.31 2.88 3.42 0.23 

(y2,y3) 418.47 3.29 5.28 0.15 

L.3.8.  lentel� Šioje lentel�je, pateikiama prognoz�, kuri parodo, kok� didžiausi� nuostol� 
galime patirti t+1 laiko momentu. 
 

Portfelis Neparametrinis 

VaRNP 

Pusiau parametrinis 

VaRPP 

Monte Karlo 

VaRMK 

(y1,y2) - 0.01200186 - 0,0130228 -0,00081 

(y1,y3) - 0.00940616 - 0.0111991 -0,00076 

(y2,y3) - 0.00791316 - 0,012692 -0,00036 
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Kadangi abu vertinimo b�dai duoda „ger�“ VaR reikšm�, tod�l ši� lentel� galime 

interpretuoti taip: pirmojo portfelio didžiausias tik�tinas nuostolis ateinan�iu periodu yra 

intervale tarp 4.34 ir 4.70 lit�, antrojo portfelio nuostolis bus (2.88, 3.42), tre�iajam – (3.29, 

5.28). 
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Išvados 
 

Darbe siek�me nagrin�jamiems portfeliams parinkti jungtis, kurios geriausiai 

atspind�t� bendr� duomen� pasiskirstym�. Tada, turint jungtis, apskai�iuoti VaR.  

 

• Pirmu etapu ieškojome tinkamos jungties nagrin�jamiems duomenims. Nagrin�jome 

tris portfelius (pirmasis portfelis sudarytas iš RF ir CREF fond�, antrasis - RF ir NEF 

fond�, tre�iasis - CREF ir NEF) ir kiekvieno algoritmo atveju visiems portfeliams 

parinktos tos pa�ios jungtys.  

• Apskai�iavus rizikuojam�sias vertes tikrinome, ar jos neviršija kritinio VaR (kuris 

gaunamas modeliuojat Monte Karlo metodu). Pagal rezultatus priimame hipotez�, 

kad šiais metodais apskai�iuotos VaR reikšm�s yra „geros“. 

 

Nagrin�jant 1 portfel� gavome, kad ateinan�iu laiko momentu m�s� didžiausias 

tik�tinas nuostolis yra intervale tarp 4.34 ir 4.70 lit�. 2 portfelio nuostolis yra intervale (2.88, 

3.42), 3 portfelio – (3.29, 5.28 ).  

Reziumuojant galime pasakyti, kad: kadangi visais jung�i� parinkimo atvejais 

parinkome tas pa�ias jungtis skirtingiems portfeliams, galime daryti prielaid�, kad iš fond� 

sudarytiems portfeliams (dvima�iu atveju) reikt� rinktis šiame darbe atrinktas jungtis.  

 Darbo perspektyva. Šis darbas atliktas dvima�iams portfeliams (daugumos autori� 

darbai irgi apsiriboja tik dvimate erdve), taigi sekantis žingsnis – šia analiz� perkelti � 

daugiamat� erdv� ir patikrinti, ar gautume analogiškus rezultatus ir ar duomenims aprašyti 

atrinktum�me tokias pa�ias jungtis.   
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Priedai 
 
Priedas Nr. 1  - Logistinis pasiskirstymas 
 

1
( )

1
y

s

F y

e
µ−

−
=

+

, kur ( , )y ∈ −∞ ∞  - steb�jimai,   µ  - steb�jim� y  vidurkis, 0s >  - skal� (ji 

apskai�iuojama pagal formul� - 
2

2 2

3

s
σ π= , �ia 2σ  - duomen� dispersija). Paveiksle Nr. 1 . 

pateiktas: kair�je tikimybin� tankio funkcija, dešin�je – pasiskirstymo funkcija. 

 

 

  
Pav. Nr. 1 Šaltinis www.wikipedia.org 
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Priedas Nr. 2 
 
 

 
 
Šioje lentel�je pateikiama dalis jung�i�, kurios priklauso Archimedo jung�i� šeimai. Šaltinis: 
R. Bal�i�nait�s prezentacija „Apie jungtis ir j� taikym� draudimo matematikoje“, 2007. 
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Priedas Nr. 3 - QQ grafikai 
 
Pateikiami pusiau parametrinio vertinimo b�du gauti QQ grafikai. Grafik� išsid�stymas 

pagal jungtis yra: kair�je pus�je viršuje pateikiama C2 jungties QQ grafikas, kair�je apa�ioje 

– C4, dešin�je viršuje – C8, dešin�je apa�ioje – C1. 

 
Pateikiamas QQ grafikas portfeliui (y2, y3) 
 

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0
.2

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

c2copp2

c
2
c
o
p
p
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

c8copp2

c
8
c
o
p
p
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

c4copp2

c
4
c
o
p
p
1

0 50 100 150 200 250

0
5
0

1
0
0

1
5
0

2
0
0

2
5
0

c1copp2

c
1
c
o
p
p
1

 
 
Pateikiamas QQ grafikas portfeliui (y1, y2) 
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