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»Jungciy panaudojimas rizikuojamosios vertés skai¢iavime*

Santrauka

Pastaruoju metu, investavimui tampant vis populiaresniu, atsiranda poreikis skai¢iuoti
portfeliy rizikuojamaja vert¢ (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR). Pastaroji gali buti
skaiiuojama portfeliams sudarytiems i§ skirtingy finansiniy instrumenty. Taciau iSkyla
problemuy, kai finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susije (priklausomi). Siai situacijai
iSspresti naudojame VaR, kuris skai¢iuojamas jungciy (angl. Copula) pagalba.

Darbo tikslas — nagrinéjamiems portfeliams parinkti jungtis, kurios geriausiai
atspindeéty bendra duomeny pasiskirstyma. Tada, turint jungtis, apskaiciuoti VaR.

Gavome, kad vertinant 1 portfelj ateinanciu laiko momentu musy didZiausias tikétinas
nuostolis yra intervale tarp 4.34 ir 4.70 lity. 2 portfelio nuostolis yra intervale (2.88, 3.42), 3
portfelio — (3.29, 5.28 ).



»»,Computing Value at Risk using copulas”

Abstract

Recently, investments acquire vogue and it’s necessary to compute the Value at Risk
of portfolio. VaR can be computed for portfolio which is made from different finance
instruments. But the problem arise when these instruments are interdependent. In order to
solve this problem, we compute VaR using copulas.

The aim of this work is to pick copulas for real data which is the best for the
distribution of the data. At that point compute VaR using selected copulas.

The results are: in future time the biggest loss for first portfolio is in the interval 4.43
ant 4.7 Litas, for second portfolio the biggest loss — (2.88, 3.42) ant for third portfolio —
(3.29, 5.28).



Ivadas

Pastaruoju metu, investavimui tampant vis populiaresniu, atsiranda poreikis skai¢iuoti
portfeliy rizikuojamaja vert¢ (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR). Pastaroji gali biti
skaiiuojama portfeliams sudarytiems i§ skirtingy finansiniy instrumenty. Taciau iSkyla
problemu, kai finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susij¢ (priklausomi). Priklausomumui
nusakyti dazniausiai yra naudojamas koreliacijos koeficientas, kuris geriausiai apraSo tiesini
dydziy priklausomuma. Taciau, kai priklausomybé yra netiesine, Sis koeficientas néra
tinkamas priklausomumo matas. Siais laikais tampa vis populiaresnis VaR skaigiavimo biidas
naudojant jungtis (angl. Copula).

Sio darbo tikslas - jungéiy pagalba apskaidiuoti VaR realiam portfeliui, sudarytam i¥
investiciniy fondy. PrieS apskai¢iuojant VaR yra labai svarbu gerai pasirinkti jungti, kuri
geriausiai apra$yty turimus duomenis. Siam tikslui pasiekti naudojami du algoritmai, kuriy
pagalba parenkama tinkamiausia jungtis. Kadangi abu algoritmai parenka skirtingas jungtis,
todél gauname skirtingas VaR reikSmes. Tod¢l svarbu patikrinti, ar gautos VaR reikSmés
teisingos.

Pirmame skyriuje pateikiama rizikuojamosios vertés savoka ir standartiniai jos
skai¢iavimo budai. Antroje dalyje pristatomas VaR skaifiavimas jungCiy pagalba,
supazindinama su jungties savoka ir pateikiami pavyzdziai. Taip pat, apraSomi jungciy
parinkimo algoritmai. TreCioje dalyje pristatomi praktiniai rizikuojamosios vertés,

apskaiciuotos jungciy pagalba, rezultatai. Darbo pabaigoje pateikiamos iSvados.



1.Rizikuojamoji verté

1.1. Rizikuojamoji verté ir jos vaidmuo finansy rinkoje

Pastaruoju metu vis daugiau Zmoniy nusprendZia savo turimas léSas ne iS karto isleisti
vartojimui, bet investuoti siekiant padidinti savo finansinj turta. Dabartin¢je finansy rinkoje
yra gausus investavimo budy pasirinkimas. Galima tiesiogiai dalyvauti akcijy birZoje
perkant-parduodant pasirinkty imoniy akcijas. Taciau Sis buidas reikalauja gery Ziniy apie
finansy rinka, ekonoming ir politing padét] pasaulyje, bei pastovaus akcijy kurso steb&jimo.
Kitas biidas — investiciniai fondai. Tai viena iS§ labiausiai paplitusiy ir populiariausiy
investavimy formy, ypa¢ populiari JAV ir Vakary Europos valstybése. Investicinis fondas —
tai daugelio investuotojuy sunesti pinigai, kurie investuojami i akcijas, obligacijas, pinigy
rinkos priemones, kitus vertybinius popierius ar ju derinius. Kiekvienas investicinis fondas
turi savo investavimo strategija, pagal kuria piniginés 1€Sos yra investuojamos pagal:
regionus (Artimieji Rytai, JAV, Ryty Europa ir pan.), ekonomikos sektorius (transportas,
nafta, telekomunikacijos, kita). Pagrindiniai investavimo instrumentai skirstomi i: 1) akciju
fondus (Siu fondy augimo galimybés yra didesnés, bet ir rizikos laipsnis yra didesnis); 2)
obligaciju fondus (juos sudaro fiksuoty paliikany vertybiniai popieriai) ir 3) misris fondai,
dar vadinami subalansuoti (kai 1éSos investuojamos tiek | obligacijas, tiek i akcijas).
Renkantis fonda svarbiausia pasirinkti laikotarpi, norima uzdirbti pelng ir nuspresti, koks
rizikos lygis yra priimtinas.

Dalis investuotojy net ir investuodami i fondus dar labiau diversifikuoja1 rizika. Esant
tokiai situacijai, atsiranda poreikis vertinti bendra portfelio, sudaryto i§ fondy, rizikuojamaja
vertg. Rizikuojamoji verté (angl. Value at Risk, toliau tekste VaR) - tai kiekybinis rizikos
matas, kuris parodo didZiausia tikéting nuostolj pasirinktam laiko periodui ir su pasirinktu
pasikliovimo lygmeniu.

Viena garsiausiy finansiniy institucijuy, kuri pradéjo pirmoji naudoti VaR skai¢iavimo
sistema — J.P. Morgan [26]. Prad¢jus tirti rizikos valdyma, buvo sukurtas techninis

dokumentas apie VaR skaiCiavima. Risk-Metrics techniniame dokumente pateikiami

! Diversifikavimas — investicijuy rizikos mazinimas, kai vienu metu investuojama { skirtinga turta — akcijas,
obligacijas, nekilnojama turta, kuriy vertés kritimas ar kilimas vienu metu mazai tikétinas.



standartiniai (pagrindiniai) rizikuojamosios vertés skai¢iavimo principai. VaR yra
naudojamas kaip standartinis Risk-Metrics rizikos matas.

Rizikuojamaja vert¢ galima apskaiCiuoti keliais biuidais. DaZniausiai naudojami ir
populiariausi yra :

1) dispersijos-kovariacijos biidas;

2) istorinio modeliavimo metodas;

3) Monte Karlo (angl. Monte Carlo) modeliavimo metodas.
Taciau be Siy metody atsiranda ir naujy VaR vertinimo metody: delta-gama metodas,

salyginis VaR metodas, sudétinis VaR skai¢iavimas.

Matematinis VaR apibréZimas:

P(AV, <VaR) = p - ilguoju laikotarpiu

P(AV, 2VaR) = p arba P(AV, <VaR)=1- p - trumpuoju laikotarpiu

Cia AV, yra portfelio pokytis per laiko pokyti t. Jei §i pokyti apibréZtume pasiskirstymo
funkcija F(AV)), tada VaR skaifiavimo iSraiSkaq galime iSreikSti per atvirkSting

pasiskirstymo funkcija, priklausoma nuo pasikliovimo lygmens p:

VaR = F'(p)

Taigi, norédami apskaiciuoti VaR, pirmiausiai:
e Apibréziame portfelio pelno/nuostolio pasiskirstymo funkcija;
® Pasiskirstyma sumuojame pagal pasirinkta statistika (daZniausiai statistika buna

pelno/nuostolio pasikliautino intervalo virSutinis rézis).



1.2 Rizikuojamosios vertés skaic¢iavimo budai

VaR skai€iavimui naudojami trys baziniai skai¢iavimo metodai. Skaiiavimai gali
buti atliekami ir analitiSkai, darant prielaida apie pelno/nuostolio funkcijos pasiskirstymo
funkcija, ir naudojant finansiniy instrumenty dispersija ir kovariacija. VaR taip pat galima
apskaiCiuoti i§ duomeny, kurie gaunami naudojant praeities steb¢jimus arba modeliuojant
Monte Karlo metodu. Sie metodai yra:

1. Dispersijos — kovariacijos metodas;
2. Istorinio modeliavimo metodas;

3. Monte Karlo modeliavimo metodas.

Toliau pateikiami trumpi kiekvieno i§ $iy skai¢iavimo metody aprasymai, Siy metody

pliusai ir minusai.
Dispersijos — kovariacijos metodas.

Sis metodas yra parametrinis ir pagrindinés jo prielaidos: 1) graZos turi normalyji
skirstinj ir 2) portfelio verté yra tiesiné funkcija nuo pagrindiniy parametry. Sie parametrai
(vidurkis, standartinis nuokrypis ir koreliacija) apskai¢iuojami i$ istoriniy duomeny [1].

Rizikuojamoji verte (VaR) apskai¢iuojama taip [2]:
VaR,=a*o,*F,, Cia

P, - portfelio verté (visy finansiniy instrumenty ver¢iy suma);

P, - i-ojo finansinio instrumento verte;

w, - P/PF,, svorio koeficientas, kuris parodo i-ojo finansinio instrumento dalj visame
portfelyje;

w - svoriy vektorius (stulpelis) w={w,,w,,...,w };



R - portfelio grazy vektorius (stulpelis), kiekvienas finansinis instrumentas turi skirtingas
grazas;
Y - kovariacijy matrica.

R, =w'R;
o, =\ w'Zw, portfelio standartinis nuokrypis;

a - pasirinktas VaR patikimumo lygmuo.

Teigiami metodo aspektai:
e Jei kovariacijy matrica yra Zinoma, apskaiciuoti VaR yra labai paprasta.
e Sis metodas yra labai greitas, nes jis paremtas analitiniu sprendimu, o ne

modeliavimo principu.

Neigiami metodo aspektai:
e Portfelis yra sudarytas i§ finansiniy instrumenty, kuriy poky¢iai yra tiesin¢ funkcija.

e Tariama, kad graZos turi normalyji skirstini, bet realyb¢je dazniausiai taip néra.
Istorinio modeliavimo metodas

Siuo atveju yra tariama, kad pelno/nuostolio funkcijos pasiskirstymo funkcija yra
tokia pati, kokia buvo praeityje (pelno/nuostolio funkcija elgiasi taip pat vienodai ir praeityje,
taip pat ir ateityje). VaR randamas i§ sumodeliuotos pelno/nuostolio funkcijos histogramos

randant pasirinkta kvantili (daZniausiai pasirenkami 99 % arba 95 % kvantiliai).
Teigiami metodo aspektai:
e Tai pats paprascCiausias VaR radimo budas;
e Sis metodas yra neparametrinis, pavyzdziui: nereikia prielaidos apie tai, kad grazos

turi turéti normalyji skirstini.

Neigiami metodo aspektai:
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e Siam metodui reikia daug istoriniy duomeny (ilgos laiko eilutés), taip pat turi biti
auksta duomeny kokybé;
e Praeities duomenys gali neatspindéti realiy ateities situacijy;

® Neéra tikslus, kai naudojamas 99% ir didesnis pasikliovimo lygmuo.
Monte Karlo modeliavimo metodas

VaR apskaiciuojamas panasiai kaip kituose dviejuose buduose. Pirmiausia, nustatome
rizikos faktorius, nuo kuriy priklauso finansiniai instrumentai, ir randame jy pokyciy (grazy)
pasiskirstymo funkcija. IS istoriniy duomeny randame parametrus, kuriy reikia pasirinktam

skirstiniui. Generuojame ne maziau kaip 1000 rinkinio graZzy. Sudarome variacing gauty

grazy eilutg ir pasirenkame pasikliovimo lygmenj, tada VaR randamas: VaR =V, *Y,_, Cia

V. - portfelio verté laiko momentu ¢, ¥, , - grazy variacinés eilutés (1—¢) eilés kvantilis.

Teigiami metodo aspektai:

¢ Generuojant duomenis Monte Karlo metodu, jie yra tinkami ekonominei duomenu
analizei bei prognozei;

¢ Nebiitina Zinoti duomeny praeities, uzZtenka turéti parametry jvercius.

Neigiami metodo aspektai:
e Sis metodas imlus laikui;

e Reikalauja sudétingo matematinio modeliavimo.

11



2. VaR skaiciavimas jungciy pagalba

Dean Fantazzini savo darbe [3] pateikia, kad VaR gali biiti skai¢iuojamas portfeliams,
sudarytiems 1§ skirtingy finansiniy instrumenty. Taciau iSkyla problemy, kai norima
apskai¢iuoti VaR, o finansiniai instrumentai yra tarpusavyje susij¢ (priklausomi).
Priklausomumui nusakyti daZniausiai yra naudojamas koreliacijos koeficientas, kuris
geriausiai apraSo tiesini dydziy priklausomuma. Taciau, kai priklausomybé yra netiesing, Sis
koeficientas néra tinkamas priklausomumo matas. Siais laikais tampa vis populiaresnis VaR
skai¢iavimo biidas naudojant jungtis (angl. Copula).

Pasirinkdami VaR skai¢iavima jung€iu pagalba (nagrinéjant daugiamacius modelius,
kuriy sudétinés dalys yra priklausomos) galime i$skirti Sias teigiamas savybes:

¢ Daugiamaciai modeliai lankstesni, nei daugiamaciai normalieji modeliai;

e Koreliacija néra pakankamas priklausomybés matas;

e Blogai parinkta priklausomumo struktiira salygoja nepakankama portfelio rizikos
jvertinima.

¢ Konstruojant portfelio modeli yra labai svarbi atskiry (sudétiniy daliy) pasiskirstymo

funkcijy ir juy priklausomybés analizé.

Pasirink¢ VaR skaiCiuoti jungCiy pagalba nerizikuojame blogai jvertinti
priklausomybg (koreliacija) ir tai leidZia tiksliau jvertinti rizikuojamaja vertg.

Taciau jungCiy naudojimas yra ribotas, nes Si teorija dar iki galo neiSvystyta.
Pagrinde, naudojamos dvimates jungtys, o realiai, jungtys taikomos ir n-maciams

portfeliams.

2.1 Jungtys

Jungtys naudojamos kaip jrankis keliy atsitiktiniy dydZiy priklausomumui modeliuoti

[4]. Terminas jungtis (angl. copula) pirma karta paminétas Sklar darbe [5] ir §is terminas yra

12



paimtas i$ lotyny kalbos Zodzio copulare, kas reiskia sujungti. Jungciy pagrindiné paskirtis
yra aprasSyti keliy atsitiktiniy dydziy tarpusavio rysi.

Jun Yan [6] apraSo kokiose srityse yra naudojamos jungtys. Jos yra naudojamos
draudimo statistikos mokslo Sakoje modeliuojant mirtinguma ir nuostolius (8ios srities darbai
yra apraSomi Frees, Valdez [7], Wang [8] darbuose). Jungtys taip pat naudojamos
biomedicinoje, inzinerijoje. Finansuose jungtys naudojamos modeliuojant 1€Sy paskirstyma,
kredito vertinime, isipareigojimy nevykdymo (angl. default) rizikos modeliavime, i§vestiniy
vertybiniy popieriy kainy sudarymui ir rizikos valdyme. PlaCiau apie Siuos taikymus galima

rasti Bouye [9], Embrechts [10] ir Cherubini [11] darbuose.

2.1.1 Teorinis jungéiy pagrindas

D-maté jungtis C: [0,1]* —=[0,1] yra pasiskirstymo funkcija, sudaryta i§ marginaliniy

pasiskirstymy. Jung€iai apraSyti naudosime tokius 2yméjimuszz
2.1 Cluy,uy) = C(F(x,), F(x,)) = H(x,, x,)
Jungtis tenkina Sias savybes :

1. Kiekvienam u € [0,1]
Cq....,0,u4,,0,..0)=0;

2. Kiekvienam u € [0,1],

3. Pazymeékime u;, =a; iru,, =b;, kai a, <b, tikimybé¢ P(U, € [a,,]....U, €la,.D,])

turi biiti neneigiama, tai dar vadinama staciakampio nelygybe

2 2

Do (=D C ()20

i=1 iy =1

? Sie zyméjimai pateikti dvimagiu atveju, dvimaté jungtis.

13



Siy savybiy jrodymai yra pateikti McNeil, Frey and Embrechts darbe [12].

2.1.2 Sklar teorema

Toliau pateikiama teorema, kuri pateikia beveik svarbiausia rezultata apie jungtis, ir ji

visada naudojama jungtims apibréZzti.

Teorema. Tariame, kad H € R® yra pasiskirstymo funkcija, kuri sudaryta is vienmaciy
marginaliniy pasiskirstymo funkcijy F,,...,F,, tada jungtis C yra iSreiskiama taip:

H(x,...x,)=P[F(X))<F(x),...F(X,)< F(x,)]
= C(F(x)),.... F(x,))

Jei F(x,),...,F(x,)yra baigtinés, tai jungtis C yra vienintelé
C(uy,...,u,)= H(F™ ), ..., F_l(ul))

¢ia F'(w)=inf{x: F(x)>u}, i=1,....d, kai u=(u,,..u,)€ R".

PrieSingai, jei C yra jungtis, F(x,),...,F(x,) - pasiskirstymo funkcijos, tada funkcija
H(x,...,.x,) yra jungtiné pasiskirstymo funkcija, sudaryta i§ vienmaciy marginaliniy
pasiskirstymo funkcijy F,..., F,.

Sios teoremos jrodyma ir papildoma informacija galima rasti Sklar darbe [5].
2.1.3 Jungciy pavyzdziai
1 pavyzdys.

d
Nepriklausoma jungtis, ji Zymima I'[(u):Hul.. Tiesiogiai i§ Sklar teoremos
i=1

matoma, kad atsitiktiniai dydziai yra nepriklausomi tada ir tik tada, kai ju jungtis yra

14



nepriklausoma jungtis. 2.1 paveikslo kair¢je pateiktas pasiskirstymo funkcijos grafikas,

desinéje - nepriklausomos jungties kontiiry grafikas®:

e P L T N W W
T AR IO T T T T N
e A I D L T Y S W §
i1~ Ao T % [ T T T T
., AR T pec e R R R e e e
n o . AR IA . O T T ) L . Y T
== . ARII TN ¥ A L Y
o .. AN BT | s L T " W
0.6 R = i e e ) ) b . L
IO, gl % LT .
04l ABOCI A XA LR % T W
=5 A R AL 5 ! L T,

. SRR A A T Ry R S e
021  aSsiaee onh i e et o, i Ny R =
P e e e W Y 0.4- . T T
R s e e R Y e TS
1 S e A U U N - -

- 02 T i
- -M
0.2 04 B 0% 1

2.1 pav. Nepriklausomos jungties pasiskirstymo funkcija ir kontiry grafikas. [Saltinis Ziir. I

komentaras]
2 pavyzdys:

Virsutiné Frechet-Hoeffding riba, dar vadinama komonotonine (angl.
comonotononicity) jungtimi. Zymima M () =min(y,,...,u,), ¢ia M yra jungtis,
u €[0,1], kuri=1,....d. Si jungtis parodo visi§ka teigiama priklausomybe, turima omenyje,
kad X, =T(X,), Vi=2,...d, ¢a T,,...,T, - grieztai didéjancios funkcijos. 2.2. paveikslo

kairéje pateiktas jungties pasiskirstymo funkcijos grafikas, deSiné¢je — komonotoninés

jungties kontiiry grafikas:

3 Visuose trijuose pavyzdziuose esanciy grafiky Saltinis: R. BalCitinaités prezentacija ,,Apie jungtis ir ju
taikyma draudimo matematikoje®, 2007.
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2.2. pav. Komonotoninés jungties pasiskirstymo funkcija ir kontiry grafikas. [Saltinis Ziir. I

komentaras]
3 pavyzdys

Apatiné Frechet-Hoeffding riba, dar vadinama kauntermonotonine (angl.
countermonotonicity) jungtimi. Ji Zymima W(u,,u,)=max{u, +u,—1,0}, W yra jungtis,
u. €[0,1], kuri=1,2. Si jungtis parodo visiSka neigiamg priklausomybg, X, =7(X,), ¢ia T
yra grieztai maz¢janti funkcija. 2.3 paveikslo kair¢je pateiktas jungties pasiskirstymo

funkcijos grafikas, deSinéje — kauntermonotoninés jungties konttry grafikas:

8]
06]

0.4

029

) 0,2 1]'4 — _.DJBI — D'g . _.1'_

2.3. pav. Kauntermonotoninés jungties pasiskirstymo funkcija ir kontiry grafikas. [Saltinis

ve— 3
Ziir. ~ komentaras]
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2.1.4. Archimedo jungciy Seima

Nagrinéjant finansinius duomenis susiduriame su stilizuotais faktais. Si jungciy Seima
leidZia apraSyti duomenis, kuriems yra budinga asimetrija. Taip pat §i Seima iSsiskiria tuo,

kad jungtis yra sudaroma generatoriy pagalba.

Tariame, kad jungtis C,(u,v) yra i§ Archimedo jungCiy Seimos, jei galime ja
iSreiksti:

C,(u,v) = o' [p(u)+ ()], O<u,v<l,

¢ia ¢(u) tenkina Sias savybes:

1. ¢(1)=0; .
I\
2. @(u) - mazéjanti funkcija; | ’-».\(p
3. @(u) - iSkila funkcija. | \

Sios savybés reikalingos, kad C,(u,v) buty pasiskirstymo funkcijos. Archimedo

jungciy Seimos motyvacija, savybés, irodymai yra pateikti Genest ir MacKay [13], Genest ir
Rivest [14] darbuose.

Populiariausios jungtys yra Gumbel, Clayton, Frank jungtys. Pateiksime trumpus ju

apraSymus.

Gumbel jungtis ir generatorius yra:
(o :e(—[(—log<u>>9+<—log<v>>9]5>’ 9,(t) = (=log(t))’, Oe[l,)
Si jungtis geriausiai apra$o duomenis, kurie turi sunkesne desing uodega. PavyzdZiui,
Gumbel ir Mustafi [15] naudojo Gumbel jungti ,,Fox* upés potvyniy dydZiams dviejuose

taskuose aprasyti. Kitas panaudojimas finansy rinkoje nagrinéjant dvieju rinky grazas, kai

rinkoje kyla akcijy kursas (dar vadinama ,,buliaus* rinka).
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Clayton jungtis ir generatorius:

1

CS =max([u? +v? —11°,0), ¢9(t)=%(t_9—1), O [-1,00)\0

Sia jungti geriausia naudoti, kai duomenys turi kair¢ sunkia uodega arba esant
mazoms imtims. Sios jungties taikymus ir praktinius panaudojimus apra$o savo darbuose
Hutchinson [16], Shih ir Thomas [17]. Finansy srityje Clayton jungtis naudojama, kai rinkoje

krinta akcijy kursas (dar vadinama ,,meSky* rinka ).

Frank jungtis ir generatorius:

-6y _ 1)
1

Cg(u,v):—%log(l+(e_u;_lg)(_e J ¢9(t):log(11_e__;j, B (<0000

Kai 6 >0, tada jungtis parodo teigiamg priklausomybg, kai 8 — 0, tai reiSkia, kad
turime nepriklausomus dydZzius ir kai € <0, miisy steb¢jimai turi neigiama priklausomybg.
Sia jungti savo darbuose naudojo Genest ir Rives [14], Shil ir Thomas [17]. Frank jungtis
atspindi simetring priklausomybg ir finansy srityje ji naudojama, kai atsakas tarp teigiamy ir
neigiamy grazy yra vienodas.

Platesné informacija, savybés ir daugiau jungCiy pavyzdziy yra pateikta Hutchinson ir

Lai [18] arba Nelson [19] darbuose.

2.2. Jungd¢iy parinkimo ir parametry vertinimo algoritmai

Jungciy pagalba siekiama kaip imanoma geriau aprasyti turimus duomenis, kad gauta
bendra pasiskirstymo funkcija leisty kaip imanoma geriau atspindéti duomenyse esama
informacija. Pirmas Zingsnis, norint naudoti jungtis, tai parinkti tokia jungti, kuri geriausiai
apraSyty duomenis. Jungties funkcija priklauso nuo vieno ar keliy parametry. Taigi yra
svarbu rasti §iy parametry jver&ius. Siame skyriuje pateikiami du skirtingi algoritmai, kuriy
pagalba randami parametry jverciai ir atrenkama jungtis:

1. Neparametrinis budas;

2. Pusiau parametrinis.

18



2.2.1 Neparametrinis vertinimo buidas

Pirma karta neparametrinis vertinimo biidas buvo apraSytas Genest ir Rivest darbe
[14]. Sis algoritmas, Siek tiek supaprastintas ir modifikuotas, yra naudojamas ir kity autoriy.
Toliau pateikta algoritma naudoja savo darbuose Guedan ir Ladoucette [20] ir Toma$ Bacigal
[21].

Paprastumo délei nagrin¢jama 2-maté jungtis. Tariama, kad turimi 2 investiciniai
fondai, kurie yra priklausomi (pavyzdZiui, priklausomuma gali sukelti tai, kad persidengia
investavimo regionai ar/ir ekonominés sritys, todél tos pacios akcijos su skirtingais svoriais

patenka i viena ir kita fonda). X ir Y yra $iy fondy grazy vektoriai.
1. Zingsnis

Naudojant neparametrini vertinima, randamas Kendalo! koeficientas, pagal tokia

formulg:

-l n_ i-1
(22) Tn :(;lj A Slgn[(X,9Xj)(Yz’Yl)]

i=2 j=1
2. Zingsnis

Turimi duomenys sujungiami i vienmati dydi. Tai padaroma konstruojant pseudo
stebéjimus’ Z,=H(X,)Y). Tuomet apskaiCiuojama empiriné¢ pasiskirstymo funkcija, ji

Zymima ir skai¢iuojama:

2.3) K,(2)=P(Z < z)=li1{z,.<z}~

i=1

* Angl. Kendall‘s tau, Kendalo koeficientas naudojamas ranginiy kintamuyjy ry§io stiprumui jvertinti [22].

1 n
> Pseudo stebéjimai apskai¢iuojami pagal formule Z, =—1 E 1{ X <x ¥i<y ] -
n _ — Jj it i
j=1
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3 Zingsnis

Randamas @ parametras iSsprendziant Sig lygti:

2.4) = 1+4j PO e
0 9()
Cia ¢(r) - Archimedo junggiy generatorius, T - apraSytas 1 Zingsnyje.
Radus @ parametra, tikrinama, ar jis patenka | nagrin¢jamos jungties parametro €
nurodyta reikSmiy sriti. Jei patenka, tgsiama procedira toliau, jei ne, atmetama nagriné¢jama
jungtis kaip netinkama esamiems duomenims aprasyti.

Konstruojama parametriné K, funkcija, tai atlickama Sios formulés pagalba:

?(2)
#(z)

(2.5) K¢(z)=z—

¢ia z - pseudo steb¢jimai, kurie apraSyti 2 Zingsnyje.
4 zingsnis
Siame etape tikrinama, kuri jungtis geriausiai apraSo musy duomenis. Pirmas budas

yra skaitinis, antras grafinis metodas.

Pirmas budas: Taikomas maZziausiy kvadraty metodas. Apskai¢iuojama israiska:

(2.6) Dc" = i\KNZ-)—Kn(zi)\Z

% Bendras Kendal apibréZimas buvo pateiktas anksc¢iau. Nelsen [19] savo darbe apibréZé Kendalo koeficientg

junggiy atveju 7, = 4“ C(u,v)dC(u,v)—1. Genest ir MacKay [13] apibréZé & koeficienta Archimedo

1
t
jungtims, iSreiSkiant ji per generatoriy ir jo iSvesting: T, = l+4J' @) dt }

o @'(1)
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Kuriai jung¢iai D, yra maZiausias, ta jungtis ir yra parenkama.
Antras budas: Braizomas kvantiliy — kvantiliy grafikas7 (toliau tekste QQ grafikas).

Braizomas K, ir K, funkcijy kvantiliy grafikas. Su kiekviena jungtimi braiZzomi grafikai, ir

¢
kurios atveju grafikas yra arCiau 45 laipsniy istrizainés, ta jungtis ir yra parenkama, kaip

geriausiai apraSanti duomenis. Jei grafikas yra tiksliai ant jstriZainés, tada sakoma, kad K|, ir
K, turi ta patj pasiskirstyma, t.y. pasirinkta jungtis idealiai apraSo duomenis.

Bet biina atvejy, kai grafinis metodas nesutampa su skaitiniu metodu. Norint
tiksliausiai parinkti jungti, reikia atsiZvelgti i abiejy biidy rezultatus. Parenkama ta jungtis,

kurios rezultatai tikrinant abiem biidais buvo geriausi.

2.2.2. Pusiau parametrinis vertinimo buidas

Pusiau parametrinis biidas yra apraSomas Genest, Ghoudi ir Rivest darbe [23]. Taip
pat Siame darbe yra pateikiami irodymai, savybés. Ling Hu [24] darbe yra pateikiamos Sio
metodo variacijos ir taikymai. ISsamy Sio biido algoritmg apraSo savo Tomas Bacigal [21].

Siam vertinimo biidui naudojame ta padia situacija, kuri apraSyta 2.2.1. dalyje.
1 Zingsnis

Sio Zingsnio tikslas — didZiausio tikétinumo metodu rasti parametro 6 jverti.

Uzrasome didziausio tikétinumo funkcija:

@) L(6) = Y Tos(e,[F, (3).G, (D,

7 QQ grafikas braizomas: x afyje yra empirinis duomeny pasiskirstymas, y aSyje — realus duomeny
pasiskirstymas. Sakoma, kad pasirinkta pasiskirstymo funkcija labai gerai apraso turimus duomenis, jie QQ
grafikas yra tiksliai istrizainé (nuo O iki 1).
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Gia Fn(x)zLZIf[Xin,LO] ir Gn(y)zLZIf[YiSy,LO] yra empirinés
n+lg n+lg

pasiskirstymo funkcijos; c,[F,(x;),G,(y,)] - jungties tankio funkcija, kuri apskai¢iuojama:

9°C,(u,v) A

c,(u,v)= . Gautas jvertis € tikrinamas, ar jis patenka i nagrinéjamos jungties

oudv
parametro @ reikSmiy sriti. Jei patenka, tada tgsiama procediira, jei ne, atmetama jungtis,

kaip netinkama nagrinéjamiems duomenims apraSyti. Parametro gerumui tikrinti
skai¢iuojamas modifikuotas Akaike informacinis kriterijus (AIC =—2L(é)+2k, k=1,
standartiné (klasikiné¢) AIC skaiiuojama, kai k = 2). Viena i§ prielaidy, lemianciy jungties

pasirinkima — atsiZvelgti, kurios jungties parametro 6 AIC yra maziausia.
2 Zingsnis

Siame etape tikrinsime, kuri jungtis geriausiai aprafo nagrinéjamus duomenis. Kaip ir
neparametrinio vertinimo atveju yra skaitinis ir grafinis metodai jungties tinkamumui
patikrinti.

Pirmas biidas. ApskaiCiuojamas parinktos jungties nuokrypis nuo empirinio duomeny
pasiskirstymo. Formulé yra beveik analogiSka pirmajam vertinimo biidui neparametriniu

atveju, taciau Siuo atveju atstuma skai¢iuojame jungtims, o ne generatoriams:

n

(2.8) Dl =Y

i=1

C,(F(x),GO - A (x|

¢ia C,(F(x,),G(y;)) - jungtis, kurig apskai¢iuojame naudodami [vertintg 9, F(x,) ir G(y,)
yra nagringjamy duomeny marginalinés pasiskirstymo funkcijos, H (x;,¥,) - dvimaté
empiriné pasiskirstymo funkcija. Kuriai jungciai D, yra maZiausias, ta jungtis ir yra

parenkama.

Antras budas: identiSkas pateiktam neparametrinio vertinimo metodui. Tik Siuo

atveju, vietoje K s ir K, braizomas C s (F(x,),G(y)) ir H (x;,y;) kvantiliy grafikas.
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2.3 VaR skaiciavimo biidai naudojant jungtis

Ling Hu savo darbe [24] pateikia du VaR skaiiavimo pavyzdZius: 1) VaR

skai¢iavimas naudojant daugiamati normalyji skirtini, 2) VaR skai¢iavimas jungc¢iy pagalba.

1) Tariama, kad X ir Y — tai akcijy rinkos indeksai. Bendras Siu dvieju dydZziy portfelis yra
Z =X +Y. Empiriné Siy dydziu koreliacija yra 0,4165. Daroma prielaida, kad X ir Y
pasiskirstg¢ pagal standartini normalyji désnj, imama normaliojo skirstinio jungtis (naudojant
normaligsias marginalines funkcijas ir normaligja jungti gauname daugiamati normalyji
pasiskirstyma). Tuomet, Z turi normalyji skirstini su vidurkiu O ir standartiniu nuokrypiu

1,6832. Pasirenkamas pasikliovimo lygmuo p =0.01, tada skaiiuojama VaR:

VaR

s = @ (0.01)%1.6832 =-3.9156.
2) Jei VaR skai¢iavimui naudojama jungtis, tuomet reikia iSspresti toki matematinj uzdavini:
turima P(Z < z)=0.01 ir reikia rasti z (tai ir bus ieSkoma rizikuojamoji vert¢). z randamas is

Sios lygties:

=)

(2.9) F,(2)= [ e(Fy (%), F, (z=)) fy () f, (2= 0)dx = 0.01.

—oo

Ling Hu pateiktame pavyzdyje VaR apskaiCiuotas Sio integralo pagalba yra
z7=-4.3578. Autorius pastebi, kad pazvelgus { duomenis, matosi, kad tikroji VaR reikSmé
yra -4,26. Taigi, jungCiy pagalba gauta VaR yra labiau tikétina ir ariau tikrosios reikSmes.

Kevin Dowd ir Paul Fackler [25] savo darbe pateikia VaR radimo algoritma ir
formulg, kurios pagalba yra paprasCiau (skaitine prasme) apskaiCiuoti VaR nei Ling Hu

pateikta formule.
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Tariame, kad turime portfelio, sudaryto i§ X ir Y finansiniy instrumenty,
pelno/nuostolio funkcija. Tikslas - apskaic¢iuoti VaR su pasirinktu pasikliovimo lygmeniu p.

Portfelio pelno/nuostolio funkcija yra X +Y . Bendru atveju VaR iSraiSka atrodo:
(2.10) l-p=P(X+Y<-VaR) = p=1-P(X +Y <-VaR)

Tuomet autoriai pateikia formulg, kurios pagalba apskaic¢iuojama VaR. Ji iSreiSkiama

per jungtis:
1

(2.11) P(X +Y <-VaR) =j81C(u,F2(VaR—E’1 (u)))du
0

Pointegraliné funkcija yra jungties daliné iSvestiné pagal pirmojo stebg¢jimo
pasiskirstymo funkcija. Autoriai pateikia darby eiliSkuma VaR radimui:
1. Pasirenkama jungtis;
2. [vertinami jungties parametrai;
3. Kai randama jungtis, tada lengvai aproksimuojame (2.11) formulés kair¢ puse,
desin¢je esanciu integralu;
4. Formulg (2.11) isistacius | (2.10) formule apskai¢iuojama VaR su pasirinktu

pasikliovimo lygmeniu.

2.4. VaR tikrinimas

Dean Fantazzini [3] savo darbe apraSo procediira, kurios pagalba galima patikrinti, ar
pasirinktu btidu apskaiciuota VaR yra ,,gera®.

Tariama, kad turimi dvieju fondy kainy vektoriai. Portfelio verté laiko momentu ¢ yra

2
ZPN =..$, ¢ia P, - i-ojo fondo verté laiko momentu 7. Apskaiciuojama portfelio reikSmé
i=1

€, j=1.k. Grazos r generuojamos k kartu Monte

2
r+1 laiko periodui: P, = Z P
i=1

1
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Karlo metodu, jungiy pagalba. ApskaiCiuojamas nuostolis kiekvienam k apskaiciuoty

portfeliy pagal §ia formulg:

(2.12) LOSS./' =F - Pj,t+1 = B,t[l_em l,j=Lk

2
P

1

IS gauty reikSmiy sudaroma variacin¢ eiluté. Turint variacing nuostoliy eilutg, galima
rasti rizikuojamaja vertg su pasirinktu pasikliovimo lygmeniu. Pavyzdziui, k£ =10000, tada
variacines eilutés 100-oji reikSme atitiks VaR su 0,01 pasikliovimo lygmeniu.

Griztame prie VaR skaiCiavimo, aprasyto 2.3. skyrelyje. Tikriname hipotezg, jog
VaR, gauta i§ realiy duomenuy, nevirSija vaRMK (pavadiname ji kritine reikSme), tada

tariame, kad VaR" ir VarR™ yra ,,geri.
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3. Praktiné dalis

Siame skyriuje pateiksime praktinj rizikuojamosios vertés skaiiavima jungéiy
pagalba. Taikydami 2.2.1. ir 2.2.2 skyreliuose apraSytus algoritmus, parinksime jungtis,
kurios geriausiai apraSo realius duomenis. Tikrindami, kuriuo btudu apskai€iuotas VaR yra
geresnis, atliksime Monte Karlo simuliavima. Gautus rezultatus su realiais duomenimis

lyginsime su Monte Karlo metodu gautu VaR.

3.1. Duomenys

Siame darbe yra naudojami imonés ,Finasta“® valdomy investiciniy fondy duomenys

(duomeny intervalas: 2006.02.24 — 2007.02.26, duomenys yra kiekvienos darbo dienos).

yl — Zymésime Finasta Rusijos Fondas (toliau tekste RF) grazas;
y2 — Zymeésime Finasta Centrinés ir Ryty Europos Fondas (toliau tekste CREF) graZas;

y3 — Zymésime Finasta Naujosios Europos Fondas (toliau tekste NEF) grazas.
Toliau pateikiami trumpi fondu sandaros apraiymai’.
Rusijos fondas

Fondo strategija — investuoti 1 vidutinés ir maZesnés kapitalizacijos Rusijos
bendroves, kuriy fundamentaltis rodikliai rodo didelg¢ vertybiniy popieriy vertés augimo
perspektyva. RF pagal ekonominés veiklos klasifikacija daugiau orientuojasi | vidaus
vartojimo, mazZmeninés prekybos, finansiniy paslaugy, statyby, lengvosios pramongs,

transporto, inZinerijos, farmacijos sektorius. | metalurgijos, naftos, duju bei kity sektoriy

% Finasta® - tai finansy maklerio imoné isteigta 1994 metais, kai Lietuvoje dar tik kiirési kapitalo rinkos.
Siandien tai — didZiausia nebankiné makleriy jmoné Lietuvoje ir viena i§ dvieju, kuriai Vertybiniy popieriy
komisija suteiké A kategorijos maklerio licencija.

? Apragant fondus ir ju sandaras remiamasi UAB ,Finasta investicijy valdymas® parengtomis apzvalgomis. [26]
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bendroviy vertybinius popierius taip pat gali biiti investuojama, bet daugiausia dé¢l portfelio

subalansavimo ir trumpalaikio fondo portfelio likvidumo uztikrinimo.

Centrinés ir ryty Europos fondas

Fondas investuoja i akcijas Centrinés ir Ryty Europos 3aliy'® vertybiniy popieriy
rinkose ir keidia portfelio sudéti atsizvelgdamas i didZiausio prieaugio galimybe. Siame
regione veikian¢iy bendroviy akcijos néra pakankamai ivertintos, lyginant su Vakary
Europos bendrovémis, o tai leidzia tikétis didesnés investicin€s grazos.

® CRE ekonomikos augimas pastaruosius 3 metus vienas didZiausiy pasaulyje;

e PolitiSkai stabilios rinkos, sutvarkyta teisiné baze;

e Dalis Saliy jau yra Europos Sajungos (ES) narés;

e Naujai istojusiy | ES Saliy, ekonominis iSsivystymas pakankamai Zemas, lyginant su

ES senbuviy vidurkiu, taigi vystymosi potencialas nuteikia optimistiSkai.

Sio fondo investicijos pagal sektorius yra: finansai, sveikatos prieZiiira, komunalinés
paslaugos, medziagos, pramonés imonés, energetika, informacinés technologijos,

telekomunikacijy paslaugos, pasirenkamojo vartojimo prekes ir paslaugos.

Naujosios Europos fondas

Fondas investuoja 1 Naujosios Europos Saliy bendroviu vertybinius popierius ir keicia
portfelio sudéti atsizZvelgdamas i didZiausio prieaugio galimybeg. Tai aktyvaus investavimo
fondas. Strategija — investuoti { vidutinés ir maZesnés kapitalizacijos Naujosios Europos Saliy
bendroves, kuriy fundamentaliis rodikliai rodo didele vertybiniu popieriy vertés augimo
perspektyva. Sis fondas orientuotas i vidaus vartojimo, maZmeninés prekybos, finansiniy
paslauguy, statyby, lengvosios pramongs, transporto, inZinerijos, farmacijos sektorius. Gali
buti investuojama ir i metalurgijos, naftos, duju ir kity sektoriy bendroviy vertybinius
popierius, bet daugiausia siekiant subalansuoti portfel; ir uztikrinti trumpalaikio fondo

portfelio likviduma.

' Centrinés ir Ryty Europos $alys — Baltijos $alys (Lietuva, Latvija, Estija), Lenkija, Cekijos Respublika,
Vengrija, Slovénija, Slovakija, Kroatija, Bulgarija ir Rumunija.
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Kaip matome, | visus fondus patenka vienodos Salys, vienodos investavimo

ekonomings sritys, tai salygoja fondy priklausomuma.

Skai¢ivodami rizikuojamaja vert¢ mums reikia investiciniy fondy grazy. 3.1.

paveiksle pateikiu fondy grazy grafikus ir histogramas.
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3.1 pav. Pateikta investiciniy fondy grazy grafikai ir histogramos

Kaip matome i§ grafiky, Sios grazos turi sunkesnes deSines uodegas. Darome

prielaidl, kad Sie duomenys neturi normaliojo skirstinio. Taikysime skirstinius, kurie gerai

aprasSo duomenis su stilizuotais faktais.

3.2. Skaic¢iavimai

Dauguma autoriu savo darbuose daro prielaida, kad grazos turi normalyji

pasiskirstyma, taCiau realyb&je finansiniy instrumenty graZos turi pasiskirstymus su

sunkesnémis uodegomis. Siame darbe naudojamiems duomenims pritaikome logistini

pasiskirstyma (platesné informacija apie logistini pasiskirstyma pateikta priede Nr. 1.).
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Duomeny statistiné analizé
L.3.1 lentel¢je pateikiami statistiniai rodikliai, pasiskirstymo funkcijos, sklaidos

diagramos (3.2. pav.).

Vidurkis Dispersija Skalé Minimumas | Maksimumas

yl 0.000412 2.3795e-05 | 0.00477 -0.02873 0.014502

y2 0.000378 7.8586e-06 | 0.00274 -0.01343 0.010619

y3 0.000672 5.2527e-06 | 0.00224 -0.01138 0.009434

Poros Koreliacija Kendalo koeficientas
(yl,y2) 0.5369527 0.26
(yl,y3) 0.6516221 0.395
(y2, y3) 0.6756416 0.469

L.3.1. lentelée. Pateikta statistiniai rodikliai

IS L.3.1. lentelés matome, kad Sie duomenys yra priklausomi, todél néra gerai spresti
vien i§ koreliacijos koeficiento. Kadangi neaiSkus priklausomumo tipas (tiesinis ar netiesinis)
néra gerai vertinti tarpusavio sarySi koreliacijos pagalba. Todé¢l skaiciuojame Kendalo
koeficienta, kuris ivertina ranginiy kintamyjy rySio stipruma. Teigiamas Kendalo

koeficientas parodo, kad duomenys turi tiesioging priklausomybe.
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y1 pasiskirstymo funkcija
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Pav. 3.2 pateikti realiy duomeny logistinés pasiskirstymo funkcijos ir sklaidos diagramos

3.3. Jung¢iy parinkimas

Jungciy parinkimas atliekamas pagal 2.2.1 ir 2.2.2 skyreliuose pateiktus algoritmus.

Naudojamos tik vienparametrinés jungtys. Taip pat nagrin¢jamas dvimatis atvejis.

Pateiksime keliy jungciy iSraiSkas (zr. L.3.2. lentelg), kurios bus naudojamos

tolesniuose skai¢iavimuose. Kity jung€iy pavyzdZiai pateikiami priede Nr. 2.
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Jungties Cy @, (1) 6 reikSmiy sritis
Nr. Jungtis generatorius

C1 - 1, _ e [-1,)\0
max([u~® +v?-1]?,0) E(t )\ [ )

2 : oy b (1.o)
max(1—[(1—u)° +(1-v)*12,0) (=0

¢4 exp(—[(=Inu)’ +(~Inv)’]") (=Int)? Ge [l,00)

C8 2 B 1—; fe[Loo)
max| 202wy 1+(6-1

6> —(O-1)2(1—u)(1-v) +(0-Dt

L.3.2. lentelé. Jungtys, jy generatoriau, ir parametro 0 reikSmiy sritis.

Sios jungtys yra naudojamos tolesnei analizei, nes $iy jungéiy jvertinti parametrai

(taikant realius duomenis) pateko i teoriniy jung¢iy nustatytas parametry reik§miy sritis.

Neparametrinis metodas

IS turimy duomeny pagal (2.2) formulg apskaiCiuojamas teorinis Kendalo
koeficientas. Konstruojame pseudo steb¢jimus ir pagal (2.3) formul¢ apskai¢iuojame ju
empiring pasiskirstymo funkcija. IS (2.4) formulés randamas @ parametras. Patikriname, ar
gauti @ parametrai patenka i nagrin€¢jamy jungciy parametry reikSmiy sritis. L.3.2. lenteléje
pateikiami tik jungc€iu, kuriy parametrai patenka i rézius, rezultatai. Toliau tikriname, kuri
jungtis geriausiai apraSo duomenis. Bendroje L.3.2. lenteléje pateikiami ir maZiausiu
kvadraty metodu gauti skirtumai (atstumai). 3.3 Paveiksle pateikiami kvantiliy-kvantiliy

grafikai.
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3.3. pav. Siame paveiksle pateikiami QQ grafikai, kiekvienam portfeliui atskirai

Pazitiréje 1 3.3. paveiksla matome, kad C2 jungties atveju yra didZiausias nuokrypis
(iSlinkimas) nuo istrizainés. Taigi $i jungtis atkrenta. Liko C1 ir C4 jungtys. Kadangi vien
pagal QQ grafikus sunku nuspresti, skai¢iuojame nuokrypius nuo istrizainés.

. C1 C2 C4
Portfeliai 9 D gp 0 D évP 0 Dévp
(yL,y2) 0,7027 0.03284519 | 2,7027 7.023154 1,3514 0.4183691
(yl,y3) 1,3058 0.05822693 | 3,3058 4.51721 1,6529 0.3691651
(y2,y3) 1,7664 0.06649158 | 3,7664 3.702562 1,8832 0.5654068

L.3.3. lentelé Pateikiami atstumai, apskaiciuoti MKM.

Matome, kad i§ C1 ir C4 jungciy atrenkame C1, nes jos nuokrypis yra maZziausias.

Pastebékime, kad visiems portfeliams parenkama ta pati jungtis.
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Pusiau parametrinis vertinimo budas

Apskaiciuojame jung€iy tankius. SuskaiCiuojame empirines duomeny pasiskirstymo

funkcijas. Maksimizuodami didZiausio tikétinumo funkcija ivertiname & parametra. Vél

patikriname, ar gauti iverc¢iai patenka i jungiy parametry rei