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SUMMARY

This study reviews few mathematical models of population dynamics for human population
modelling. The main purpose of this work is to make a prediction about size and structure of Lithuanian
population over 35 years, using age and stage structured population dynamic models, namely
deterministic and stochastic-matrix population structured by age and gender. The use of logistic model to
study human population was received in 1920 by Pearl and Read. Developing theory that does account for
differences among individuals (by age, gender, size etc.) within the same population on the basis of
structured population models that do account for population structure, was firstly introduced by H. Leslie
(1945), latter upgraded by L. P. Lefkovitch (1965), however it is still very much the cutting edge of
contemporary of ecological research. Since 1990 Republic of Lithuania regain its independence suddenly
changed economical, political and cultural paradigm, had a huge impact for the population and its
demographical tendencies, due to dramatically decreased birth rate and increased mortality (demographic
Russian cross) and also huge emigration. Nowadays because of worldwide financial turmoil Lithuania
again suffers from increasing emigration and decreasing growth rates, so it is very important to model and
predict what lies ahead for Lithuanian population dynamics. Also because of aging population tendencies
it’s useful to know not only about the size, but also about the structure of future population of Lithuania.
In the first part of this work there is an overview of the basics of population modelling, discussing key
issues and factors affecting the greatest impact on the population dynamics. In the theory section there is
review of two main approaches to population modelling: stochastic and deterministic. Concentrating
mostly on analysing two age structured models. We present few ways, and algorithms for solving
formulated models, most thoroughly looking into methods to solve linear systems of differential equations.
At the end of this paper you will find Lithuanian population size forecast for the near future, which looks
much more pessimistic than those made by Lithuanian government or European commission, forecast of

the structure of the population suggest further population aging .



SANTRAUKA

Sis darbas apzvelgia kelis matematinius modelius zmoniy populiacijos dinamikai modeliuoti.
Pagrindinis Sio darbo tikslas yra atlikti kokybiSkg ir kuo patikimesne¢ prognoze ne tik apie Lietuvos
populiacijos dydj, bet ir apie jos sandara, pagal aziy (kiek Zzmoniy bus atskirose amziaus grupése) ir lyti po
35 mety. Logistinio ir eksponentinio modeliy naudojimas zmoniy populiacijai studijuoti pradétas jau 1920
m. Pearl‘o ir Read‘o . Taciau jy modeliuose nebuvo atsizvelgiama j skirtumus tarp individy (pagal amziy,
lyti, dydj ir pan.). Pirmieji, kurie atsizvelgé j populiacijos struktiirg modeliuodami, nors ir ne Zmoniy,
taCiau gyviny ir augaly populiacijas, buvo H. Leslie (1945), ir jo mdelj patobulings L.P. Lefkovitch
(1965), kad ir kaip buty, struktiirizuoti populiacijos modeliai tebéra viena labiausiai besivystanéiy ir
opiausiy $iuolaikinés ekologinijos ir biologijos sri¢iy. Nuo 1990 m., kai Lietuvos Respublika atgavo savo
nepriklausomybe, staiga pasikeitusi politiné ir ekonominé situacija turéjo labai neigiamos jtakos Lietuvos
Respublikos populiacijai, stipriai sumazéjes gimstamumas, iSaugusi emigracija ir auk$tas mirtingumas yra
pagrindiniai veiksniai, lemiantys tai, kad jau 25-erius metus Lietuvos populiacija stabiliai mazéja, 2013
metais nukritusi net Zemiau 3 milijony ribos. D¢l §iy priezas¢iy yra svarbu modeliuoti ir prognozuoti kas
laukia Lietuvos artimoje ateityje, kiek gyventojy liks Lietuvoje, ir kokia bus jy sudétis pagal amziy ar 1ytj.
Pirmuose Sio darbo skyriuose apzvelgiami populiacijos modeliavimo pagrindai, aptariamos pagrindinés
problemos ir veiksniai, darantys didziausig jtaka populiacijos dinamikai. Teorinéje Sio darbo dalyje
apzvelgiami du pagrindiniai pozitriai ] populiacijos dinamikg: stochastinis ir deterministinis. Taip pat
apzvelgiami tradiciniai populiacijos modeliai, didziausia démesj skiriant dviem Struktiirizuotos
populiacijos modeliams. Pateikiami keletas metody ir algoritmy suformuluoty modeliy sprendiniams rasti.
PlaCiausiai aptariami tiesiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos su pastoviais koeficientais sprendimo
metodai ir algoritmai. Pabaigoje pateikiamos Lietuvos gyventojy ir jy sudéties prognozés 2048-aisiais:
pateikiama jvairaus smulkumo modeliy prognozés bei gauty rezultaty palyginimas ir i§vados. Pagal jas
Lietuvos gyventojy skaiCius per artimiausius 35 metus turéty sumazéti gerokai daugiau, nei prognozuoja
Lietuvos Respublikos Vyriausybé ar Europos komisija, 0 sudéties pagal amziy prognozés rodo aiskius

populiacijos senéjimo procesus.
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Lietuvai 1990 tapus nepriklausomai iki tol nuolatos augusi Salies populiacija pradéjo smarkiai
mazeti, tam jtakos turéjo mazéjantis gimstamumas, didéjantis mirtingumas (demografinis rusiSkas
kryzius) atsivérus sienos. Nors Lietuvos zmonéms atsirado nemazai galimybiy keliauti, studijuoti bei
dirbti svetur, tai sukélé ir didziule emigracijos banga, kuri taip pat smarkiai prisideda prie gyventojy
skai¢iaus mazéjimo. ViesSoje erdvéje netyla kalbos apie staigy miisy Salies senéjimg ir nykima, netgi apie
lietuviy kaip tautos ir valstybés iSnykima, nattiraliai kyla klausimas, kiek pagrjstos yra §ios pesimistinés
kalbos? Ir jei taip, kaip atrodys Lietuvos Respublikos gyventojy skaiCius ir sudétis artimiausioje ateityje.

Pagrindiné $io darbo uzduotis — atlikti Lietuvos gyventojy skaiciaus ir sudéties pagal amziy bei lytj
prognoze 35-iems metams. Pateikti iSvadas, kaip atrodys demografiné situacija Lietuvoje netolimoje
ateityje, kokios yra gyventojy skai¢iaus kitimo tendencijos bei dinamika. Pagal visiems prieinamus
Lietuvos statistikos departamento ir ,,Eurostat® duomenis atlikti prognozavimg dviem skirtingomis
metodikomis ir palyginti gautus rezultatus.

Nors Lietuvos Vyriausybé nuolat pabrézia kovojanti su gyventojy mazé¢jimu ir netgi yra issikélusi
uzduotj, kad iki 2050 mety Lietuvoje gyvens bent 4 milijonai zmoniy, dabartinés tendencijos rodo, kad
ateitis gali buti daug nitiresné. Gyventojy skai¢iaus prognozavimas gali biiti labai naudingas jrankis, Kuris
gali jspéti ir paskatinti reikaligy ir neiSvengiamy reformy jgyvendinimg (socialiniy ar $vietimo).

Darbe yra nagrinéjama ir dirbama su Lietuvos statistikos departamento bei ,,Eurostat* turimais 1950-
2013 mety duomenimis apie Lietuvos populiacija, jos sudétj bei svarbiausius demografinius rodiklius.
Naudojantis Siais duomenimis yra atlickama Lietuvos gyventojy skaiCiaus prognozé 2048 m. bei
gyventojy sudéties pagal amziy ir lyt] prognoz¢ dviem metodais.

Darba sudaro dvi pagrindinés dalys. Pirmojoje, teoringje, darbo dalyje nagrinéjami populiacijy
modeliavimo pagrindai, apzvelgiami klasikiniai struktiirizuoti (Caswell 2001; Getz and Haight 1989) ir
nestruktiirizuoti, deterministiniai ir stochastiniai (Linda J. S. Allen 2003), augimo modeliai . Plaiau
nagrinéjami modeliai Zmoniy populiacijai modeliuoti, tiriamas jy stabilumas ir jautrumas. Sudaromi
deterministinis ir stochastinis strukttrizuotos populiacijos modeliai. Pateikiami $iy modeliy matematiniai
sprendimo metodai bei algoritmai. Placiausiai nagriné¢jamas struktarizuotos populiacijos modelis, jo
sprendimo metodai: tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistemos su pastoviais Kintamaisiais sprendimo metodai

bei sprendiniai.
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Artoje darbo dalyje pasitelkus MATLAB programine kalbas yra realizuojamos Lietuvos
Respublikos gyventojy populiacijos prognozés 2048 metams, jy grafinés vizualizacijos. Lyginami ir

analizuojami gauti rezultatai. Darbo pabaigoje pateikiamos i§vados.

1. BENDROJI DALIS

LITERATUROS APZVALGA

Nors zmoniy populiacijos dinamika ir jg aprasantys modeliai jau beveik Simtg mety ( Pearl; Read
1920) yra aktyviai tyrinéjami, taciau Lietuvoje tai dar ganétinai nauja sritis. Gal dél to, kad nesusiduriame
su placiu rasiy nykimu ar tam tikros riiSies parazitiniu paplitimu, net ir kity gyviny bei organizmy
dinamika bei jos modeliavimas, atvirksé¢iai nei likusiame pasaulyje, Lietuvoje néra labai populiari sritis.
Kaip bebiity sparciai nykstanti populiacija, gresiantis visuomenés sen¢jimas ir Lietuvos tyréjus vercia
prognozuoti populiacijos tendencijas artimoje ateityje. 2007 metais tikio ministerijos uzsakytoje Socialinio
ir ekonominio plétros fondo parengtoje studijoje ,,Lietuvos iikio (ekonomikos) raidos jzvalga pagal
regionines ir pasaulio tendencijas“ pateikiamos net kelios Lietuvos gyventojy skaiCiaus ir sudéties pagal
amziy prognozés (pesimistiniu atveju Lietuvoje 2050 tegyvens 2 min., optimistiniu — 2.5 mln zmoniy, taip
pat prognozuojamas rySkus populiacijos senéjimas), reminatis JTO tyrimais, tadiau neatskleidziami ir
nedetalizuojami jokie prognozavimo modeliai ar metodika. Studija laisvai pasiekiama internete adresu:
http://www.ukmin.lt/uploads/documents/Valstybes%20ilgalaikes%20strategijos/Moksliniai%20darbai/| Z
VALGA%20FINAL%202007%2007%2013.pdf. Pagal ,,Eurostat 2004 metais isleista studija ,,Population
projections 2004-2050“ 2050 metais Lietuvoje turéty gyventi beveik 2,9 min. gyventojy (dabar tokia

prognoze atrodo visiSkai nereali), be to turéty nezymiai padidéti pagyvenusiy Zzmoniy dalis. Taciau ir Sioje
ataskaitoje nepateikiami prognozavimo modeliai ir metodika. Studija laisvai pasiekema adresu:
file:///C:/Users/Vartotojas/Downloads/STAT-05-48 _EN.pdf. Taipogi, galime rasti Marija Mamolo ir

Sergei Scherbov 2007 mety straipsnj: ,,Population Projections for Forty-Four European Countries: The

Ongoing Population Ageing®, kuriame autoriai nedetalizuodami savo prognozavimo metodikos pateikia
40 Europos Saliy gyventojy skaiCiaus ir sudéties prognozes. Pagal jas Lietuvoje 2050 metais pagyvene
zmonés (65 mety ir vyresni) turéty sudaryti 25,4% visos populiacijos, ir netgi pateikiamas
prognozuojamos populiacijos demografinis medis. Studija laisvai pasiekiama internete adresu:

http://www.oeaw.ac.at/vid/download/edrp 2 09.pdf. = Kadangi  minétuose  Saltiniuose niekur

nedetalizuojami prognozavimo modeliai bei metodikos, toliau apzvelgsiu uzsienio autorius tyrinéjancius


http://www.ukmin.lt/uploads/documents/Valstybes%20ilgalaikes%20strategijos/Moksliniai%20darbai/IZVALGA%20FINAL%202007%2007%2013.pdf
http://www.ukmin.lt/uploads/documents/Valstybes%20ilgalaikes%20strategijos/Moksliniai%20darbai/IZVALGA%20FINAL%202007%2007%2013.pdf
file:///C:/Users/Vartotojas/Downloads/STAT-05-48_EN.pdf
http://www.oeaw.ac.at/vid/download/edrp_2_09.pdf
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zmoniy ar kity gyviiny populiacijos modelius. Pirmiausia reikty paminéti autoriy A.M. de Roos ir jo darbg
»Modeling Population Dynamics®, kur puikiai apraSomi populiacijos modeliavimo pagrindai, apzvelgiami
daugelis deterministiniy nestruktiirizuoty modeliy Zmoniy ir gyviny populiacijai modeliuoti, taciau
visiSkai ignoruojami struktirizuoti modeliai. Ogbeide E. M. ir Ikpotokin O. 2010 mety savo straipsnyje
taipogi modeliuoja zmoniy, o tiksliau, Nigerijos, populiacija naudodami klasikinj logistinj modelj, ir
laikydami, kad populiacijos augimui didziausig jtakg turi Svaraus vandens stygius. Be abejo Lietuvai
tokios prielaidos visiS$kai netinkamos. Perrin S. Meyer, Jesse H. Ausubel savo straipsnyje: ,,Human
population dynamics revisited with the logistic model: how much can be modeled and predicted?* placiai
aptaria deterministinio logistinio modelio privalumus ir trilkumus Zmoniy populiacijai prognozuoti.
Kadangi mano darbo tikslai susij¢ su struktiirizuotos populiacijos modeliavimu, turiu paminéti Patrick H.
Leslie (1945), sukiirusj pirmajj struktiirizuotos populiacijos modelj, pla¢iai tebenaudojamag nuo misky iki
zuvy populiacijos modeliavimo (Caswell 2001; Getz and Haight 1989). H. Resit Akcakaya savo
straipsnyje ,,Population viability analyses with demographically and spatially structured models placiai
aptaria Leslie ir L.P. Lefkovitch (1965) patobulintg Leslie modelius, Kaip tik pastarajj as ir naudoju, kaip
vieng i§ savo prognozavimo modeliy. Kalbant apie stochastinj pozilirj | populiacijos modeliavima
negalima nepaminéti Linda J. S. Allen, kuri ne viename savo (tiksliau Zitréti literatiiros sarasg) straipsniy
tyrin¢ja Markovo grandiniy populiacinius modelius, populiacijy iSnykimo tikimybes ir kitas modeliy
savybes. Smalsiam skaitytojui negaliu nepaminéti didziyjy pasaulio valstybiy (Indija, Kinija, Jav ir t.t.)
populiacijy prognozavimo prieigos internete (Cia rasite ne tik galimybe pamodeliuoti, kaip keistysi
didziyjy valstybiy sudétis priklausomai nuo gimstamumo ir kity veiksniy, taciau ir daug naudingos
informacijos apie pasaulio populiacija):

http://www.learner.org/courses/envsci/interactives/demographics/demo transition 1.php

1.1 POPULIACIJOS MODELIAVIMO PAGRINDAI

Populiacijos modeliai nagrinéja populiacijos (tam tikry individy, ar raSies) kitimg laike, skai¢iumi,
arba iSsidéstymu erdvéje. Daznai nagrinéjamos populiacijos susideda i$ didziulio skaiCiaus raisiy. Tokie
modeliai atsizvelgia ir tarpri$ines sgveikas, pvz. konkurencija, grobimas (plésriinai). Studijos, kuriose
tyrinéjami besivystantys matematiniai modeliai populiacijy dinamikos apibtdinimui, daZznai atidZiai
tyrin¢ja daugiau nei vieng ris]. Del démesio ne vienari$éms bendruomenéms galima susidaryti jsptdj, kad
vienos rusies dinamikos modeliavimas néra svarbus ar jdomus. Arba galima susidaryti nuomong, kad

nejmanoma daug ko atrasti pavienés populiacijos modelyje. Taiau yra atvejy, kuriuose santykinai


http://phe.rockefeller.edu/perrin/
http://phe.rockefeller.edu/jesse/
http://www.learner.org/courses/envsci/interactives/demographics/demo_transition_1.php
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paprasti populiacijos augimo procesai yra fundamentaliai svarbis, tiek mokslo, tiek taikomuoju pozitriu.
Siuo atzvilgiu, pvz., galima pagalvoti apie tokius atvejus, kai pavienés populiacijos augimas yra
vyraujantis procesas:

e Eksponentinis zmoniy populiacijos augimas

Pasaulio populiacija mird.

0 T T T T T T T T T T T 1
1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

1.1 pav. Eksponentinis zmoniy populiacijos augimas (paveiksle mélyna kreivé reprezentuoja realig
Zmoniy kaitg, raudona — eksponentiné funkcija)
e Egzotiniy arba genetiskai modifikuoty organizmy invazija  natiiralig aplinka
e Uzkreciamy ligy epidemijos ir jy prevencijy strategijos.

Bet kokios populiacijos dinamikos modelio formavimas yra tolygus populiacijos poky¢iy veikimo
budo apibrézimui. IS esmés, populiacijos dinamikos modelis atsako klausimg, kaip populiacija zada
pasikeisti (netolimoje) ateityje, atsizvelgiant j dabartinio statuso ir aplinkos salygas, kurios veikia
populiacija. Sie populiacijos poky¢iai gali reiksti visy individy skaiiaus, t.y. populiacijos nariy skaiiaus,
pokycius, bet taip pat gali biiti susij¢ su populiacijos sudéties pokyciais. Pvz., populiacijos modelis gali
aprasyti mazy ir dideliy individy kaita, kintant gyvenimo saglygoms arba seny ir jauny individy kaitg
populiacijoje. Pastaruoju metu ne tik dométasi zmonijos skaiciaus poky¢iais pasaulyje (1.1 pav.), kaip jis
1§ esmés eksponentiSkai auga j nestabily pertekliy, bet taip pat dométasi populiacijos amziaus struktiira,
amziaus pasiskirstymu, kuris veda prie Siy posakiy — ,,baby boomer‘iai“, ,,senstanti populiacija“. Dvi
populiacijos savybés svarbiausios jos ateities dinamikai yra (1) bendras individy skai¢ius populiacijoje ir

(2) populiacijos sudétis (senas/ jaunas, mazas/ didelis ar nepilnametis/ suauges) individy atzvilgiu.
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Kalbant formaliau, pirmasis $iy dvejy aspektas yra daznai minimas kaip populiacijos dydis ar populiacijos
perteklius-gausa, o antrasis nurodo populiacijos struktiirg.

Individualus organizmas pats savaime yra fundamentalus subjektas populiacijos dinamikos
atzvilgiu, nes populiacijos pokyciai gali jvykti tik dél individualiy organizmo jvykiy. Pvz., populiacijos
pertekliaus pokyciai yra individualaus organizmo tiesioginé gimimy, mirciy, imigracijos ir emigracijos
pasekmé, o populiacijos amziaus ar dydzio pasiskirstymas yra individualiy organizmo kiino dydzio
sen¢jimo ar augimo rezultatas.

Jeigu norime tyrinéti populiacijos amziaus arba dydzio pasiskirstymg, yra biitina  iSskirti
individualius populiacijos narius, jy amziaus arba kiino dydzio pagrindu. Kita vertus, daugeliu atveju
tikimybé, kad konkretus individas susilauks palikuoniy arba greitai mirs, priklausys nuo jo amziaus arba
kiino dydzio. Pvz., i$sivysc¢iusiose Salyse palikuoniy susilaukia nuo 18 m. iki 45 m. individai (tai biidinga
tik motinoms), o mirtis iStinka vélesniame amzZiuje.

Yra svarbios ir aplinkos salygos, kurios veikia populiacijos dinamika, nes ji dazniausiai nustato
vystymosi ribas. Aplinkos salygos gali sietis su biotiniais ir abiotiniais veiksniais, pvz. temperatiira,
drégmé, maisto gausa ir plésriny ar konkurenty skaicius aplink. Kadangi organizmas populiacijos
dinamikoje yra fundamentalus subjektas, i$ tiesy labiau reikéty jvertinti aplinkos salygas, kurias veikia
individualus populiacijos narys. Aplinka susideda ne tik i§ supancios temperatiiros ar maisto gausos, prie
ko yra prates konkretus individualus organizmas, bet taip pat 1§ kity populiacijos nariy skaiciaus ir tipo.
Sis aplinkos aspektas yra svarbus, jei individas dauginasi per seksualine reprodukcija. Kitas pvz., jei rusis
potencialiai yra kanibalistiska, kiti populiacijos nariai gali daryti jtaka jauny ir mazy individy mirties
rizikai.

Taigi sudarant populiacijos modelius svarbu atsizvelgti ; daugel] salygy daranciy jtakg individy

18gyvenimui, sklaidai ir dauginimuisi.

1.2 DETERMINISTINIAI POPULIACIJOS MODELIAI

1.2.1 POPULIACIJOS BALACO LYGTIS IR MODELIO KURIMAS

Jeigu mes traktuosime populiacijg kaip tam tikros rasies individy barj, kuris gyvena aiskiai

apibréztoje srityje, tai bet kokie Sios populiacijos individy skai¢iaus pokyciai vystosi per individualaus
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organizmo reprodukcijg, mirt] ar migracija. Formaliai, populiacijos dinamikos modelj galima iSreiksti Sia
(pusiau) lygtimi:

Populiacijos kaita = Gimimai — Mirtys + Imigracija — Emigracija (1.1)

Si lygtis atspindi populiacijos balanso lygties bendra struktiira. Frazé “balanso lygtis” nurodo
fakta, kad populiacijos gausos (pertekliaus) pokyciai yra balansas tarp procesy, kurie sumazina §ig gausg
(pertekliy) (pvz. mirtis ir emigracija) ir procesus, kurie padidina gausg (pertekliy) (pvz. reprodukcija ir
imigracija).

I individy imigracija, tiek emigracija gali buti nekreipiama démesio, jeigu sritis, kurioje jsiktirusi
populiacija, yra uzdara bet kokiems individy judéjimams per srities perimetrg (pvz., jei tirsime salos
populiacija ar uzdaros 3alies, tokios kaip DSKR, gyventojy populiacija). Taip pat, kai srities dydis yra
labai didelis(pvz. tiriant viso zemyno ar didelio ezero populiacijg), imigracija ir emigracija irgi gali bati
nelabai svarbios. Tais atvejais populiacijos dinamika yra tik balansas tarp individo mirties ir gimstamumo
skaiCiaus.

Pirmas zingsnis norint sukurti populiacijos modelj yra tiksliai apibtdinti populiacija, kurig norime
sumodeliuoti. Modelio kiirimas yra svarbus teorinés populiacijos biologijos aspektas, nes jis vercia
modeliuotoja atidziai susimastyti apie sistemos, kurig jis nori apibuidinti, svarbius aspektus. Prie§
pasirenkant tam tikrg populiacijos reprezentacijg, iSkyla svarbios problemos, kurias reikia apsvarstyti,
pvz.:

e Ar bitina atskirti individus vieng nuo Kkito, ir jeigu taip, tai, kokie kintamieji yra naudojami
Siam tikslui pasiekti?

e Kokie individualiis bruozai daro jtaka reprodukcijai (dauginimuisi) ir mirtingumui?

e Ar aplinkoje esama iSoriniy ar vidiniy veiksniy, kurie daro didelg jtaka individy gyvenimo
istorijai?

Atsakyti j Siuos klausimus ne visada yra paprasta. Daznai kyla noras teigti, kad modelis turéty
itraukti daug, kiek jmanoma kuo jvairesniy kintamyjy, kad biity jmanoma apibtdinti tam tikra sistema.
TaCiau toks poZiiiris privesty prie matematinio realybés kopijavimo, kurio tikriausiai iStirti bty
nejmanoma.

Todél kuriant populiacijos dinamikos modelj, reikia priimti protingus sprendimus apie sistemos
aspektus kuriuos reikia batinai jtraukti j modelj. Sie sprendimai turéty biti priimti, remiantis jvairiais
argumentais:

e Koks yra modelio tikslas? Pvz., jeigu jei modelis sukurtas studijuoti amziaus pasiskirstyma

zmoniy populiacijoje, yra biitina i$skirti individus i§ populiacijos pagal jy amziy.
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e Kokie yra svarbiis procesai, kurie daro jtaka populiacijos dinamikai? Pvz., ar modelis
privalo atsiskaityti uz imigracijg ir emigracijg ar yra tikslinga nagrinéti uzdarg populiacijg?
e Kurie faktoriai daro jtaka individo gimimo ar mirties tikimybei? Pvz., ar yra plésriiny, greta
kuriy individai tapty grobiu?
e Kas techniSkai yra jmanoma. Jeigu modelis jtraukia per daug detaliy, juo tampa

nebejmanoma atlikti analizés, o esant per dideliam paprastumui, modelis praranda esmg.
1.2.2 ZMONIU POPULIACIJOS MODELIAVIMAS

Nors zmoniy populiacijoje individas — zmogus yra esminis subjektas, dauguma Zzmoniy
populiacijos dinamikos modeliy i§ vis neiSskiria skirtingy individy. Daugiausia tai yra techniniy
apribojimy rezultatas: nes jei suskaidytume populiacija iki pavieniy individy, populiacijos balanso lygtis
(1.1) tapty labai sudétinga ,0 jos analizé — tapty beveik nejmanomu i$spresti uzdaviniu. Paprasciausi
sudaryti ir iSspresti yra nestruktiiruoti populiacijos modeliai, t.y. modeliai, kurie ignoruoja dabarting
populiacijos struktirg. Daug sudétingesni yra struktarizuoti populiacijos modeliai, kurie isskiria
populiacijos struktiirg, pagal tam tikrus bruozus, Zmoniy populiacijoje tai dazniausiai yra amzius ir lytis,
kartais gali biiti ras¢ ar individo dydis.

Nestruktiiriniai zmoniy populiacijos modeliai yra pagristi prielaida, kad visi individai populiacijoje
yra vienodi. Bendras populiacijos individy skaiius tam tikru laiko momentu t daznai zZymimas N(t).
Struktiirizuotuose populiacijos modeliuose populiacija N(t) yra suskaidyta pagal tam tikrus poZymius j n
daliy. Pvz. zmoniy populiacija pagal lytj suskaidoma y dvi dalis N1(t) ir N2(t), o populiacija struktirizuota
pagal amziy j 10 mety amziaus grupes gali bati suskaidyta j 9 ar 10 grupiy N(t), N2(t), N3(t) ... N1o(t).

Sudaringjant struktirinj ar nestruktiirinj Zmoniy populiacijos model; tarsime, kad Zmoniy
populiacija jtakoja tik gimstamumas, mirtingumas, emigracija ir imigracija, bei tam tikrais atvejais
populiacijos tankis.

Tarkim duotos populiacijos dydis laiko momentu t yra apraSomas N(t), o po tam tikro laiko
momento N(z+At), ¢ia At nykstamai mazas laiko tarpas, tokiu atveju (1.1) lygtj galime perrasyti taip:
N(t+At)- N(t) = Prieaugis per At - Netektys per At (1.2)
Padaling abi (1.2) lygties puses i§ At gausime tolydaus laiko populiacijos balanso lygt;.

N(t+At)— N(t) _ Prieaugis per At  Netektys per At (1.3)
At - At At '

Toliau ir nagrinésime tiktai tolydziojo laiko populiacijos modelius. Taigi kai At — 0 (1.3) lygtj galime

perrasyti taip:
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2= g(N) —m(N) (L4)

Cia g(n) populiacijos augimo tempas (gimimai + imigracija), m(n) populiacijos mazéjimo tempas (mirtys

+ emigracija). Jei populiacijos didéjimo tempa vienam nariui aprasysime taip:

iy (0]
a(N) =&
Mazéjimo tempg vienam nariui taip:
_ m(N)
BNy = =2
(1.4) balanso lygtis gali biiti perrasoma taip:
22 = a(N)N — B(N)N (L5)

Tai pagrindiné populiacijos balanso lygtis, kuri yra pagrindas daugumai zmoniy populiacijos
dinamikos modeliy tolydZiuoju laiku. Reikéty pazyméti, kad lygtis (1.5) yra specifiné modeliui, kuriame
populiacija apibiidinta, remiantis tik jos gausa N. Jeigu mes pasirenkame Siek tiek sudétingesne
populiacijos reprezentacija, atitinkama balanso lygtis bus analogiSska kiekvienai nagriné¢jamai grupei.
Pavyzdziui, jeigu pasirinktuméme stebéti dvi populiacijos individy grupes — vyrus ir moteris arba vaikus ir
suaugusiuosius, abiejy ly¢iy ar amziaus grupiy lyg€iy balansas turéty tokig pat iSraiska, taciau turétume
bendra populiacijg N tiksliai padalinti pagal lytj ar amziy j N1,N2 dalis bei Zinoti ay(N)ir B;(N) bei
az(N)ir B (N).

Paskutinis modelio formavimo zingsnis apima koeficienty, ar rodiklio funkcijy zyméjima, kuris
atsiranda populiacijos balanso lygtyse, apskaiciuojant jy tikraja forma, priklausomg nuo populiacijos
gausos N (pvz. kaip populiacijos tankis veikia jos augimg). Sj Zingsnj pla¢iau aptarsime nagrinédami

pasirinktus modelius.

1.2.3 EKSPONENTINIS (MALTUZO) MODELIS

Tarkime, kad turime populiacija, kurios kitima laike veikia tiktai populiacijos prieaugis per tam tikra
laikg. Ir visiSkai neveikia nei populiacijos tankis, nei iSorinés sglygos. Tuomet tokig populiacijg galime

aprasyti (1.5) lygtimi:
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dN

= = (@) = B(N)N

Pazymékime a(N) — B(N) = € tuomet (1.5) lygtj galime perraSyti taip

dN

E =eN (16)

Atskyre kintamuosius ir Suintegrave abi (2.1) lygties puses gausim:

N _ [
W—jft

InN(t) +In1/C = &t kai N(0)= No gausime &ios lygties atskirajj sprendinj:
N(t)=Nye (16)
Sis modelis yra turbiit seniausias ir papras¢iausias modelis skirtas zmoniy populiacijai prognozuoti,
taciau aiSku, kad pagal (2.2) formul¢ negalima toli prognozuoti populiacijos dydzio, nes zmoniy
populiacijos augimui didel¢ jtakg daro aplinkos ir vidiniai veiksniai (resursy stygius, technologiniai
pasiekimai, tarSa, geriamo vandens iStekliai ir t.t), taigi aiSku, kad populiacija negali amzinai augti
eksponentiniu désniu. Nors pasaulio populiacija paskutinius 100 mety biitent ir auga eksponentiskai (1.1
pav.) ir Maltuzo lygtis zitrint istoriskai puikiai tikty jai prognozuoti, kitais atvejais yra naudojami

sudétingesni modeliai.

1.2.4 LOGISTINIS MODELIS

1830 m. P.F.Ferchiulsas pasiiilé (2.2) lygti papildyti 1—% daugikliu, % parodo neigiama
populiacijos tankio jtaka populiacijos augimui. O koeficientas k yra maksimalus skaicius populiacijos

nariy, kuriuos gali iSlaikyti aplinka. Taigi jraSius duotajj narj  (2.2) lygtj ji atrodo taip:

‘;—’Z=s(1—%)N (1.7)

Cia N(t) yra populiacijos dydis laiko momentu t tam tikroje aplinkoje. € apraso santykinj

populiacijos augimg vienam nariui, kuris tiesiSkai maz¢ja didéjant populiacijos tankumui. € yra
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populiacijos augimo greitis priklausantis nuo gimusiy, mirusiy, imigravusiy ir emigravusiy nariy skai¢iaus
per tam tikrg laika, jis nepriklauso nuo k, kol populiacijos tankis yra mazas, 0 k/N parodo, kaip augimag
veikia populiacijos tankis, nattralu, kad bet kokiai populiacijai pasiekus tam tikra tankj kova dél resursy,
gyvenamosios vietos ir t.t. stabdo jos augimo tempus, ar netgi pradeda juos veikti neigiamai, t.y.
populiacija pradeda nykti. Puikus to pavyzdys Velyky salos ramiajame vandenyne, kur Zmoniy populiacija
1Snyko dél resursy stygiaus, ir gamtos nustekenimo.

Analogiskai Maltuzo galime iSspresti ir logisting diferencialing lygtj. Atskyre kintamuosius ir
suintegrave abi (2.3) lygybés puses gausime:
[ = [edt

N
N(1-7)

Desing lygties puse jau galime suintegruoti, o kairiajg dar reikia pertvarkyti:

1) <é + L,\,) dN = [ edt Raskime koficientus A ir B:

v (-3)
A (1 — %) + BN =1  Nesunku pastebéti, kad A=1,0 B=1/k tada:

1 1 . . .
f (E + (k—N)) dN = f edt  Dabar suintegrave abi puses gausime:

In(N) —In(k —N) = et + C KaiN(0)=No,0C = In(N,) — In(k — Np)

Jrase j gautaja lygtj C reik§me ir i§logoritmave abi lygybés puses gausim:

N(t)(k—Ny) t .. .. ) )
———— = = e“" Talqgl Logistinés lygties sprendinys bus:
kN &t
N(t) = o (1.8)

k+N0(€£t—1)

Akivaizdu, kad zmoniy populiacija, nors kol kas ir auganti eksponentiskai, dél resursy stygiaus
ateityje taip pat pasieks savo k reikSme ir stabilizuosis, arba netgi pradés mazéti. Taigi logistinis modelis
realiau atspindi populiacijy kitimo tendencijas Zitrint ilgalaikéje perspektyvoje, net jei Maltuzo modelis

yra paprastesnis ir gali puikiai prognozuoti populiacijg jos tam tikrose fazése.
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>t

1.2 pav. Maltuzo ir logistinés lyg¢iy sprendiniai: (paveiksle mélyna kreivé reprezentuoja logistinj,

raudona eksponentinj modelius)

2.2.1.1 LOGISTINIO IR EKSPONENTINIO MODELIU TYRIMAS

Pirmiausiai pasinaudosime grafiniu metodu. Kadangi 1.6 ir 1.7 lygtys abi yra autonomines —
stacionarios, galime nesunkiai pavaizduoti lyg€iy fazines aSis bei rasti ypatinguosius taskus (kuriuose dN=
0). Eksponentinis modelis turi vieninteli ypatingajj taSka N = 0, kuris yra repeleris, t.y. nestabilus. Tuo
tarpu logistiné lygtis turi du ypatingus taskus N = 0 ir N = k, kuriy pirmasis irgi yra repeleris, tatiau
antrasis yra Suntas. Pavaizduodami vektoriy laukg nupieSime dN priklausomybés nuo N grafika. 1.2 ir 1.3
paveiksle matome, kad tai yra tiesé (eksponentinio modelio atveju) ir parabolé, kurios vir§iné yra taske N

= k/2 (logistinio modelio atveju).
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1.3 pav. Eksponentinés lygties vektorinis laukas ir stabiliis taskai
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1.4 pav. Logistinés lygties vektorinis laukas bei stabilts taskai
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Kalbant apie logistinj ir eksponentinj modelj svarbu paminéti, kad eksponentinis modelis turi tik vieng
N=0, o logistinis turi dvi stabilias arba pusiausvyros buisenas, kai N=0 ir n=K ir C;—IZ = 0.Stabilumo taskas
N=0 yra nestabilus, kadangi tada Z—IZ ~ en, todét populiacija augs eksponentiskai, su bet kokia N reikSme.
Kitas pusiausvyros taSkas N=k yra stabilus, nes % ~ —&(N — k), taigi, N>k, kai t—- 0. (2.3)
lygtis didéja monotoniskai iki K, jei No<k, N(t).Taciau yra kiekybinis skirtumas priklausomai ar No<k/2
,ar No>k/2. Kai No<k/2 kreivé yra Sigmoidiné. Jei No>k/2, N(t) monotonis$kai mazéja, tai reiSkia, kad
populiacijos augimo tempas yra neigiamas, t.y. populiacija praranda daugiau nariy, nei jgyja naujy.
Keoficientas k parodo koks populiacijos dydis yra stabilus t.y. gali i$silaikyti duotoje teritorijoje

i)
A

kiZ2

- L

1.5 pav. Logistinio modelio populiacijos kaita (paveiksle mélynos kreivés vaizduoja logistinés

lygties sprendinius, kai No<k, raudonos, kai No>k )

Logistinio modelio parametro k zyméjimas kiles nuo angly kalbos Zodziy Carrying capacity
(vertimas i§laikymo galimybé). Pvz., fizikas J.Fremlinas nustaté, kad Zemé galéty ramiai islaikyti 60 min.
milijardy zmoniy, taciau jis atsizvelgé tik | zmoniy i$skiriamg Silumos kiekj, o neatsizvelgé j turimus
resursus ar jy trikumg. Todél, bent jau Siandieninémis sglygomis sunku buty gincytis, kad Zemés Kk yra
gerokai mazesnis ir yra apie 10-50 mlrd., ateityje, be abejo, jis galéty keistis priklausomai nuo

technologinio i$sivystymo, atsinaujinanciy resursy panaudojimo ir t.t. Norint Logistiniu modeliu tyrinéti
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tam tikrg aplinkg biitina Zzinoti jos k. Pvz., Lietuvoje néra atlikta jokiy tyrimy, Kiek gyventojy galéty
gyventi misy Salyje, nors akivaizdu, kad pagal geriamojo vandens atsargas, dirbamos Zemés plotus ir gana
palankaus gyventi klimato, teoriskai Lietuvos k turéty buti gerokai didesnis uz 3 ar 4 mln. Jei néra atlikta
jokiy tyrimy apie aplinkos galimg islaikyti individy skai¢iy, k reikSme visada galima rasti i§ istoriniy
duomeny. Pasirinke praeities data, ir Zinodami &, Np rodiklius galime eksperimentiskai nustatyti ir k

reikSmg. Placiau $ig temg gvildensime 3.3 skyriuje.

1.2.5 STRUKTURIZUOTOS POPULIACIJOS MODELIS

Nors minéti populiacijos prognozavimo modeliai gali puikiai prognozuoti populiacijos kaip visumos
kaitos dinamika, daZnai gyvenime to neuZtenka. Zinoti, kad tam tikra populiacija didés ar mazés ir kiek
yra naudinga, taciau daznai svarbu ir dar naudingiau Zinoti kaip keisis ir populiacijos kokybiniai
parametrai, t.y. ar populiacija senés ar jaunés (pvz., Europos populiacijai spar¢iai senstant yra labai
naudinga prognozuoti ir modeliuoti tolimesn¢ populiacijos sandarg), ar isilaikys balansas tarp prieSingos
lyties populiacijos nariy (pvz., Kinijoje isigaléjus vieno vaiko politikai, Seimos labai nenoriai laukiasi
mergailiy, taip iSkreipdamos vyry ir motery balansa, kuris ateityje gali labai neigiamai atsiliepti visai
Kinijos visuomenei) ir t.t.

Taigi sudarykime determinist] populiacijos dinamikos model;. Tarkime, kad turima populiacija
suskaidome j n (pvz. | amziaus grupes po 5 metus )lygiy daliy. Tada kiekvienai amziaus grupei
sudarykime jos balanso lygtj, ¢ia reikia pazyméti, kad be jau minétu populiacijos augimo rodikliy
(gimstamumo, mirtingumo, emigracijos ir imigracijos), turime jvesti ir papildomg rodikl} — viding
migracijg. Kadangi bégant laikui individai migruos j vis senesn¢ amziaus grupe. Pabandykime su
aptartomis salygomis pamodeliuoti kiekvieng amziaus grupe logistinio modelio pagalba.

Tarkime, kad yra Zinomi visy n grupiy pradiniai duomenys:

N(0) = No1(0)+No2(0)+No2(0)+......+Non(0)

Cia &1, &n yra, augimo tempai atskirose amziaus grupése. Kur

en = prieaugis (n-tojoje grupéje) — netektys (n-tojoje grupéje)

Atskirai reikty aptartj pirmg ir visas likusias amziaus grupes, nes pirmos grupés prieaugis susidés i$
visy gimusiy populiacijoje nariy (nes niekas negimsta n mety amziaus) + imigravusiy i$ $alies, o netektys

susidés 1§ visy mirusiy tiktai toje grupéje zmoniy — emigravusiy i§ populiacijos ir emigravusiy | vyresne
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amziaus grupe¢ individy. Tuo tarpu visy likusiy amziaus grupiy prieaugis susidarys tiktai i§ imigravusiy i
jaunesnés amziaus grupés, arba i§ kitos aplinkos individy, o netektys bus sudarytos analogiskai kaip ir
pirmoje grupéje. Tarkime, kad kiekvienoje grupéje k bus lygus, tada ki= ko= ks=.....=kn= k/n. Su Siomis

salygomis galime kiekvienai amziaus grup¢ atskirai aprasyti logistine lygtimi:

( AN, () _ ( _ ﬂ)
ac a1 Ky Ny
dANR(t) ( B &)
ac a1 Ky N,
dN3 () _ ( B &)
3 ac a1 i) Vs (1.9)
" dNn(t)_ ( _&) v
\ ac Gl Kn, Nr,
AnalogiSkai (2.3) lygciai i8sprendg (2.5) lygc€iy sistema gausime sistemos atskirgji sprendinj.
( _ kqNpje®1t
M(6) = k1+No1(e®1t-1)
_ kpNgpe®2t
NZ(t) " ky+Noz(ef2t-1)
3 (1.10)
_ anOnegnt
\ N (8) = Kn+Non(efnt—1)

Tada N(t) = Y7 N,,(t) Tagiau, nors tokia sistema ir prognozuos visos populiacijos skai¢iy
teisingai, taCiau atskiry grupiy rezultatai gali buti stipriai iSkreipti, kadangi, pvz., pirmoje grupéje
prieaugis gali buti teigiamas, t.y. gimusiyjy skaicius virSys mirusiy ir emigravusiy } kitg grupe bei svetur,
taciau likusiy grupiy kitimas gali bati neigiamas, tokiu biidu pirmoji grupé nuolatos augs iki k/n Kai
likusios grupés mazés, tai yra nerealu, nes akivaizdu, kad mazéjant gimdanciyjy Zmoniy grupéms turi
mazeti ir gimstanciyjy skaicius, taip mazindamas ir pirmaja grupe. (3.3) skyriuje pateiksiu eksperimenty

rezultatus rodancius Sio modelio neadekvatuma.
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Pri¢jome iSvados, kad norint sudaryti, gerg diferencijuotos pagal amziy ar lyt] populiacijos modelj

turime atkreipti démesj ne tik j atskiry grupiy augimo ar maz¢jimo rodiklius, bet ir sgveikg tarp grupiy.

Pvz. jei reproduktyviosios grupes nyksta, akivaizdu, kad jos ateityje mazins ir gimstamuma, ir atvirk$¢iai
jei jos auga (d¢l iSorinés ar vidiné€s imigracijos) tai teigiamai turi paveikti ateities gimstamuma.

Sudarykime naujg modelj jvertindami Sias savybes. Tarkim nagrinéjama populiacijg suskirstome j n

lygiy amziaus grupiy, kuriy dydziai laiko momentu t yra Nai(t), No(t), Nas(t), ........ Np(t), kur p yra
ikireproduktyvinio amziaus grupiy skaiius, q yra reproduktyvinio amziaus grupiy skaicius Np+1i(t),
Np+2(t), Np+3(t), ........ Np+q(t), r yra po reproduktyvinio amziaus grupiy skaicius

Ng+p+1(t), Ng+p+2(t), Ng+p+3(t), .oveeen. Np+(t), n=p+q+r. Tarkim, & p+1,& p+2,& p+3...... Qp+q Yra prieaugio

intensyvumas (gimimy skaicius) atitinkamoje reproduktyvingje amziaus grupéje. [i yra augimo -
mazéjimo (iSoriné imigracija minus mirtys plius iSoriné emigracija) intensyvumas i-tojoje grupéje.

i=1,p+q+r , mi yra migracijos intensyvumas iS j-tosios grupés j (j+1) grupe. j=

1,p 4+ q+r—1. Tada populiacijos dinamikg skirtingose amziaus grupése galime aprasyti tokia

lygciy sistema:

dN4(t)
(d_lt = Np+10pt1 + Npio@pio + Npys@piz + -0+ Npyg@pig — Ny (g +my)
%zt(t) = Nym; — (m; + )N,
dN3(t) _
< dt NZmZ (mS + BB)NS (1.11)
. e
\ dt = Nn—lmn—l - BnNn

(2.7) yra tiesiné homogeniné diferencialiniy lyg¢iy sistema su pastoviais koeficientais, jg galime

18spresti Oilerio, Matricy, neapibrézty koeficienty ir skaitiniais metodais.

1.2.5.1 STRUKTURIZUOTOS POPULIACIJOS MODELIO TYRIMAS

(1.11) yra tiesiné homogeniné diferencialiniy lygCiy sistema su pastoviais koeficientais, taCiau

galime | ja Zvelgti ir kaip | matricing lygtj. Pazymékime:
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—(B; +my) o o G 1
m; —(mz +B,) 0 0 0
A= 0 m, —(m3z +B;) - 0 0

Tada (1.12) lygciy sistemg galésime perrasyti taip:

—

N _AxN (1.13)
dt

Gautoji diferencialiné lygtis yra ne kas kita kaip eksponentinio modelio matriciné iSraiska.

Suintegrave (1.11) lygtj gausime:

N(t) = NyeAt (1.14)
Cia N,y yra populiacijos skaiéius atskiroje grupéje pradiniu laiko momentu.
Nos
Ny = | %
Non

Akivaizdu, kad 1.11 yra autonominé sistema ir ji apibréZia nusistovéjusj greic¢iy lauka, kurio
fazinés trajektorijos neturi bendry taSky. Raskime sistemos ypatinguosius taSkus kuriose A * N =o.

Norint rasti ypatingaji taska reikia i§spresti tiesiniy homogeniniy lygciy sistema:
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_(Blm‘:ml) _(m;xl+ ‘) ng “‘;0‘1 0" / E;\ / 8\

o m —mty) L
k 00 0 e 0 \ \
0 O 0 . My _Bn N, 0

Tarkime, kad bendru atveju B;, m; > 0 Vi = 1,n,0 a; # 0, vaisingose amziaus grupése. Tuomet gausime,

kad det(A) = 0 ir lygCiy sistema turés vienintélj sprendinj N=0. Taigi sistema turés vienintélj jpatinga

0
taSkg M = 0 . Kaip ir eksponentinio modelio atvéju gauname kad ir matriciné Sio modelio forma turés
0
0
vienintelj ypatinga taska 0 , apie Sio tasko stabilumg galime spresti pagal sekamcig teorema, kurig
0
pateiksiu be jrodymo:

Teorema. Tiesinés homogenings sistemos dN = A - N nulinis sprendinys yra
e asimptomiskai stabilus tada ir tik tada, kai visy A Re 1 < 0,

e stabilus tada ir tik tada, kai Re A < 0, ir tos Saknys A, kuriy Re 4 = 0, néra kartotinés,
e nestabilus tada ir tik tada, kai 34, kurios Re A2 > 0, arba 34, kurios Re A = 0, o kartotinumo eilé
m> 1.

1.2.5.2 TIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU SISTEMOS SU PASTOVIAIS
KOFICIENTAIS SPRENDIMAS OILERIO METODU

Sekdami Oileriu ieSkosime eksponentinés formos sprendiniy N(t) = TIBM, I pastoviasias
koordinates Zymésime hg,......... ,Nn. Trase N(t) 1(1.13) lygtj gausime:
‘hie* = A he*padaugine abi lygybés puses i§ vienetinés matricos E gausim:
heM(A—EMDh=0
(A—ENh=0 (1.15)
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ap—M A e an
doq doo — 7\,2 ...... dop 0
Anl e e ann — An

(1.15) lygtis — tai algebrinés tiesinés homogeninés sistemos vektoriné forma, kai det(A — EA)=0, tai
egzistuoja Sios sistemos nenulinis sprendinys — nenulinés 'R koordinatés hi,....... hn. Lygtis det(4 —

EA)=0 yra vadinama (1.13) lygties charakteristine lygtimi. Jg iSsprendus surandamos tikrinés matricos A

—

reik§més A4, ....., A, ir jas atitinkantys tikriniai vektoriai 7{1, ey hy.

Taigi i8sprendg¢ (1.15) lygt] gausime ir (1.11) sistemos sprendinius, taciau (2.9) sistema gali turéti
ne tik realias, taciau ir kompleksines Sakny poras, taigi galimi trys (2.9) sistemos sprendiniy variantai:
1. Visos saknys realios ir skirtingos: A, € R ; A, # A;; kI=1,2,......,n. Su kiekviena A, reikSme

i§ (2.9) sistemos apskai¢iuojame atitinkamas tikrinio vektoriaus hx koordinates ir gauname N(t)

sprendinius:
N, (©) = hpeMbi.......... : No(©) = h,e’!, kurie yra tiesiSkai nepriklausomi ir jais galime

sudaryti fundamentalig sprendiniy sistema, kurios bendras sprendinys bus:

N = €, hyeMt + C, hyel2t + oo . ... +C, h,ent (1.16)

A

!

3 L

1.6 pav. Tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniy pvz., kai charakteristinés lygties
Saknys realios
2. Yra kompleksiniy Sakny pory, pvz. 4;, = a + iff. Kadangi A yra realiyjy koeficienty matrica tai
Sias jungtinias kompleksines S$aknis atitinka jungtiniai kompleksiniai vektoriai ?11,2 = o + it tada
sprendiniai bus:

N;(0) = heMt = (o + ir)e@Pt = 5 + ig;
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N () = hpe’s! = (0 — in)e P = — i;
Tai yra kompleksiniai junginiai. Taciau pakeite Ni(t) ir N2(t) Kitais dviem sprendiniais, realigja

ir menamaja pirmy sprendiniy dalimis p ir G , vél gausime tiesiSkai nepriklausomy sprendiniy

sistema p,q, Na(t,)........ ,Nn(t). Siuo atveju bendrojo sprendinio forma bus:
N(t) = C,Re (ﬁl’(t)) + CyIm (Nf(t)) + Cy haehst 4 o +Cy Ry Pt (1.17)
ANt

: :

1.7 pav. Tiesiniy diferencialiniy lyg€iy sistemos sprendiniy, pvz., kai charakteristiné lygtis turi
kompleksiniy Sakny
3. Yrakartotiniy realiyjy Sakny pvz. 4, =4, = A3 =+ .. = 4, ER;
Tokiu atveju pagal teoremg apie m tosios eilés kartotines Saknis gausime, kad kartotine Saknj
A, atitiks tokie tiesiSkai nepriklausomi sprendiniai:
N/ = hye’";

N, (t) = (hyt + hp)e’nt;

N = (?r;t—1;! ?rznt—z_)! ot gt o+ h)etn;

Taigi kail, = 1, = 13 = -+ ... = 1, (M<n) atveju bendrojo sprendinio forma bus:
— SN SN N Tl’tm—l Tz’tm—z
N(t) = (Cl h1 + Cz( hlt + hz) + ...+ Cm((m—l)! + (m—2)! + -+ hm—lt +

+ Ry ))ermt + Cpyy R e?mial e C et (1.18)
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A N

o T

1.8 pav. Tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistemos sprendiniy pvz., kai charakteristiné lygtis turi

vienody realiy Sakny

Norint praktiskai iSspresti (1.11) lyg€iy sistema pirmiausiai turime rasti kvadratinés nxn matricos A
tikrines reikSmes A, ir jas atitinkanCius tikrinius vektorius h_n) Tai nesunku atlikti standartinémis
matematiniy pakety funkcijomis, pvz.,, MATLAB pakete funkcija eig(A) grazina matricos A n tikriniy
reikSmiy ir tikriniy vektoriy matrica nxn, kurios kiekvienas i - tasis stulpelis atitinka i - taja tikring
reik§me (i=1,....,n; j=1,....,n). Antras zingsnis yra sudaryti sprendiniy matrica S (ji irgi bus nxn) kurios i -
tosios eilutés j-tasis elementas biity lygus tikrinés reikSmés 4; ir jg atitinkacio tikrinio vektoriaus j — tajj hij
elementg atitinkantis sprendinys Njj(t). Kuris priklausomai nuo to kokia yra A; Saknis: reali vieneting,
kompleksing, ar reali m karty pasikartojanti, jgys tris galimas reikSmes:

Njj(t) = hyj eM*

N;;(©) = Re(h;;eh")

LY L L Ajt
Nij (t) = ( m—1)! + m—2)! + .- +h(m_1)]t + hm])e J
Pvz. matricos S iSraiska, kai visos charakteristinés lygties Saknys A; yra realios ir skirtingos:
At Aot Aat Int
hlle ! h12e 2 h13e S hlne !
At At
hye " hye “o e C, N(b);
S:= c, N(D),

C:= C3 N(t) = N(t)3

Mt Aot

hpe ™ hpe™ hnne Ch N(t),
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Raskime (1.11) sistemos atskirajj sprendinj kai visos charakteristinés lygties Saknys A; yra realios ir
skirtingos. Padaugine S matrica i§ konstanty vektoriaus €, gausime (1.11) sistemos bendrajj sprendinj N(t)
, kurio i-toji eiluté atitiks i-tosios amziaus grupés bendrajj sprendin;:
N;(t) = Cyhy; et + Cyhyy e?2t + oo + Cyhy,; et
Parinke sglygas, kai t=0, gausime kad S matrica taps lygi tikriniy vektoriy matricai T, 0 N(0)=No, taip

issprende lygtj: C=T 1 x N, rasime konstantas.

NOl hll h12 e e hln

NOZ h21 h22 . . h2n
No=| Noz | T=| ... . o .

Non hnl hn2 e hnn

Cia No yra miisy pradiniy mety duomenys, t.y. gyventojy skaiéius
kiekvienoje amziaus grupéje pradiniais metais. Surade konstantas C nesunkiai gausime ir atskirajj
sprendinj.
N(t) =S x C.

Analogiskai rasime atskirajj (1.11) sistemos sprendinj, jei charakteristiné lygtis turés kompleksiniy,
pasikartojanéiy realiy arba misriy Sakny. Vienintelis skirtumas, kad tuomet kai t=0, S matrica nebus lygi T

matricai. Taciau likusi algoritmo dalis liks nepakitusi.

1.2.5.3 TIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU SISTEMOS SU PASTOVIAIS
KOFICIENTAIS SPRENDIMAS MATRICU METODU

Dabar apsibréSime matricos eksponentg.
Apibrézimas. Kai A(t) — kvadratiné n-tosios eilés matrica, jos eksponenté apibréziama Sia lygybe:
4 = E + A(t) + S A2(t) + - + - AR (D) + - (1.19)
I§ apibrézimo iSplaukia tokios matricos eksponentés savybes:
1. €% = E; (¢ia 0 — nuling, o E — vienetiné n-tosios eilés matrica).
2. e4*tB =e4.¢eB jei matricy sandauga yra komutatyvi, t.y. jei A+ B = B - A.
3. e~4= ()4
Kai A — pastovioji matrica, 0t, ir t, — kintamojo reik§Smés, matricy A- t; ir A-t, sandauga yra

komutatyvi, ir e4t1 - g4tz = gAltrt+t2),
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Ao 0
1. Kai A - diagonalé¢ matrica, A = < ), i§ matricos eksponentés apibrézimo
0 ... A,

gaunama taip pat diagonalin¢ integralinés matricos forma:

eﬂl(t) 0 ... 0
ed® = 0 = 0
0 0 .. et®
2. Kai A yra normaliosios Zordano formos matrica
A, 0 .. 0
|10 4, .. 0 . - : L
A= 20 L |, ok-toji matricos A Igstelé — p-tosios eilés
0 0 .. 4,
matrica A, = A,kE + H (H? = HP*! = ... = () arba
A 1 0 0 0 O
0 /1k 1 0 “ 0 0
A, = ~ S s e 1.20
§ 0 0 0 0 A 1 (1.20)
0 0 0 O 0 A
. dN = : - : : . :
tai T A * N sistemos integraliné matrica N(t) yra taip pat lasteliné matrica
eAl(t) o ... O
ed® = 0 e®2® . 0
0 0 .. e4n®
Jos Iastele
p—1 p—-1
e = MO EH® = oM (E 4 H(E) 4 e Dy
(p - 1!
(P2 (-2 (t)p~1
1 () == . Y (»-1)!
0 1 . e p—2)! (t)p—Z
= - - t ZZZ e r—— (1.21)
I
0 — 1o
0 1

3. Jei A — bet kuri matrica, tai visuomet galima rasti tokig nei§sigimusig matricg T, |T| # 0,

kad TAT~' = B jau yra normaliosios Zordano formos matrica. Tada
d
Td

=l
I

AIV;
TAN:

=l
I
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TdN = TAT'TN.

Pazyméje dZ = TdN , gauname vektoring lygtj su normaliosios Zordano formos koeficienty matrica
dZ = BZ.
Tokios lygties bendrasis sprendinys
Z(t) = eBOZ(t,)

T-17 = T—1eTAT‘1(t)TT—1ZO;
— 1 —
N=T"1 (E + TAT1(t) + ETAT_lTAT_l(t)2 + e ) TN, =

- (E +A(t) + T AA()? + - ) N, = eA®ON,.

Taigi bendrasis (1.11) lygties sprendinys bendru atveju jgys tokia israiska:

N = T 1eBTN, (1.22)
Sio metodo pagrindinis trilkumas, kad reikia ieskoti matricy T tokiy kad TAT~! = B. Tai gali reikalauti

daug skaiciavimo laiko, taciau skaiCiuojant kompiuteriu, pvz., Matlab programa tai nesukelia daug

problemy.

1.2.5.4 TIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU SISTEMOS SPRENDIMAS
NEAPIBREZTUJU KOEFICIENTU METODU

Ieskomi tokios formos sprendiniai:

Cia vektoriy ﬁl komponentés yra daugianariai, kuriy laipsnis vienetu mazesnis uz atitinkamos
matricos A tikrinés reikSmeés kartotinumo eilg, o kai A; — paprastoji charakteristinés lygties Saknis,
vektorinio daugianario laipsnis m; = 0.

Taciau tas laipsnis gali buti ir mazesnis. Pavyzdziui, kai n = 2 arba n = 3, daugianario laipsnis Sitaip
priklauso nuo koeficienty matricos A formos:

tegu r = rank(A — AE); tuomet, jei n — r = m, tai daugianario laipsnis lygus nuliui, ir N(@) = he’t,
ojein—r <m, tai N(t) = ﬁm_(n_r)(t)e“; (n — r) yra matricos A Zordano lasteliy skaicius.

Sis sprendimo biidas yra tampriai susijes su Oilerio metodu, kadangi reikia rasti tikrines matricos A

reikSmes, taciau vietoje tikriniy vektoriy ieskojimo, ieSkomi daugianariai. Sprendziant realy populiacijos
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uzdavinj su realiais duomenimis, galima sakyti, kad bendru atveju tikrinés reikSmés yra visos skirtingos,
todél sprendimo algoritmas gerokai supaprastéja, nes visi daugianariai tampa tiesiog konstantomis.
Kadangi problemos vél kyla jei randamos kompleksinés tikrinés matricos A reikimés. Sio metodo atskirai

nenagrinésime, nes jo sprendimo algoritmas panasus 1 Oilerio.

1.2.5.5 TIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU SISTEMOS SPRENDIMAS
SKAITINIAIS METODAIS

Jei miisy nedomina (1.11) lygéiy sistemos bendrasis sprendinys ir jo analizin¢ iSraiSka, (1.11) sistemg
galime iSspresti apytiksliai taikydami matricinés analizés zinias. Kadangi pagal (1.19) formulg eksponentg

pakeltag matrica galime skleisti eilute:
ooATl
e =1+A+A%/21+ A3/31 4+ -+ A"/nl = Z =
0 H
Gautg matricinés eksponentés israiSka jstate j (1.11) lygciy sistemos sprendinj (1.14) gausim tokiag $io

sprendinio iSraiska:
(A"
N(t) = 2o ——* Np (1.23)

Be abejo, (1.23) lygtyje sumavimo negalime vykdyti begalinai, todél reikia iStirti kiek eilutés nariy
reikia sudéti norint pasiekti norimg tiksluma, nes sudedant per daug nariy Svaistomas skaiciavimo laikas, o
sudedant per mazai nariy galimos didelés paklaidos. Butina patyrinéti, kaip skaifiavimo rezultatai
priklauso nuo eilutés nariy skai¢iaus, bei nuo lygéiy sistemos apimties. Sis metodas gerokai pranagesnis uz
Oilerio, Matricy bei neapibréztyjy koeficienty, nes esant didelei n reikSmei sistemoje atsiranda
kompleksinés tikrinés reikSmés, kurios gerokai apsunkina skaiciavimus, bei gali sukelti rezultaty
patikimumo klausima. Tuo tarpu skaiciuojant pagal (1.23) formulg apytiksliai nereikia ieSkoti nei matricos
tikriniy reik§miy nei tikriniy vektoriy, nei Zordano ar transponuojanéiy T. Sumuodami baigtinj eilutés
nariy skai¢iy, galime lengvai ir greitai apskaiciuoti skaiting sprendinio reikSme.

Praktiskai atliekant skaiciavimus dél greito faktorialo konvergavimo ir mazy A matricos reikSmiy
pastebéjau, kad jei musy lygciy sistemos koeficienty matrica A néra didelio mato, tada pilnai pakanka

sudéti 5 pirmuosius (1.23) eilutés narius. Tokiu atveju apytikslis sprendinys bus randamas taip:

2
N(t)zt(1+A+z—!+;+Z)*N0 (1.24)

Taciau jei nagrin¢jame didesne lygciy sistema, reikia sudéti gerokai daugiau eilutés nariy.
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1.3 STOCHASTINIAI MODELIAI

1.3.1 DAUGINIMOSI IR ZUVIMO PROCESAI

Skirtingai nei deterministiniuose populiaciniuose modeliuose, stochastiniuose modeliuose populiacijos
dydis laiku t néra determinuotas dydis, o atsitiktinis dydis, kur populiacijos dydis laiko momentu t jgyja
tam tikra reikSme¢ N su tikimybe p. Dazniausiai populiacijos kaitai ir prognozavimui aprasyti naudojami
Markovo procesai, tai labai svarbi atsitiktiniy procesy klasé. Markovo procesams buidingas toks bruozas:
ju skirstiniai bisimuoju laiko momentu visiskai apibiidinami proceso reikSmémis esamuoju momentu ir
nepriklauso nuo proceso praeities. Kai T — diskresSioji aibé, procesa N(t) vadiname Markovo grandine, o
kai T yra intervalas — tolydziojo laiko Markovo procesu.

Populiacijos kaitg laike galétume aprasyti 1.9 paveiksle esanciu biiseny grafu.

1.9 pav. Zuvimo ir dauginimosi proceso biiseny grafas

Taigi populiacijos buseny grafg galima atvaizduoti kaip buseny granding, kurios blisenos sujungtos
per¢jimy rodyklémis, t.y. 1§ bet kokios biisenos Ny, i8skyrus krasStines, galima patekti tik j dvi gretimas
busenas: Nj_; it Ni,. Procesus, kurie turi buseny grafg (1.9 pav.), literatiiroje priimta vadinti ,,zuvimo ir
dauginimosi procesais“. Toks pavadinimas kilo i§ to, kad tokie procesai pirmiausia buvo panaudoti
biologijoje populiacijy skai¢iaus analizei, epidemijy iSplitimui ir panaSioms problemoms tirti. Pavyzdziui,
laikant, kad biisena N, atitinka populiacijy skaiciy lygy k, tai sistemos peréjimas i§ biisenos Nj |
N 41 jvyksta atsirandant (gimus b) vienam populiacijos nariui, o peréjimas j biiseng Nj_,, dingstant
(zuvus d) vienam populiacijos nariui. Skaicius n gali biiti baigtinis arba begalinis. Baigtinis populiacijos
nariy skaiCius gali buti tada, kai turime fizinius apribojimus maksimaliam populiacijos skai¢iui,
pavyzdziui, analizuojant mikroorganizmy vystymasi uzdarame stikliniame inde. Analizuojant populiacijy
skaiCiy natiiraliomis sglygomis, praktiSkai galime laikyti, kad tam skaiCiui apribojimy néra. IS tikryjy,

tokiy apribojimy yra, nes riboti Zemés rutulio matmenys, bet praktiskai tie apribojimai néra esminiai.
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1.9 paveiksle pavaizduotam biiseny grafui galime pagal taisykle suraSyti pagal tokig taisyklg: Tikimybés
p;(t), kad sistema laiko momentu t bus bisenoje N;, iSvestiné lygi algebrinei sumai, kurios nariy skaicius
lygus rodykliy, jungianciy buseng N; su kitomis biisenomis, skaiciui biiseny grafe. Jei rodyklé nukreipta |
buseng N;, tai narys imamas su pliuso Zenklu. Jei rodyklé nukreipta i§ biisenos N; — su minuso Zenklu.
Kiekvienas sumos narys lygus tos biisenos, i§ kurios nukreipta rodyklé, tikimybés ir jvykiy srauto
intensyvumo, kuris perveda sistemg pagal duotg rodykle, sandaugai.

Zuvimo ir dauginimosi proceso diferencialines lygtis remiantis $ia taisykle tada atrodys taip:

d
(2D = — oo (t) + dyps (8)

] dp;t(t) = —(br+di)pr(6) + bg—1Pp-1(t) + dig1Pr+1(t),  k=12,..,n—1 (1.25)

1D = by +pn(t) + 1P (6)

Si diferencialiniy lygéiy sistema dar vadinama Kolmogorovo ir Felerio atvirkstiné diferencialiniy lygéiy
sistema. Ji teisinga ir pastoviems gimimy ir mir¢iy intensyvumams, ir tada, kai intensyvumai yra laiko
funkcijos:

by = b (t), k=0,1,.,n-1,

d,=d;(t), i=1,2,..,n.

Diferencialiniy lyg€iy sistemos integravimui reikia zinoti pradines salygas:

Po(0); p1(0); ...; pn(0);  XR_opr (0) = 1. (1.26)

1.3.2 STOCHASTINIS EKSPONENTINIO AUGIMO MODELIS

Remdamiesi dauginimosi ir nykimo procesy teorija, apibrézkime, kad stochastinio eksponentinio modelio
atveju populiacijos dydis laiko momentu t yra lygus N(t), kuris yra atsitiktinis dydis tegul p,(t) bus
tikimybé, kad populiacijos dydis laiko momentu t bus lygus n. Tai reiskia, kad p,(t) = P{N(t) = n}.
Savaime suprantama, kad populiacijos dydis dydzio reik§més n gali bati tik teigiami sveikieji skaiciai.
Kaip jau minéta praeitame skyriuje tarkime, kad b, nusako gimstamumo intensyvuma b, = bn, 0 d,
mirtigumo intensivyma d,, = dn, ¢ian = 0,1,2, ... ... ... , tuomet peréjimas i$ vienos populiacijos biisenos

(populiacijos padidéjimas, sumazejimas) | kitg turi tenkinti tokia salyga:
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b,At + 0At, jeii=1
. d,At + oAt, jeii =—1
PIN(t +A8) = n+iIN(®) =n} =< ™ (b BOAE + ot ]!eii - (1.27)
n n )
oAt, Kitu atvéju

Kadangi apraSomas procesas yra akivaizdziai Zuvimo ir dauginimosi procesas, jo peréjimo tikimybés

P(t) = [po(t), p1(2), ... ... , P (t) ... .....], turi tenkinti (1.25) Kolmogorovo lyg¢iy sistema, kuri yra
begaliné, o jos matriciné iSraiska bus:
% = Qp (1.28)
Cia matrica Q yra

—bg dy 0 0 ...
0= by, —-b;—d; d; 0 ... (1.29)

0 b1 _b2 - dz d3 ......
Toks eksponentinio augimo modelis yra tolydaus laiko Markovo procesas, kurio dinamika yra placiai
iStyrinéta. Verta paminéti, kad tokio modelio augimo vidurkis yra lygus:
m(t)=Nye Pt (1.30)
Akivaizdu, kad jis sutampa su deterministinio eksponentnio augimo modelio sprendiniu. Paprastumo délei

pazymékime p = e (=Dt tada tokio modelio dispersija bus lygi:

b+d
a%(t) = Ng Eb — d;p(p -1

d
Modelio dispersija auga eksponentiSkai jei b > d, tikimybe¢ kad populiacija iSnyks yra lygi (Z) No | 0 kad

No
populiacija augs iki begalybés yra lygi 1 — (%) :
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L L 1 L 1 L%
Fa

1.10 pav. Eksponentinio augimo deterministinio (mélyna kreivé) ir stochastinio (raudona lauzt¢) modeliy

sprendiniai
1.3.3 STOCHASTINIS LOGISTINIO AUGIMO MODELIS

Stochastiniame logistiniame modelyje tegul N(t) biina atsitiktinis dydis lygus gyventojy skaiciui laiko
momentu t, 0 p,(t) tikimybé, kad gyventojy skai¢iaus momentu t lygus n =0,1,...,M, kur M yra
maksimalus populiacijos dydis, k < M. Cia dydis k kaip ir determinstinio modelio atveju yra maksimalus
populiacijos nariy skaicius kurj gali iSlaikyti tam tikra aplinka. Mirtingumo ir gimstamumo rodikliai
vienam gyventojui, b ir d, dabar yra n funkcijos.

Gimstamumo ir mirtingumo rodikliai, b,, ir d,,, patenkina santykj:
b, —d, = rn(l — %) (1.31)

kur b,,ir d,, yra neneigiamos n funkcijosn = 0,1, ..., M.
Peréjimo i§ biisenos | biiseng tikimybés tenkina (1.27) lygybe, be to tikimybé p, (t) tenkina (1.28) lygtj
dp/dt = Qp, kur Q tenkina lygybe (1.29). Logistiniame augime, b,, ir d, yra neneigiamos funkcijos

apibréziamos Kai n yra baigtinis {0,1,2 ..., M } ir galioja sarysis (1.31).
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1.11 pav. Logistinio augimo deterministinio (mélyna kreive) ir stochastinio (raudona lauzté) modeliy

sprendiniai

Kadangi zmoniy populiacija dazniausiai mazai priklauso nuo aplinkos veiksniy, o gerokai daugiau
priklauso nuo ekonominiy veiksniy, daZniausiai Zmoniy populiacija prognozuojama deterministiniais
modeliais, nors savaime suprantama, kad populiacijos augimas kiekvienais metais néra vienodas dydis,

todel stochastiniai modeliai Siuo atZvilgiu turi didelj privaluma.

1.3.4 STOCHASTINIS (MATRICINIS) STRUKTURIZUOTOS PAGAL AMZIU
POPULIACIJOS MODELIS

Kaip ir deterministiniu atveju, nors eksponentinio ir logistinio augimo modeliai yra gerai iSnagrinéti
ir placiai naudojami nuo smulkiausiy bakterijy iki Zmoniy populiacijos prognozavimo, taciau nors jie
puikiai gali prognozuoti populiacijos dydj, jie nesuteikia jokios informacijos apie populiacijos sudétj pagal
amziy, lyt] ar kitus bruozus. Todé¢l patyrinékime stochastinj populiacijos struktiirizuotos pagal amziy
modelj, kur amziaus ir laikas yra diskretiis, o ilgio atzvilgiu laiko intervalai yra vienodi. Modeliuojant
Zmoniy populiacija, mums dazniausiai pakanka Zinoti populiacijos dyd;j kiekvienais metais todél darykime

prielaida, kad misy vieno intervalo ilgis bus lygus metams. Suskaidykime savo turimg populiacijg | m
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amziaus grupiy, po vienerius metus, t.y. jei zmoniy amzius dazniausiai vyrauja iki 100 mety amziaus,
suskaidome savo turimg populiacija ] 100 amziaus grupiy. Akivaizdu, kad per kiekviena tokj laiko
intervalg At =t — (t —1) = 1, lygy metams i-t0jo amziaus individai i arba mir$ta arba progresuoja j
vyresne amziaus grupe, i+1. Tegul N(t) = [N;(t), ..., Ny ()]7 Zymi m amziaus grupiy vektoriy ir N, =
Yt Ni(t) Zymi totaly populiacijos dydj. Tokio modelio populiacijos kaita galime aprasyti 1.12 paveiksle

pateikta peréjimy i§ vienos blisenos (amziaus grupés) j kita schema.

N, (£) % Ny(t + 1)

M(o) * No(e+1)

N (2) x Na(t +1)
Pm—l

N_(t) \ Ny (t+1)

1.12 pav. Peréjimy i8S jaunesnés | vyresng amziaus grupe schema

Kiekvienos i$skyrus pirmajg amziaus grupés dydj po vieno periodo galime rasti taip:
Ni(t +1) = Pi_yN;_1(t) (1.32)

Cia P; > 0 yra individo klaséje i iSgyvenimo iki jis pasiekia amziaus klase i+1 tikimybé. Pirmoji
amziaus grupé, be abejo, po vieno laiko intervalo bus lygi naujagimiy skaiciaus, kurio susilauks kiekviena
amziaus grupé per tg laiko intervala, sumai:

Ni(t+ 1) = X% biNi(t) (1.33)

Cia b; = 0 yra naujagimiy skai¢ius klaséje i ,tenkantis vienam individui, kurie i§gyvena iki laiko
intervalo pabaigos.

Tokiu budu struktirizuotos pagal amziy populiacijos dydj po vieno laiko intervalo (misy atveju
mety) galime apskai¢iuoti pagal tokig formule:

N(t+1)=LN(t) (1.34)

kur matrica L yra zinoma kaip Leslie matrica,
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_bl b2 bm—l bm_
L=|0 P 0 0
o0 0 0

L0 0 Pm—l 0 J

Dazniausiai gyvenime yra nenaudinga ir nepatogu (duomeny triikkumas ir darbo su jais sudétingumas)
skaidyti turimg populiacijg j vieneriy mety amziaus grupes. Jei tarsime, kad maksimali Zmogaus gyvenimo
trukmé miisy modelyje yra 100 mety norédami atlikti skai¢iavimus visy pirma turésime rasti 99 P;
reikSmes, bei dar tiek pat b; reikSmiy, o L taps 100x100 mato matrica. Tai gali sukelti daug nepatogumu,
todel dazniausiai gyvenime modeliuodami populiacija ja skaidome ] stambesnes nei vieneriy mety
amziaus klases. Tokiu biidy savo modelj turime jtraukti papildoma salyga, kad po vieno laiko periodo
(mety) individas priklausantis tam tikrai klasei gali ne tik pereiti | vyresn¢ klase su tikimybe P;, taciau ir

likti savo amziaus klaséje, 1.13 paveikslas iliustruoja tokiag peréjimy tarp amziaus grupiy schema.

P:ll PEE PSE Pm—lm—l Pmm

T b, N, \ N, Ne | ... Ny Ny
—_— — — —— —>

P12 PEE Pﬂ-i Pm—im—l Pm—lm

1.13 pav. Per¢jimy tarp amziaus grupiy schema

Pataisykime (1.32) lygybe pataise j:

Ni(t+1) = Pi_1;N;1(8) + P iNi(t) (1.39)
Cia P;_1; > 0 yra individo klaséje i-1 peréjimo | klase i tikimybé, po vieneriy mety. O P;; > 0 yra
tikimybé, kad individas liks savo klas¢je po vienriy mety. Tare, kad pirmoji miisy klasé yra dar nevaisinga
ir negali susilaukti palikuoniy jos dydj po vienriy mety galime aprasyti taip:

N (t+1) = Zyiz b;N;(t) + P1,1N1(t) (1.36)

Tokiu biidu (1.34) formuléje esanc¢ig matricg L (Leslie matrica) pakeisime j naujg L (Letkovich) matrica:
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P11 by b1 bm
P12 PZZ °e 0 0
L=|0 Fs 0 0 (137)
0 O Pr_1m-1 0
. 0 O Pm—l,m Pm,m-

Sio modelio privalumas lengvas jo apskaiiavimas, be to nors mes laikéme, kad peréjimy tikimybés yra
skaliarai, taip pat biity teisinga jai juos pakeistume laiko funkcijomis, tai, be abejo, gerokai apsunkinty
skai¢iavimus, taciau atverty naujas modeliavimo galimybes, kaip pavyzdziui pamodeliuoti populiacijos
kaita laike kintant (augant ar mazéjant) gimstamumui ar mirtingumui. Modelio pagrindinis trikumas yra
tai kad jis atvirksciai nei deterministinis struktiirizuotas modelis, neiSskiria vidinés ir iSorinés migracijos
efekto. Be to realiame gyvenime gali pasitaikyti, kad dél iSorinés imigracijos tam tikroje amziaus grupéje,
ar keliose grupése, tikimybé iSgyventi vienerius metus gali virSyti 1, o tai visiSkai sugriauty modelj, nes jo
rezultatai tapty iSkreipti. Galvojant apie Lietuvos populiacija Zinome, jog tai yra labiau teorinés
problemos, nes bent jau kol kas Lietuvoje imigracija stipriai nusileidZzia emigracijai kiekvienoje amziaus

grupgéje.
2. TIRTAMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1 LIETUVOS RESPUBLIKOS DEMOGRAFINIAI DUOMENYS

Duomenys apie Lietuvos Respublikos demografinius rodiklius: esamg gyventojy skaiCiy,
gimstamumag, mirtinguma bei migracija, yra nesunkiai pasiekiami ir prienami kiekvienam Lietuvos
statistikos departamento internetinéje svetaingje () arba eurostat internetin¢je svetain¢je. Nors pastaroji yra
naudinga tuo, kad kaupia visy Europos valstybiy duomenis, taCiau yra gana sudétingai valdoma, ir
nepritaikyta duomeny eksportui. Tod¢él savo darbe daugiausiai naudojausi Lietuvos statistikos
departamento duomenimis, juos kaupiau, analizavau ir ruoSiau modeliavimui MS Exel programa. (Visi
mano naudoti istoriniai demografiniai duomenys pateikiami 1 ir 2 darbo prieduose). Kadangi Lietuva yra
nepriklausoma tik pora deSimtmeciy Lietuvos statistikos departamentas kaupia informacijg apie pilieCiy
migracija tik nuo 1994 mety. Dauguma demografinés informacijos apie atskiras amziaus grupes yra
pasiekiama tik nuo 2000 ar vélesniy mety. Todél yra neimanoma padaryti gilig pusés amziaus ar ilgesne

gimstamumo ar kity rodikliy analiz¢ jvairiose amziaus grupése.
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Kadangi 2004 metais Lietuva tapo Europos Sajungos nare ir musy pilie¢iams atsivéré galimybé

laisvai (ar bent jau laisviau) migruoti Europoje, a§ savo darbe daugiausiai analizavau 2004-2013 mety
duomenis ir pagal juos atlikau prognozes.

2013 metais statistikos departamento duomenimis Lietuvos Respublikoje gyvena 2971905 zmonés. Gaila

taciau iSsamesni duomenis apie gyventojy sudétj pagal amziy, gyventojy mirtinguma bei gimstamumg, dar

néra pilnai apdoroti Lietuvos statistikos departamento ir yra nepasiekiami, tod¢l savo darbe naudosiuosi

Eurostat arba Lietuvos statistikos departamento duomenimis nuo 2001 iki 2013 mety.
2.1.1 ISTORINIU DUOMENU ANALIZE

Siame skyrelyje paméginsime apzvelgti turimus Lietuvos demografinius (gyventojy kaitos,
gimstamumo, mirtingumo bei migracijos) duomenis. Aptarsime demografines kaitos tendencijas bei
pabandysime nuspéti kokiy prognoziy galime tikétis.

Lietuvos teritorijoje nuo 1987 iki 2011 mety dabartinéje Lietuvos teritorijoje vyko 8 visuotiniai

gyventojy surasymai (2.1 lenteléje pateikiami jy duomenis).

2.1 lentelé

Gyventoju skaicius Lietuvos teritorijoje visuotiniy gyventoju suraSymuy duomenimis

Metai 1897 | 1923 1959 | 1970 | 1979 | 1989 | 2001 | 2011 | 2013
Gyventojy sk.
Min. 2.75 | 2.146 2.711 3.1|3.398 | 3.369 | 3.46 | 3.244 | 2.971

Kasmeté Lietuvos gyventojy kaita Lietuvos statistikos departamento pradéta fiksuoti tik nuo 1970

mety, (tikslis duomenys pateikiami 1 priede):
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2.2 pav. Lietuvos gyventoju gimstamumo ir mirtingumo kaita 1970-2013 metais
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2.3 pav. Lietuvos gyventojy migracijos kaita 1994 - 2013 metais

Kaip matome i$ 2.1 2.2 ir 2.3 pav. Iki 1992 mety Lietuvos populiacija sparé¢iai augo, ta¢iau nuo 1992
mety dél stipriai sumaZzéjusio gimstamumo (tai jtakojo po soviety sgjungos zlugimo iikio smukimas
Lietuvoje, gyventojy neuztikrintumas dél ateities ir daugybé kity faktoriy) ir iSaugusios emigracijos
Lietuvos gyventojy skaicius jau beveik 2 deSimtmecius sparciai mazéja ir artéja prie 1970 mety lygio.
Mazéjimas dar labiau pagreitéjo po 2008 mety pasaulinés ekonomikos krizés, kuri neigiamos jtakos turé¢jo
ir Lietuvos tkiui. Tai i88auké dar neregétus emigracijos mastus. I§ gimstamumo rodikliy galime pastebéti,
kad gimimy dugnas Lietuvoje buvo apie 2002 metus, galbit d¢l vyriausybes iSleisty gimstamuma skatinti
turéjusiy jstatymy: ilgy ir gerai apmokamy motinystés atostogy, gimstamumas nuo 2002 mety stabiliai
augo, taCiau po 2008 mety krizés apkarpius motinystés atostogas bei jy apmokéejimg, vél pastebimas
gimstamumo maz¢jimas. | tai verta atsizvelgti galvojant apie Lietuvos demografiniy problemy sprendimo
biidus.

Taigi tokie duomenys akivaizdziai sufleruoja, kad artimiausiu metu Lietuvos gyventojy skaicius
tikrai mazes, net jei gimstamumo rodikliai artimiausiu metu aplenkty mirtingumo, Lietuvos populiacijos
vis tiek neigiamai veikty nepakeliamai didelé gyventojy emigracija. Todél galime nesitikéti labai
optimistiniy prognoziy. Beje, Lietuvos Vyriausybés ir Europos Sajungos prognozémis Lietuvoje 2050

metais tegyvens 2500000 zmoniy.
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2.1.2 LOGISTINIO IR EKSPONENTINIO MODELIY PARAMETRAI

Pazvelgus j (1.4) logistinés lygties sprendinj, akivaizdu, kad norint prognozuoti populiacija, mums
reikia zinoti Salies gimstamumo, mirtingumo, imigracijos ir emigracijos metinius rodiklius vienam
gyventojui t.y. &, bei Salies tikslig populiacija duotuoju laiko momentu Ng. Pazymékime gimimy skaiciy

per metus g mirimy skaiciy per metus m imigranty skai¢iy per metus i emigranty skaiciy per metus e tada

No
Sie rodikliai nuo 1994 mety yra kaupiami Lietuvos statistikos departamento ir nesunkiai prieinami
kiekvienam. Taciau, be to, mums reikia Zinoti ir parametro k reik§me. Kadangi k parametras nusako kokio
dydzio populiacija galéty stabiliai gyventi Lietuvoje, susiduriame su pirma problema, nes tokiy tyrimy
mano ziniomis Lietuvoje atlikta néra. Galima tik spéti, kad Lietuvoje galéty gyventi gerokai daugiau
zmoniy, nei dabar. Kaip bebiity apytiksle k parametro reikSme¢ nesunku surasti logistiniu modeliu
prognozuojant jau zinomus praeities duomenis. Mano skai¢iavimais teoriné kK reik§mé pagal istorinius

Lietuvos Respublikos demografinius rodiklius yra 15 min.
2.1.3 STRUKTURIZUOTU MODELIU DUOMENU MASYVAI

Pazvelgus j (1.11) lygéiy sistema, ir (1.34) lygtj akivaizdu, kad norint prognozuoti populiacija,

mums reikia zinoti $alies gimstamumo, mirtingumo, imigracijos ir emigracijos metinius rodiklius vienam

.....

duotuoju laiko momentu, bei jy sumg No. Be to mums reikia Zinoti ir vidinés migracijos kiekvienoje
grupéje dydj. Arba (1.34) lygties atveju mums reikia zinoti kiekvienos grupés iSgyvenimo savo amziaus
grupéje tikimybe P;; arba peréjimo | vyresnig amziaus grupe tikimybe Pi,i+1- Tarkime, kad turimg
populiacija suskaidome j n amZziaus grupiy tada kiekvienoje amZiaus grupé¢je papildomai mums reikés
Zinoti ir vyriausiy toje amziaus grupéje individy skaiciy, nes jie po mety jau priklausys vyresnei amziaus
grupei t.y. emigruos j kitg grupe. Jei populiacijg suskaidytume pameciui (j vieneriy mety amziaus grupes),
akivaizdu, kad vidiné migracija biity lygi grupés dydziui.
Pazymékime gimimy skai¢iy per metus kiekvienoje amziaus grupéje g, tada
91
92
g=1 ..
In
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Mirimy skaiciy per metus kiekvienoje amziaus grupéje m,
my
ms |
m=\ ..
i, /

Imigranty skai¢iy per metus kiekvienoje amziaus grupéje |,

Emigranty skai¢iy per metus kiekvienoje amziaus grupéje i
€1
e\
e=1 ..
é /

Kiekvienos grupés vyriausiy individy skaiciy grupéje, kurie kitamet pereis j kita grupe pazymékime

Ev.
/Evl
Ev,
Ev =

o |
kEvn/
Tada gimimy, mirimy imigracijos ir emigracijos intensyvumas kiekvienoje amziaus grupéje bus:
gi=gi/Noi, mi= mi/Noj, ii= 1i/Noj, ei=ei/Noi.
gil\ mil\ /iil\ /eil\
gis mi, i, ei,

o mi=| L =] L Jei=]
gin mi, ii, eiy

Pazymeékime, kad kiekvienos amziaus grupés vyriausiy nariy, kurie kitagmet migruos | vyresne

Nevl

Nevz
Ney =| ...

Nevn/

Tuomet vidinés migracijos intensyvumas kiekvienoje grupéje bus:

gi

amziaus grupe skaicius, yra Nev.
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Evy Evi,
Nevl /Eviz \

Evz LR}
Nevz =

\ Evn \E vi,
Nevn

Turédami Sivos duomenis, galime sudaryti misy tyrimui svarbiausig (1.12) A bei L (1.37) matricas.

Evi =

T 9> In-1 YIn
Evi, 72 0 0
Evi
A= 0 . 2 . 0 . 0
\ 00 T O
0 O Evin—l Tj
v. gi—Mj—ej+i;—Evi;—NO;*Evi; .
[T i A e L AP T; parodo kokio procento zmoniy neteks jei t; > 0 arba kokiu

NO;

procentu zmoniy pasipildys jei t; < 0 i-toji amzZiaus grupé .

Pp; g2 In-1 YIn
Evi, Pp, - 0 0
L= 0 ' Evi, . 0 . 0
\ 00  Ppy O /
0 0 Evin—l Ppi
Cia N0i+gi_mi_ei;loi__Emi_NOi*Emi = Pp; tikimybé pasilikti toje paioje amZiaus grupéje ir
L

Kitais metais.
Kadangi Lietuvos statistikos departamentas savo duomeny bazéje pateikia mums reikiamus

statistikos rodiklius suskaidytus smulkPp;iausiai j penkeriy mety amziaus grupes, savo tyrime
smulkiausiai populiacijg skaidysiu taipogi j penkeriy mety amziaus grupes. Kaip ir Logistiniu modeliui
gimstamumo, mirtingumo, imigracijos ir emigracijos rodiklius imsiu kaip 2004-2013 mety rodikliy

vidurkius (zr. 2 priedas).
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2.4 pav. Gimstamumo ir mirtingumo intensyvumas Lietuvoje 5 mety amZiaus grupése
Kadangi niekas neemigruoja i§ paskutinés amziaus grupés j vyresniagja, nes nebéra kur emigruoti.
a$ laikysiu, kad mirtingumas vyriausioje amziaus grupéje lygus nuliui, o vidiné emigracija - Evp

vyriausioje amZziaus grupéje bus lygi mirusiy Zzmoniy skai€iui $ioje grupgje.
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2.5 pav. Migracijos intensyvumas Lietuvoje 5 mety amZiaus grupése
Gausiausiai i§ Lietuvos emigruoja gyventojai i§ amziaus grupiy, kuriose yra didziausias

gimstamumo intensyvumas, tai, be abejo, turéty turéti labai neigiamag jtakag misy Salies populiacijos
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augimui. Kadangi nuo emigracijos labiausiai nyksta gimdancios ir auginancios vaikus amziaus grupés, t.y.

kiekvienos sveikos visuomenés ,,stuburas®.
2.2. STRUKTURIZUOTOS POPULIACIJOS MODELIU JAUTRUMO TYRIMAS

Pries atlieckant Lietuvos respublikos gyventojy skaiCiaus prognozes svarbu patyrinéti,
prognozavimui naudojamy modeliy jautrumg. Dirbant su dideliais duomeny masyvais lengva padaryti
klaida, todel svarbu zinoti ar tyrinéjami modeliai yra jautriis nedideliems pradiniy duomeny pokyciams, ar
atvirk$ciai jie visiSkai nejautriis ir netgi padare didele klaidg sudarinédami pradiniy duomeny masyvus,

gausime panaSy rezultatg | tg jei klaidos padar¢ nebtutume. Tarkime pradiniai 1.2.5 ir 1.3.3 skyreliuose

aprasyty modeliy masyvai yra:
—0.020494 0.009644 0
A=| 0.035083 —0.040269 + A 0
0 0.028702 +A  —0.0461105
0.979505 0.009643 0
L =10.035083 0.95973 + A 0
0 0.028701 + A 0.953388

Patyrinékime kaip skaiCiavimo rezultatai priklausys nuo A reik§més. 2.6 paveiksle pavaizduota
stochastinio ir deterministinio modeliy priklausomybé nuo pradiniy duomeny masyvy, t.y. nuo parametro
A. Mélyna kreivé tai abiejy modeliy prognozé 35 metams, kai A= 0, raudona kreivé, kai A= 0,001, juoda
kreivé kai A= 0,01, o zalia kreivé kai A= 0,05.
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2.6 pav. Struktiirizuoty modeliy jautrumo tyrimas
Akivaizdu, kad netgi menkiausi A parametro pokyc¢iai sukelia didelius galutiniy rezultaty poky¢ius,
todel pries atliekant prognozes yra labai svarbu, gerai ir preciziS8kai sudaryti bei parengti pradinius
modeliavimo duomenis. Net prastai suskaiCiavus vieng i§ daugelio parametry galime gauti visiskai
nerealistiSkg prognozg, absoliuciai neatspindésiancig realios situacijos. Tai ypacC svarbu skaidant
populiacijg 1 daugiau nei tris grupes, nes didé¢jant duomeny masyvo apimtims did¢ja ir tikimybé padaryti

klaida.

2.3 LIETUVOS RESPUBLIKOS GYVENTOJU SKAICIAUS IR SUDETIES
PROGNOZAVIMAS

Prognozavimui atlikti naudosimés duomenimis, esanciais 1 ir 2 priedo lentelése. 1 priede pateikiama
daugiameté Lietuvos demografiniy duomeny statistika, nestruktiirizuota pagal gyventojy amziaus grupes
ar lygt], tuo tarpu antrame priede pateikiama struktiirizuoti pagal amziy bei lytj Lietuvos gyventojy

demografiniai rodikliai.
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2.3.1. LIETUVOS RESPUBLIKOS GYVENTOJU SKAICIAUS IR SUDETIES
PROGNOZE LOGISNIU MODELIU

2.2 lentelé
Lietuvos Respublikos demografiniy 2004-2013 mety duomeny statistiniai duomeny vidurkiai
Gimeé Miré Imigravo Emigravo
32515 42719 22011 31311

Logistiniu deterministiniu ir logistiniu stochastiniu modeliais atlikes prognoze 35-iems metams su
3.3 lentelés duomenimis ir K laikydami 15 milijony gausime tokj Lietuvos populiacijos kitimo grafika.
(Tiksliis prognozavimo rezultatai pateikiami 4 priede)

3.6 paveiksle pateikiama reali Lietuvos populiacijos kaita 1970-2013 metais (juoda kreiveé).
Logistiniu deterministiniu (mélyna kreivé) ir logistiniu stochastiniu (raudona kreivé) modeliais
apskaiciuotos Lietuvos populiacijos kaitos prognozés 35-iems metams. IS grafiko matyti, kad Lietuvos
populiacija pastoviai mazés abiem atvejais, mazéjimas kiek mazesnis logistinio modelio prognozéje.
Modeliai rodo, kad Lietuvoje 2048 metais gyvens 2400000 arba 250000 zmonés. Sios prognozés yra
panasSios j Lietuvos respublikos vyriausybés ar Europos komisijos, kurios prognozuoja, kad Lietuvoje

2050 metais gyvens 2500000 gyventojy.

x10°
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4 I I I 1 I I 1
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2.7 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé 2013-2048 metais
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IS logistiniy modeliy prognoziy negalime suzinoti jokios informacijos apie populiacijos sudéti, ar ji
senés, ar jaunés, kokia issilaikys vyry motery proporcija. Todél Sias prognozes laikysime daugiau kaip
kelrode zvaigzde, savo tolimesniuose tyrimuose. Prognozuojant stochastiniu modeliu laikiau, kad

populiacijos prieaugio reikSme € yra atsitiktinis dydis su vidurkiu sutampanciu deterministinio modelio
vidurkiui, o dispersija lygi T000" Kaip bebiity akivaizdu, kad deterministinis modelis geriau tinka biitent

zmoniy populiacijos prognozavimui, nes zvelgiant | istorinius duomenis, akivaizdu, kad Zmoniy
populiacija, nors ir ne nuolatos auga tuo paciu tempu, taciau atskiromis atkarpomis tikrai galime laikyti

kad augimo intensyvumas yra vienodas.

2.3.2 LIETUVOS RESPUBLIKOS GYVENTOJU SKAICIAUS IR SUDETIES
PROGNOZE STRUKTURIZUOTOS POPULIACIJOS MODELIAIS

Norint realiai prognozuoti ne tik populiacijos skaiCiy, bet ir jos sudétj pagal amziy ar Iyti,
pasitelkime 1.2.5 ir 1.3.3 skyreliuose aprasytus modelius. Natiraliai kyla klausimas j kelias dalis geriausia
skaidyti turimg populiacija? Kaip nuo to priklauso prognozavimo rezultatai? AiSku mes negalésime
suskaidyti populiacijos | mazesnes nei 5 mety grupes, nes surinkti tokig informacija uztrukty be galo daug
laiko, kadangi Lietuvos statistikos departamentas ir Eurostat agentiira tokios informacijos nerenka arba
nepateikia. Paméginsime atlikti prognozavimo eksperimentus suskaid¢ Lietuvos populiacijg j 3, 9 18, bei
36 grupes. Pirmais trimis atvejais populiacijg skaidysime tiktai pagal amziy. Atitinkamai j grupes kas 30,
kas 10 ir kas 5 metus. Paskutiniu atveju populiacijg skaidysim j 18 grupiy pagal amziy, bei lyt] (vyrus ir
moteris)

Pradékime nuo populiacijos skaidymo j tris amziaus grupes: 0-29 mety, 30-59 mety ir 60+ mety.
Deterministinio modelio duomeny matrica A ir Stochastinio-matricinio modelio duomeny matrica L jgys

tokias reikSmes:

—0.020494 0.009644 0
A= ( 0.035083 —0.040269 0 )
0 0.028702  —0.0461105
0.979505 0.009643 0
L= (0.035083 0.95973 0 )
0 0.028701 0.953388
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Kadangi 1.2.5 modelio lyg€iy sistemg galime iSspresti daugeliu metodu, t.y. Oilerio, matricy,
neapibréztyjy koeficienty ir apytiksliais metodais, galime uzrasyti kiekvieno i§ metody tiksly sprendinj ir

jo i8raiSka. Analizinis sprendinys Oilerio metodu bus lygus:

N 0 0.055314 —0.568074
N(t) = —415074 * (0] x e70-046110<t § 179862 * [ —0.175493 | x o —0-051265171xt _ 875965 « ( ~0.6476759 | %
1 0.982746 —0.507747
e—0.00949862*t
Analizinis sprendinys matricy metodu bus lygus:
_ 0.05628597 1.118812 0 @—0.046110xt 0 0
N = —0.179592 1.275586 0 | * 0 e~0.051265171xt 0
1 1 1 0 0 e—0.00949862*t
46771484 —4.102309835 0 1075239
x| 0.65850364  0.20638178 0 |+ | 1182820
~53356520 3.895928054 1 713846
Sprendinys apytikslio skai¢iavimo metodu tada bus lygus:
. 1 0 O —0.020494 0.009644 0
NO=(lo 1 o]+( 0.035083 —0.040269 0
0 0 1 0 0.028702 —0.0461105
1/ —0.020494 0.009644 0 2
+§ 0.035083 —0.040269 0
0 0.028702 —0.0461105
1/ —0.020494 0.009644 0 3
+€ 0.035083  —0.040269 0
0 0.028702 —0.0461105
1 [ —0.020494 0.009644 0 4
+ﬁ 0.035083  —0.040269 0
0 0.028702 —0.0461105
—0.020494 0.009644 0 5
+Fo 0.035083  —0.040269 0 * t
0 0.028702 —0.0461105

Atskirai neiSskirsiu sprendinio neapibréztyjy koeficienty metodu, nes jis labai panaSus j Oilerio ir
matricy metodus, o jo sprendinys savaime aisku turi su jais visiskai sutapti. Analiziniy sprendiniy skaidant
populiacijg | smulkesnes grupes nepateiksiu dél labai didelio duomeny matricy A ir L formato. Kyla
natiiralus klausimas dél to kiek nariy reikia sudéti skaiCiuojant™ apytiksliu metodu, kad gautume norima
tiksluma, 2.8. paveiksle pateikiama kaip priklauso sprendinio tikslumas nuo pasirinkto sudedamy nariy
skaiCiaus. Mélyna kreive, tikslaus sprendinio Oilerio metodu grafikas, raudona kreivé apytikslio

skai¢iavimo metodo grafikas, kai sudedami 3 eilutés nariai, juoda kreivé apytikslio skai¢iavimo metodo
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grafikas, kai sudedami 4 eilutés nariai, zalia kreivé apytikslio skaic¢iavimo metodo grafikas, kai sudedami

5 eilutés nariai.
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2.8 pav. Apytikslio skai¢iavimo metodo tyrimas
Akivaizdu, kad kuo daugiau nariy sudedame, skai¢iuodami apytikslio skaiiavimo metodu, tuo
ilgesnj laika t rezultatai sutampa su tiksliy metody rezultatais. Taciau nors skaidant populiacijg i tris
amziaus grupes pakankamo tikslumas gaunamas sudéjus tik 6 eilutés narius, skaidant populiacija | daugiau
grupiy, t.y. didinant A matricos matg reikia sudéti gerokai daugiau eilutés nariy. Kai populiacija skaidoma
1 9 grupes reikia sudéti 14 eilutés nariy. Be to, akivaizdu, kad tikslumas taip pat priklauso ir nuo

prognozavimo laiko t, kuo ilgesniam laikui norime atlikti prognoze, tuo daugiau nariy reikia sudéti.

2.9 pav. Pateikiamos Lietuvos populiacijos prognozés 35-iems metams, populiacija skaidant j tris
amziaus klases, naudojant stochastinj (mé¢lyna kreive) ir deterministin} (raudona kreive) struktiirizuotos
populiacijos modelius. Deterministinio modelio rezultatai gauti visais trimis metodais (Oilerio *, Matricu

0, apytikslis tiese).
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2.9 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé struktiirizuotos pagal amziy populiacijos

modeliais 2013-2048 metais (kai grupiy skaicius yra 3)

Abiejy modeliy prognozés yra labai artimos, pagal jas Lietuvoje 2048 metais tegyvens 2260997 arba
2253318 gyventojai.

Lietuvos Respublikos gyventojy sudeétis
pagal amiiy

1500000 1000000 500000 0 500000 1000000

2.10 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal 3 amzZiaus grupes 2013 (juodi stulpeliai) ir 2048

metais (mélyni stulpeliai stochastinio modelis, raudoni deterministinis )



Suskaide populiacij
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319 dalis gausime amziaus grupes nuo 0 iki 9 mety, nuo 10 iki 19 ir t.t. iki 80+

mety amziaus grupés. 2.11 paveiksle matyti, kad skai¢iuodami abiem modeliais (stochastinis mélyna

kreivé, deterministinis raudona) gavome, kad Lietuvoje 2048 metais tegyvens 2145000 gyventojai.
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2.11 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé struktiirizuotos pagal amziy populiacijos

modeliais 2013-2048 metais (kai grupiy skaicius yra 9)

Lietuvos Respublikos gyventojy sudetis pagal
amiiy

500000

400000 300000 200000 100000 0 100000 200000 2 SODOODD 400000

2.12 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal 9 amZiaus grupes 2013 (juodi stulpeliai) ir 2048

metais (mélyni stulpeliai stochastinis modelis, raudoni deterministinis )
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Analogiskai gailime suskaidyti populiacijg ir ; 18 daliy, t.y. | amziaus grupes po 5 metus. 2.13
paveiksle matyti, kad taip skai¢iuodami abiem modeliais gauname, kad Lietuvoje 2048 metais tegyvens

apie 2100000 gyventojy.
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2.13 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé struktiirizuotos pagal amziy populiacijos

modeliais 2013-2048 metais (kai grupiy skaicius yra 18)
Lietuvos Respublikos gyventojuy sudétis pagal amiiy

—
e—iw
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2.14 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal 18 amZiaus grupiy 2013 ir 2048 metais
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Galiausiai suskaidykime Lictuvos populiacija j 36 dalis, t.y. pirmiausiai suskaidykime pagal lytj |
vyrus ir moteris, o po to kiekvieng lytj atskirai suskaidysime j 18 amziaus grupiy. 2.15 pav. matyti, kad
skai¢iuodami abiem modeliais (stochastinis mélyna kreivé, deterministinis raudona) gavome, kad
Lietuvoje 2048 metais pagal pesimistiSkesne stochastinio-matricinio modelio prognoze gyvens kiek

maziau nei 2 mln. gyventojy, arba pagal kiek optimistiSkesne deterministinio modelio prognoze — 2,1 min.

gyventojy.
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2.15 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé struktiirizuotos pagal amzZiy populiacijos

modeliu 2013-2048 metais (kai grupiy skaicius yra 36)

Skaidant populiacija | smulkesnes grupes stochastinio-matricinio modeliy prognozés visiskai
sutapo, arba buvo labai panasios, taciau skaidant populiacija j 36 klases jos pradéjo skirtis, tai galéjo
jtakoti pradiniy duomeny paklaidos, kadangi modeliai yra labai jautrts. Kaip bebiity, rezultatai visgi yra
pakankamai artimi. Patyrinékime, kaip skirsis abiejy modeliy populiacijos sudéties prognozes. 2.16 ir 2.17
paveiksluose pateiktas abiejy modeliy prognozés palyginimas su 2013 mety Lietuvos populiacijos

sudétimi pagal amziy ir lytj.
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2.16 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal lytj ir amZiaus grupes 2013 ir 2048 metais

(deterministinio modelio prognozé)
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2.17 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal lytj ir amZiaus grupes 2013 ir 2048 metais

(stochastinio-matricinio modelio prognozé)
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Akivaizdu, kad skaidant populiacija 1 36 klases, t.y. pagal lytj ir | 18 amziaus grupiy, Lietuvos
Respublikos gyventojy sudéties pagal amziy ir lyti abiejy modeliy prognozés yra labai panaSios. Kyla
klausimas, kaip prognozés atrodyty, jei laikytume, kad populiacijos augimas néra pastovus dydis, taciau
laiko funkcija? Tarkime, kad emigruojanciy i§ Lietuvos zmoniy procentas nuo visos populiacijos skai¢ius
artimiausius 35 metus nuosaikiai mazés po 2,5%, tuo tarpu imigruojanciy procentas didés po 1,25% .
Pasinaudoj¢ stochastiniu-matriciniu modeliu gauvome tokig Lietuvos gyventojy skaiCiaus ir sudéties

prognoze 2048 metams:

B Moteryg
B Yyrai 20
Vyrai 20

Moterys

150000 100000 50000 o 50000 100000 150000

2.18 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal lytj ir amZiaus grupes 2013 ir 2048 metais (kali
modeliuojamos migracijos kaitos tendencijos)
Pagal ja Lietuvoje 2048 metais gyvens 2373649 zmonés. Tarkime, kad per artimiausius 35 metus
Lietuvoje vyraus ne tik jau minétos migracijos tendencijos, taciau didés ir gimstamumas 1,25% kasmet.
Padare tokias priclaidas gausime, kad 2048 metais Lietuvoje gyvens 2629779 gyventojy. Lietuvos

gyventojy skaiciaus ir sudéties prognoze 2048 metams pateikiama 2.19 paveiksle.



62

150000 100000 50000 o 50000 100000 150000

2.19 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal lytj ir amZiaus grupes 2013 ir 2048 metais (kai

modeliuojamos migracijos ir gimstamumo kaitos tendencijos)

2.4 REZULTATU PALYGINIMAS

Atlikus visus eksperimentus ir skai¢iavimus su skirtingais modeliais, galime palyginti gautus
rezultatus. IS 2.3.2 skyriuje pateikty rezultaty akivaizdu, kad abiejy struktiirizuotos populiacijos modeliy
rezultatai yra labai panasis arba sutampa absoliuciai, iSskyrus, kai populiacija skaidome i 36 klases.
Taciau galime palyginti, kaip rezultatai priklauso nuo klasiy skaiciaus i kurias skaidome populiacija. 2.19
paveiksle pateiktos deterministinio ir stochastinio-matricinio modeliy prognozés 2048 metams, kai
amziaus grupiy yra 3 (juoda kreivé), amziaus grupiy yra 9 (raudona kreivé), amziaus grupiy yra 18
(mélyna kreivé) ir kai klasiy yra 36 (Zalia ir roziné kreivés). Akivaizdu, kad didéjant amziaus grupiy,

klasiy skai¢iui prognozés rezultatai pesimistiskéja.
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2.20 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognoziy palyginimas skirtingais modeliais

Svarbu taip pat tyrinéti, kaip populiacijos skaidymas veikia populiacijos sudéties prognozes. 2.21
paveiksle pateikta trijy amziaus grupiy (jauniausia grupé 0-29 metai, vidurinioji 30-59 metai ir seniausia
grupé 60+) prognozés 2048 metams, kai amziaus grupiy yra 3 (mélyni stulpeliai), amziaus grupiy yra 9
(raudoni stulpeliai), amZiaus grupiy yra 18 (geltoni stulpeliai) ir kai klasiy yra 36 (zali stulpeliai). Juodi
stulpeliai yra dabartiné Lietuvos populiacijos sudétis pagal amziy. Akivaizdu, kad did¢jant amziaus
grupiy, klasiy skai¢iui prognoziy rezultatai kiekvienoje amziaus grupéje proporcingai mazéja, kaip mazéja
ir visos populiacijos prognoze.

Taipogi, svarbu palyginti, kaip skiriasi paprastos prognozés, t.y. tos kuriose laikome, kad
populiacijos demografiniai rodikliai yra pastoviis dydziai ir tos kuriose laikome, kad demorafiniai
rodikliai yra nuo laiko priklausancios funkcijos. 2.22 paveiksle pateikiama paprasta prognoze (raudona
kreivé) ir prognozé, kai modeliuojame, kad emigracija kasmet mazés po 2,5%, 0 imigracija augs po 1,25%
(juoda kreivé), bei kai modeliuojame, kad be imigracijos minéty tendencijy gimstamumas taipogi augs
1,25% (mélyna kreive). Pagal pastaraja prognozg apie 2035 metus Lietuvos populiacija turéty pasiekti
demografinj dugna, bei atsispyrusi nuo jo po 45 mety pertraukos pradéti vél augti.
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2.21 pav. Lietuvos populiacijos sudétis pagal amzZiaus grupes 2013 ir 2048 metais
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2.22 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognoziy palyginimas skirtingais modeliais
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA NUORODOS VARTOTOJUI

Sio darbo tikslams jgyvendinti: tyrinéti pasirinktus modelius, jy parametrus bei sprendinius,
apskaiCiuoti Lictuvos Respublikos gyventojy kaitos prognoze ir pateikti tyrimy ir prognozés grafine
vizualizacijg, pasirinkau MS Exel, bei MATLAB programinius paketus. MS Excel paketa naudojau tik
statistinés informacijos i§ Lietuvos statistikos departamento, bei ,,Eurostat™ apdorojimui ir sugrupavimui,
kai kuriy duomeny faily paruoSimui. Tokj pasirinkima nulémé labai patogus duomeny importavimas i$
Lietuvos statistikos departamento | MS Excel programa, bei programos prieinamumas kiekvienam ir
populiarumas. Likusius tyrimus atlikau su MATLAB paketu, kadangi tai turbiit garsiausias ir galingiausias
i$§ visy specializuoty matematiniy pakety, turintis daugybe jau parengty funkcijy (savo darbe naudojausi
dviem parengtomis funkcijomis:[V,D] = eig(X) ir [T,J] = jordan(X), (eig() funkcija randa X matricos
tikrines reikSmes ir tikrinius vektorius, 0 jordan() funkcija randa matricos X dzordano formos matricg bei j
ja transformuojancia matricg), kuriomis lengva naudotis, bei paprasta, kiekvienam jkandama
programavimo kalba, kurios sintaksé yra trumpa ir nereikalaujanti didelio programuotojo iSprusimo. Be
to, paketas turi puikias grafinio rezultaty pateikimo galimybes, labai patogi vartotojo aplinka ir geras
paketo apraSymas. Taip pat labai svarbu skaiCiavimy tikslumas ir greitis, leidZiantis atlikti reikalinga
duomeny analize¢ efektyviai ir greitai.

Visi mano sukurti metodai bei algoritmai pateikiami 4 priede. Kiekvienos amziaus grupés
prognozavimo, bei modeliy tyrimo programos yra pateikiamos atskirame faile. Spendinys2.m,
Spendinys10.m, Spendinys18.m, grafikai pagr.m. Vartotojo sgsaja néra sukurta, taciau naudojimasis
programa yra ir taip labai paprastas, vartotojui reikia jvesti tik teisingg direktorija, kurioje yra duomeny
failai, kurie pateikiami prie darbo esancioje laikmenoje. Kiekvieno i§ minéty faily pradzioje esancioje
eilutéje dir = 'C:\Users\Vartotojas\Desktop\Bakalauras\Duomenys\'; Reikia jvesti direktorijos,
kurioje yra duomeny failai, tikslig lokacija. Programos atlieka visus darbe naudotus skai¢iavimus, taciau
ju nei$veda j pagrindinj programos langa, ta¢iau tai nesunku atlikti kiekvienam savarankiskai. Programos
naudoja mano paraSytas funkcijas Sprendinys(V,D,t) kuris suformuoja Oilerio metodo sprendinj, bei
MSprendinys(J,t), kuris suformuoja matricy metodo sprendinj. Taip pat naudojama Aformavimas(D)
funkcija, kuri suformuoja duomeny matricas i§ duomeny faily. LogExBand.m metodas skirtas logistinio ir
eksponentinio modeliy tyrimui, Sprendiniu graf.m skirtas tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos su
pastoviais koeficientais sprendiniy tyrimui, markoveks.m skirtas stochastinio eksponentinio modelio

tyrimui. Visi falai.m yra su komentarais ir nuorodomis vartotojui.
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4. DISKUSIJA

Vien pazvelgus | Lietuvos demografinius rodiklius aisku, kad artimiausius metus, jei niekas
nesikeis, Lietuvos Respublikos gyventojy skaicius nuolatos mazés. Tac¢iau netgi ir Lietuvos vyriausybés
bei Europos Sajungos prognozeés, kurios teigia, kad Lietuvoje 2050 m. gyvens 2,5 mln. Zzmoniy panasu,
kad yra tikrai labai optimistiskos, pagal mano atliktas prognozes Lietuvoje 2048 metais gyvens tarp 2 ir
2.3 min. gyventojy. Prognozuojamas ne tik rySkus gyventojy mazéjimas, taciau taipogi Zymus kokybinis
pasikeitimas gyventojy sudétyje pagal amziy. Jei Siandien Salyje gyvena beveik 36% jauny (iki 30 mety
amziaus) zmoniy 40% vidutinio ( iki 60 mety) ir kiek daugiau nei 24% pagyvenusiy (vir$ 60 mety)
Zmoniy, pagal gautas prognozes 2048 m. gyventojy procentin¢ sudétis pagal amziy pakis labai nezymiai,
net pagal pesimistiSkiausig prognoze 2048 m. Salyje gyvens kiek daugiau nei 35.5% jauny (iki 30 mety
amziaus) zmoniy 35.5% vidutinio (iki 60 mety) ir kiek daugiau nei 29% pagyvenusiy (vir§ 60 mety)
zmoniy. Tai sutinka su viesojoje erdvéje girdimomis prognozémis apie Lietuvos visuomenés senéjima,
nors jis neprognozuojamas, labai greitas ir staigus. Galbut dél to, kad po 35 mety gausiausios 1990 mety
kartos dar nebus pensinio amziaus, ir be to dél auksto pagyvenusiy Zzmoniy mirtingumo, ypac vyry tarpe
visi modeliai, nepriklausomai nuo jy skaidymo j grupes, Lietuvai nezada didelio visuomenés senéjimo, tik
5% santykinj pagyvenusiy Zmoniy padidéjima visos populiacijos atzvilgiu. Tai gali biiti visai jtikimas
dalykas, nes stabilizavusis masinei emigracijai i§ Lietuvos ir didéjant imigracijai, bei gausiausioms 1988-
1991 m. kartoms pasiekus reprodukcinio piko amziy, galime tikétis santykinai didesnio gyventojy
prieaugio Lietuvoje. Kad ir kaip ten biity, nors gyventojy sandaros prognozés ir néra labai pesimistinés,
taciau vien jaunimo populiacijos drastiSkas sumazéjimas nuo 1075239 iki 765641, t.y. daugiau nei trimis
Simtais tukstanciy, gali labai skaudziai paveikti Lietuvos Svietimo sistemg. Mazésiantis mokiniy skaicius,
ypa¢ kaimo vietovése, mazésiantis studenty skaiCius gali sukelti dideliy finansiniy problemy Lietuvos
Svietimo jstaigoms. Todél galbiit moksleiviy, o ypac studenty reikty dairytis svetur? Taip pat drastiSkai
sumazgjus darbingo amziaus Zmoniy (20-65 mety amziaus) nuo 1553435 iki 1126050, t.y. daugiau nei
stoka. Zinant tokias demografines tendencijas Lietuvos Respublikos vyriausybei biitina imtis priemoniy,
t.y. galvoti apie gimstamumo ir reimigracijos skatinima, emigracijos Zabojima, arba tkio pertvarka
pensinio amziaus ilginima, o gal netgi imigranty i$ kity Saliy kvietima. Drastiskas populiacijos mazéjimas

taipogi vercia susimastyti apie visiskg Lietuviy tautos iSnykima.



67

Zmoniu skaicius

0 ! ! ! ! ! ! ! I |
2000 2050 2100 2150 2200 2250 2300 2350 2400 2450 2500
Metai

2.23 pav. Lietuvos populiacijos kaitos prognozé 2013 - 2463 metais
2.21 paveiksle matome Lictuvos Respublikos gyventojy skaifiaus kaitos prognozg¢ 450 mety (tikslius
duomenis ziiiréti 3 priede). Galime teigti, kad jei demografiné situacija kardinaliai nesikeis jau 2100
metais Lietuvoje tegyvens 1 min. Zzmoniy, o per 350 mety populiacija turéty visiSkai iSnykti. Kadangi
Lietuvos Respublikos gyventojy didzioji dalis yra Lietuviy tautybés, Sioje prognozéje labiau reikty
akcentuoti Lietuviy kaip tautos, o ne kaip tam tikros teritorijos gyventojy iSnykima, nes iSoriné imigracija
gali ir greiCiausiai pakeis nykstancig tautg, taciau jie nepakeis tautos iSnykimo fakto.

Taciau jei prognozuosime, kad ateityje Lietuvoje emigracija pamazu mazés po 2,5% kasmet, ko
tikétis yra tikrai realu, nes Lietuvoje tuoj nebeliks kam emigruoti, o imigracija stabiliai augs po 1.25%
(dalis emigravusiyjy gris), tuomet 2048 m. Salyje gyvens 2,4 mln. zmoniy o tarp jy kiek daugiau nei 37%
jauny (iki 30 mety amziaus) zmoniy 36% vidutinio (iki 60 mety) ir kiek daugiau nei 27% pagyvenusiy
(vir§ 60 mety) Zmoniy. Jei prie jau minéty demografiniy tendencijy dar modeliuosime ir 1,25%
gimstamumo augima Lietuvoje artimiausius 35 metus (tai irgi jmanoma pasiekti skatinant gimstamuma ir
sudarant palankias salygas auginti vaikus) gausime, kad 2048 metais Lietuvoje gyvens 2,6 mln. Zmoniy o
tarp jy kiek daugiau nei 42% jauny (iki 30 mety amziaus) Zzmoniy 34% vidutinio (iki 60 mety) ir kiek
daugiau nei 24% pagyvenusiy (vir§ 60 mety) zmoniy. Akivaizdu, kad gimstamumo augimas turi daug
didesnés jtakos visuomenés jaunéjimui ir augimui nei emigracija bei imigracija kartu sudéjus. Todél

Lietuvos Respublikos vyriausybei reikty apsvarstyti ne tik reimigracijos, taciau ir gimstamumo skatinima.
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ISVADOS

. Zmoniy populiacijai prognozuoti tinkami abu modeliai. Stochastinis-matricinis modelis yra
lengviau apskaic¢iuojamas nei deterministinis modelis, ta¢iau deterministinis modelis turi tolydy
analizinj sprendinj.

. Atlikus eksperimentus buvo nustatyta, kad abu modeliai yra jautriis pradiniams duomenims.

. Atlikus eksperimentus buvo nustatyta, kad apytikslis (skaitinis) skai¢iavimo metodo sprendinys,
skleidziant matricos eksponent¢ eilute, sutampa su Oilerio ir Matricy metody sprendiniais, jei
sudedamas pakankamas eilutés nariy skai¢ius. Sudedamy eilutés nariy skaicius priklauso nuo
prognozavimo laikotarpio ilgio ir struktiirizuojamos populiacijos klasiy skaiciaus. Ilgéjant
prognozavimo laikotarpiui ir skaidant populiacija i daugiau grupiy, sudedamy eilutés nariy
skaiCius didéja.

. Atlikus eksperimentus su strukttrizuotos populiacijos modeliais buvo nustatyta, kad skaidant
modelj | daugiau klasiy jy prognozuojamos populiacijos dydis mazéja, taciau populiacijos sudétis
pagal amziy procentaliai islicka stabili.

Palygings skirtingy modeliy prognozes, nustaciau, kad abiejy struktiirizuoty pagal amziy modeliy
rezultatai yra labai panasiis (minimalus prognoziy skirtumas 3298 Zmonés, maksimalus prognoziy
skirtumas 125310 Zzmoniy), nepriklausomai nuo to, j kelias grupes-klases skaidome turimg
populiacija.

Informatyviausi rezultatai prognozuojant Lietuvos populiacija gaunami naudojantis smulkiausiai
suskaidytu populiacijos, struktirizuotos pagal amziy ir lytj (n=36), modeliu, kadangi jis duoda
daugiausiai informacijos apie biisimg populiacijos sudétj ne tik pagal amziy, bet ir lytj.
Prognozavimo rezultatai rodo, kad jei nepakis vyraujancios tendencijos 2048 metais Lietuvos
gyventojy skaicius sieks 2.1 mln. Visuomenés procentiné sudétis pagal amziy 2048 metais atrodys
taip: 35.5% jauny zmoniy (0-29 mety amziaus), dabar jauni zmonés sudaro 36 % gyventojy, 35.5%
vidutinio amziaus Zmoniy (30-59 mety amZiaus), dabar vidutinio amzZiauS Zmonés sudaro 40%
populiacijos ir 29 % pagyvenusiy zmoniy (60+ mety amziaus), dabar pagyvene zmonés sudaro
24% Lietuvos populiacijos. Tki 2048 mety Lietuvos Respublikoje jaunimo (iki 20 mety amziaus)
skai¢ius sumazés 200 tikstanciy, darbingo amziaus zmoniy skaiius sumazés (20-65 mety

amziaus) 600 tiikstanciy
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8. Jei emigracija pastoviai mazéty po 2.5%, o imigracija augty po 1.25% kasmet, 2048 metais
Lietuvoje gyvety 2.37 milijono gyventojy, o populiacijos sudétis atrodyty taip: 37% jauny zmoniy
(0-29 mety amziaus), 36% vidutinio amziaus zmoniy (30-59 mety amziaus), ir 27 % pagyvenusiy
zmoniy (60+ mety amziaus). Iki 2048 mety jaunimo (iki 20 mety amziaus) skaicius sumazéty 100
tukstanciy, dirbanc¢iy zmoniy skai¢ius sumazéty (20-65 mety amziaus) 400 tukstanciy.

9. Jei emigracija pastoviai mazéty po 2.5% ,0 imigracija ir gimstamumas augty po 1.25% kasmet,
2048 metais Lietuvoje gyvety 2.62 milijono gyventojy, o populiacijos sudétis atrodyty taip: 42.5%
jauny zmoniy (0-29 mety amziaus), 33.5% vidutinio amziaus zmoniy (30-59 mety amziaus), ir
24% pagyvenusiy zmoniy (60+ mety amziaus). ki 2048 mety jaunimo (iki 20 mety amziaus)
skai¢ius padidéty 80 tikstanciy, dirbanéiy Zmoniy skai¢ius sumazéty (20-65 mety amziaus) 370
tukstanciy.

10. Tokios prognozés veréia rimtai susimastyti apie Lietuvos tkio ir pramonés augimo perspektyvas
(darbo jégos truikuma), mokslo plétrg (studenty ir moksleiviy skaiiaus mazéjimas) ir socialiniy

reformy butinybeg (pensinio amziaus ilginimas).

REKOMENDACIJOS

Ateityje bity naudinga atlikti prognozes laikant, kad visi veiksniai, darantys jtaka Lietuvos
populiacijai: imigracija, emigracija, gimstamumas ir mirtingumas, yra ne stabilis dydziai, o laiko
funkcijos, kadangi tokiu modeliu bity galima ne tik modeliuoti, pavyzdziui, kaip pakisty Lietuvos
populiacija, jei ateinan¢ius 35 metus imigracija kasmet mazés po 1.25%, arba gimstamumas didés po
1,25%, taciau kaip populiacija kisty, jei laikysime, kad gimstamumas augs tik tam tikrg laika po to
Isisotins ir nusistovés, arba jei emigracija artimiausius 10 mety intencyviai mazes, taciau pasiekus tam
tikra riba, pvz 10000, irgi nusistovés ir taps stabili. Be abejo, toks modelis labai apsunkinty skai¢iavimus,
kadangi deterministinio modelio diferencialiné lygéiy sistema tapty nebetiesiné. Manau, ateityje skaidyti
populiacija 1 smulkesnes nei 5 mety amziaus grupes néra verta, tai tik apsunkina pradiniy duomeny

apdorojima, o suteikia labai mazai papildomos informacijos.
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1 PRIEDAS. LIETUVOS RESPUBLIKOS DEMOGRAFINIAI DUOMENYS

Lietuvos Respublikos demografiniai duomenys 1900-2013

Gyventojy Gimusiy | Mirusiy Imigravusiy | Emigravusiu
metai skaicius skaiCius | skaicius skaicius skaicius

1900 2750000

1923 2146000

1950 2570000 60719 30870
1951 58504 0
1952 56944 0
1953 52610 0
1954 54229 0
1955 55525 24138
1956 53741 0
1957 56223 0
1958 61190 0
1959 2711000 62241 0
1960 62485 21611
1961 62775 0
1962 59728 0
1963 57024 0
1964 55856 0
1965 53818 23467
1966 54275 23799
1967 53806 24571
1968 54258 25725
1969 54263 27156
1970 3139700 55519 28048
1971 3179000 56044 26972
1972 3213600 54616 29252
1973 3244500 51944 29160
1974 3273900 51941 29612
1975 3301700 51766 31265
1976 3328700 52296 31972
1977 3355000 52166 32932
1978 3379400 51821 34008
1979 3397700 51937 34897
1980 3413200 51765 35871
1981 3433000 52249 35579
1982 3457200 53141 35040
1983 3485200 57589 36451

1.1 lentelé



1984 3514200 57576 38666
1985 3544500 58454 39169
1986 3578900 59705 35788
1987 3616400 59360 36917
1988 3654700 56727 37649
1989 3684200 55782 38150
1990 3697800 56868 39760
1991 3704100 56019 41013
1992 3700100 54417 41455
1993 3682600 47464 46107
1994 3657200 42376 46486 1664 25859
1995 3629100 41195 45306 2020 25688
1996 3601600 39066 42896 3025 26394
1997 3575200 37812 41143 2536 24957
1998 3549300 37019 40757 2706 24828
1999 3524200 36415 40003 2679 23418
2000 3499500 34149 38919 1510 21816
2001 3481300 31546 40339 4694 7253
2002 3469100 30014 41072 5110 7086
2003 3454200 30598 40990 4728 11032
2004 3435600 30419 41340 5553 15165
2005 3414300 30541 43799 6789 15571
2006 3394100 31265 44813 7745 12602
2007 3375600 32346 45624 8609 13853
2008 3358100 35065 43832 9297 17015
2009 3339400 36682 42032 6487 21970
2010 3286800 35626 42120 5213 83157
2011 3244601 30265 41036 15685 53863
2012 2988000 30459 40938 19843 41100
2013 2971905 41511 22011 38818

Pasaulio populiacijos kaitos rodikliai

Metai Zmoniy skaicius
1900 1,65
1910 1,75
1920 1,86
1930 2,07
1940 2,3
1950 2,52
1960 3,02
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1.2 lentelé



1970 3,7
1980 4,44
1990 5,27
2000 6,06
2010 7

Lietuvos populiacijos sudétis 2013 metais pagal amZiy ir lytj

2013 | Vyrai Moterys Viso
0-4 77484 73537 | 151021
5-9 77763 73257 | 151020
10-14 96206 91499 | 187705
15-19 110376 104502 | 214878
20-24 99426 95233 | 194659
25-29 88292 87664 | 175956
30-34 92371 96854 | 189225
35-39 102323 109941 | 212264
40-44 103583 113351 | 216934
45-49 111227 127295 | 238522
50-54 86089 105251 | 191340
55-59 68829 65706 | 134535
60-64 72452 99196 | 171648
65-69 53620 83362 | 136982
70-74 52059 91092 | 143151
75-79 38814 80205 | 119019
80-84 25082 60947 86029
85+ 12895 44122 57017
Viso 1368891 1603014 | 2971905

ventoju skaicius ribinése amZiaus grupése

Metai Vyrai Moterys
15307 14818
15371 14828
14 18768 18128

74

2 PRIEDAS. LIETUVOS GYVENTOJU DEMOGRAFINE STATISTIKA
STRUKTURIZUOTA PAGAL AMZIU IR LYT]

2.1 lentelé

2.2 lentelé
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19 25437 24028
24 27217 25073
29 22266 20731
34 20495 20817
39 23231 24446
a4 22791 24538
49 25066 28028
54 19586 23403
59 16587 21308
64 11577 17019
69 11896 19445
74 9555 18015
79 6347 14130
84 2840 9247
2.3 lentelé
Gimstamumas Lietuvoje pagal motery amzZiy
Gimstamuma
s Lietuvoje
pagal motery
amziy
Salygini
Gyventojy S
skaicius | Vidurki | gimimy
Metai 2004 | 2005 | 2006 | 2007 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 2013 | s sk.
0-4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 151021 0 | 0.00000
5-9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 151020 0 | 0.00000
10-14 16 6 10 11 13 8 5 10 3 187705 9 | 0.00005
15-19 2603 | 2488 | 2545 | 2411 2399 | 2041 1639 1432 1380 214878 2104 | 0.00979
20-24 8697 | 8361 | 8304 | 8418 8627 | 8203 | 7080 | 5880 | 5844 194659 7713 | 0.03962
1004 | 1038 | 1081 1298 | 1321 1111 1110
25-29 9899 2 4 4 | 11986 2 4 0 4 175956 11282 | 0.06412
30-34 6037 | 6409 | 6638 | 7038 7968 | 8923 | 9151 | 7703 | 7872 189225 7527 | 0.03978
35-39 2558 | 2624 | 2765 | 3047 3386 | 3817 | 3763 | 3418 | 3494 212264 3208 | 0.01511
40-44 575 583 592 582 665 676 722 689 738 216934 647 | 0.00298
45-49 26 26 24 25 18 30 40 23 19 238522 26 | 0.00011
50-54 0 0 0 0 0 0 0 0 0 191340 0 | 0.00000
55-59 0 0 0 0 0 0 0 0 0 134535 0 | 0.00000
60-64 0 0 0 0 0 0 0 0 0 171648 0 | 0.00000
65-69 0 0 0 0 0 0 0 0 0 136982 0 | 0.00000
70-74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 143151 0 | 0.00000
75-79 0 0 0 0 0 0 0 0 0 119019 0 | 0.00000
80-84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 86029 0 | 0.00000
85+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 57017 0 | 0.00000
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3041 | 3053 | 3126 | 3234 3668 | 3561 | 3026 | 3045
Viso 1 9 2 6 | 35062 0 4 5 4 2971905 32514 0
2.4 lentelé
Vyru mirtingumas pagal amZiy Lietuvoje
Salyginis
Metai 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | Vidurkis | mirtingumas
0.00141319
0-4 132 156 142 120 120 127 105 101 82 79 110 5
0.00025558
5-9 30 43 38 25 29 18 12 18 13 6 20 4
0.00028584
10-14 31 39 35 40 29 33 22 24 21 16 28 5
15-19 169 161 155 171 108 157 120 100 87 89 123 | 0.00111777
0.00228687
20-24 272 296 264 293 261 238 209 189 180 185 227 7
0.00310758
25-29 324 374 | 338 363 341 262 212 230 220 229 274 6
30-34 517 493 459 489 450 361 341 278 326 271 372 0.004025885
35-39 618 705 677 781 649 539 528 445 433 437 561 | 0.00548386
0.00805513
40-44 973 1025 | 1100 1109 936 746 757 719 648 660 834 5
0.01113713
45-49 1302 1442 | 1463 1679 | 1364 | 1223 1121 1105 959 996 1239 4
0.01867689
50-54 1552 1697 | 1815 1822 | 1772 1455 1505 1472 | 1521 | 1501 1608 3
55-59 1686 1925 | 2106 | 2184 | 2072 1818 1827 1698 | 1672 | 1683 1883 | 0.02735039
0.03002160
60-64 2306 | 2451 | 2478 | 2377 | 2115 | 2090 | 2106 | 2089 | 2100 | 2046 2175 1
65-69 2624 | 2826 | 2793 2888 | 2615 | 2589 | 2400 | 2313 | 2153 | 2057 2476 |  0.0461768
0.05250773
70-74 2942 2944 | 3003 2990 | 2793 | 2660 | 2718 | 2623 | 2567 | 2514 2734 2
75-79 2644 | 2817 | 2965 | 3090 | 2881 | 2929 | 2796 | 2773 | 2775 | 2686 2862 | 0.07373306
0.09779921
80-84 1908 | 2099 | 2131 | 2304 | 2291 | 2463 2524 | 2606 | 2613 | 2692 2453 9
0.16840829
85+ 1804 1890 | 1847 1958 | 2092 | 2120 | 2233 2160 | 2321 | 2642 2172 8
0.55184286
Viso 21834 | 23383 | 23809 | 24683 | 22918 | 21828 | 21536 | 20943 | 20691 | 20789 | 22149.63 1
2.5 lentelé
Motery mirtingumas pagal amzZiy Lietuvoje
Saliginis
Metai | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | Vidurkis | mirtingumas
0-4 130 | 115 123| 109 9% 86 g4 | 77 59 58 91 | 0.00123164
5-9 20 15 16 17 15 8 10 8 13 16 12 | 0.00016966
10-14 17 17 20 29 24 17 11 12 7 8 17 | 0.00018736
15-19 51 55 50 45 49 40 26 22 28 36 37 | 0.00035543
20-24 44 54 50 47 66 54 41 38 32 32 47 | 0.00049203
25-29 71 77 85 86 56 53 59 53 43 64 62 | 0.00070888
30-34 9 | 121 130 113 101 95 85 89 65 69 97 | 0.00100003
3539 | 153 | 182 217 219 186 152 125 148 148 123 171 | 0.00155278
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40-44 | 313 308 317 324 324 264 219 232 223 218 272 | 0.00239837
45-49 425 463 516 539 487 415 434 392 371 344 451 0.00353958
50-54 602 594 617 642 684 575 567 588 577 559 607 0.00576852
55-59 715 821 819 888 925 737 754 694 677 674 785 0.01194498
60-64 1113 1057 1113 1076 987 963 924 916 870 952 978 0.00986359
65-69 1506 1512 1558 1514 1500 1380 1284 1237 1163 1134 1377 0.01651318
70-74 2332 2364 2304 2284 2173 2077 2014 1915 1891 1847 2094 0.02298775
75-79 | 3402 | 3457 | 3534 | 3396 | 3326 | 3201 | 3124 | 2993 | 2911 | 2843 3212 | 0.04004916
80-84 3631 4040 4339 4318 4310 4317 4416 4264 4222 4382 4312 0.07075468
85+ 4857 5173 5196 5295 5605 5770 6407 6415 6947 7363 5948 0.13480479
Viso 19472 | 20425 21004 | 20941 | 20914 | 20204 | 20584 | 20093 | 20247 | 20722 | 20569.571 0.32432241

2.6 lentelé

Vyruy emigracija pagal amZiy
Salyginé

Metai | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 2010 2011 2012 2013 | Vidurkis | emigracija
0-4 237 | 303 | 277 | 318 | 362 472 1524 1112 1009 948 656.2 0.008469
5-9 378 | 388 | 352 | 371 | 428 435 1398 886 783 740 615.9 0.00792
10-14 | 406 | 440 | 370 | 408 | 478 467 1390 1766 1330 1149 820.4 0.008528
15-19 | 514 | 530 | 403 | 464 | 478 588 | 2307 5644 | 3962 3621 | 1851.1 0.016771
20-24 | 1044 | 1141 | 866 | 804 | 1005 1228 | 6867 5816 | 4111 3545 | 2642.7 0.02658
25-29 | 1378 | 1490 | 1124 | 980 | 1459 1983 8661 3579 2552 2586 | 2579.2 0.029212
30-34 | 940 | 993 | 766 | 884 | 1130 | 1643 6012 2490 1902 1863 | 1862.3 0.020161
35-39 | 633 | 682 | 559 | 686 | 935 1608 | 4141 1850 1419 1394 | 1390.7 0.013591
40-44 | 559 | 562 | 470 | 559 | 700 | 1257 | 2950 1309 1118 1075 | 1055.9 0.010194
45-49 | 521 | 503 | 471 | 567 | 646 | 1016 | 2256 909 712 745 834.6 0.007504
50-54 | 212 | 247 | 206 | 208 | 359 603 1457 404 336 399 443.1 0.005147
55-59 | 142 | 126 | 107 | 158 | 205 289 668 896 869 930 439 0.006378
60-64 83 58 52 83 91 105 183 130 141 140 106.6 0.001471
65-69 47 39 52 47 41 39 51 39 57 71 48.3 0.000901
70-74 21 18 24 29 23 36 39 38 39 47 31.4 0.000603
75-79 15 24 21 19 18 19 25 23 25 30 21.9 0.000564
80-84 16 14 10 22 13 23 34 30 30 44 23.6 0.000941
85+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Viso | 7146 | 7558 | 6130 | 6607 | 8371 | 11811 | 39963 | 26921 | 20395 | 19327 | 15422.9 0.164934

2.7 lentelé

Moteruy emigracija pagal amzZiy
Salyginé

Metai | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 2013 | Vidurkis | emigracija
0-4 230 | 238 | 255 | 326| 376 408 | 1516 | 1025 960 964 629.8 | 0.008564
5-9 351 | 375 | 299 | 374 | 340 417 | 1359 856 755 659 578.5 | 0.007897
10-14 | 376 | 415 | 338 | 379 | 413 414 | 1296 | 2057 1570 | 1353 861.1 | 0.009411
15-19 | 503 | 507 | 389 | 416 | 514 647 | 2602 | 6080 | 4473 | 4063 | 2019.4 | 0.019324
20-24 | 1381 | 1402 | 1019 | 1022 | 1136 | 1482 | 8264 | 5494 | 4122 | 3600 | 2892.2 | 0.03037
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25-29 | 1791 | 1751 | 1426 | 1476 | 1913 | 2198 | 9859 | 3251 2515 | 2550 2873 | 0.032773
30-34 | 951 | 1022 | 789 | 1021 | 1283 | 1493 | 5952 | 2158 1699 | 1558 | 1792.6 | 0.018508
35-39 | 672 | 673 | 571 | 681 | 897 | 1140 | 3712 | 1666 1248 | 1214 | 1247.4 | 0.011346
40-44 | 542 | 549 | 411 | 462 | 549 566 | 2765 | 1403 963 913 912.3 | 0.008048
45-49 519 | 492 | 388 | 476 | 469 521 | 2559 | 1090 753 761 802.8 | 0.006307
50-54 | 269 | 173 | 161 | 175| 220 284 | 1931 556 375 406 455 | 0.004323
55-59 | 147 | 116 | 103 | 133 | 179 250 942 876 803 819 436.8 | 0.006648
60-64 69 72 68 77 92 100 148 144 132 149 105.1 0.00106
65-69 63 65 84 63 61 50 89 81 83 133 77.2 | 0.000926
70-74 53 49 49 52 67 48 65 61 69 98 61.1 | 0.000671
75-79 59 62 52 42 41 52 47 47 66 81 54.9 | 0.000684
80-84 43 52 70 71 94 89 88 97 119 170 89.3 | 0.001465
85+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Viso | 8019 | 8013 | 6472 | 7246 | 8644 | 10159 | 43194 | 26942 | 20705 | 19491 | 15888.5 | 0.168325
2.8 lentelé
Vyruy imigracija pagal amziy
Salyginé
Metai | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | vidurkis | imigracija
0-4 59 | 137 | 197 | 216 | 227 | 197 162 | 366 555 643 275.9 | 0.008298
5-9 65| 107 | 155 | 153 | 133 | 114 71| 100 128 151 117.7 | 0.001942
10-14 92 | 104 | 108 | 126 | 133 | 104 51| 298 292 292 160 | 0.003035
15-19 | 199 | 189 | 201 | 180 | 205 | 169 119 | 1881 | 2113 | 2026 | 728.2 | 0.018355
20-24 | 509 | 605 | 621 | 601 | 667 | 385 432 | 1913 | 2474 | 2620 | 1082.7 | 0.026351
25-29 | 536 | 709 | 784 | 844 | 940 | 541 518 | 1185 | 1578 | 1880 | 951.5| 0.021293
30-34 | 403 | 507 | 614 | 716 | 749 | 522 399 | 778 | 1098 | 1254 704 | 0.013576
35-39 | 295 | 393 | 481 | 542 | 727 | 400 324 | 610 836 | 1030 | 563.8 | 0.010066
40-44 | 241 | 364 | 415 | 463 | 584 | 298 232 | 498 680 765 454 | 0.007385
45-49 174 | 292 | 378 | 423 | 547 | 272 196 | 354 491 550 367.7 | 0.004945
50-54 147 | 158 | 167 | 232 | 297 | 152 131 | 182 232 286 198.4 | 0.003322
55-59 | 100 95| 112 | 107 | 123 82 70 | 191 251 291 142.2 | 0.004228
60-64 50 60 46 76 80 57 51 87 102 121 73 0.00167
65-69 34 46 49 48 33 23 26 29 44 33.6 | 0.000821
70-74 27 18 17 26 23 20 14 19 19 19.1 | 0.000365
75-79 16 15 12 10 21 9 11 5 13 16 12.8 | 0.000412
80-84 21 17 15 14 13 12 13 9 15 11 14 | 0.000439
85+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Viso 2968 | 3816 | 4372 | 4777 | 5502 | 3357 | 2792 | 8497 | 10906 | 11999 | 5898.6 | 0.126504
2.9 lentelé
Motery imigracija pagal amzZiy
Salyginé
Metai | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | vidurkis | imigracija
0-4 69 | 120 175 | 208 | 200 | 183 | 158 | 342 535 585 257.5 0.007955
5-9 67 98 136 | 150 | 133 99 61| 108 100 135 108.7 0.001843
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10-14 76 | 131 106 | 100 | 134 | 110 39 | 228 300 330 | 155.4 0.003607
15-19 | 177 | 182 250 | 228 | 242 | 179 | 112 | 1719 | 1888 | 1861 683.8 0.017808
20-24 | 560 | 587 597 | 594 | 520 | 358 | 386 | 1780 | 2334 | 2581 | 1029.7 0.027102
25-29 | 521 | 569 720 | 847 | 825| 661 | 509 | 977 | 1199 | 1543 | 837.1 0.017601
30-34 | 251 | 342 385 | 522 | 536 | 499 | 379 | 536 673 752 487.5 0.007764
35-39 | 153 | 229 211 | 305 | 337 | 267 | 216 | 354 | 434 522 | 3028 0.004748
40-44 | 150 | 174 210 | 218 | 229 | 203 | 133 | 309 365 410 240.1 0.003617
45-49 | 149 | 168 175 | 207 | 196 | 167 | 104 | 272 397 421 | 2256 0.003307
50-54 75 79 102 | 130 | 130 | 120 | 101 | 208 224 260 | 1429 0.00247
55-59 65 93 95 92 | 114 | 104 67 | 163 233 327 135.3 0.004977
60-64 58 50 60 64 77 59 66 78 132 156 80 0.001573
65-69 55 44 47 53 37 46 21 28 35 44 41 0.000528
70-74 57 38 37 34 24 28 27 28 38 27 33.8 0.000296
75-79 49 35 28 37 30 25 23 30 22 24 30.3 0.000299
80-84 53 34 39 43 31 22 19 28 28 34 33.1 0.000558
85+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Viso | 2585 | 2973 | 3373 | 3832 | 3795 | 3130 | 2421 | 7188 | 8937 | 10012 | 4824.6 0.106054

3 PRIEDAS. PROGNOZAVIMO EKSPERIMENTU REZULTATAI

3.1 lentelé
Prognozavimo rezultatai 2013-2048 metams
Apytikslio

Determi- skaiciavi- Stochast-

nistinis mo inis

modelis metodas modelis

AmZiaus
Metai | grupiy n=3 n=9 n=18 n=36 n=3 n=9 n=18 n=36
2013 2971905 | 2971905 [ 2971905 | 2971905 2971905 2971905 | 2971905 [ 2971905 | 2971905
2014 2952311 | 2952130 | 2951990 | 2951990 2971906 2952042 | 2952400 | 2952400 | 2948496
2015 2932551 | 2931834 | 2931318 | 2931318 2971907 2932012 | 2932342 | 2932039 | 2924285
2016 2912639 | 2911048 | 2909971 | 2909971 2971908 2911831 | 2911762 | 2910936 | 2899383
2017 2892591 | 2889803 | 2888013 | 2888013 2971909 2891514 | 2890692 | 2889177 | 2873868
2018 2872422 | 2868130 | 2865500 | 2865500 2971910 2871077 | 2869164 | 2866827 | 2847802
2019 2852145 | 2846062 | 2842480 | 2842480 2971911 2850534 | 2847209 | 2843937 | 2821229
2020 2831773 | 2823628 | 2818997 | 2818997 2971912 2829898 | 2824858 | 2820553 | 2794192
2021 2811320 | 2800859 | 2795091 | 2795091 2971913 2809183 | 2802144 | 2796716 | 2766726
2022 2790798 | 2777784 | 2770801 | 2770801 2971914 2788401 | 2779096 | 2772463 | 2738867
2023 2770216 | 2754433 | 2746164 | 2746164 2971915 2767563 | 2755744 | 2747830 | 2710650
2024 2749588 | 2730834 | 2721215 | 2721215 2971916 2746681 | 2732120 | 2722853 | 2682109
2025 2728922 | 2707015 | 2695991 | 2695991 2971917 2725765 | 2708250 | 2697568 | 2653279
2026 2708229 | 2683003 | 2670527 | 2670527 2971918 2704825 | 2684165 | 2672010 | 2624197
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2027 2687518 | 2658825 | 2644855 | 2644855 2971919 2683872 | 2659891 | 2646212 | 2594896
2028 2666799 | 2634506 | 2619011 | 2619011 2971920 2662914 | 2635457 | 2620210 | 2565414
2029 2646079 | 2610071 | 2593027 | 2593027 2971921 2641959 | 2610887 | 2594039 | 2535784
2030 2625367 | 2585543 | 2566937 | 2566937 2971922 2621017 | 2586207 | 2567731 | 2506043
2031 2604670 | 2560946 | 2540771 | 2540771 2971923 2600095 | 2561443 | 2541322 | 2476225
2032 2583996 | 2536301 | 2514561 | 2514561 2971924 2579200 | 2536617 | 2514844 | 2446364
2033 2563352 | 2511630 | 2488337 | 2488337 2971925 2558339 | 2511752 | 2488330 | 2416492
2034 2542744 | 2486952 | 2462126 | 2462126 2971926 2537520 | 2486871 | 2461812 | 2386642
2035 2522179 | 2462287 | 2435958 | 2435958 2971927 2516747 | 2461992 | 2435321 | 2356845
2036 2501662 | 2437652 | 2409857 | 2409857 2971928 2496028 | 2437137 | 2408885 | 2327129
2037 2481199 | 2413066 | 2383849 | 2383849 2971929 2475368 | 2412324 | 2382534 | 2297523
2038 2460795 | 2388544 | 2357957 | 2357957 2971930 2454772 | 2387570 | 2356294 | 2268052
2039 2440456 | 2364101 | 2332202 | 2332202 2971931 2434245 | 2362892 | 2330190 | 2238742
2040 2420186 | 2339753 | 2306603 | 2306603 2971932 2413792 | 2338306 | 2304245 | 2209615
2041 2399989 | 2315511 | 2281180 | 2281180 2971933 2393418 | 2313827 | 2278480 | 2180691
2042 2379870 | 2291389 | 2255949 | 2255949 2971934 2373126 | 2289467 | 2252915 | 2151991
2043 2359833 | 2267399 | 2230924 | 2230924 2971935 2352921 | 2265239 | 2227568 | 2123532
2044 2339881 | 2243551 | 2206120 | 2206120 2971936 2332806 | 2241157 | 2202452 | 2095328
2045 2320019 | 2219855 | 2181547 | 2181547 2971937 2312786 | 2217229 | 2177583 | 2067395
2046 2300248 | 2196321 | 2157216 | 2157216 2971938 2292862 | 2193466 | 2152971 | 2039744
2047 2280573 | 2172957 | 2133137 | 2133137 2971939 2273038 | 2169878 | 2128626 | 2012386
2048 2260997 | 2149770 | 2109316 | 2109316 2971940 2253318 | 2146472 | 2104557 | 1985330
3.2 lentelé
llgalaikio prognozavimo rezultatai 2013-2317 metams

Zmoniy Zmoniy Zmoniy Zmoniy Zmoniy Zmoniy

metai skaicius metai skaiius | Metai | skaiCius | metai | skaiius | metai | skaiCius | metai | skaiCius
2013 2971905 2064 | 1765647 2115 | 1039257 | 2166 554149 2217 | 330388 | 2267 | 191077
2014 2951990 2065 | 1746489 2116 | 1028759 | 2167 548558 2218 | 327054 | 2268 | 189149
2015 2931318 2066 | 1727590 2117 | 1018368 | 2168 543024 2219 | 323754 | 2269 | 187241
2016 2909971 2067 | 1708946 2118 | 1008084 | 2169 537545 2220 | 320488 | 2270 | 185352
2017 2888013 2068 | 1690553 2119 997904 | 2170 532121 2221 | 317254 | 2271 | 183482
2018 2865500 2069 | 1672407 2120 987828 | 2171 526753 2222 | 314054 | 2272 | 181631
2019 2842480 2070 | 1654505 2121 977855 | 2172 521438 2223 | 310885 | 2273 | 179798
2020 2818997 2071 | 1636842 2122 967983 | 2173 516177 2224 | 307748 | 2274 | 177984
2021 2795091 2072 | 1619414 2123 958211 | 2174 510969 2225 | 304643 | 2275 | 176188
2022 2770801 2073 | 1602217 2124 | 948539 | 2175 505814 2226 | 301570 | 2276 | 174411
2023 2746164 2074 | 1585247 2125 938965 | 2176 500711 2227 | 298527 | 2277 | 172651
2024 2721215 2075 | 1568499 2126 929487 | 2177 495659 2228 | 295515 | 2278 | 170909
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2025 2695991 2076 | 1551970 | 2127 | 920106 | 2178 | 490658 2229 | 292534 | 2279 | 169185
2026 2670527 2077 | 1535655 2128 | 910820 | 2179 485708 2230 | 289582 | 2280 | 167478
2027 2644855 2078 | 1519550 | 2129 | 901628 | 2180 | 480807 2231 | 286661 | 2281 | 165788
2028 2619011 2079 | 1503651 2130 | 892529 | 2181 475956 2232 | 283768 | 2282 | 164115
2029 2593027 2080 | 1487953 2131 | 883522 | 2182 471154 | 2233 | 280905 | 2283 | 162459
2030 2566937 2081 | 1472453 2132 | 874606 | 2183 466400 2234 | 278071 | 2284 | 160820
2031 2540771 2082 | 1457146 | 2133 | 865780 | 2184 | 461695 2235 | 275266 | 2285 | 159198
2032 2514561 2083 | 1442029 | 2134 | 857044 | 2185 457037 2236 | 272488 | 2286 | 157592
2033 2488337 2084 | 1427097 | 2135 | 848396 | 2186 | 452425 2237 | 269739 | 2287 | 156002
2034 2462126 2085 | 1412347 | 2136 | 839835 | 2187 447861 2238 | 267018 | 2288 | 154428
2035 2435958 2086 | 1397774 | 2137 | 831361 | 2188 | 443342 2239 | 264324 | 2289 | 152870
2036 2409857 2087 | 1383377 | 2138 | 822972 | 2189 438869 2240 | 261657 | 2290 | 151327
2037 2383849 2088 | 1369149 | 2139 | 814668 | 2190 | 434441 2241 | 259017 | 2291 | 149800
2038 2357957 2089 | 1355089 | 2140 | 806448 | 2191 430058 2242 | 256404 | 2292 | 148289
2039 2332202 2090 | 1341193 2141 | 798311 | 2192 425719 2243 | 253817 | 2293 | 146793
2040 2306603 2091 | 1327457 | 2142 | 790256 | 2193 421424 | 2244 | 251256 | 2294 | 145312
2041 2281180 2092 | 1313879 | 2143 | 782282 | 2194 | 417172 2245 | 248721 | 2295 | 143846
2042 2255949 2093 | 1300455 2144 | 774389 | 2195 412963 2246 | 246211 | 2296 | 142395
2043 2230924 2094 | 1287183 2145 | 766576 | 2196 | 408797 2247 | 243727 | 2297 | 140958
2044 2206120 2095 | 1274059 | 2146 | 758842 | 2197 404672 2248 | 241268 | 2298 | 139536
2045 2181547 2096 | 1261081 2147 | 751185 | 2198 | 400589 2249 | 238834 | 2299 | 138128
2046 2157216 2097 | 1248246 | 2148 | 743606 | 2199 396548 2250 | 236424 | 2300 | 136734
2047 2133137 2098 | 1235552 2149 | 736103 | 2200 392547 2251 | 234039 | 2301 | 135355
2048 2109316 2099 | 1222996 | 2150 | 728676 | 2201 388586 2252 | 231678 | 2302 | 133989
2049 2085759 2100 | 1210576 | 2151 | 721324 | 2202 384666 2253 | 229340 | 2303 | 132637
2050 2062473 2101 | 1198290 | 2152 | 714047 | 2203 380785 2254 | 227026 | 2304 | 131299
2051 2039461 2102 | 1186135 2153 | 706842 | 2204 376943 2255 | 224736 | 2305 | 129974
2052 2016726 2103 | 1174110 | 2154 | 699711 | 2205 373140 2256 | 222468 | 2306 | 128663
2053 1994269 2104 | 1162213 2155 | 692651 | 2206 369375 2257 | 220224 | 2307 | 127365
2054 1972094 2105 | 1150441 2156 | 685663 | 2207 365648 2258 | 218002 | 2308 | 126080
2055 1950200 2106 | 1138792 2157 | 678745 | 2208 361959 2259 | 215802 | 2309 | 124808
2056 1928587 2107 | 1127266 | 2158 | 671897 | 2209 358307 2260 | 213625 | 2310 | 123549
2057 1907255 2108 | 1115860 | 2159 | 665118 | 2210 354692 2261 | 211470 | 2311 | 122302
2058 1886202 2109 | 1104573 2160 | 658407 | 2211 351113 2262 | 209336 | 2312 | 121068
2059 1865427 2110 | 1093403 2161 | 651764 | 2212 347571 2263 | 207224 | 2313 | 119847
2060 1844929 2111 | 1082348 | 2162 | 645188 | 2213 344064 | 2264 | 205133 | 2314 | 118637
2061 1824704 2112 | 1071408 | 2163 | 638679 | 2214 340593 2265 | 203064 | 2315 | 117440
2062 1804751 2113 | 1060580 | 2164 | 632235 | 2215 337157 2266 | 201015 | 2316 | 116256
2063 1785066 2114 | 1049864 | 2165 | 625856 | 2216 333755 2267 | 198987 | 2317 | 115083
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3.3 lentelé

Struktiirizuotos populiacijos modelio prognoziy rezultaty palyginimas, pagal amZiaus grupes

AmZiaus
grupiy
skaicius
Amzius | N=3 N=9 N=18 N=36
0-29 764345 | 747963 | 750648 | 752010
30-59 864620 | 782133 | 747614 | 747498
60+ 624353 | 619672 | 611055 | 611133
3.4 lentelé
Lietuvos gyventoju sudéties pagal amzZiy prognozés 2048 metams
Deterministi | Stochastin Deterministi | Stochastin Deterministi | Stochastin
AmZiu | nis is AmZiu | nis is AmZiu | nis is
s modelis modelis 5 modelis modelis s modelis modelis
0-29 765641 764345 | 0-9 259551 259122 | 0-4 116484 116076
30-59 865763 864620 | 10-19 238110 237893 | 5-9 128910 128244
60+ 629593 624353 | 20-29 250302 249674 | 10-14 133780 133346
30-39 265540 264483 | 15-19 127656 127710
40-49 270421 269225 | 20-24 126118 126443
50-59 246172 245297 | 25-29 117700 117870
60-69 249537 249389 | 30-34 131957 131521
70-79 202991 203449 | 35-39 137468 136427
80+ 167144 167940 | 40-44 130945 129889
45-49 139148 138373
50-54 107789 107419
55-59 100307 100047
60-64 134618 134108
65-69 111529 111014
70-74 108014 107702
75-79 96072 96230
80-84 71979 72448
85+ 88843 89691
3.5 lentelé
Lietuvos gyventojuy sudéties pagal amziy ir lytj prognozés 2048 metams
Detrministinis modelis | Stochastinis modelis
AmfZius | vyrai moterys | vyrai moterys
0-4 62802 53992 51759 51759
5-9 69022 60170 58033 58033
10-14 71146 62870 60668 60668




15-19 67818 60035 54952 54952
20-24 66759 59516 53233 53233
25-29 62637 55243 51065 51065
30-34 70016 62124 58309 58309
35-39 72305 65284 61709 61709
40-44 67670 63264 59377 59377
45-49 69838 69123 63635 63635
50-54 52152 55338 48798 48798
55-59 46730 53654 43435 43435
60-64 58274 76507 55032 55032
65-69 44253 67501 42141 42141
70-74 39147 69204 37526 37526
75-79 31487 64842 30395 30395
80-84 21904 50084 21252 21252
85+ 22920 65010 22507 22507
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3.6 lentelé

Lietuvos gyventoju sudéties pagal amziy ir lyti prognozés 2019, 2024, 2029, 2034, 2039, 2044

metams
AmZzius 2019 | vyrai moterys 2024 | vyrai moterys 2029 | vyrai moterys
0-4 158815 81483 77332 | 156014 80046 75968 | 147955 75911 72044
5-9 158383 81554 76829 | 162046 83440 78606 | 159582 82172 77410
10-14 165947 85054 80893 | 160636 82332 78304 | 158560 81268 77292
15-19 178310 91592 86718 | 158557 81446 77111 | 149602 76846 72756
20-24 186021 95014 91007 | 166798 85195 81603 | 152190 77734 74456
25-29 173179 86899 86280 | 161872 81225 80647 | 147934 74231 73703
30-34 187700 91627 96073 | 181881 88786 93095 | 170628 83293 87335
35-39 195479 94232 | 101247 | 186898 90095 96803 | 178033 85822 92211
40-44 193410 92351 | 101059 | 178659 85307 93352 | 168573 80491 88082
45-49 215063 | 100288 | 114775 | 194940 90904 | 104036 | 180213 84036 96177
50-54 172263 77506 94757 | 155353 69897 85456 | 141741 63773 77968
55-59 152833 78190 74643 | 145711 74547 71164 | 134011 68561 65450
60-64 181097 76440 | 104657 | 185010 78092 | 106918 | 178015 75139 | 102876
65-69 137474 53813 83661 | 141955 55567 86388 | 141691 55463 86228
70-74 130449 47440 83009 | 128690 46800 81890 | 129366 47046 82320
75-79 115066 37525 77541 | 110630 36078 74552 | 109397 35676 73721
80-84 84711 24698 60013 81736 23830 57906 79658 23225 56433
85+ 79300 17935 61365 88780 20079 68701 91862 20776 71086
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AmiZius 2034 | vyrai moterys 2039 | vyrai moterys 2044 | vyrai moterys
0-4 138572 71097 67475 | 129974 66685 63289 | 122701 62954 59747
5-9 152896 78729 74167 | 144567 74440 70127 | 136339 70203 66136
10-14 154734 79307 75427 | 148623 76175 72448 | 141278 72410 68868
15-19 144595 74274 70321 | 139772 71796 67976 | 134046 68855 65191
20-24 143232 73159 70073 | 137180 70067 67113 | 131783 67311 64472
25-29 136715 68601 68114 | 128853 64656 64197 | 122958 61698 61260
30-34 158003 77130 80873 | 147160 71837 75323 | 138729 67721 71008
35-39 167113 80558 86555 | 155815 75111 80704 | 145784 70276 75508
40-44 159135 75985 83150 | 149250 71265 77985 | 139590 66652 72938
45-49 168810 78719 90091 | 158509 73916 84593 | 148541 69267 79274
50-54 131323 59086 72237 | 122793 55248 67545 | 115063 51770 63293
55-59 123386 63125 60261 | 114637 58649 55988 | 107136 54811 52325
60-64 166508 70282 96226 | 154750 65319 89431 | 144127 60835 83292
65-69 136128 53286 82842 | 128011 50108 77903 | 119512 46782 72730
70-74 127365 46318 81047 | 122206 44442 77764 | 115315 41936 73379
75-79 108588 35412 73176 | 106058 34587 71471 | 101626 33142 68484
80-84 78685 22941 55744 77505 22597 54908 75268 21945 53323
85+ 92549 20931 71618 92297 20874 71423 91128 20610 70518
3.7 lentelé

Lietuvos gyventojy prognozés su skirtingomis k parametro reik§mémis

Prognozé kaik | Prognozé kai k Prognozé kaik | Prognozé kai k

Metai | 13*10° 14*10° 15*10° 16*10°

1950 2570000 2570000 2570000 2570000
1951 2594032 2594459 2594829 2595153
1952 2618233 2619098 2619848 2620505
1953 2642602 2643916 2645057 2646055
1954 2667139 2668915 2670455 2671805
1955 2691845 2694093 2696045 2697754
1956 2716720 2719453 2721825 2723905
1957 2741764 2744992 2747797 2750256
1958 2766976 2770713 2773961 2776809
1959 2792357 2796615 2800317 2803564
1960 2817907 2822699 2826865 2830521
1961 2843625 2848963 2853607 2857682
1962 2869512 2875410 2880541 2885046
1963 2895567 2902038 2907669 2912614
1964 2921791 2928847 2934990 2940386
1965 2948183 2955838 2962505 2968364
1966 2974743 2983011 2990214 2996546




1967 3001471 3010366 3018118 3024934
1968 3028366 3037902 3046216 3053527
1969 3055429 3065620 3074508

1970 3082659 3093520 3102995 3111333
1971 3110055 3121601 3131676 3140546
1972 3137618 3149863 3160552 3169965
1973 3165348 3178306 3189623 3199591
1974 3193242 3206930 3218888 3229425
1975 3221303 3235735 3248348 3259466
1976 3249528 3264721 3278003 3289714
1977 3277917 3293886 3307852 3320170
1978 3306471 3323232 3337896 3350834
1979 3335187 3352757 3368134 3381705
1980 3364067 3382461 3398566 3412784
1981 3393109 3412344 3429192 3444071
1982 3422313 3442406 3460012 3475565
1983 3451677 3472645 3491025 3507267
1984 3481202 3503062 3522231 3539176
1985 3510887 3533656 3553630 3571293
1986 3540731 3564427 3585221 3603617
1987 3570732 3595373 3617005 3636147
1988 3600892 3626495 3648980 3668885
1989 3631208 3657791 3681147 3701829
1990 3661680 3689261 3713504 3734979
1994 3657200 3657200 3657200 3657200
1995 3636892 3636328 3635839 3635411
1996 3616654 3615533 3614562 3613713
1997 3596485 3594816 3593371 3592108
1998 3576385 3574177 3572265 3570594
1999 3556355 3553615 3551244 3549172
2000 3536396 3533132 3530309 3527843
2001 3516506 3512728 3509460 3506605
2002 3496687 3492402 3488696 3485460
2003 3476939 3472154 3468018 3464406
2004 3457262 3451985 3447425 3443445
2005 3437656 3431896 3426919 3422576
2006 3418122 3411885 3406499 3401800
2007 3398659 3391954 3386165 3381115
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2008 3379267 3372102 3365916 3360523
2009 3359948 3352329 3345755 3340023
2010 3340701 3332636 3325679 3319615

clear all;

4. PRIEDAS. SKAICIAVIMO PROGRAMU TEKSTAI

Logistinio ir eksponentinio modeliy programa

$istoriniai duomenys

(1) 1897;
=1923;
=1959;

DU XK X XXX X X XX X X X X )X

\o

K = 15000
t0 = 2013;
dt = 35;
Gim = 32515;
Mir = 42719;
Im = 22011;
Em = 31311;

( t)=
) OI
NtS( t)=0;
t(dt)=0;
T(dt) 0;
g=Gim/NO;
m=Mir/NO;
I=Im/NO;
e=Em/NO;

I~

RO = g-m+I-e;
% logistinio deterministinio modelio sprendinys
% eksponentinio deterministinio modelio sprendinys

for 1 = 0:dt
T(i+1)=t
Nt (i+1)

Y (1)
)
)
)=
)=
)=
)=
)=
)=
)=
=3

Y (2
(3
(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
8)
9)=3
(10)=
(1
(1
(1
(1
(1
(1
(1
Y (1
r

DN OV EASARU RNV RONDRDRN

0
1)=
2)=
3)=
4)=
5)=
6)=
)=
8)

i

000;

’

0+1i;

— (NO*K*exp (RO*i))/ (K-NO+NO*exp (RO*1i)) ;

=2750000;
=2146000;
=2711000;
3139700;
3244500;
3328700;
3379400;
3457200;
3544500;
3654700;
704100,

657200;

3575200;
3499500;
3454200;
3394100;
3339400;
3286800;
3052588;
3003641;
=2971905;
eksponentinio modeliu parametrai
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end;

plot(X,Y, 'k")

hold on;

plot (T,Nt, 'b'")

plot (T,Et, 'r")

num = 5;

% logistinio stochastinio modelio sprendinys

for 1 = 0:dt
mu (i+1) =(0.5-rand)/500; % generuojam atsitiktinius skaicius
T(i+1)=t0+1i;

Nts (i+1) = (NO*K*exp ((RO+mu(i+1))*1i))/ (K-NO+NO*exp ( (RO+mu (i+1)) *1i));

T(i+1)=t0+i;
end
plot (T,Nts, "'r'")
hold on;
figure;
stairs (T,Nts, 'r-");
hold on;
plot (T,Nt, 'b")
plot (T,Et, 'r")
hold on;

Logistinio ir eksponentinio modeliy sprendiniy tyrimas

Ro=0.2; %pradines salygos
No=1;

k=10000;

int=50; % iteraciju skaicius
int2=85;

ti2=0;

ti=0;

Log=0;

Exp=0;

i+1) = No*exp(Ro*i); % eksponentinis sprendinys
Yi(i+1)=Exp (i+1);
Y (i+1)=20;

end;

for i = 0:int2-1
ti2 (i+1)=1+1;

Log (i+l) = (No*k*exp (Ro*1i))/ (k-No+No*exp (Ro*i)); % logistinis sprendinys

K(i+1l)=k;

X(i+1)=-1;

Y (i+1)= 20;
end;
plot (ti2, Log, 'b")
hold on;
plot (ti2,K, 'k'")
plot(ti2, X, 'k")
plot (Y,Yi, 'k'")
plot (ti,Exp, 'r")

Tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniy tyrimas
in=100;

Sk=25;
Lai=0;
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1al=0.005;
la2=-0.12;
1a3=0.05+0.0251i;
1a4=0.01-0.011i;
Cl1=0; % konstanos C

C2=0;

C3=0;

C4=0;

%$jei realus ir skirtingii

SExpl=0;

$jel realus ir vienodi

SExp2=0;

$jei skirtingi kompleksiniai

SExp3=0;

X=0;

for j = 1:Sk % konstanu C sekos
Cl(:,1)=1;
C2(:,1)=5;
Cl(:,j+1)=Cl(:,3)+1;
C2(:,3+1)=C2(:,3)+2;
C3(:Ij+l)=C2( Ij)+4;
C4(:Ij+l)=C2( Ij)+3;
Y (3)=1;
for i = 1:in-1

Lai(i+1l)=1+1;
SExpl (i+1,3) = Cl(1,7J)*exp(lal*i)+C2(1,]) *exp (la2*i);
SExp2 (1i+1,3) = (i*C2(1,3)+C3(1,7j)) *exp(la2*i)+Cl(1,]) *exp(lal*i);
SExp3 (i+1l,3j) = C3(1,]j)*real (lad*exp(la3*i))+C4(1,]) *imag(la3*exp(lad*i));
X (1+1)=-1;
end;
plot(Lai,X, 'k");
hold on;
plot(Y,Lai, 'k'");
plot (Lai, SExp3(:,3), 'k");
hold on;
figure
plot (Lai,SExpl(:,3),'b");
hold on;
plot (Lai,SExp2(:,3),'r");
hold on;
end;

Struktiirizuoty pagal amziy ir lytj populiacijos modeliy programa, kai yra 36 klasés

clc;
close all;
clear all;
$ demografiniai lietuvos rodikliai
Ga=32515;
Ma=42719;
Ea=31311;
Ia=22011;
Ti=0;

if (dt>T)
dt=T;
end;



tmod=1;

CMgr = 18;
% duomenu nuskaitymas
dir = 'C:\Users\Vartotojas\Desktop\Bakalauras\Duomenys\"';

load(strcat (dir, 'Gv.dat'"));

load(strcat (dir, 'Gm.dat'"));
load(strcat (dir, 'Mv.dat'));
load(strcat (dir, 'Mm.dat'));
load(strcat (dir, 'Ev.dat'));
load(strcat (dir, 'Em.dat'"));
load(strcat (dir, 'Iv.dat'"));
load(strcat (dir, 'Im.dat'"));
load(strcat (dir, 'Evv.dat'));
load(strcat (dir, 'Evm.dat'"));
load(strcat (dir, 'X0.dat'"));
load(strcat (dir, 'YO.dat'"));
load(strcat (dir, 'V.dat'));
load(strcat (dir, 'Lvi.dat'"));
load(strcat (dir, 'Lmi.dat'"));
load(strcat (dir, 'Av.dat'"));
load(strcat (dir, 'Am.dat'"));
D(1,1:CMgr) = Gv*Ga;
D(2,1:CMgr) = Gm*Ga;
D(3,1:CMgr) = Mv*Ma;
D(4,1:CMgr) = Mm*Ma;
D(5,1:CMgr) = Ev*Ea;
D(6,1:CMgr) = Em*Ea;
D(7,1:CMgr) = Iv*Ia;
D(8,1:CMgr) = Im*Ia;
D(9,1:CMgr) = Evv;
D(10,1:CMgr) = Evm;
D(11,1:CMgr) = YO;
D(12,1:CMgr) = XO0;
D(13,1:CMgr) = Lvi;
D(14,1:CMgr) = Lmi;
D(15,1:CMgr) = Av;
D(16,1:CMgr) = Am;

t0 = 1;

[Lv,Lm,Av,Am]=Aformavimas (D) ;

$tikriniu vektoriu ir tikriniu reiksmiu radimas
[AvV, AvD] eig (Av, 'nobalance');
[AmV,AmD] = eig(Am, 'nobalance');

% konstantu paieska
Cv = inv (Sprendinys
Cm = inv (Sprendinys
Lv1l8s(1l:CMgr,1:T)=0;
Iml8s(1l:CMgr,1:T)=0;
Iml18(1:18,1)=X0;
Lv18(1:18,1)=Y0;
for t=dt:T

AvS = Sprendinys (AvV,AvD, t) *Cv;

AvV,AvD,0))*D(11,:)"';
AmV,AmD, 0))*D(12,:)"';

—



Pv (t+1)=sum (AvS) ;

Pvv (l:CMgr, t+1)=AvVS;

AmS = Sprendinys (AmV,AmD, t) *Cm;
Pm(t+1)=sum (AmS) ;

Pmm (1:CMgr, t+1)=AmS;
Ti(t+1)=2013+t;

P(t+1l) = round(sum(AmS)+sum(AvS)) ;%

Lv18s=Lv18(1:18,t+1);
Lvl8ss (t+1l)=sum(Lv1l8s) ;
Lv18(1:18,t+2)=Lv*Lv18(1:18,t+1);

ILml8s=Lml8 (1:18,t+1);
Iml8ss (t+1)=sum(Lml8s) ;
Iml8(1:18,t+2)=Lm*Lml8(1:18,t+1);

Ls(t+l)= round(sum(Lml8s)+sum(Lv18s));
end;

plot (Ti,P, "g*")

hold on;

plot (Ti,Pv, 'g")
plot (Ti,Pm, "*")
hold on;
plot (Ti,Ls, 'm*")
hold on;
round (AvS)
round (AmS)
round (Lv18s)
round (Lml18s)
plot (Ti,Lv18ss, 'k")
plot (Ti,Lml8ss, 'o")
for j=1:6
hold on;
plot(Ti,Pvv(j,:), 'r');
plot (Ti,Pvv(j+6,:), 'g');
plot (Ti, Pvv(j+12,:), 'k');

hold on;

plot (Ti,Pmm(j,:), 'r'")
plot (Ti,Pmm(j+6,:), 'g');
plot (Ti,Pmm(j+12,:), 'v');
end;

figure

plot (Ti,Pm, 'r")

plot (Ti,Pv, 'k")

’
v

deterministinio modelio sprendinys

% matricinio modelio sprendinys

Matricos A formavimas

function [Lv,Lm,Av,Am]=Aformavimas (D)
[CPoz,CMgr]=size (D) ;

$suformuoja deterministinio ir stochastinio modeliu duomenu matricas

$kiekvienai lyciai Av vyrms Am moterims,

Av (1l:CMgr,1:CMgr)=0
Am(l:CMgr,1:CMgr)=0;
Lv (1l:CMgr,1:CMgr)=0
Lm(1:CMgr,1:CMgr)=0

for i = 1:CMgr
for 3 = 1:CMgr

Lv vyrams, Lm moterims
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if (i-1==73)
Am(i,3)=D(10,79);
Im(i,3)=D(10,7);
end;
end;
end;

Oilerio metodo sprendinio formavimas

function Spr = Sprendinys (AV,AD,t)
[CMgrl,CMgrl]=size (AV) ;
Spr(l:CMgrl,1:CMgrl)=0;
for i = 1:CMgrl
for 3 = 1:CMgrl
if imag(AD(j,j))==0 % jei nera kompleksiniu reiksmiu
Spr(i,J)=AV(i,]J) *exp (AD(J,J)*t);

else
if imag(AD(3,3))>0 % jei yra kompleksiniu reiksmiu
Spr(i,j)= real(exp(AD(j,J)*t)*AV(i,]));
else
Spr(i,j)= imag(exp (AD(j,J)*t)*AV(i,]));
end;
end;
end;
end;

Matricy metodo sprendinio formavimas

function Spr = MSprendinys(V,t)
[CMgrl,CMgrl]l=size (V) ;
Spr(l:CMgrl,1:CMgrl)=0;
for i = 1:CMgrl
for j = 1:CMgrl
if (i==7)

Spr(i,j)=exp(V(j,]J)*t);
else
Spr(i,j)=0;



end;
end;
end;

Struktiirizuoty pagal amziy ir lytj populiacijos modeliy programa, kai yra 18 klasiy

clear all;

Ga=63135;
Ma=73362;
Ia=7099;
Ea=25619;
CMgr = 18;
dir =
load(strcat (dir,
load(strcat (dir,
load(strcat (dir,
load(strcat (dir,

( (

( (

load(strcat (dir,
load(strcat (dir,
D18 (1,1:CMgr) =
D18 (2,1:CMgr) =
D18 (3,1:CMgr) =
D18 (4,1:CMgr) =
D18 (5,1:CMgr) =
Xo=X018;

B=0;

L=0;

% formuojamos pradiniu duomenu matricos B ir L

for i = 1:CMgr
for j§ =

end;
end;
end;

$ nuskaitomi duomenys
'C:\Users\Vartotojas\Desktop\Bakalauras\Duoml8\";

'Givl8.dat'));
'Mirl8.dat'));
'L18.dat'"));
'Al8.dat'));
'Evl8.dat'));
'X018.dat'"))

’

Givl8;
Mirl8*Ma;

= L18;

AlS8;
Ev18;

1:CMgr

if (1==79)
B(i,j)=D18
L(i,j)=D18

(4,1);
(3,1)7

[BV9,BD9] = eig (B, 'nobalance');

C18=0;
L18=0;
L18s=0;
18=0;
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L18ss=0;

L18(1:18,1)=Xo;

Spl8=Sprendinys (BV9,BD9,0) ;

Cl18 = inv (Sprendinys (BV9,BD9,0)) *Xo;

for t=0:35
pl8= Sprendinys (BV9,BD9,t)*C1l8;

P18 (l:CMgr, t+1)=pl8;
psl8 (t+l)= sum(pl8);

T18 (t+1)=t+2013; % deterministinio modelio sprendinys
L18s=L18(1:18,t+1);

L18ss(t+l)=sum(L1l8s); % matricinio modelio sprendinys
L18(1:18,t+2)=L*L18(1:18,t+1);

end;
hold on;
plot (T18,psl8, 'r');
hold on;

format long g;

for 1 = 1:6

hold on;

plot (T18,P18(13,:)+P18(14,:)+P18(15,:)+P18(16,:)+P18(17,:)+P18(18,:),'b");
plot (T18,L18ss, 'b'");

plot (T18,P18(1+12,:), 'k');

end;

Struktiirizuoty pagal amziy ir lytj populiacijos modeliy programa, kai yra 10 klasiy
clear all;

Ga=32515;
Ma=42717;
I1a=10723;
Ea=31311;
CMgr = 9;
% nuskaitomi duomenys

dir = 'C:\Users\Vartotojas\Desktop\Bakalauras\Duom9\"';
load(strcat (dir, 'Giv9.dat'"));
load(strcat (dir, 'Mir9.dat'"));
load(strcat (dir, '"Im9.dat")
load(strcat (dir, "Em9.dat")
load(strcat (dir, 'Ev9.dat"')
load(strcat (dir, 'X09.dat"')
load(strcat (dir, 'Mat9.dat'
load(strcat (dir, 'L9ii.dat'
load(strcat (dir, 'L9i.dat'
load (strcat (dir, 'A9i.dat'

B=0;

D(1,1:CMgr) = Giv9;
D(2,1:CMgr) = Mir9*Ma;
D(3,1:CMgr) = Im9*Ia;
D(4,1:CMgr) = Em9*Ea;
D(5,1:CMgr) = EV9;
D(6,1:CMgr) = L9i;
D(7,1:CMgr) = L9ii;
D(8,1:CMgr) = A9i;
X0=X09;

A=0;

L=0;

% fomuojamos A ir L matricos
for i = 1:CMgr
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B(ilj):D(Slj)l
L(ilj):D(6lj)l
end;
if ((i==1)&& (3~=1))
A(i,3)=D(1,9);
L(ilj):D(llj);
B(ilj):D(llj);
end;
if (i-1==73)
A(i,)=D(5,3);
L(ilj):D(7lj)l
B(ilj):D(7lj)l
end;
end;
end;
[AV9,AD9] = eig(B, 'nobalance');
C9=0;

Sp=Sprendinys (AV9,AD9,0) ;

% [AV9,AD9] = eig (A, "'nobalance');

C9 = inv (Sprendinys (AV9,AD9,0)) *X0;

Ti=0;

PPP9=0;

P9=0;

Ps=0;

L9=0;

L9s=0;

L9ss=0;

L9(1:9,1)=X0;

for t=0:35

P= Sprendinys (AV9,AD9,t) *C9;

P9 (1l:CMgr, t+1)=P;

Ps(t+l)= sum(P);% deterministinio modelio sprendinys
PP9(1:9,t+1l)=(eye(9)+B*t+ ((B*t)"2)/2+ ((B*t)"3)/factorial (3)+ ((B*t)"4)/factorial (4)+ ((
B*t)~5)/factorial (5)+ (B*t)~6/factorial (6)+ (B*t)~7/factorial (7)+ (B*t)"~8/factorial (8)+(
B*t)~9/factorial (9)+ (B*t)~10/factorial (10)+ (B*t)~11/factorial (11)+(B*t)"~12/factorial (
12)+(B*t)"13/factorial (13)) *X0;

PPPO (t+1)=sum(PP9(1:9,t+1l));% deterministinio modelio sprendinys apytiksliu
skaiciavimo metodu

L9s=L9(1:9,t+1);

L9ss (t+1)=sum(L9s) ;

L9(1:9,t+2)=L*L9(1:9,t+1l);% matricinio modelio sprendinys

Ti(t+1)=t+2013;

end;

hold on;

plot (Ti,Ps(), 'r*");

% figure

hold on;
plot (Ti,PPP9 (), 'r');
plot (Ti,L9ss (), 'b');

Struktirizuoty pagal amziy ir lytj populiacijos modeliy programa, kai yra 3 klasés

del=0;
% duomenu matrica A
x3=[-0.020494 0.009644 0; 0.035083 -0.0402698+del 0; 0 0.028702+del -0.0461105217;

s=0;
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[V,D]=eig(x3);
Nol =1075239;
No2 =1182820;
No3 =713846;
nl=Nol;
n2=No2;
n3=No3;
% duomenu matrica A
L=[0.9795058 0.00964399 0;0.035083 0.959730+del 0;0 0.0287017+del 0.95338894];
No=[Nol No2 No3];
C= inv (Sprendinys (V,D,0)) *No';
NP (1:3,1)=No"'
NL(1:3,1)=No'
[T,J]=jordan (x3) ;
for t=0:35
Ps= Sprendinys(V,D,t) *C;
P3(1:3,t+1)=Ps;
Pss(t+l)= sum(Ps); % deterministinio modelio sprendinys Oilerio metodu
NLs=NL (1:3,t+1);
NLss (t+1)=sum(NLs) ;
NL(1:3,t+2)=L*NL(1:3,t+1);% matricinio modelio sprendinys Matricu metodu
PMs= T*MSprendinys (J,t)*inv (T) *No';
PM3(1:3,t+1)=PMs;
PMss (t+1)= sum(PMs); % deterministinio modelio sprendinys Matricu metodu
PP(1:3,t+1)=(eye (3)+x3*t+ ((x3*t)"2)/2+ ((x3*t)"3)/factorial (3)+ ((x3*t)"~4)/factorial (4)
+((x3*t)”~5)/factorial (5)) *No';
PPP(t+1l)=sum(PP(1:3,t+1l));% deterministinio modelio sprendinys apytiksliu skaiciavimo
metodu
Ti(t+1)=t+2013;
end;
%hold on;
plot (Ti,Pss (), 'k*');
hold on;
plot (Ti,NLss, 'b');
plot (Ti,P3(1,1:26), 'g');
hold on;
plot (Ti,PPP(), 'r');
plot (Ti,PMss, 'or');

Stochastinio eksponentinio augimo modelio modelis
%deterministinis modelis: dx/dt=(b-d)x

x0=2; b=2; d=1.25; % pradiniai parametrai
x=[0:.1:8];

y=x0%*exp ((b-d) .*x) ;% sprendinys

set (gca, 'fontsize',18);
plot(x,y, 'b-="', 'Linewidth',2);



hold on

$Markovo grandiniu sprendiniai (5)
for j=1:5

clear n t

t(1,3)=0;

tt=1;

n(tt)=x0;

Q

% tesiam iki nulio arba iki laikas pasieks 500
while n(tt)>0 & tt<500

ul=rand; u2=rand; %generuojam atsitiktinius skaicius
t(tt+l,3)=-log(ul)/ (b*n(tt)+d*n(tt))+t(tt,J);
tt=tt+1l;

if u2<b/ (b+d)

n(tt)=n(tt-1)+1; % gimimas

else

n(tt)=n(tt-1)-1; % mirtis

end

end

s=stairs(t(:,j),n, 'r-', 'Linewidth', 2);

end

hold off

xlabel ('Laikas'); ylabel ('Populiacijos dydis N');
axis ([0,8,0,min(max(y),100)]);
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