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DISERTACINIO DARBO APRASYMAS

Tyrimo objektas ir moksliné problema. Disertacijos tyrimo objektas yra periodiné
dzeta funkcija. Moksliné problema - Sios funkcijos momenty problema.

Periodiné dzeta funkcija (5(s), s = o+it, pusplokstuméje o > 1, yra apibréziama paprastaja
Dirichlé eilute su koeficientais €2™*™ &ia \ yra fiksuotas parametras.

Tikslas ir uzdaviniai. Darbo tikslas - jrodyti asimptotines formules funkcijos ) (s) mo-
mentams bei kai kuriems objektams, susijusiems su Sios funkcijos momentais. Darbo uzdaviniai
yra Sie:

1. Jrodyti Atkinsono tipo formule su korektisku liekamuoju nariu kritinéje juostoje periodinei
dzeta funkcijai su racionaliuoju parametru.

2. Irodyti Atkinsono tipo formulés periodinei dzeta funkcijai kritinégje ties¢je vidurkio for-
mule liekamojo nario modulio kvadratui.

3. Irodyti Atkinsono tipo formulés periodinei dzeta funkcijai kritinéje juostoje vidurkio for-
mule liekamojo nario modulio kvadratui.

4. Gauti asimptotine formule periodinés dzeta funkcijos ketvirtajam momentui.

Aktualumas. Funkcijy reikSmiy pasiskirstymas yra charakterizuojamas jvairiais budais.
Vienas i$ populiariausiy budy dzeta funkcijy teorijoje yra siy funkcijy momenty tyrimas. Tai
motyvuojama tuo, jog jvairiuose uzdaviniuose individualios dzeta funkcijy reiksmeés, kurias
sunku apskaiciuoti, gali buti pakei¢iamos ty reikSmiy vidurkiais. Be to, gerai zinoma, kad
kai kuriais atvejais is dzeta funkcijy momenty asimptotikos isplaukia tikimybinés ribinés teore-
mos. Todél dauguma analizinés skaiciy teorijos tyrinétojy yra susije su dzeta funkcijy momenty
problema. Pirmieji reikSmingi rezultatai Sioje srityje priklauso G. H. Chardziui (Hardy) ir J.
E. Litlvudui (Littlewood) (asimptotiné formulé Rymano dzeta funkcijos kvadrato vidurkiui) ir
A. E. Ingamui (Ingham) (asimptotiné formulé Rymano dzeta funkcijos ketvirtajam momentui).
Momenty problema Rymano dzeta funkcijai isvysté D. R. His-Braunas (Heath-Brown), M. Ju-
tila (Jutila), A. Ivicius (Ivic), A. Selbergas (Selberg). Svarius rezultatus gavo F. V. Atkinsonas
(Atkinson), K. Ramancandra (Ramachandra), K. Macumotas (Matsumoto), T. Miormanas
(Meurman), J. B. Konris (Conrey), J. Stoidingas (Steuding) ir kiti zinomi matematikai. Nese-
niai K. Saundararajanas (Soundararajan) momenty problemos sprendime pasiulé naujas idéjas
ir patikslino keletg rezultaty [17].

Dzeta funkciju momenty problema turi grazias tradicijas ir Lietuvoje. J. Kubilius, M.
Maknys, A. Bulota, A. Matuliauskas nagrinéjo algebriniy kuny dzeta funkcijy momentus.
A. Laurin¢ikas ir jo mokiniai R. Garunkstis, D. Siauc¢itunas, S. Zamarys, J. Karaliunaite, R.
Ivanauskaité tyrinéjo Rymano dzeta funkcijas, Dirichlé L-funkcijy, paraboliniy formy, Dirichlé
eiliuciy su periodiniais koeficientais ir kity dzeta funkcijy momentus ir taiké gautus rezultatus.
Visg tai rodo dzeta funkcijos momenty problemos svarba.

Metodai. Atkinsono tipo formulés jrodimui yra taikomos Atkinsono, Macumoto ir Mior-
mano metody modifikacijos. Vidurkiy formuléms jrodyti yra isvystomi His-Brauno ir Ivic¢iaus
metodai. Ketvirtojo momento tyrimui yra naudojama artutiné funkciné lygtis.



Naujumas. Visi disertacijos rezultatai yra nauji. Atkinsono tipo formule kritinéje juostoje
periodinei dzeta dunkcijai nagrin¢jo J. Karaliunaité, taciau disertacijoje si formulé pateikta su
pataisytu liekamuoju nariu parametro atzvilgiu.

Darbas yra teorinis. Gauti rezultatai gali buti naudojami tolimesniems periodinés dzeta
funkcijos tyrimams.

Problemos apzvalga ir pagrindiniai rezultatai. Momenty problema analizinéje skaiciy
teorijoje visy pirma yra siejama su Rymano dzeta funkcijos ((s) reikSmiy pasiskirstymo tyri-
mais. Primename, kad ((s) funkcija pusplokstuméje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute

=1
((s) = ol

m=1

ir yra analiziskai pratesiama j visa kompleksine plokstuma, isskyrus paprastaji poliy taske
s = 1 su reziduumu 1. Funkcijos ((s) momenty problemos esmé yra rasti asimptotika arba
bent jvercius dydziams

T
e . 1
Ix(o,T) d:f/ IC(o +it)[*dt, o > 3 k>0,
0
kai T — oo. Kai kuriuose uzdaviniuose informacija apie I (o, T) sékmingai pakei¢ia individ-

ualias funkcijos ((s) reikSmes. Tai aiskiai parodo momenty problemos sarysis su Lindeliofo
(Lindelof) hipoteze, tvirtinancia, kad su kiekvienu € > 0,

1
¢ (5 +it) =0ullt). 1= o
Néra sudétinga parodyti, Zr., pavyzdziui, [18], kad Lindeliofo hipotezé yra ekvivalenti jvercéiui
1
I (§,T) = O0.(T""), k €N,

su kiekvienu ¢ > 0. IS kitos pusés, dzeta funkcijy momemty tyrimas yra labai sudétinga, taciau
idomi analizinés skaiciy teorijos problema. Funkcijos ((s) teorijoje yra zinoma hipotezé, kad

I (%T) ~ (k)T (log T)*, (1)

kai T" — oo, su kuriomis nors konstantomis c(k), taciau ji yra jrodyta tik kelioms & treikSméms.
1918 m. Chardis su Litlvudu gavo, kad ¢(1) = 1, 0 1926 m. Ingamas jrode, jog ¢(2) = 5. Be
to, 1996 m. Laurin¢ikas pastebéjo, kad (1) sarysis yra teisingas su

a

Joglog T

kai ¢(k) =1 ir a yra apréztas teigiamas dydis.

Yra zinomi ir jvairus dydziy Ik(%, T) jverciai. Labai tikslus tokio tipo rezultatai priklauso
His-Braunui. Jis jrodé [4], kad nelygybeé

I (%T) > ¢, T(log T)¥ (2)
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su kuriuo nors ¢ > 0 yra teisinga su visais racionaliais k. (2) nelygybe anksc¢iau jau buvo gaves
Ramacandra [16] visiems k& > 0, kai teisinga Rymano hipotezé (RH) (((s) # 0, kai o > 1).
Taip pat tame paciame darbe His-Braunas jrodé ir nelygybe is virsaus

1 2
I (§,T> < T (log T)*

suk=-2L meN, osuRH - su visais 0 < k < 2. Su RH Konris (Conrey) su A. Gosu (Ghosh)

m’

gavo nelygybe [2]

zk<§,f) > ((k) + o(1))T(log T)*

su isreikstiniu ¢(k), k > 0, pavidalu, o His-Braunas [5] pateiké nelygybe

I (%T) < ((W - 3(2 — k)é(k:) + 0(1)) T(log T)**

su 0 < k < 2. Konstanty c(k) iSraiskos néra zinomos. Egzistuoja hipotezés, kad

) 42 (1 1)4(1+4+ 1)

C = — —_ = — N
| 2

o+ p pop

ir

p
bei bendra hipotezé, jog
2 oo - .
C(k?)_ 1 H( _l)k di(p])k 1 J!
rm L) 27 LGy
cia
, kE(k+1)...(k+7—1
a) - >; )

Analogiskus rezultatus dydziams I}, (% + %,T) su lp — oo gavo A. Laurincikas. Jis taip

pat iskélé hipoteze, kad

o o1
/OC(§+E+Zt>

kai 7" — oo, su kuriomis nors konstantomis b(k).

2 dt = b(k) min(lz, log T)* (1 + o(1)),

Daug démesio yra skiriama antrajam momentui [y (%, T). Tegul vy yra Oilerio konstanta,
t.y.,

, 1
Y = 7}1—{20 (Z —— logn> =0,577215...,

m<n



ir
1 T
E(T) =5 (5T ) = Tlog — — (290~ VT
Klasikinis [18] monografijos rezultatas tvirtina, kad su kiekvienu € > 0 galioja jvertis E(T) =
O(T=*). Tiksliausias Zinomas jvertis
E(T) = 0 (TH (log T) 57 )
buvo gautas [19] darbe. Hipotezé tvirtina, kad O(T1+¢) su kickvienu & > 0.

Funkcija E(T) nagrinéjo daugelis autoriy. Tai galima paaiskinti ne tik pacios funkcijos
E(T) jdomumu, bet ir jos sarysiu su garsia Dirichlé dalikliy problema apie dydziy

Ax) = Z d(m) — z(logzx + 27y — 1)

m<x

jvertj. Cia, kaip visada,

d(m)zZl, m € N,

dlm

yra dalikliy funkcija. Daug rezultaty Sia tema galima rasti darbuose [6], [7].

Yra zinomi jvairus funkcijos E(7') tyrinéjimo metodai. F. V. Atkinsonas pasiulé [1] nauja
buda, kuris atvedé prie isreikstinés funkcijos E(T') formulés su mazu liekamuoju nariu. Tegul
c1 < c9 yra teigiamos konstantos, c;T' < N < T, ir

T N N2 NT
M=NMIN) =g+ 5 =\ 7+ 5

Apibréziame funkcijas

arsinh(x) = log(z + V1 4 22),

f(T,m) = 2Tarsinh ( %) +2rmT + m2m2 — %

Tuomet Atkinsono teorema turi pavidalg.

A teorema. Yra teisinga formulé

E(T) = % %;V % (arsinh ( %))_1 (% + i) cos(f(T,m))

—2Zd(m) lo a _1cos Tlo o T+ = + O(log?T)
vm & 9mm & 9rm 4 &)

m<N;

=




A teoremos jrodymas su nedideliais pataisymais yra duotas ir [6] monografijoje. Matome,
kad Atkinsono formulé isreiskia liekamaji narj F(7T') gana paprastomis elementariomis funkci-
jomis. Tai leidzia atlikti tikslesnius funkcijos E(T") tyrimus.

Yra zinomos jvairios A teoremos modifikacijos. Laurinc¢ikas 1992, 1993 m. jrodé Atkinsono
formulés varianta Salia kritinés tiesés o = %

Miormanas 1986 m. gavo Atkinsono formulés apibendrinimg Dirichlé L-funkcijoms. H.
[Sikava (Ishikawa) ir Macumotas 2011 m. jrodé Atkinsono tipo formule funkcijos ((s) ir Dirichlé
polinomo sandaugai. Pastebime, kad Atkinsono formulé yra gana naudingas rezultatas Rymano
dzeta funkcijos teorijoje. Si formulé naudojama jvairiems dydzio I,(o, T) formulés liekamojo
nario jveréiams gauti bei aukstesniyjy momenty [(o,7T) tyrimui. Pavyzdziui, His-Braunas
pritaiké [3] A teorema gauti jverc¢iui

1
Is <§, T) = O(T?*(log T)'").
Daugiau informacijos apie Rymano dzeta funkcijos vidurkius galima rasti [14] ir [8] darbuose.

Disertacijoje Atkinsono tipo formulé yra gaunama periodinei dzeta funkcijai ()(s), A € R.

Si funkcija pusplokstumeéje o > 1 yra apibréziama Dirichlé eilute
i 627r2)\m
mS

m=1

Kai A € Z, funkcija ()(s) tampa Rymano dzeta funkcija. IS kitos pusés, funkcija ()(s) yra
artimai susijusi su Lercho dzeta funkcija

2mwiAm

= e
L(A, oc>1
@) Zo (m+ «)* ’
¢ia a, 0 < a < 1, yra fiksuotas parametras. Nesunku matyti, kad
O(s) = e™AL(M\ 1, 8), o > 1. (3)

Kadangi funkcija L(A, 1, s) su A ¢ Z yra sveikoji, tai (3) lygybé duoda funkcijos ()(s) su A ¢ Z
analizinj pratesima j visg kompleksine plokstuma. I$ koeficienty €™ periodiskumo isplaukia,
jog nemazindami bendrumo galime laikyti, kad 0 < A < 1.

Funkcija ) (s) néra tokia svarbi analizingje skaiciy teorijoje kaip, tarkime, ((s). Taciau ji yra
pakankamai jdomus analizinis objektas, priklausantis nuo parametro A ir pasirodantis jvairiuose
uzdaviniuose. Pavyzdziui, (\(s) jeina i funkcijos L(\, o, s) kvadrato vidurkio parametro «
atzvilgiu formule [11].

B teorema. Turkime, kad % < o <1 yra fiksuotas irt > 1. Tuomet su kiekvienu \ € R,

rl—o+ Zt))
['(o +it)

1 A 1
/ |L()\,0z,a + Zt) _ a—a—zt|2da = 5 1 + 2F(20’ — I)RB (C)\(20' — 1)
0 g —

—2Re (e (o +it) — 1) + O(t ™).



Analogiska formulé yra teisinga [11] ir atvejais kai o0 = %, o=1.

I$ (3) lygybeés turime, kad funkcijos (5 (s) momentai sutampa su funkcijos L(A, 1, s) momen-
tais. Todél iS monografijos [11] 4.2 skyrelio teoremy iSplaukia tokie rezultatai. Tegul ((s, ),
0 < a <1, yra Hurvico dzeta funkcija, t.y., {(s,a) = L(\, a, s) su A € Z.

C teorema. Tarkime, kad 0 < X\ < 1 ir % <o < 1. Tada, kai T — o0,

(2m)2o—t

T
/0 (o + it)|2dt = ((20)T + 5 95

+O(T" 7 1ogT) + O(T?).

C(2 =20, \)T*2

Konstanta ¢(\) apibréziame formule

n

1 1
Zm—ﬂ—logn—l—c()\)vLO(ﬁ), n — 0o,

m=0
o ¢(1) yra Oilerio konstanta .

D teorema. Tarkime, kad 0 < X\ < 1. Tuomet, kai T — oo,
T
1
— XA
[ loen)

C ir D teoremy jrodymui naudojama Lercho dzeta funkcijos artutiné funkcineé lygtis.

2
dt = Tlog T + T(c(A) +~ — 1 —log 27) + O(T= log T).

Idomesné ir sudétingesné kvadrato vidurkio problema funkcijai ¢)(s) yra si. Tarkime, kad

A yra racionalusis skaicius, t.y., A = g su sveikaisiais a ir ¢, 1 < a < ¢. Analogiskai Dirichlé

L-funkcijy atvejui galima nagrinéti kvadraty vidurkj

Z/ o (o +it)[*dt. (4)

Pastaroji problema su o = % buvo pradéta nagrinéti darbe [10] ir buvo gautas A teoremos
analogas. Apibréziame
( + zt)

Tegul ¢; and ¢, yra dvi tokios teigiamos konstantos, ¢; < ¢g, kad 1T < N < T, ir

1
T N gN\ g¢NT\?
N1=N1(q,T,N)=q<2 +5- —((—2 >+—27T > )

2

T
dt — T <logq—+270 - 1) .
2

Be to, tegul

f(T,m,q) = 2Tarsinh (1/ 5;1) + /2mqmT + 72¢>m? — g

10



ir

2mm

T
g(T,m,q) = Tlog( g ) —-T+

m

Matome, kad f(T,m,q) = f(T,mq) ir g(T,m,q) = g(T, 3) naudojant A teoremos Zymenis.
Apibréziame dvi sumas

Siun - E (e (T (21

X cosf(T,m,q)

NI

ir

> T =~ Z ( 7ri)lcosg(T,mq)-

m<N1

Tada galioja toks A teoremos analogas [10].

E teorema. Tarkime, kad ¢ <'T". Tuomet

B, T)=q (3 @T)+ > (a.7)) + O(/alog T) + O(gT ).

Pastebime, kad, atveju ¢ = 1, E teorema pilnai sutampa su A teorema. Be to, E teoremos
irodymo kelias reikalauja, kad galioty nelygybe ¢ < T.

K. Macumotas gavo [13] Atkinsono formulés analogg su fiksuotu o, 1 < o < 2. Jis rado
isreikstine formule dydziui

E,(T) = Ii(o,T) — ((20)T — (2%)20—1%T2_20.

Sioje formuléje dalikliy funkcijos d(m) vaidmenj atlieka apibendrintoji dalikliy funkcija

:Zda,aec

dlm
Tegul N ir Ny, bei f(T,m) ir g(T, m) yra tokie kaip A teoremoje. Apibréziame dvi sumas

> @) =2 (;)”—% 3 <—1>:;fl1__:a<m>

m<N

(s (\/Z0)) (G4 2) eontrmmy

>, (1) == (%”) > “17;;’(:1) (log QZm)lcos(g(T, m)).

m<Ny

Ll

ir

11



Tuomet minéta Macumoto teorema turi pavidalg.

F teorema. Tarkime, kad % <o < %.Tuomet

E,(T)=)_ (I)+Y, (T)+R(T

¢ia R(T) = O(logT') su O-konstanta, priklausancia tik nuo o.

Darbe [15] F teoremos formulé buvo iplésta j visg intervaly 3 < o < 1. Tam buvo isvystytas
labai sudétingas metodas, skirtingas nuo Atkinsono metodo.

J. Karaliunaité taip pat nagrinéjo [9] E teoremos analoga su fiksuotu o, % < o < L
Atkinsono tipo formulés jrodyme dydzio liekamajam nariui iskyla kai kurios naujos problemos,
kadangi j ta dydj jeina parametras g, kuris gali augti kartu su 7". Deja, krupsc¢iau nagrinéjant
[9] darbo formulés priklausomybe nuo parametro ¢, buvo pastebéta, jog $i formulé néra korek-
tiska g atzvilgiu. Todél pirmasis disertacijos darbo uzdavinys buvo is naujo jrodyti E teoremos

analogg su fiksuotu o, % <o < %. Siam darbui yra skirtas pirmasis disertacijos skyrius. Tegul

l1—0

Z/ (o + i) Pdt — g¢(20)T (20 = DI'(20 — 1) sin(7o) (7))

Naudodami E teoremos Zymenis, apibrézkime dvi sumas

21,0<T> _ go-lgi-o (g) 3o > (_1)‘1;?:20(7”)

m<N

« (arsinn (@)) (570 * }1) cos(f(T,m. )

5,0 -2 (L) 5 22 g (D) oy

’ m<Ni

ir

Toliau formuluojame pirmojo disertacijos skyriaus pagrindine teorema.

1.1. teorema. Tarkime, kad % <o < 3 irq<T. Tuomet
EU(q,T)Zz:1 +Z T)+ R(q.T),

¢ia R(q,T) = O(q%"7 logT) su O-konstanta priklausancia tik nuo o.

Antrasis disertacijos skyrius yra skirtas funkcijos E(q,T) kvadrato vidurkiui. Analogiska
problemg Rymano dzeta funkcijai 1978 m. sprendé His-Braunas ir, kai T" — oo, gavo formule

/QEQ( sz % O(T%log T). (5)

Antrame disertacijos skyriuje, remiantis E teorema, yra gautas toks (5) formulés apibendrini-
mas.

12



2.1. teorema. TequlT' — oo ir g < %T. Tuomet

T 2/qT% &
/2 E?(q,t)dt = S Z

st formulé yra asimptotiné.

T%q% log* T).

M\w

Kai q = O(log%T)’
Jei g =1, tada E(q,t) = E(t). Taigi, 2.1 teorema yra (5) formulés apibendrinimas.

Treciame disertacijos skyriuje yra nagrinéjamas funkcijos E,(q,T) kvadrato vidurkis. Cia
yra pateikiamas Macumoto formulés [13] funkcijos E,(t) kvadrato vidurkiui

/2T Ebdt =3 —240(2”)20_3%3%))4 (g - 0) ¢ (% + 2a> 752

+0 <T§7" log T)

apibendrinimas. Macumotas savo formule vélesniuose darbuose tikslino, liekamojo nario jvertj
pakeité jverciu O(T'). Be to, buvo jrodyta, kad

e %
/2 B}t = = 25T log T + O(T (log )2,

ir,kai%<a<1,

/T E2(t)dt = O(T).

3.1. teorema. Tegul o yra fiksuotas, 5 < o < %. Tada, kai T — oo ir q < Tl_%o_g, SU

kiekvienu >0,

N =

5
ma2 —20

T o0 2
/ ES‘(Q? t>dt = 2(5 _ 40->*1(27T)20*gq§ 20'T772cr Z . 20'(m>
2

m=1

+O(q1 2T log T).

3.1 teoremos formulé yra asimptotine, kai ¢ < T $=% ¢ su kiekvienu ¢ > 0.
Jei ¢ = 1, tai gauname Macumoto rezultata.

Paskutiniame, ketvirtame disertacijos skyriuje yra gaunamos asimptotinés formulés ketvirta-
jam periodinés dzeta funkcijos momentui kritinéje juostoje. Formulés priklauso nuo parametro
A. Yra nagrinéjaimi iracionalaus ir racionalaus parametro A atvejai.

Monografijos [18] septintame skyriuje yra gauta tokia ribiné teorema

G teorema. Tegul % <o < 1. Tuomet

¢*(20)

e .
hm—/1 |C(o +it)|*dt = (o)

T—oo 1

13



G teorema buvo apibendrinta [12] funkcijai (y(s).

H teorema. Tarkime, kad parametras A yra iracionalus, 0 < A < 1. Tuomet, kai % <o <
1, tas

C*(20) _9 Z sin? TA(my + ny — my — ny)
(minimang)® .

1 T
lim —/ (0 + it)[Adt =
Too T 1 mini=mansa

Disertacijos 4.1 skyriuje yra jvertintas toeremos H konvergavimo greitis.

1

4.1. teorema. Tarkime, kad parametras X\ yra iracionalus, 0 < A < 1, 53 <o < 1 1ir

T — o0o. Tuomet su kiekvienu € > 0

/T (o + it)*dt =T <<4<2") —2 % sin A (my + ny —my — n2)> Lo,
1

C(40’) (mmlmgng)"

mini=msanz

Racionalaus parametro A\ atvejis yra sudétingesnis. Turime tokj rezultata.

4.2. teorema. Tarkime, kad parametras A yra racionalus, 0 < A < 1, % <o <1lair

T — o0o. Tuomet su kiekvienu € > 0

T .
/ G0 +it)[fdt =T <C4(20) 5 Z sin? TA(my + ny —mg—n2)> +O(T£_U+a),
1

((40) s (mynimang)®

Matome, kad 4.2 teorema galioja siauresnéje srityje negu 4.1 teorema.

4.1 ir 4.2. teoremy jrodymai remiasi artutine funkcine lygtimi funkcijai ¢ (s).

14



ISVADOS

Disertacijoje yra gauta, kad periodiné dzeta funkcija ()(s) turi tokias savybes:

1. Vidurkio

Z/ Ca (0 + it)|*dt

formulés lieckamajam nariui yra teisinga Atkinsono tipo formulé su % <o < %.

2. Yra teisingos asimptotinés formulés funkciju E(q,T) (Ei(q,t) = E(q,T)) ir E,(q,T) su

1
2

% <o < % kvadraty vidurkiui.

3. Juostoje % < 0 < 1 funkcijos ()(s) ketvirtajam momentui galioja asimptotinés formulés.

15
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SUMMARY

Let s = o + it be a complex variable, and A\ € R be a fixed parameter. The periodic
zeta-function ()(s) is defined, for o > 1, by the series

2wiAm

SORD I

m=1

If A € Z, then ()(s) becomes the Riemann zeta-function. If A ¢ Z, then the function () (s) is
entire one.
In the thesis, the Atkinson type formula for the error term E,(q,T") of the quantity

Z/ o (0 + it)|*dt

with fixed o, % <o < %, is obtained. Moreover, the formulae for the mean squares

(¢,1),

1
2

T
/EQ(q,t)dt, E(q,t) = E
2
and
T
1 3
E2(g, t)dt, — <o < =
| Bana 5<o <3

are given.
The last part of the thesis is devoted to the fourth power moment of the function (y(s).
Here the asymptotic formulae for

T
/ |G (o +it)|*dt
0

with 0 < A < 1 and % < o < 1 are presented. The cases of irrational and rational \ are
considered separately.
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