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Ivadas

Nagrinédami realius mus supancius reiSkinius, daznai norime juos ne tik suprasti
kokybiskai, bet ir iSsiaiSkinti kiekybinius désningumus — gauti tam tikry dydziy skaitines vertes.
Tam neretai kokybinio modelio nepakanka — dar reikia sugalvoti, kokiu btidu analizines lygtis
paversti skaitinio iSvedimo rezultatais. Statiniais (pusiausvyriniais) atvejais, kada néra
priklausomybés nuo laiko, tai padaryti paprasta. Visai kitokia padétis yra su realiomis
situacijomis, kai fizikiniai (mechaniniai, elektriniai ar net biologiniai) dydziai kei¢iasi proceso
eigoje. Tada Siy dydziy priklausomybe galima atvaizduoti diferencialiniy lygciy pagalba, jas
iSsprendus  diferencialiniy lygciy sprendiniy, t.y. funkcijy grafikais. Palyginti, nedaug
diferencialiniy lyg€iy galima i$spresti analiziSkai, t.y. jy sprendinius uzraSyti formulémis.

Diferencialine lygtimi vadinama lygtis, siejanti nepriklausomg kintamaji t, nezinoma
funkcija x=x(t) ir jos jvairiy eiliy iSvestines. Diferencialinés lygties eil¢ nusako lygtyje
esancios nezinomos funkcijos iSvestinés auksciausia eilé. Pirmos eilés diferencialinés lygties
bendrasis pavidalas yra pavyzdziui F(t,x,x")=0 arba x'= f(t,x). ISsprende tiriamojo vyksmo
matematinj modelj — diferencialing lygti, ir atsizvelge i pradinius duomenis, randame to vyksmo
kitimo désnj. [2]

Paprastosios n-tos eilés diferencialinés lygties bendrasis sprendinys priklauso apskritai
nuo n laisvy konstanty. Akivaizdu, kad realy procesa ar reiskinj nusako konkreti funkcija arba
atskirasis diferencialinés lygties sprendinys, kuris gaunamas i§ bendrojo sprendinio parinkus
konstanty reik§mes. Konstanty parinkimui formuluojamos pradings ir (arba) krastinés salygos ir
pradiniai, kraStiniai ir miSrieji uzdaviniai. [3]

Magistro darbe nagrinéjama 4-os eilés paprastoji diferencialine lygtis, kuri taSke x=0
1§sigimsta. Taske X=0 4-os eilés diferencialiné lygtis virsta algebrine lygtimi.

Darbo tikslas — rasti i$sigimstanéios paprastosios diferencialinés lygties sprendiniy
analizines iSraiSkas, taikant faktorizacijos metoda, kada ieSkomoji funkcija iSdéstoma dviejy
funkcijy sandauga, viena i§ kuriy prilauso tik nuo nepriklausomo kintamojo, o kitos funkcijos
kintamasis yra specifiné funkcija (potencialas), beje taip pat priklausanti nuo nepriklausamo
kintamojo (potencialas laikomas antrosios ieSkomosios funkcijos nepriklausomu kintamuoju),
bei istirti ty sprendiniy elgseng kada x—0 ir jy priklausomybe nuo specialiosios funkcijos
vadinamos potencialu.

Darbe nagrin¢jama diferencialiné lygtis svarbi kieto kiino fizikoje. Ji gauta kaip

Sredingerio lygties radialinés dalies apibendrinimas.



2. Uzdavinio formulavimas

Magistro darbe nagrinésime ketvirtos eilés diferencialing lygtj
21(1+1 4l(L+1 PA+1D?-6l(0+1) 1(l+1
u’V+<a—¥>u”+¥u’+< t+1) G+ K )>u

x2 x3 x% x2
+ pxV'(x) (E] +yV(x)u+ SW(x)u + Eu =0, (2.1)
X .
kurioje a,p,vy, 6 — realieji skaiciai, E — neZinomas parametras, [ =0,1,2,... , V(x) -

potencialas, kuris yra tokio pavidalo
Vo
Cia V, ir a yra fizikinés konstantos, o funkcija W (x) su potencialu V(x) susieta tokia lygybe

V(x) =

W(x) =2

X

(2.1) diferencialing lygt] spresime faktorizacijos ir laipsniniy eilu¢iy metodais.

IeSkosime sprendiniy analizine forma, tirsime sprendiniy struktiirg ir jy elgseng kada x — 0.



3. Bakalauro darbo rezultatas

Bakalauro darbe gavome, kad (2.1) sprendinys gali biiti uzraSomas laipsnine eilute

[1]
u(x)=> x"*u, (2.2)
k=0

kurioje p yra parametras, kuris jgyja reikSmes -1, + 2,1+ 1,1+ 3 ir, kurios koeficientai yra
tokie
u, - bet koks |uy| < 1,u; =0,
B (ap(p — 1) — g — 65 ug
T DDl —D—2r(p+2)(p+ D)+ 4r(p+2) + (2 — 61

Voo

_ —p ) (P - 1)”0
BT G+ +2@+)p—2r(p+3)(p+2) +4r(p +3) + (2 — 61)

2 3
B (a(p+2)(p+1) —r)u, —ﬁV"; 2(p — Dug + V%uo - 5V°;4 c

T 0D+ 2D+ D) —2r(p+ H(p +3) +ar(p + 4) + (12— 61)
@ +3)(p+2) —ruy - fREE
BT e+ D+ +2) —2r(p+5)(p+4) +4r(p+5) + (2 — 67)

ir apskritai

ug + Euyg

Voa Voa*a
(p— Duy — yz"—zuo +46 026 U

¢ia
Sg=(alp+k—2)(p+k—3)—1)ux_,
Voa™ i (m + 1)

Wy o R 2 o p - D
m+n=k-3
0snsm
Voa™(m + 1)
Osn_sm
Voo™ (m+ 1
+6 Z (—nm ° Zm(+2 )un + Euy_y,
m+n=k-2
O0snsm

Th=(@+k)p+k—1D(p+k—-2)(p+k—-3)-2r(p+k)(p+k—1)+4r(p+k)
+ (r? — 61),
Cia

r=I1(1+1).



Bakalauro baigiamajame darbe taip pat jrodyta, kad formulé (2.2) laipsnine eilute

konverguoja absoluciai ir tolygiai intervale

1_ 1
Mo Sm

¢ia M yra skaicius, kuris parenkamas taip

IA|<1
M2~
kur

_ a(p+k-2)(p+k-3)
T pp+k=1)(p+k=2)(p+k=3)=27(p+k) (p+k—1)+4r(p+k)+r2—67"




4. Faktorizacijos metodo taikymas

Pasinaudoj¢ potencialo
Vo
1+ e%x

V(x) =

iSraiSka nesunkiai gauname potencialo iSvestinés iSraiSkg per jj patj

ir funkcijos W(x) israiska per potenciala, kuri yra tokia

aeax
W(x) =— v?
VX

be to gauname, kad

uy’ ae®* ae®*
Bxv'(x) (—) = —ﬁ—vzu’ + F v2u.
X Vo VoX
Suras¢ viska j (2.1) lygtj turime, kad
2l(L+1 411+ 1 ae®*
ul’ + a—ﬁu”+ ( ) _# v? |u
x? x3 Vo
Pd+1D%-6l(1+1) I(1+1 ae®* Sae®™
+ (+1) i+1) X )+ﬁ vZ:+yV — v2+E|u
x4 x? VoX VoX
=0
ir (2.1) lygtj sutrumpintai perrasome taip
uV + au” + bu' + cu =0, (2.1.2)
¢ia
20(L+ 1) 41(1+1) Pae™ | PA+1%-6l(1+1) I(1+1)
a=\a — ————|,b= — v, c= -
x? x3 Vo x4 x?
ae®* dae™*
+ﬁ vZ+yV — v2+E>.
VoX VoX

Faktorizacijos metodas taikomas ieSkomajg funkcijg iSreiSkiant kity dviejy neZinomy
funkcijy sandauga. Todél funkcijg u(x) uzraséme taip
u= U(x)T(V(x)).
(*)
Faktorizacijos metodo taikymui ir lygties (2.1.2) sprendimui reikalingos funkcijos u(x)

iSvestinés. Rasime $ios funkcijos keturias iSvestines.



Diferencijuojame (*) pagal x ir turime, kad
u' =U'T+UT,V
Pastarosios lygybés diferencijavimas dar kartg kintamojo X atzvilgiu atveda i funkcijos
u(x) antrosios i$vestinés israiska, kuri yra tokia:
uw' =U"T +2U'TyV + UT) (V)? + UT, V'
Funkcijos u(x) treciosios ir ketvirtosios eilés iSvestiniy iSraiskos yra tokios:
u"" = U"'"T+3U"T,Vy +3U'T) (V))? + 3U'TyV' + 3UT) Vi V' + UT) (V)3 + UT, V'
ulV = UVT + 4U""' TV, + 6U" T} (V)? + 6U" Ty V' + 4U'T) (V)3 + 12U'T)' ViV
+ 4U'T V" + 6UT) (V)2VY' + 3UT, (W)? + 4UT) V" + UT VIV
+UTy" (5)*
Gautasias iSvestiniy iSraiSkas raSome j (2.1.2) lygtj ir gauname, kad:

UVT +4U"'T'V' + 6U"'T"(V)2+ 6U"T'V" +4U'T"" (V)3 + 12U'T"V'V" + 4U'T'V""
+6UT"' (V)2V" +3UT" (V)2 +4UT"V'V" +UT'VYV + UTV(V)* + U"'T
+2U'T'V' +UT"(V)2+ UT'V"+U'T+UT'V' +UT =0

Pastarojoje lygtyje grupuojame narius prie vienody funkcijos U(x) iSvestiniy:
UVT +4U0"'T'V +U"(6T" (V)2 +6T'V" +T)
+ U'(4T"" (V)3 + 12T"V'V" + AT'V"" + 2T'V' + T)
+ UT""(V)2V" +3T"(V")2 +4T"V'V" + T'VV + TV(V")* + T"(V")?
+T'V'"+TV' +T)=0
Sugrupave narius, visg paprastaja lygti padalinkime i§ funkcijos T(V(X)), kuri néra
tapatingai lygi nuliui. Turime tokia lygtj ieSkomajai funkcijai U(x) rasti:
AT'V' U <6T"(V’)2 +6T'V" + T>

UIV UIII
+ T + T

LU <4T”’(V’)3 + 12T"V'V" + 4T'V"" + 2T'V' + T)

T

U <6T”’(V’)2V" +3T"W")2 +4T"V'V" + T'VV + TVWH*+T"(V)2+T'V"+T'V' + T>
T
=0
Pagal faktorizaijos metodg reiSkinj prie funkcijos U(X) pazymékime atskyrimo

konstanta A. Turime

TVWH*+ 6T (V)2V" +T"GBW")2+4V' V" + (VD) +T' WV +V"+V)+T _ 3

T

ir gauname lygtj ieSkomajai funkcijai T(V(x)) rasti, kuri yra tokia:




TVW*+6T"(VH2V" +T"GBW'")2+4V' V" + (V) +T'VV +V" +V')+T—-TA
=0
(2.4)
Norédami gauti funkcijos T(V(X)) analizing iSraiska, t.y., iSspresti (2.4) lygtj, jos

sprendinio ieSkosime laipsninés eilutés

T(V(x)) = Z VktaT,
k=0

pavidalu.

Laipsning eilute diferencijuojame keturis kartus potencialo V atzvilgiu ir gauname:

T'(V(x)) = ) (k+wVkriT,
kZO :

T"(V(x)) = Z(k + W)k + p— DVFHE2T,
k=0

T (V(x)) = 2(1« + )k + = Dk + p — 2)VkHu3T,
k=0

TV (V(x)) = Z(k )+ = D)k + i — 2)(k + = 3)VEFaT,
k=0

Gautas funkcijos T(V(x)) iSvestines jrasome j (2.4) lygtj ir sumos Zenklg parase¢ prie§

skliaustus, turime

o)

D (G et = Dk + 1= 2 (k + = DV (V)
k=0

+6(k+pw)(k+u—1)(k+p—2)VEu=3T, (V)21
+ (k+ Wk + = Do 2T (3(V)2 +4V'V" + (V1))
+ (k + WVFHEAIT, (VI + V" + V') + VEHRT, — AVRHET ) = 0

(2.5)
Norint rasti funkcijos T(V(x)) iSraiska laipsnine eilute, surinkime reiskiniy esanciy prie
vienody funkcijos V(X) laipsniy bei prilyging juos nuliui gausime rekurentines formules
laipsninés eilutés T(V(x)) koeficientams Ty, k = 0,1,2, .. rasti.
I (2.5) lygti jeina potencialo iSvestinés, tod¢l tam, kad galétume atlikti aukSCiau apraSyta
procediira, turime funkcijos V(x) iSvestines iSreiksti per paciag funkcija V(x). Randame funkcijos
V(x) iSvesting. Turime
Vo

174 —
(x) 1+ e%*

10



Eksponentés i1Sraiska pakeisime atlike tokius veiksmus:

1+e“x=5=>e“x=vo_v
V V
Tuomet
a VO_V
V=—— — V2
Vo vV
a
V'=—(V?-V,V)
Vo

(2.6)

Toliau antros — ketvirtos eilés funkcijos V(X) iSvestiniy ieSkosime naudojantis nauja

gauta iSraiSka (2.6). Gauname, kad

2
a
V"= = 2V = Vo)W = V)V
0

a 3
y = (7) VoV — V) (V2(2Vy — 4) + 4VV — 2V3 — V)
0

a 4
yv = _ (7) VoV = V2)((Vy — 2V)(V2(2Vy — 4) + 4V,V — 2V3 — V)
0
+ (VoV = V2)(2(2Vy — 4V + 4V, — 6V?))
Toliau potencialo i$vestinés isreiskiame potencialo V laipsniais. Gauname, kad tos

1SraiSkos yra tokios:

a
V'=— (V% -V,V)
Vo

a 2
= (70) (2V3 = 3V2V, + VV2)

a 3
V" = (V_0> (2V5 _ 4V4(V0 _ 1) + 2[/3([/02 — 4V0) + 5V2V02 — VV03)

a 4
AL (V—) (10V6 —V5(26V, — 16) + V*(22VE — 40V,) — V3(6V§ — 34VE) — 11V2)§
0

+VVs)

Gautas iSvestiniy ir jy laipsniy iSraiSkas raSome j (2.5) lygtj ir turime, kad
a 4
vH* = (V—O) (V8 —4V7V, + 8VOVG — 4V3V5 + VA

V)2 = (%)2 (V" = 2V30, + V2V)
a
(VII)Z — (7

4
) (4Ve — 12V°V, + 13V*V¢ — 6V3VE + V2Vy)
0

11



| etk + = D+ =22 + 1
k=0

a

— )ykHuaT, ((V

4
) (V8 —4V7V, + 8VOVE — 4V>V3 + V4V(;*)>
0

+o6k+wk+u—1Dk+u
a\2 a\2
— 2)Vk+u3T, (V—O) (V4 = 2V3V, + V2V <V_0> (2V3 = 3V2V, + VV2)

+(k+wk+u

a

4
— 1)Vk+e2T, <3 (V ) (4V° — 12V>V, + 13V4VE — 6V3V3 + V2Vy)

0
a 2 a 3 5 4 3 2 2y72
+4 V_o (V2 =V,V) V_o (V5 — 4V*(V, — 1) + 2V3(VZ — 4V,) + 5V2V;

a

-V + (V
0

2
) W* —2v3Y, + V2V02)>
+ (k
a 4‘
+ VI (=) (10Ve = V3 (26V, — 16) + V*(22VE — 40V,)
Vo 0

a
—V3(6V§ —34VE) — 11V2V3 + VV) + (7

2
) (2V3 = 3V2V, + VV2)
0

(04

+ (V_0> (V2 — VOV)> + VEHET, — AVETET, | =0
Gautoje lygybéje sutraukiame panasius narius ir turime

D\ Get 0k + = D+ = 20 + g

k=0

a
— VAT, ((7

4
) (V8 —4V7V, + 8VOVE — 4V>V§ + V4V5‘)>
0

+o6k+wk+u—1(k+pu

a 4
— 2)VFHR3T, ((7) (QV7 = 3VOV, + VoVE — 4V eV, + 6V°VZ — 2V4V§
0

+2VV§ = 3VAV5 + V3VO4)> + (k 4+ p)(k + p — DVFHE2T, -

12



a 4
- (70) ((12V° = 36V°5V, + 39V4VZ — 18V3V§ + 3V2Vy)

+ (4V2 — 4V, V) (2V5 + 4V* — 4V4V, + 2V3VE — 8V3V, + 5V2VE — VV§))
a 2
+ + (V—> (V* = 2V3V, + V2V3)
0
+ (k
a 4
+ p)VkteiT, ((7) (10V6 — 26V5V, + 16V5 + 22V4VZ — 40V*V, — 6V3V3
0

a 2
+ 34V3VE — 11V2V3 + VVy) + (70) (2V3 = 3V2V, + VV§)

a
+ (7) (V2 — VOV)> + VKT, — AV"+”Tk> =0
0

V8a* 4V7a* N 8rea*
Vo 45 Vs

Z((k + )k +p— 1)k +p—2)(k+p—3)VEHHtT, (
k=0

4V au—am (2V7a* 7Vea* 9Via*
- +V*a®* |+ 6(k+uw)k+u—1)(k+u—2)VEHE=2T, 7 + 7z
0 0 0 0
Svtat w2V 28VOat — 24V6Vya?
- +Via* |+ (k+w(k+pu— 1D)VEE=2T, 73 + 3
0 0 0
84V°>a* — 24V5V,a* + 91V4a* — 8V*Vya* + Via?
43 43
42V3a* + 2V3a?
- v + 7V%a* + V2a2>
0
Kk + VT (10V6a4 N 16Voa* — 26V>V,a* N 22V4Va* — 40V*a*
U k
Vo Vo 43
34V3Voa* — 6V3a* + 2V3a? 11V2%a* + 3V2%a? —V?a . )
+ 72 - 7 +Va*+Va*—-Va
0 0

+VRHAT, — AVRHET) = 0

13



Surenkame koeficientus prie vienody V laipsniy ir gauname lygtj

Z (a*(k+ )k + = D+ pu—2)(k + 1 —3) — 6a*(k + 1) (k + st — Dk + u — 2)

k=0

+ (7a*+a®)k+wWk+u—1) + (@* +a? —a)(k + ) + 1 — )VEHHET,
4
+<—4Vi0(k+u><k+u—1)(k+u—2)<k+u—3)

Oa* 42a* + 2a?
v (k+u)(k+u—1)(k+u—2)—T(kﬂt)(kﬂi—l)
0 0

11a* 4+ 3a? — «
Vo

(k + P‘)) Vk+u+1Tk

Ve

4

<8a4
+|l—=k+wWk+u—1Dk+u—2)(k+u-—23)

(04
t 7z ke +p—-Dlk+pu-2)
0
91a* — 8Vya* + a?

- (k+ @k +p—1)
0

34Vya* — 6a* + 2a?
4

(k + H)) Vk+u+2Tk

+(—%(Hu)(m—1)<k+u—2><k+u—3)
0

42a*
T k+wk+u—Dk+u—2)
0
—84a* + 24V,a* 22V a* — 40a*
+ 3 O k+wWk+p—1) +—2 3 (k + p) |VerresT,
0 0

+<%<k+u)<k+u—1)<k+u—2)<k+u—3)
0

12a* 28a* — 24V,a*
etk + =Dk +p—2) + e CRIDICETESY
0 0
+ —16v4;i6v°“4 (k + u)) Vk+”+4Tk> =0 (2.7)
0

Gavome pagrinding lygybe (2.7), i§ kurios gausime funkcijos T(V(X)) iSraiSkos laipsnine
eilute koeficientus.
I$ (2.7) lygybés matome, jog maziausias laipsnis yra V¥, kai k=0. Tuomet gauname, kad

koeficientas prie IV* yra toks:

14



(@up—Du-2)(u-3)—-6a*u(u—DW—-2)+ Ta* +a®)u(u—1) + (a* + a* — a)u
+1-D)T, =0

Tarkime, kad koeficientas T yra bet koks ir i$ $ios lygties iSplaukia, kad galimos

parametro p reikSmes yra tokios:
o =bpy =l+1us =Ly =-1+2

Jeigu Ty pasirinktume lygiu nuliui, tai nesunku jsitikinti, kad visi funkcijos T(V)
skleidinio laipsnine eilute koeficientai bus lygts nuliui.

Rasime T iSraiska. Tokiu atveju surenkame koeficientus prie daugiklio V#** laipsnio ir
gauname:

(@*(u+ Dpu—1D@-2) —6a*(u+ Duu—1) + (7a* + a®)(u + Dy
+(@*+a?—a)(u+1)+1-DTy

—4q* 30a*
+< V“ wu— D —2)(u—3) - V“ uu— 1 - 2)
0 0

42a* + 2a? 11a* 4+ 3a? — «

-1+
7 ulp—1) 7

Tarkime, kad koeficientai Ty ir T; yra bet kokie ir i§ Sios lygties iSplaukia, kad galimos

H)To = 0

parametro p reikSmés yra tokios:
=Ly =0+ us=—-Lpy=—-1+2
Jeigu Ty ir Ty pasirinktume lygius nuliui, tai nesunku jsitikinti, kad visi funkcijos T(V)
skleidinio laipsnine eilute koeficientai bus lygts nuliui.

Galutiné funkcijos T(V(x)) iSraiska yra tokia:

T(V(x)) = Z VAT, i = 1,2,3,4 2.8)
k=0

Cia parametras | jgyja reikSmes I, 1+1, -I, -1+2, o (2.8) eilutés koeficientai randami pagal laisvai
pasirenkama Ty i§ tokios rekurentinés formulés
t1Ty + tTq + t3T_y + 4T3+ 5Ty = 0,kaik > 1,k =1,2,3, ...
ti=@k+wWk+p—Dk+pu—-2)k+u—-3)—-6a*k+wk+u—Dk+u—2)
+7a*+a®>)k+wk+u—D+ @ +a?—a)k+pu)+1-21)

15



4 4
tz=<—%(k+u)(k+u—1)(k+u—2)(k+u—3)

30a* 42a* + 2a?
- k+wk+u—-Dk+p—2)———k+wk+u—1)
VO VO
11la*+3a%? —«a
- 7 (k + 1)
0
8a*
ty = V—Oz(k+u)(k+u—1)(k+u—2)(k+u—3)
54a*
+ =z e+ wle+p -1k +p—2)
0
91a* — 8Vya* + a? 34V,a* — 6a* + 2a?
7 etk +p=—1)+—— (k+u))
0 0
4o
ty = —F(k+u)(k+u—1)(k+u—2)(k+u—3)
0
42a*
T (k+w)k+pu—D(k+p—2)
0
—84a* + 24V a* 22Voa* — 40a*
+ 3 (k+wk+pu—-1)+ 3 (k +w)
VO VO
at 12a*
ts = V—é(k+ﬂ)(k+u—1)(k+u—2)(k+u—3)+ 7 k+w)k+pu—D(k+p—2)
28a* — 24V,ya* 16a* — 26V a*
3 (k+w)k+u—-1)+ 3 (k+ 1)
0 0

Dabar ieskosime funkcijos U(x) iSraiskos laipsnine eilute. Tam tikslui grjSime prie
lygties
UT +4U0"'T'V' + U"(6T" (V)2 + 6T'V" +T)
+ U AT (V)3 + 12T"V'V" + 4T'V"" + 2T'V' + T)
+ U6T""(V)2V" +3T"(V'")2 +4T"V'V" + T'VIV + TV(V)* + T"(V')?
+TV'"+TV' +T)=0

ir jos sprendiniy ieSkosime tokiu pavidalu

o

U(x) = Z xktry,

k=0
Norédami iSspresti $ig lygtj pagal U(x), randame funkcijos T(V(x)) ir T(V(0)) iSvestines
ir Siy iyvestiniy reikSmes iki ketvirtos eilés. Tos iSraiSkos yra tokios:
turime:
16



T'V' = TL(V)

tuomet:

!

F(x) = 2 = (nT,, F(0) =
F'(x) = (InT)2,F'(0) = F
F''(x) = (InT)}, F"(0) = F

F®x) = (tnT)*, F®(0) = F,

! %)

® ® k+u
InT(V) = (ln’; Vk+ﬂTk> ,T(V(0)) = kZO V(0)*tHT, = Z (g) Ty

X k=0

tada iSvestinés ir jy reik§més nulyje bus tokios:

TG =TV = )k + VEEIT
k=0
- v Voa
ro=w+w(z)  T(-7)
k=0

TG = ) (k + )0+ = DVFHTIE,

k+u—1

k=0
., ® Voa k+u—2 Voaz
) =Y (ke wletu- (-] T
k=0
TG = Gk + (k4 = Dk + = VT,
k=0
- Voa?\ 3 Voa®
T7(0) = ) G+ ) (k + gt - 1)(k+#—2)< s ) T (— - )
k=0

[0e]

TV (x) = Z(k + )k + i — Dk + 1 — 2)( + = VATV,
k=0

T’V(O)—i(k+ Yt i — Dk 4 p— D+ p—3) = 0 kﬂHT Voa®
=2, u u u u T |\ 53

17



Grjztame prie lygties

UIV + UIII 4T’V, + U” 6T”(V,)2 + 6T,V” +T
T T

LU <4T”’(V’)3 + 12T"V'V" + 4T'V"" + 2T'V' + T)

T

U <6T”’(V’)2V” +3T"WV'")2 +4T"V'V" + T'VV + TVWH*+T"(V)2+T'V"+T'V' + T>
T
=0
Pasinaudoje¢ ka tik iSdéstyta metodika galime $ioje lygtyje koeficientus prie U(x)
iSvestiniy iSdeéstyti Makloreno eilutémis.

4T'V!

Tarkime, kad -

galime iSdéstyti laipsnine eilute Y5, Fi,x*, koeficienty prie U’ (x)

6T (V') +6T'V" +T
T

déstinys laipsnine eilute yra toks Y5, G, x*, o trupmenos

3
4T (V') +12T"'V'V" 4T 'V 42TV +
T

! déstinys laipsnine eilute yra Y5, Hyx*, o reiskinj prie U(X)
pagal faktorizacijos metoda Zymime atskyrimo konstanta A. Gauname diferencialing lygtj
ieSkomajai funkcijai U(X) rasti ir ji yra tokia:

utv + Z Fox*U" + Z Grx®U" + Z Hyx*U'+ AU =0
k k k=

=0 =0 0
(2.9) lygties sprendinio ieSkosime laipsninés eilutés

[ee]

U(x) = Z xk*Py,

k=0
(2.10)
pavidalu.

Skaic¢iuojame funkcijos U(X) keturias iSvestines ir jos yra tokios:

U'0) = ) (ke + pxkHeiu,
k=0

U"x) = ) G+ P+ p= D020,
k=0

UG = ) (k+ Pk + p= Dk + p= 22K,
k=0

co

Ul (x) = Z(k +p)k+p—1)(k+p—2)(k + p—3)xktrty,
k=0

Surasg (2.10), gautas U(X) iSvestiniy reikSmes j (2.9) lygtj turime:

18



Z k+ p)(k+ p— 1k + p—2)(k + p— 3)xk*P=47,
k=0

+ ) (4 U+ p= DU+ p= 2" 2U iy

||M>:-
o

+ (l + p)(l + p— 1)xk+p_1Ule_l + (l + p)xk+pUlHk_l) + xk+pUkA =0

(2.12)

Lyginame (2.12) lygybéje koeficientus prie vienody X laipsniy.
Koeficientas prie x° yra toks
(plo =D —2)(p—3))Uy =0
Tam, kad sprendinys nebiity tapatingai lygus nuliui, tarkime, jog U, # 0. tuomet gaunamw, kad
plp—D(p—-2)(p—3)=0
IS ¢ia randame parametro p reikSmes, kurios yra tokios p; = —=l,p, = =1L+ 2, p3 =1+
1, p, =1+ 3 irturime, kad Uy — yra bet koks.
Sulyging koeficientus prie X gauname
((o+Dplp—D(p—2))U; =0
1§ ¢ia turime, kad U; = 0.
Pratese §j procesa ir sulygine koeficientus prie x* gauname rekurentine formule
laipsninés eilutés (2.10) koeficientams Uy, k = 1,2,3, ... rasti.
((b+2)(p+ Dplp— 1)+ (p+2)(p + DpF)Us + plp — DG U

1§ ¢ia gauname, kad

U = — p(p — )G U,
T ((+ 2+ Dplp— 1)+ (p+2)(p + DpF)
U. = — p(p — )G U,
T ((+D+2D(p+Dp+ (0 +3)(p+2)(p+ DF+ (o +3)(p +2)Gy)
U= ((p +2)(p + DpFi)U; + (pHy + Do
* (b+DP+DP+2D+D+(p+D+3)p+2)F+ (p+4)(p+3)Gy)
U ((p+3)(p +2)(p + VF)Us + (p + 2)(p + NG, U, + (p + DH,Up
‘=

(e +D+DP+DP+2) + (P +5)(p+H(p+3)F + (o +5)(p +4)Gy)

19



Si rekurentiné formulé yra tokia:

(k+p)(k+p—Dk+p—=2)(k+p—3)U
k-2

- —Z(l + o)+ p—D)UA+ p—2)U;F_5_y
1=0

k-3 k-4
- Z(l +o) U+ p— DU G5, — Z(l + PUiHi 4y — Ug_sd, k =0,1,2, ...
1=0 =0

(2.13)

Gavome ieSkomosios funkcijos U(x) iSraiska laipsnine X laipsniy eilute ir eilutés
koeficienty radimo rekurenting formule, 1S kurios visi eilutés koeficientai randami

vienareikSmiskai pagal laisvai parenkamg pirmajj koeficienta.

20



5. Sprendiniy struktiira
Suformuluokime gauto darbo rezultata.
Ieskomoji funkcija u(x) faktorizuota ir jos iSraiska tokia:

u=U@)T(V(x)).

(*)
Funkcijai U(x) galioja déstinys
U(x) = Z xktry,,
k=0
(2.14)
o funkcijai T(V(x)) galioja déstinys
T(V(x)) = z VkERT,
k=0

(2.15)

Laipsniné eiluté yra formalus sprendinys ir ji tasko x = 0 aplinkoje gali
konverguoti. Tada (2.14) tapty tikruoju sprendiniu. Jeigu (2.14) diverguoty, tai ji apie funkcijos
U(X) elgseng pasakyty labai nedaug.

Prisiminkime potencialo V(x) iSraiska, o ji yra tokia:

Vo

V) = 1+ ea*

Kadangi V(0) = %, tai apie (2.15) laipsninés eilutés konvergavima kalbéti neiSeina. Kadangi

V,yra labai mazas (nykstamai mazéjantis) dydis, tai turime (2.15) ir $i iSraiSka yra funkcijos

T(V(x)) déstinys mazo parametro laipsniais.
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ISvados

Magistro baigiamajame darbe nagriné¢jome ketvirtos eilés paprastajg diferencialing lygti,
ieSkojome jos sprendinio priklausomybés ne tik nuo X, bet ir nuo potencialo V(x). Sprendinio
ieSkojome pavidalu:

uV + au” + bu' + cu=0, (2.1.2)

Cia
u= U(x)T(V(x)),
kur
u=Ux)= ) xkru,

T(V(x))= ) VKT,

Nustatéme, kad jos sprendinys nuo potencialo T(V(x)) gali buti uZzrasomas taip:

T(V(x)) = Z vEHT 1 =1,2,3,4 2.8)
k=0

Cia parametras p jgyja reikSmes I, 1+1, -I, -1+2, o (2.8) eilutés koeficientai randami pagal laisvai
pasirenkama Ty 1§ tokios rekurentinés formulés
tiTi + t3Th1 + taToy + taTros + tsTy_s = 0, kai k > 1,k = 1,2,3, ...
ti=@k+Wk+p—Dk+pu—-2)k+u—-3)—6a*k+wk+u—Dk+u—2)
+Ta*+a®>)k+Wk+u—-1D+ @ +a?—a)k+u)+1-2)

4 4
tz=<—Vi0(k+u)(k+u—1)(k+#—2)(k+u—3)

30a* 42a* + 2a
- (k+u)(k+#—1)(k+#—2)—T(k+u)(k+u—1)
0 0
11la*+3a%? — «a
- 7 (k+w)
0
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v

t3=<8a k+wWtk+pu—Dk+u—2)k+u—3)

54a*
t 7kt wk+p-Dk+u-2)
0
91a* — 8Vya* + a? 34V,a* — 6a* + 2a?
7 e+ +p=—1)+—— (k+u))
0 0
4ot
to=|-7zk+wlk+p-Dk+u-2)(k+p-3)
0
42a*
T (k+w)k+pu—D(k+u—2)
0
—84a* + 24V a* 22Voa* — 40a*
+ 3 (k+w)k+p—-1+ 3 (k + )
VO VO
at 12a*
ts = F(k+u)(k+u—1)(k+u—2)(k+u—3)+ 73 k+wk+u—Dk+u—2)
0 0
28a* — 24V,a* 16a* — 26V a*
0 0

O sprendinys nuo U(X) gali biiti uzraSomas taip:

o)

U(x) = z xk*Py,

k=0
(2.10)

Cia parametras p jgyja reikSmes —I,—l+ 2, [ + 1, [ +3 , 0(2.10) eilutés koeficientai randami
pagal laisvai pasirenkamg Uy 1§ tokios rekurentinés formulés

k+p)k+p—1D(k+p—2)k+p—3)U
k-2

= —Z(l +po)U+p—1DU+p—2)UFi_yy
1=0

k-3 k—4
- (l + p)(l + pP— 1)Ule—3—l - Z(l + p)UlHk—4—l - Uk_4/1,k = 0,1,2,
=0 =0

(2.13)

Cia
Uy — yra bet koks
Ul =0
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Us; =

U4:

Us =

_ p(p —1)G Uy
((p+2)(p+Dplp—1)+ (p+2)(p + DpFy)

B p(p —1)G Uy
((p+3)p+2D(+Dp+(p+3)(p+2)(p+DF+ (p+3)(p+2)Gy)

((p +2)(p + DpFy) U, + (pHy + Do

U, =

- (p+DP+3)p+D(+D+ @+ +3)p+2)F + (p+4(p+3)G)
((b+3)p+2)(p+ DF)Us + (p + 2)(p + DG U, + (p + DH, U,

(0 +5)+DP+3)p+2)+ (0 +5)(p + Do +3)F + (p+5)(p + 4Gy
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Regular degenerating fourth — order differential equations solutions structure
study
SUMMARY

Examined degenerative fourth — order ordinary differential equation. Get solutions

expressed a formal power series line small parameter product.
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