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Weibull skirstiniy sandaugos uodegos asimptotiné formulé

Santrauka

Tarkime, kad &1, &2, . . . yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, tokie,
kad kiekvienam k, & yra pasiskirste pagal Weibull skirstini ir tegul IT,, := [[;_; & yra Siu
atsitiktiniu dydziu sandauga. Siame darbe pateikiamos ir irodomos dvi teoremos Weibull
skirstiniy sandaugos uodegos asimptotinei formulei.

Raktiniai zodziai: Weibull skirstinys, skirstiniu sandauga, sandaugos uodega, asimp-
totiné formulé, matematinés indukcijos principas, Monte Karlo metodas.

Asymptotical Formula of the Tail of the Product of Weibull
Distributions

Abstract

Let &1,&o, ... be independent identically distributed random variables such that, for each
k, & is distributed according to the Weibull distribution and let II, := [[j_; & be the
product of the random variables. Two theorems for the asymptotical formula of the tail
of the product of Weibull distributions are presented and proved in this paper.

Key words: Weibull distribution, product of the distributions, tail of the product,
asymptotical formula, principle of mathematical induction, Monte Carlo method.
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1 Jvadas

Weibull skirstinys tikimybiyu teorijoje ir matematinéje statistikoje yra placiai naudo-
jamas modeliuojant jivairius duomenis ir yra pritaikomas ivairiose srityse tiek teorijoje,
tiek praktikoje. Minétaji skirstini atrado ir detaliai aprasé sveduy inzinierius, matematikas
Waloddi Weibull [I][2]:

Sakome, kad atsitiktinis dydis & yra pasiskirstes pagal Weibull skirsting, jeigu jo tankis
Jdgyja toki pavidalg:

fe(z) = {

a > 0 yra skirstinio formos parametras, o X\ > 0 yra skirstinio skalés parametras.

a—1 -
(§> e~ @/NY kai x>0,
kai x < 0,

(=%

kur

Tada atsitiktinio dydzio & (pasiskirsciusio pagal Weibull skirsting) pasiskirstymo funkcija
yra:

Fe(x) =

1—e &N kai x>0,
0, kai x < 0.

Kaip jau buvo minéta, Weibull skirstinys turi platy panaudojimo spektra. Wahed,
Luong, Jeong [3] Weibull skirstinio pagrindu sudaré kelis modelius, kuriuos pritaiké tam
tikriems sergamumo kruties véziu duomenims ir pri¢jo prie iSvady, jog Weibull skirstinys
gali atlikti svarbyu vaidmeni modeliuojant iSgyvenamumo duomenis.

Weibull skirstinys taip pat yra placiai sutinkamas patikimumo teorijoje vertinant,
jog tam tikras irenginys, komponentas ar sistema (ne)sugebés atlikti savo funkcijas tam
tikromis salygomis, tam tikra laiko tarpa. Pavyzdziui, Li, Fang, Liu, Tang [4] naudo-
damiesi Weibull skirstiniu bandé prognozuoti tam tikry betoniniy komponentu luzimo
tikimybe esant daugiaasiams itempimams.

Dar vienas gan populiarus Weibull skirstinio naudojimo budas yra véjo greic¢io analizé.
Mikulds, Sedliackova, Poboéikovd, Michalkova, Jurdsova [5] panaudojo Weibull skirstini
véjo greic¢io duomeny modeliavimui vienam is Slovakijos miesty. Darbo rezultatai parode,
jog metiniai, sezoniniai ir ménesiniai véjo greic¢io duomenys Weibull désnio pagalba buvo
atspindeti patenkinamai, todél skirstinys gali buti naudojamas ateities véjo greic¢io prog-
nozems.

Tai tik keletas is daugelio Weibull skirstinio pritaikymo budu. Mes, savo ruoztu, Siame
darbe isvesime Weibull skirstiniy sandaugos uodegos asimptotine formule. Tai atliksime
pasinaudodami Marek Arendarczyk ir Krzysztof Debicki [6] pasiulyta teorema, Wong [7]
lema, skirta specialiosios formos integralo vertinimui bei israiskuy teisinguma suformuluo-
tose teoremose jrodysime matematinés indukcijos principu.

Nagrinéjant mokslinius Saltinius darosi akivaizdu, jog Weibull skirstiniu sandaugos néra
placiai iSnagrinétos. Didesnis démesys yra skiriamas dvieju skirtingu skirstiniy sandaugos
arba santykio analizei. Pavyzdziui, Hassan, Nasar, Hadad [§] isvedé tikimybinio tankio
bei pasiskirstymo funkcijos israiskas dvieju nepriklausomu Weibull ir Lindley atsitiktiniy
dydziy sandaugai ir santykiui. Nadarajah ir Kotz [9] sudaugino ir padalino gama ir Weibull
skirstinius ir isreiskeé pasiskirstymo funkcijas sandaugos ir dalybos atveju. Tac¢iau Lomnicki
[T0] moksliniame darbe yra nurodoma dvieju nepriklausomyu Weibull atsitiktiniy dydziy
sandaugos tankio funkcija:

fee, () = 20271 K <2x°‘/2> :



kur Ky(-) yra modifikuota treciosios rusies nulinés eilés Beselio funkcija.

Taip pat remdamiesi literatura (pvz.: [II], [I2]) galime teigti, jog Weibull skirstiniu
sumos analizé yra populiaresné nagrinéjimo prasme. Vadinasi, iSvesdami Weibull skirstiniu
sandaugos uodegos asimptotine formule atliksime reikSminga darba.



2 Pagrindinis n nariy sandaugos uodegos narys

Siame skyriuje tirsime pagrindini n nariu sandaugos uodegos nari. Tai atliksime nau-
dodamiesi Marek Arendarczyk ir Krzysztof Debicki suformuluota lema Weibull uodegu
skirstiniy sandaugy ivertinimui [6]:

Teorema 2.1. Teqgul & ir & yra du nepriklausomi, neneigiami atsitiktiniai dydZiai tokie,
kad

F&(:c)mw Ajz™ exp{—ﬁlx‘“}, Fe,(z) ~ AQx”eXp{—ﬁgxaQ},

— 00 T—r 00

kur A; >0,v € R, 5, >0,a; > 0,7 =1,2. Tada

F&&(l‘) i A&&lﬁ&l@ exp{_ﬁflfgxa&Q}?

T—00

kur

0518

Qgrgy =

7
a1+a2

&2 ]

«@ o
5 B /60414'29425041“'1‘12 % a1+a2+ % aj+tag
162 — M1 2 ’
&%) aq

109 —|— 20(1’}/2 —|— 20./2’)/1
2(0[1 + (1/2)
A1A2 ag—2v1+2v9 a]—2v9+2vq

a+ By) Farten) (o 2ot tag)
\/m( 1ﬁ1) ( 262)

Kaip viena i$ Sio darbo pagrindiniy rezultaty, suformuluojame [2.2] teorema, kuria
irodysime:

Vet =

Y

A§1§2 = V27

Teorema 2.2. Tequl &1, &, ... yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniar dydZiai,
tokie, kad kiekvienam k, &, yra pasiskirste pagal Weibull désng ir tequl 11, := [1j_; & Tada

(QW)%I —a(21) a(2h) ——
A PRRY A exp{—n)\ xn}

Fl’[n (.Z') w:m \/ﬁ

Jrodymas. Jeigu n = 2, tai
Fe (z) =e ", Fe,(z) = e """,

Pagal 2.1 teorema turime:

a] = @, Q9 =
ﬁl = Aiaa 52 = )\7&7
M= 07 Y2 = 0,
A =1, Ay =1,



Atliekame skai¢iavimus remdamiesi 2.1l teorema

a-Q o?  «
(8% = ———: = — = -,
ST 0 ra 2a 2
a 5 4 12) =2X\7°

(&3

(o) ()t

a\#e (o) ate el v—anl L 41

Beres = ((a) +(a) )=<A O (1E 4 1d) =
a-a+2a~0+2a-0_£_g
da 4]

Vet = 2(@ T Oé)
1-1 (Oz)\f )%(iit)*(a)\*a) ag(ii?)'o — 2m (Oz)fo‘)
V2«

A =2
&162 W\/m

N e 3

2a

=

Tad gauname:
F&&( )x—>oo \/_/\ 2z eXP{ 2)\—04%%}'
Analogisku budu iSnagrinedami atvejus, kai n = 3, n = 4, n =

5 gauname tokias

uodegu asimptotikas:

- 27 e
F§1§253(x) o 73)\ T4 eXp{ 3\ %xs },

F§1§2€3€4 (33) o \/Zl
(27

F&&ﬁs&;&s (SC) om0 =
Pagal gautus rezultatus, atlickame prielaida (kuri yra teisinga, kain =2, n =3, n =4

n=>5):

—1

— 2M) % | nely o(ne o
Fr (x) s ( 7:/){ - J)xa(Tnl)exp{—nA’axﬁ}.

Tarkime, kad prielaida teisinga, kai n = m. Patikrinsime, ar ji yra teisinga, kai n = m+1.

(H]:;n 1 gk‘) €m+1 TegUI Hm = Hk 1 gk‘ lr Herl = Hm+1 gk’

Akivaizdu, jog [T7' & =
Tada naudodamiesi .1l teorema turime:
— Ao

m—1
_ 21) T ) —a(mr) (s -
~ (7T>2/\—a(gl)xa(zml)exp{—m)\_a$m}, Fe, (@) = ’

F
(%) 3, Jm
kur
«
o = —, Qo =
m
ﬁl mA~ av 52 =



72:07

m—1
=«
71 m ’
o) T L

5o
(8% = = = ,
e >+ m—+1
o —a a% - %O;a « %ﬁa —a
Br,., = (MAT)FFE (A7) Fve <Z> +<> )Z o= (mA DA,
La42-2.0+2a a(”ﬁ—’l) am
f}/nm“ 2(%+a —...—Q(m_’_l),
m—1 m—1
@) 2 \—e(*79) .1 e & -2042a(1521)
Ap,, =V 27T( v ) . (am/\‘“> (A7) A
>+ m
f— — (27T) ’ Ai%
m+1

Tad gauname:
— ( 27T ) % _am am _ _a
an“(x) x:oo T—I—A 2 g EmTy exp{—(m + 1))\ awm+1 }

Sis rezultatas parodo, jog atlikta prielaida yra teisinga, kai n = m + 1. Remiantis matem-

atinés indukcijos principu, iSraiska yra teisinga, kai n yra bet kuris naturalusis skaicius.
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3 Patikslinta n nariy sandaugos uodegos asimptotika

Siame skyriuje iSvesime tikslesne Weibull skirstiniy sandaugos uodegos asimptotine

formule. Pateikiame teorema [3.1]:
Teorema 3.1. Tequl &1, &, ... yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste atsitiktiniar dydZiai,

tokie, kad kiekvienam k, & yra pasiskirste pagal Weibull désng ir tequl 11, := [Ij_; & Tada

2 anl n—1 a a
L)\’“(T)aca( n )exp{—n)\’ax?}(l + Op(x™n)).

Fl‘[n(x) = \/ﬁ

Norédami jrodyti Sig teorema, pasinaudosime kiny mokslininko Roderick S. C. Wong
lema [7], kuri yra suformuluota taikant balno tasko metoda specialiosios formos realiajam

integralui:
Lema 3.2. Tegul h ir g yra dvi realiosios funkcijos, apibréztos intervale [a,b) (b gali buti

baigtinis arba begalinis), tokios, kad:



N
Z (k+ wag(z —a)* 40 ((z - a)N+”_1)
kai z \, a visiems N > 1, kur ag # 0,by # 0, u > 0, ir a > 0;

(b) h(z) > h(a), kaize€ (a,b) ir inf (h(z) —h(a)) >0 Fkiekvienam § > 0;

z€[a+4,b)
(c) B ir g yra tolydZios tasko a aplinkoje.

Jei integralas f:g(z)e_mh('Z)dz konverguoja absoliuciai visiems pakankamai dideliems x,

tada

b
/ g(2)e ™E) dy = emoh(@) (Z r (k + a) dpx=Ftm L0 ( N+0‘+1)/u)>

visiems N € N, kur I'(-) Zymi gamq funkcijq ir koeficientai dy, yra isreiskiami per koefi-
cientus ap and by,.

Wong [] pateiké pirmuosius tris dy, koeficientus Siomis israiskomis:

b b 1)ayb 1
tom o (B e )
Q

Iuag/li’ 7 ,U/QGO OaJFl)/N’
bg (Of + 2)&1[)1 2 (CY + 2)b0 1
d —_—— 2)ay — 2 .
2 — <,u /LQCLQ + ((OZ + p+ )al M(IOCL2> 2#3(13 a(()aJrQ)/#

Teoremos 3.1. grodymas.
Kai n = 1, i$ teoremos [3.1} asimptotinés formulés gauname:
P, () = exp{=A"2° }(1 + O(x™)).
Si formulé yra akivaizdziai teisinga, nes:

Fp,(x) =Fg (z) = exp{—)\_o‘xa}.



Tarkime, kad n = 2. Jeigu x > 0, tai:

F&{z (*T) = P(&& > x) = / P (52 > ;) dF§1 (y)

32
1 1 /5 1
=50 | ool )t 2
_1 [T { 15 . 1 }d
— expy——=12 — —2 ¢ dz
S g P2 T e

¢ia Chp yra konstanta, priklausanti nuo « ir A.
1 1
Pasinaudodami kintamuyjyu pakeitimu y = z2u= sprendziame integrala [;:

= I + Lo



Naudodamiesi [3.2] lema gauname, jog
p=2 a=1 a=by=1,

ap = —]_, b1

0, do

Todél integralui I;5 turime:

nes
1
U+ *‘uzl =2
u
ir
1 N
ut - =2+ SO(=DF2(u— )R 4o (u—1)N2)
k=0

visiems N > 1 dél Teiloro formulés.
Naudodamiesi [3.2] lema integralui /;; gauname, jog
:u:27 a=1, aOZbOZL a; = —1,
1 1
by = =2, dp dy = ——.

)\a
nes
U+ *|u:1 — 2)
u
N
wt = =24 3 (1) w1 4o ((w—1)N*2)
k=0
ir
1_ g:(—l)’“(k + 1w =1 +0(v-1")
v '
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Gautas [y ir [ israiskas istatome j . Gauname:

T a 202 o
L = E\/;xél exp {—)\a} (1 + O(x_f) :

Isistatome ir israiskas i ir turime:
_ B ﬁ a 21‘% _a
Fee,(z) = \Ttexpy - (1+O(x 2))

/\oc

Tad teorema [3.1] yra tenkinama, kai n = 2.
Tarkime, kad teorema [3.1] yra tenkinama, kai n = m (m > 2):

Y
a (m-l-Q)éar:m#‘*'1 00 F T 1
= +/ — |y ex {—(

= Jl -+ JQ.

Nagrinéjame Jo:

> 1
Jo = ;;/( . exp —Aay“}y“‘ldy [y* = 2]

m+2)x (m+1)

1 / >
T\ o OXP
A% Jims2)a @D

1 [T 1 (m+32 N 2\,
= — expy —~— z z
A e P A \m+2 m—+ 2

(m+2)x
_ 1 = 1 ( N 3) -1 2
< Loexpe—— |mt )T —
< 1 { 1 < N 3 cj_l} c
—expy—— (m+= )z :
= TP e 2 2
a(m—2) 1 o
=0 (;p 2(m+1) exp {—)\a (m + 1) xrm+l })

¢ia Cyy yra teigiama konstanta, priklausanti nuo A, « ir m.
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Remdamiesi ir atlikdami kintamuju pakeitima y = u® T turime:

1 #
(m—‘,—Q) ax (m+1)

_ > 7 [T, AN
e [ (e - (2)

0

1
(m+2)éx<m+1> a(m=1)

. g (271-)7”771)\_0‘(7;_1) <x> 2m
Y

A\ m

X (1 + On <§> _m> ¥ exp {—)\_aya} dy

L, 1
m—1 (m+2)5$(7n+1)
—a(m+1) (277) 2 a(m-1) —a(mo1),
0

= 2 €T 2m 2
m
c\m r\"m
X exp { —mA~ ¢ () A% 1+ 0, () dy
Yy Yy
m—1 (m+2)éxﬁ
—a(mt1) (271) 7 a(m-1) / a(m+1) 4 (7)
= a\ 2 -~ x 2m Yy~ 2m
vm b

1 1)(2 1
M:2’ O[:17 ao—ﬁ7 b0:17 a1:_<m+ )(m+ )’
2m 6m?2
YToom o T 2tmr 1)y TN 6(m+1)

J _)\M(Qﬂ')m;l a __a_ m 1-2m o o 1
19 = 7 72 (1+Om (x m+1)) u 2 exp{—)\ M (mu m —i—u)}du
1
(

1+ O, (x*miﬂ)) exp {—A’axﬁﬂ(m + 1)}

 (0(2) o ) ) () (et o (o))



nes
1
mu~m + ul,— = m+ 1,

R (14 1m)

(e oyt (1= D2 0 (=1

N
u+mu’%:m+1+2(—

ir

~ SR (1)

visiems N > 1 dél Teiloro formulés.

Norint suskaiciuoti Ji;, atliekame kintamuyju pakeitima u = %:

m—1

1
Jyp=A" 2z —elp (QW\/)??_; ] (1 + O, <a:7mi+1)> [ uE exp {—/\_O‘xmi+1 (mu_% + u)} du

m—1

7a(72n+1) (27T) 2

7@ T2 (1 + O,, (x—ﬁb /100 v exp{—)\_“xmil (mvrln + i)}dv.

Tada pasinaudojus [3.2] lema gauname, jog

=\

1 4m —1 1
M:2’ a:l’ (IO:E, b[):17 a1:_<m )(m+ )’
2m 6m2
3m+1 m m4+5

' om 0\ 2(m+1) T 6(m+ 1)

Vadinasi
Calm 2 m2—1 .

Ji=\" =z —a(mil) (7\1-/)%:(:2 (l + O (a: m+1)) eXp{ A" mrt (m 4 1)}

nes

Hk+1 (1 . lm)

,_|_mfum m—i—1+z< k—0—2)!mk+1

+ (_1)k> (1} _ 1)k+2 +o ((U _ 1)N+2>

ir

—3mil N H (2I+1)m+1) N
v g ) = 1f+o(w-1%),

su kiekvienu NV > 1 dél Teiloro formulés.

Ji1, Jio israiskas istatome i norint gauti J;. Tada pagal @ turime:

m
2

(2m)
m+1

anﬂ(m) == A_a(%)xa(ﬁ) exp{_(m+ 1))\—01’%%“}(1 +Om(x_%ﬂ))

Sis rezultatas parodo, jog iSraiska yra teisinga, kai n = m + 1. Remiantis matematinés
indukcijos principu, iSraiska yra teisinga, kai n yra bet kuris naturalusis skaicius.
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4 Gauty teoriniy rezultaty iliustracija

Siame skyriuje palyginsime gautus teorinius uodegos tikimybés rezultatus su uodegos
tikimybeémis, generuojamomis Monte Karlo metodu.

Tegul [1; yra triju nepriklausomu atsitiktiniu dydziu &, &, &3, pasiskirséiusiy pagal

Weibull désni su parametrais A = 1, a = %, sandauga. Tuomet, pagal teoremg (3.1},

egzistuoja teigiamos konstantos Dy ir Dy, tokios, kad su x > Ds:

2 e svE (D1 < 2 a1 Dy
7 (1 ﬁ>§IP’(H3> )sﬂf <1+ﬁ>. (8)

Uodegy tikimybes

— \irsutinis rezis
==~ Monte Karlo metodu generuotos reiksmes
0.25 1 —— Apatinis rézis
__ 0.204
"
M
g
o,
L 0.15 A
)
E
=
e
7]
2 4
S 0.10
=
[=]
>
0.05 ~
0.00 A

X

1 pav. Uodegos tikimybés Il asimptotiniai réziai ir Monte Karlo budu generuotos reikSmeés

Virsuje (1 pav.) pateikiamos Monte Karlo budu generuotos uodegos tikimybés bei
uodegos tikimybés reziai. IS iliustracijos (1 pav.) matome, kad nelygybé teisinga su
skirtingais konstanty D, ir D rinkiniais. Pavyzdziui, galima parinkti Dy = 0.5 ir Dy = 1.

Matome, jog Monte Karlo budu generuotos reiksSmeés patenka tarp virsutinio ir ap-
atinio rézio. Tai patvirtina Siame darbe iSvestos Weibull skirstiniy sandaugos uodegos
asimptotinés formulés korektiskuma.
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5 ISvados

Suformulave ir jrode 2.2] bei 3.1} teoremas, pastebime, jog dauginant Weibull skirs-
tinius veél gauname Weibull pavidalo skirstini. Svarbu paminéti, jog kuo daugiau skirstiniy
dauginame, tuo jo uodega tampa sunkesné. Pagal [3.1] teorema turime:

n—1
(271-) 2 _ (n—l n—1

NG A7) palimr) eXp{—n)fO‘x%}(l + On(x*%))
n—1

Be to, kai n > 2 formuléje atsiranda nuo x priklausantis narys woU5). Akivaizdu, jog:

an(x) =

n—1

o) 27, kain — oo.

Tad Sis narys dideliems x daro nedidele itaka uodegos sunkéjimui.

Nagrinékime eksponentini nari exp{—n)\_“x% } Pastebime, kad:

n+1 _a n a

tai

(n + 1)”("5”
T > .
n

Tad akivaizdu, jog didéjant n sandaugos skirstinio uodega tampa sunkesneé.

Weibull skirstiniy sandaugos uodegos

— n=2
0.0175 - n=5
- n =10
0.0150 -
0.0125 -
5 0.01001
IS
0.0075
0.0050 -
0.0025 A
0.0000 -
T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10

2 pav. Weibull skirstiniy sandaugos uodegos (A =1, a = 2), kain =2, n =15, n = 10.

2 pav. iliustruoja, jog dauginant didesni kieki skirstiniy, gauname skirstini su sunkesne
uodega.

15
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