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Santrauka

Siame darbe analizuojama kaip atsitiktinio efekto transformacija jtakoja pasiskirstymo funkcijy
priklausomybe tam tikroms reguliarumo klaséms. Darbe nagrinéjamos trys reguliarumo klasés:
sunkiauodegiy pasiskirstymy klasé H, pasiskirstymo funkcijy su nuosekliai kintan¢iomis uodegomis
klasé C ir eksponentinio tipo klasé L., v > 0. Taikoma atsitiktinio efekto transformacija pirminéms
Siy klasiy pasiskirstymo funkcijoms ir tiriama, ar gautoji pasiskirstymo funkcija iSlieka toje pacioje
klaséje. Nustatyta, jog atsitiktinio efekto transformacija turi didZiausig jtakg eksponentinio tipo

pasiskirstymo funkcijy uodegoms. Gauti teoriniai rezultatai iliustruojami keliais pavyzdziais.

Raktiniai Zodziai: atsitiktinis efektas, pasiskirstymo funkcija, pasiskirstymo funkcijos transfor-
macija, sunkiauodegeé, nuosekliai kintanti uodega, eksponentinio tipo pasiskirstymo funkcija, regulia-

rumo klasés



Summary

This paper analyzes the influence of the random effect transformation on the regularity of dist-
ribution functions. The paper considers three regularity classes: heavy-tailed distributions (class ),
distributions with consistently varying tails (class C), and exponential-like-tailed distributions (class
L., v > 0). We apply the random effect transformation to the primary distribution functions from
these classes and investigate whether the resulting distribution function remains in the same class.
We find that the random effect transformation has the greatest impact on exponential-like-tailed

distributions. We illustrate the derived theoretical results with several examples.

Keywords: random effect, distribution function, distribution transformation, heavy tail, con-

sistent variation, exponential-like-tailed distribution, regularity classes
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Jvadas

Atsitiktiniai dydzZiai tai jrankiai, padedantys aprasyti ir suprasti atsitiktinius procesus draudimo, ban-
kininkystés ar finansy srityse. Kitaip tariant, tai yra dydis, priklausantis nuo atsitiktinumo ir jgyjantis
realias reikSmes. Jj galima aprasyti iSmatuojama funkcija X : W — FE, kur X yra atsitiktinis dydis, W
- elementariyjy jvykiy aibé, o £ C R galimy Sio atsitiktinio dydZio baigCiy aibé. W turi priklausyti ti-
kimybinei erdvei (W, F, P), kur W yra visy elementariyjy jvykiy erdvé, F yra galimy jvykiy o-algebra,
o P - tikimybiy matas, apibréztas visiems duotos o-algebros F elementams. Pasiskirstymo funkcija
tai pagrindiné funkcija apibadinanti atsitiktinio dydzio elgsena. Tarkime turime atsitiktinj dydj X. Sio

atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija apibréziama formule:
Fx(z) =Pw e W: X(w) <z), zeR
Yra gerai Zinoma, kad bet kuri pasiskirstymo funkcija F' turi Sias savybes:
e 0K F(x) <1, z€R,

e lim F(z)=0, lim F(z)=1;

T——00 T—+00

* Funkcija F'(z) nemazéjanti, t.y. F'(z1) < F(x2) jeigu x; < xo;

 Funkcija F'(x) tolydi is deSinés R skaiciy aibéje, ty. lim F(x) = F(a) visiems a € R.

T—a+
Diskreciyjy ir tolydziyjy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo funkcijy iSraiskos skiriasi. Kai atsitikti-
nis dydis X yra diskretus, jo pasiskirstymo funkcija uzraSoma taip:

Fx(z)=Y P(X =u;), z€R,

T;<x

kur {x;, i € I} yra baigtiné arba suskaitiuojama galimy X reikSmiy aibé.
Atsitiktinis dydis X vadinamas absoliuciai tolydzZiu, jei jo pasiskirstymo funkcija yra absoliuciai

tolydi. Tokiu atveju pasiskirstymo funkcija F'x uZzraSoma tokia forma:
Fx(l’) = f fx(t)dt, z € R.

kur fx - integruojama neneigiama tankio funkcija.

Kartu su pasiskirstymo funkcija F' taip pat Siame darbe nagrinéjama pasiskirstymo funkcijos
uodega ' = 1 — F. Uodegos funkcijos daugiausia naudojamos draudimo verslo analizéje. Ypaé
gyvybeés draudime uodegos funkcija vadinama igyvenamumo funkcija. Si funkcija matuoja tikimybe,
kad asmuo iSgyvens bent x mety:

Fr(x) =P(T > z),

kur T" yra absoliuciai tolydus, neigiamy reikSmiy nejgyjantis atsitiktinis dydis, atspindintis asmens
gyvenimo trukme. Pastebima, kad gyvybés draudime iSgyvenamumo funkcija paprastai laikoma ab-
soliuciai tolydZia, nes asmens gyvenimo trukmé 7T gali jgyti bet kokia teigiama reikime [31]. Siame



darbe funkcija F'y vadinama pasiskirstymo funkcijos F'x uodega arba atsitiktinio dydzio X uodegos
funkcija.

Jvairios uodegy funkcijy analizés yra jdomios ir svarbios, ypac dirbantiems gyvybés draudimo
srityje, nes uodegos funkcija padeda aprasyti mirtingumga ir turi didele reikSme vertinant draudimo
jmokas, atsargas, bei kitas pagrindines gyvybés draudimo verslo charakteristikas. 1Ssamy aprasyma,
kaip iSgyvenamumo funkcijos naudojamos kitoms aktuarinéms charakteristikoms iSvesti, galima rasti
knygose [5, 8, 12, 27, 40, 42].

Ne gyvybés draudime uodegos funkcija paprastai apraso tikimybe, kad blisimas nuostolis virsys
tam tikrg verte. Ne gyvybés draudime svarbu nustatyti, kaip elgiasi bendrojo nuostolio uodega, nes
nuo jos priklauso rizikos proceso, aprasancio veiklg, islikimo ar Zlugimo tikimybé. I1Ssamy tokio sgrysio
aprasyma galima rasti knygose [3, 10, 16, 25, 33, 37].

Dél aprasyty priezasciy yra nagrinéjamos jvairios pasikirstymo funkcijy ir uodegy funkcijy trans-
formacijos. Siame darbe nagrinéjamos naujos uodegos funkcijos, gautos taikant specialig transfor-
macija su atsitiktiniu efektu Z. Sj atsitiktinj dydj su pasiskirstymo funkcija F; galima apibrézti kitoje
tikimybinéje erdvéje nei pirminis atsitiktinis dydis X su pasiskirstymo funkcija ' = F'x. Pazymékime
$ig naujg erdve kaip (2, A, P). Atsitiktinio efekto transformacijos idéjg pirma kartg pasidlé Vaupel
[39], o véliau jg analizavo, be kity, Manton ir kiti [23, 24], Yashin ir kiti [14], Moger ir Aalen [26],
Hougaard [13], ir Pitacco [29, 30].

Sig uodegos funkcijg su atsitiktinio efekto transformacija apibrézia lygybé:

F)(z) :=E((F(z))?), z€eR.

Pasiskirstymo funkcija Siai uodegos funkcijai yra

FA(z)=1-F@(z)=1-E((F(x))?), zeR (1)

Transformuota pasiskirstymo funkcija taip pat yra pasiskirstymo funkcija, kaip parodyta [31]. Be to,
pagal 1 Teorema i$ [38], transformuota pasiskirstymo funkcija (%) yra absoliu¢iai tolydi, jei pirminé
pasiskirstymo funkcija F taip pat yra absoliu¢iai tolydi. Sie rezultatai rodo, kad transformuota pasi-
skirstymo funkcija gali buti nagrinéjama reguliarumo atzvilgiu.

Atsitiktinio efekto transformacija yra tiesioginé transformacijos, apibréztos atsitiktinai sustab-
dyto minimumo, generalizacija. Tiksliau, jei atsitiktinis dydis Z yra teigiamas sveikasis skai€ius ir ne-
priklauso nuo nepriklausomai ir vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy { X;,X5, ...} su pasiskirs-
tymo funkcija F', tuomet atsitiktinai sustabdyto minimumo uodegos funkcija turi tokig iSraiska:
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Straipsniuose [15, 18, 20, 32, 36] yra iSvesti jvairis rezultatai Siam konkreciam atsitiktinio efekto trans-
formacijos atvejui.

Kaip matoma i$ 3. skyriuje pateikty rezultaty, daznai funkcijos F(%) reguliarumas priklauso nuo
atsitiktinio dydzio Z atramos. Objekto atrama paprastai reiskia viety aibe, kuriose Sis objektas néra
nulinis. Tiksliau, jei Z : Q) — R yra atsitiktinis dydis tikimybinéje erdvéje (2,A,P), tada atsitiktinio
dydZio Z atrama supp{Z} yra maZiausia uZdara aibé R tokia, kad P(Z € R) = 1.

Toliau Sis darbas pateikiamas tokia tvarka. 1. skyriuje pristatomos reguliarumo klasés. Véliau,
2. skyriuje, aptariami kai kurie jau Zinomi rezultatai. 3. skyriuje pateikiami pagrindiniai Sio darbo
rezultatai kartu su gauty rezultaty pavyzdziais ir iliustracijomis. Pagrindiniy rezultaty jrodymai patei-

kiami 4.1.,4.2., 4.3. ir 4.4. skyriuose. Paskutinis, 5. skyrius, pristato visos analizés iSvadas.



1. Reguliarumo klasés

Paskirstymo funkcijos pagal jy uodegos elgseng skirstomos j jvairias grupes, paprastai vadinamas re-
guliarumo klasémis. Siame darbe aprasomos ir nagrinéjamos kelios tokios klasés. Gana i§samy re-
guliarumo klasiy ir jy savybiy apradyma galima rasti knygoje [21]. Siame skyriuje pristatomos klasés:
H,L,suvy>0,0L,8,L,D,CirR,sua > 0.Toliau pateikti iy klasiy apibrézimai.

e Pasiskirstymo funkcija F' yra sunkiauodege, t.y. I’ € H, jei kiekvienam fiksuotam 6 > 0 turime

[e.9]

/ e’dF(x) = oo.

Esant priesingai situacijai sakoma, kad pasiskirstymo funkcija F'yra lengvauodege, t.y. F' € HE.

* Pasiskirstymo funkcija F' priklauso eksponentinio tipo klasei, su~y > 0, t.y. F' € L., jei

lim fg—*)y) = e kiekvienam y > 0.

T—00 (=

e Pasiskirstymo funkcija F priklauso klasei OL, jei bet kuriam y > 0 turime

Flr —
lim sup M < 00.

e Pasiskirstymo funkcija F' yra subeksponentiné, t.y. F' € S jei

F+x F+
T—00 F+<I)

kur F*(z) = F(x) Ijp,00) ().

* Pasiskirstymo funkcija F' yra ilgauodegé, t.y. F' € L, jei visiems y > 0,

Flx—y) ~ F(x).

T—r00

e Pasiskirstymo funkcija F' turi dominuojanciai kintancig uodeggq, t.y. ' € D, jei kuriam nors

y €(0,1)
F
lim sup ﬂ < 00

* Pasiskirstymo funkcija F' turi nuosekliai kintanc¢iq uodeggq, t.y. F' € C, jei

F
lim lim sup ﬂ =1.
¥l 250 F(ZE)

10



e Pasiskirstymo funkcija F' turi requliariai kintan¢iq uodegq su o« > 0, ty. I' € R, jei kuriam

norsy > 0,

lim F_(xy) =y “.
e F()

Zinoma (Ziaréti [10, 21]), jog $ios klasés tenkina sarysius:

R::URacCcﬁchScﬁc’H, DCH.

a=0

Sie santykiai pavaizduoti 1 paveikslélyje.

1 pav. Santykiai tarp sunkiauodegiy pasiskirstymo klasiy.

Taip pat auksciau pateikti apibréZimai rodo, kad

LcoL, U £, c OL.

>0

2. Zinomi rezultatai

Straipsnyje [31], atsitiktinio efekto jtaka buvo analizuojama keturiose reguliarumo klasése:
funkcijy su reguliariai kintancia uodega klaséje R, funkcijy su dominuojanciai kintancia uodega kla-
séje D, ilgauodegiy funkcijy klaséje L ir O-eksponentinéje klaséje OL. Atsitiktinio efekto transfor-
macija buvo taikoma pirminéms pasiskirstymo funkcijoms i$ kiekvienos nagrinéjamos klasés ir gautos
pasiskirstymo funkcijos buvo nagrinéjamos siekiant iSsiaiskinti, ar jos toliau priklauso tai paciai kla-
sei. Nustatyta, jog tokia transformacija turi didZiausj poveikj reguliariai kintancioms pasiskirstymo
funkcijoms. Tai apibrézta (ir jrodyta) [31] strapsnio 1 Teoremoje:

11



Tegul F' priklauso klasei R, su o > 0 irimkime teigiamgq atsitiktinj dydj Z su didZiausiu apatiniu
réZiub > 0, t.y.
P(Z>=2b)=1 P(Z>=b+6)<1

kiekvienam ¢ > 0. Tada transformuota pasiskirstymo funkcija pereina j klase Ry.,.

Toliau [31] straipsnyje parodyta, jog pasiskirtymo funkcijoms is D, L, ir OL klasiy, transforma-
cija palieka pasiskirstymo funkcijas tose paciose klasése tol, kol atsitiktinis dydis, déka kurio veikia

atsitiktinis efektas, yra grieztai teigiamas.

3. Pagrindiniai darbo rezultatai

Siame darbe nagrinéjamos trys klasés: H, C ir L., su~ > 0. Remiantis straipsnio [31] rezulta-
tais, kartais pasiskirstymo funkcija su atsitiktiniu efektu iSsaugo originalios funkcijos savybes. Taciau
kartais, atsitiktinis efektas daugiau ar maziau gali paveikti pasiskirstymo funkcijos reguliarumg nu-
sakancias savybes. Pokyciai gali priklausyt nuo nagrinéjamos reguliarumo klasés bet taip pat ir nuo
atsitiktinio efekto savybiy. Siame skyriuje parodoma pagrindinius darbo rezultatus, kelias i§vadas bei

pavyzdzius.

3.1. Sunkiauodegés pasiskirstymo funkcijos transformacija

Siame skyriuje nustatoma, kaip atsitiktinis efektas veikia pasiskirstymo funkcijos uodega, pri-
klausiantia sunkiauodegiy pasiskirstymo funkcijy klasei . Zemiau pateikiama teorema nusako, jog

sunkioji uodega, paveikta atsitiktiniu efektu, islaiko savo sunkuma.

1 Teorema. Sakykime pasiskirstymo funkcija F' priklauso sunkiauodegiy funkcijy klasei H. Tegul Z -

(2)

teigiamas atsitiktinis dydis. Tada transformuota pasiskirstymo funkcija F'\“’ irgi priklauso klasei .

Sios teoremos jrodyma galima rasti 4.1. skyriuje. Analogigkas teiginys negalioja lengvauodegiy
funkcijy klasei H¢, kadangi egzistuoja pasiskirstymo funkcija I' priklausanti klasei ¢ ir teigiamas
atsitiktinis laipsnis Z kuriam F'?) ¢ H¢. Tai matoma i§ esancios Zemiau 3 Teoremos ir pavyzdziy 3.3.

skyrelyje.

3.2. Nuosekliai kintancios pasiskirstymo funkcijos transformacija

Siame skyriuje nustatoma, kaip atsitiktinis efektas veikia nuosekliai kintanéios pasiskirstymo
funkcijos uodega. Zemiau pateikiama teorema nurodo, jog nuosekliai kintanti pasiskirstymo funkcija,

paveikta atsitiktiniu efektu, pasilieka toje pacioje klaséje C.

2 Teorema. Sakykime F' yra pasiskirstymo funkcija priklausanti klasei C. Tada transformuota pasi-

(2)

skirstymo funkcija F'\“) irgi priklauso klasei C bet kokiam teigiamam atsitiktiniam dydZiui Z.

Sios teoremos jrodyma galima rasti 4.2. skyriuje. Siame skyrelyje dar pristatomi du pavyzdziai

iliustruojantys kaip atsitiktinis efektas veikia nuosekliai kintancig pasiskirstymo funkcija.

12



1 Pavyzdys. Imkime Cai-Tang atsitiktinj dydj (ZiGréti [6]) su parametru p € (0,1):
X =(1+Y)2",

kur Y ir N yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai, Y tolygiai pasiskirstes intervale [0,1], ir N geomet-

rinis atsitiktinis dydis kuriam
P(N=k)=(1-p)p*, k=0,1,..

Tegul F - atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija. Kai x > 1, atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo

funkcija atrodo Stai taip:
it X
F(z) :(1—p)Z1P>(Y< ﬁ—1)pk
k=0

=(1-p) ip’“((% — 1)11[0,1) (% — 1) +H[1,m>(% — 1))

=(1—p)< . _1)ptlogm+1—p“°gm,

9 logy 7|

taip pat zZiGreti lygybe (6) straipsnyje [9]. Pasiskirstymo funkcijos uodega, kai x > 1:

Fla) =1- F()=1-(1-p) (guél - 1) pliogssl _ 4 lioga

x
=1—(1-p) (2Uog2 o )ongz A (1 _p)pU032$J — 1 4 plloe=]

_ olloggx] |logy | llogy z] _ x |logy |
= poB T — ppr 4 pieetl — (1 p)(mlogm)p :

T X :C X
= gploearl — pplleel (1 —P><2uogm>p“0g2 |
_pllogszl (o (1 oy
=p 08y (2 D (1 p>2[log2mj> .

Pagal skaiciavimus straipsnio [6] 124 puslapyje, pasiskirstymo funkcija F priklauso klasei C. Bitent
kai 2" < 2 < 2"*liry € (3,1), turime, kad |log, z| = [log, zy] = n, todél

Flzy) 2-p—(1-p)3
F(z) 2-p—(1-p)&
_2-p—(1-p) + -y —p)s
2—-p—(1-ps
2—p—(1—p)2%+ (1—=y)(1—-p)sm
2—p—(1—-plyw 2-p—(1—-p)s
(1-y)(1—p)em
R gy 2
<1+2(1—y)(1—p)
p

13



Paskutinis jvertis parodo, jog

limsup F_(xy) <1+ 20 —y) _p),

kiekvienam y € (%,1). Atitinkamai, pagal klasés C apibrézimg, pasiskirstymo funkcija F' € C.
Imkime atsitiktinj dydj Z kuris jgyja reikSmes i$ aibés {1, 2, 3} su tikimybémis

Tada transformuotos pasiskirstymo funkcijos uodega:

FO(2) = E(F(x))” = 2 (F(2))! + (F(2))* + (F(x))*)

W =

3

X (1 + pllce2=] (2—p— ’

2|logy x| x 2
1= D) ggay) 7 (220 = (0= g )

Pagal 2 Teorema, pasiskirstymo funkcija F¥) = 1 — F(Z) priklauso klasei C, taip pat kaip ir originali

|logy x|
_Pp (1 — )
(

pasiskirstymo funkcija F. Kaip skiriasi F ir F'(%), kai p = %, parodoma 2 paveikslélyje.

N —— Originali
—— Transformuota

@ _|

(=]

© _|

o

= _|

o

™

(=]

O p—

2 pav. Pasiskirstymo funkcijy uodegy F ir F'(?) j§ 1 PavyzdZio palyginimas.

Galima pastebéti, jog Sioje situacijoje, pasiskirstymo funkcijos F' uodega yra sunkesné nei trans-

formuotos pasiskirstymo funkcijos uodega F(%). Nepaisant skirtumy, abi funkcijos F'ir F'(%) priklauso
klasei C.
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2 Pavyzdys. Imkime Cauchy pasiskirstyma su parametrais x( = 2,y = 3. Tokiu atveju pasiskirstymo
funkcijos uodega lygi:

™

— 1 1 -2
F(z) = 5~ — arctan (xT) , veR.

Pasiskirstymo funkcija

— 1 -2 1
F(x) :1—F(x):;arctan <x3 )—1—5

priklauso klasei C, nes jos uodega tenkina klasés C apibrézimo sglyga:

F(x
lim lim sup _< v) = limlimsup
Ml 200 Fl(x YTl z—oo

|
Q
=
(@]
—+
Q
S
—~
8
5
no
~—

N[ =

3 =R
Q
-
0O
—+
Q
S
—~
8
|
V)
N—"

L.
= limlim sup
¥l oo

13m+mxly? —4xym
_ =3
13r+z?r—4xm

—3y 137 + 22w — daw
137 + ma?y? — daymw -3
13y + 2%y — 4oy

= limlimsup
¥l 2500

= limlimsup
¥l 2500

= limlimsu
yT1 a:—)oop 13 + 22y? — 4y
4 + %
= limlimsu L
yT1 x—)oop Yy % -+ ?%
1
=lim-=1
ytly

Antroje lygybéje taikoma Liopitalio taisyklé, kadangi gaunamas neapibréztumas g.

Imkime atsitiktinj dydj Z tolygiai pasiskirs¢iusj intervale [0,1]. Tokio atsitiktinio dydZio tankio funkcija:

— 1 1 -2\\"
F@)(z) = / (5 — — arctan (xT)) du
s
0

_ 2= (3 — Larctan (552))°
In (3 — 2arctan (452))  In (5 — 2 arctan (£52))
s —Larctan (32) =1 — (3 + L arctan (%52))
In (3 — Zarctan (452))  In (5 — Zarctan (%32))
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Pagal 2 Teorema, pasiskirstymo funkcija F(4) = 1 — F(2) priklauso klasei C, taip pat kaip ir originali

pasiskirstymo funkcija F. Kaip skiriasi F' ir F'(?) parodoma 3 paveikslélyje.

—%— Originali
—e— Transformuota
@ _|
o L ]
[ ]
11
© [
N
Q \* o
[ ]
L ]
< Lo
3

°
*i L
*
*

0.2

3 pav. Pasiskirstymo funkcijy uodegy F ir F'(9) j§ 2 PavyzdZio palyginimas.

Galima pastebéti, jog $ioje situacijoje transformuotos pasiskirstymo funkcijos uodega F'(%) yra

(2)

sunkesné nei uodega F'. Nepaisant to, pagal 2 Teorema, abi funkcijos F' ir F(%) priklauso klasei C.

3.3. Eksponentinio tipo pasiskirstymo funkcijos transformacija

Pagrindiniai teiginiai esantys Zemiau parodo, jog klasé £,y > 0 yra Zymiai jautresné nagriné-
jamam atsitiktiniam efektui. 3 Teorema apraso bendrgjj atvejj, kai pasiskirstymo funkcija priklausanti
klasei £,y > 0, paveikta atsitiktiniu efektu, pasilieka toje pacioje klaséje, tik pasikeicia klasés para-
metro verté. 4 Teoremoje parodoma, jog konkrecios formos atsitiktinis efektas nuveda pasiskirstymo
funkcija i$ klasés £, v > 0] reguliariai kintanciy funkcijy klase R. Siy Teoremy jrodymus galima rasti

4.3. ir 4.4. skyreliuose atitinkamai.

3 Teorema. Sakykime F' yra pasiskirstymo funkcija i$ klasés L., su parametru v > 0. Tegul Z tai

teigiamas atsitiktinis dydis su specialios formos atrama
supp{Z} = {a} UB,
kurinf{B} = b > a > 0. Tada transformuota pasiskirstymo funkcija F%) priklauso klasei L.

118vada. Jeigu F' € L., v > 0, ir Z tai teigiamas aritmetinis atsitiktinis dydis su a = min{supp(Z)},

tada transformuota pasiskirstymo funkcija F%) € L.
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Jrodymas. Pagal iSvados sglygas,
supp{Z} = {a,2a,3a...}
su tam tikru teigiamu a. Todél

supp{Z} = {a} U A,

kur A = {2a,3a,...} suinf{A} = 2a > a. Tokiu atveju, pagal 3 Teorema, iSvados teiginys yra

teisingas. L]
2 Isvada. Jeigu pasiskirstymo funkcija
Fec,=]Jc,
>0

ir Z yra teigiamas atsitiktinis dydis, toks kad
supp{Z} ={a} UB, inf{B} =b> a,

tada transformuota pasiskirstymo funkcija F'%) taip pat priklauso klasei L.

Jrodymas. 15 3 Teoremos tiesiogiai iSvedama, jog:
FeLl,=FcL, kaikuiemy>0=FPcL = FPDcr,.

Sios pasekmeés tiesiogiai jrodo i$vados teigin;. ]

4 Teorema. Sakykime pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei L., su v > 0. Tegul atsitiktinis dydis

Z yra pasiskirstes pagal gamma pasiskirstymq su teigiamais parametrais c ir 3, t.y.

_

Fz(u) =P(Z <u) = (o) / y* e Pvdy, u > 0.
0

Tada transformuota pasiskirstymo funkcija F'%) priklauso klasei R.,.

IS auksciau esancios teoremos gauname iSvadg, kai atsitiktinis efektas yra eksponentiskai pasi-

skirstes.
3 13vada. Jei pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei L., su~ > 0 ir atsitiktinis dydis Z yra pasiskirs-
tes pagal eksponentinj désnj

Fz(u) =P(Z <u) = (1—e ") I oo)(u),

(2)

su parametru 3 > 0, tada transformuota pasiskirstymo funkcija F'\*) priklauso klasei R .

Kaip jau anksciau minéta, 3 ir 4 Teoremy jrodymus galima rasti 4.3. ir 4.4. skyreliuose atitin-
kamai. Siame skyriuje dar pristatomi trys pavyzdZiai iliustruojantys kaip skirtingi atsitiktiniai efektai

veikia pasiskirtymo funkcijg i$ klasés L.
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3 Pavyzdys. Imkime eksponentinj pasiskirstyma su parametru 1, t.y.
F(z) = (1 - e ™)) (@), F(2) =L—ao0)(®) + & Tg,00)(2).

Pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei £ nes yra tenkinama klasés £ apibrézimo sglyga

bent kokiam teigiamam y. Imkime teigiama atsitiktinj dydj Z pasiskirsCiusj pagal paslinktg Poisson

désnj, ty
e

k— 1)

Tada transformuotos pasiskirstymo funkcijos uodega atrodo Stai taip:

P(Z=Fk) = ke{l,2,...).

[e’s) o K —1 1 > F(:L‘) k
:;(F(x)) (k,e_ 1)! - kz:; Ekj—l)'
. > (F(z) ta F(z) & (F(x) ’
—e kZ:O ( k!) - i : kzzo ( k! )
= ix) exp {F(w) = F'(z) exp {F( ) — 1}

Pagal 3 Teorema, pasiskirstymo funkcija F¥) = 1 — F'(%) priklauso klasei £;, kaip ir originali pasi-

skirstymo funkcija F. Kaip skiriasi funkcijos F' ir F'(2) parodoma 4 paveikslélyje.

<r
o | —%¥— Originali
* —e— Transformuota
P~
@ | 8
o o
8
a ® S} '\\*\\
o e
* T T T | "F
- | 5 6 7 8 9 10
o
L J
¥
\.\*
o TSR — kR — e —
I T T I
0 5 10 15

X

4 pav. Pasiskirstymo funkcijy uodegy F ir F'(?) j§ 3 PavyzdZio palyginimas.

18



Galima pastebéti, jog $ioje situacijoje, pasiskirstymo funkcijy F4) ir F' uodegos yra panasaus
sunkumo.

4 Pavyzdys. Taip pat kaip ir praeitame pavyzdyje, imkime eksponentinj pasiskirstymg su parametru
1. Tadiau Siuo atveju imkime eksponentisSkai pasiskirsciusj atsitiktinj dydj Z su parametru 2. Tada

transformuotos pasiskirstymo funkcijos uodega atrodo stai taip:

F@)(z)

I
)

(e7*) e du

e—(a:+2)udu

0
-9 —1 e—(:v+2)u
T+
2

= , x=0.

[e.o]

[\]

0

Pagal 4 Teorema ir 3 i$vada turime, kad transformuota pasiskirstymo funkcija F(%) = 1 — F(2) pri-

klauso klasei R;. Kaip skiriasi funkcijos F ir F'(?) parodyta 5 paveikslélyje.

M~
S . —%— Originali
© —&— Transformuota
OI | \
SN
— [ ]
* N\
[
_ N
L ]
Y
.'h
.\
g | .‘."’....
_ * o-o-._.q_.-.-
S \ ®-0-9.9
-*\*
o TH oMo de-de-de-de-de-de-de-de-de- - de-de-k
| | | \ |
0 5 10 15 20

X

5 pav. Pasiskirstymo funkcijy uodegy F ir F(%) i§ 4 PavyzdZio palyginimas.
Galima pastebeti, jog $iuo atveju pasiskirstymo funkcijos F'?) uodega yra zymiai sunkesné nei

uodega F, nes pasiskirstymo funkcija F' yra lengvauodegé, o pasiskirstymo funkcija F%) yra sun-
kiauodegé.
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5 Pavyzdys. Imkime eksponentinj pasiskirstyma su parametru 1, taip kaip pavyzdZiuose 3 ir 4. Taip
kaip anksciau nustatyta, turime jog pasiskirstymo funkcija

Flz)=1—e* z>0.

priklauso klasei £. Imkime teigiama atsitiktinj dydj Z su pasiskirstymo funkcija:
1 1
Fz(u) = 5 ]1[273) (U) + 5'& -1 ]1[374) (u) + H[4,oo) (U)

Tada kai x > 0, transformuota pasiskirstymo funkcijos uodega atrodo Stai taip:

FO)(2) =E(F(2))? =e *P(Z =2)+ /4 e "d (%u — 1)

1 1/-1 4
) _ _9 —
e ( )—1—/e 5du —1—2 ( —e ) 3
3
1e72x+ 1 _e—4:c e—3x
2 2 T T
1 1e—41‘ ex 1
:_e72x_‘_ ( )
2 T
(2)

Pagal 3 Teoremg, pasiskirtymo funkcija F''“) priklauso klasei L5, nes atsitiktinio dydZio Z atrama lygi

{2} U [3,4]. Tai matoma ir i$ gautos transformuotos pasiskirtymo funkcijos uodegos israiskos. Kaip

skiriasi funkcijos F ir F(%) parodoma 6 paveikslélyje.

0.4

—%— Originali
* —e— Transformuota
S
™ | _
3 S I*
s 4
g - S *\
. *
o 7.—_._.:*=*——¥
* I I I I \
- \ 5 6 7 8 9 10
© °
*
\ =,
o - Rt e e R e e e e e e e
T T T T
0 5 10 15

6 pav. Pasiskirstymo funkcijy uodegy F ir (%) i§ 5 PavyzdZio palyginimas.
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Galima pastebéti, jog $ioje situacijoje, pasiskirstymo funkcijy F4) ir F' uodegos yra panasaus
sunkumo. 13 tikryjy, funkcija F priklauso klasei £+, o funkcija F(%) priklauso klasei £, kas atitinka 3
Teoremos teiginj. Abi Sios klasés priklauso klasei £, .

4. Teoremy jrodymai

4.1. 1 Teoremos jrodymas

Sios Teoremos jrodymui reikalinga viena pagalbiné Lema.

1 Lema. Sakykime F' tai realias reiksmes jgyjancio atsitiktinio dydZio pasiskirstymo funkcija. Tada sSie
teiginiai yra lygiaverciai:
(i) F yra sunkiauodege,

(ii) lim sup e F(2) = oo, bet kokiam \ > 0.

T—00

1 Lemos jrodymas. (i) = (ii). Imkime preiSingai

limsup e** F(x) < oo,

T—00

kai kuriems \* > 0. Tada egzistuoja c ir z. > 0 tokie, kuriems tenkinama nelygybé
F(r)<ce ™, x>z

Pagal alternatyvig vidurkio formule (Ziaréti [22]), bet kokiam A € (0,\*), gauname priestarg salygai
F € H nes

/ e dF(x) =1+ A/ e F(x)dx
0
[0,00)

:1—|—A/ eMF(x)dmjLA/ e F(z)dx
0 Te

o
< Az.e?% 4 cA e~ VR

Tc

(ii) = (i). Jeigu A > Oir x > 0, tada turime

| evar) = [ evarw)

o0
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tai reiskia, kad

/ eMdF (y) > limsup e F(x) = oo.

00 T—00

Todél F' € H. 1 Lema jrodyta. ]

1 Teoremos jrodymas. Dél 1 Lemos pakanka jrodyti, kad

limsup e F(?)(x) = oo

T—r00

bet kokiam teigiamam \.
Tegul b > 0 bina toks, kad P(Z € [0,b]) > 0. Tokiam b turime

FD(z) = / (F(x))"dF()

[0,00)

> / (F(z))"dFz(u)
[0,0]

> (F(x))"P(Z € [0,0]).

\

Todél, bent kokiam A > 0

lim sup e F(Z)(z) > limsup (e F(m))bP(Z € [0,b]) = oo,
nes sglyga F' € H reiskia, kad
limsup e*s F(z) = oo,

T—00

pagal 1 Lema. 1 Teorema jrodyta. [

4.2. 2 Teoremos jrodymas

Jrodymas. 1S klasés C apibréZimo turime

fim lim sup %) _ . 2)
¥yl z2—c0 F(ZE)

Pasirinkime e € (0,1) ird = d(¢) € (0, }) tokius, kad P(Z € [0, 1)) > Oiir

F
lim sup _(xy) <1+ €,

visiems y € (1 —4,1).
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Taip parinktam ¢ ir teigiamiems x, y turime

_ Fl(x udFZ U
FB(zy) [07{0)( (zy)) ()

FO@) ] (F@) dFa(w

[0,00)

[ (Fay) dFz(u) [ (F(zy))" dFz(u)

[0, %) [1,00)
= — U + — U
J (F(x)) dFz(u) J (F(x)) dFz(u)
[0,00) [0,00)
= Jla + J2£7

kur I Zymi atsitiktinio dydZio Z pasiskirstymo funkcijg.
Kaiy € (1 —4,1), tada

[ [ (F(zy))" gﬁg;udFZ(u)
0,1

limsup Ji. < limsup f (F(m))udF (@)
T—00 T—00 Z

[0, %)

F u
< limsup max ( (:cy))

T—00 0<u§% F(l’)
7 :
< limsup ( _(xy))
< (14

Be to, pasirinktiems e iry € (1 — 4,1) turime

[1,00)
limsup Jo, < = — =
oo [ (F(x)" dFyz(u)

IS gauty jverciy ir (3) lygybés turime, kad

. P& (xy) n: [ P(Z=2)
Ilmh;n_)sotip m(m) < (1 +e ) ]P’(Z %) +1

visiems ¢ tenkinantiems salyga P(Z € [0,1)) > 0.
Peréje prie ribos € | 0 gauname

(3)

23



F@)(zy) 1 P(Z>1)
limlimsup ——> <lim (1 +¢*)° |1+ —— = |.
g O+ M Bz ep 1)

¥yl 2500 F(Z)(gj) el0 (Z
Kadangi
1
lim (1+¢%)° =1
6II\S( + &%) ,
turime
F(2)
lim lim sup (zy)

Be to, kai y € (0,1) ir z > 0 turime

Tada

F@) F(©2)
rovo RO (g) ~ amoe FO)(g)

visiems y € (0,1). Gauname jvertj

F(2)
lim lim sup ﬁ >1
¥l oo F(Z)(;p)

kuris kartu su (4) jverciu parodo, kad

F(2)
limlim sup ﬂ =1
Yl 2500 F(Z)(x)

Taigi gauname, jog transformuota pasiskirstymo funkcija F4) € C. 2 Teorema jrodyta.

4.3. 3 Teoremos jrodymas

Jrodymas. 15 klasés L., apibrézimo turime

Flr —
FeLl, & lim M =e" visiems y > 0.

Kai x yra teigiamas, turime

F@)(z) =E ((F(x))?
— B ((F@)* Ly + (F@) Lizem)
= (F@)"P(Z =) + E ((F@) " Tzoy)

(4)

(5)
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Todél, bet kokiam fiksuotam y > 0, gauname

limsup —F(Z)_(I )
z=oo  F@)(z)
. (F(m—y))a]P’(Z:a)—i—E<(F(x—y))z]1{z>b}>
= limsup — -
o (F(@)"P(Z = a) + B ((F@) Tzon )
< limsup (F(a: —~ y))aIP’(Z_: a)a+ (F(x — y>)bP(Z >b)

< limsup (F(;_—;;)) T limsup (F(a: - y)) (Flay)— BEZ2 b))

T—00

— @YW

Panasiai gauname

(
— lim inf <Fg(;)y)) PZ=9
% P(Z =a)+ (F(z)) " P(Z > b)
-~ (S5
_ e’Yay

I$ gauty (6) ir (7) jverdiy turime, kad F(%) ¢ L.,. 3 Teorema jrodyta.

4.4. 4 Teoremos jrodymas

(6)

(7)

4 Teoremos jrodymui reikalingas vienas papildomas teiginys susijusis su atstovavimo teorema

eksponentinio tipo pasiskirstymo funkcijoms.

2 Lema. Sakykime pasiskirstymo funkcija F priklauso klasei L, su~ > 0. Tada bent kokiam ¢ € (0,3)

turime pakankamai didelj * = x* (&) kuriam tenkinama sqlyga
e (197 < F(z) < e 09

visiems x > x*.

2 Lemos jrodymas. Pasiskirstymo funkcija I priklauso klasei £, su~y > 0. Vadinasi, fiksuotam y > 0,
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turime

(yz)'F(logyz) , F(logy + log x) L e osy — 1,

' F(logz) Y F(logz)  a—oo

Tai reiskia, jog funkcija m”f(log x) létai kinta. Pagal gerai Zinomg Karamatos atstovavimo teorema,
Ziaréti [17], [34] 1.2 Teoremg, ar 1.3.1 Teoremg kartu su [4] 1.3.5 iSvada,

2"F(logz) = h(z)exp {— /f #du} : (8)

kur hir g > 0 tai iSmatuojamos funkcijos, tokios kad
h(z) — h>0, ir g(z) — 0.

T—00 T—r0o0

Keiciant log x j z, i$ (8) jvercio gauname
inl _ T —yT ¢ g(U)
F(z) =h(e") e ™ exp1 — 2 du
1 u
= h(e") e " exp {—/ g(e“)du} .
0

Tegul € € (0,'—27) yra fiksuotas. IS paskutinés iSraiSkos gauname
F(z) < max{1,2h} e ® L e (779" (9)

jeiguz > L logmax{1, 2h}.
Panasiai, salyga g(z) — 0 parodo, kad
T—r00

F(x) = h(e”) e exp {_ /0 ey | zg(e“)du}

1

kur 21 yra toks, kad g(e") < £, u > 1.
=

Jeigu x yra pakankamai didelis (z o > 17), turime
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kuris galioja dél funkcijos g integruojamumo.
Gautas jvertis parodo, kad
F(z) > e~ 0te)e (10)

visiems x > .
IS (9) ir (10) jverciy turime, kad Lemos teiginys galioja su z* = max {% log max{1, 2h}, xg}. 2 Lema

jrodyta. ]

4 Teoremos jrodymas. Sakykime y > 0 yra fiksuotas. Bet kokiam pasirinktam x > 0

_ Fl(x udFZu
T (ay) [0’{0)( (zy)) ()

Fa@) [ (@) dFaw

I (F(xy))u u*le fudy

I (F(x))uua—le—ﬁudu '

Kadangi ' € L, su~ > 0, pagal 2 Lemg turime

kai e € (0,3) ir pakankamai dideliu .

Vadinasi,
F@ (zy) [0 yot e (=2mw+8)ug,
lim sup ———>= < limsup =2
ro0 (2 (I) oo fooo uo—1 ef(('YJrE)l”rB)udu
_ limsup (M)
+e\* .,
- (7 ) y e, (11)
y—¢

ir, panasiai gauname,

F(2) o a—1 e*((’y+5)my+ﬁ>ud
zoee F2)(x) e foooua—le_((“/_s)”B)“du
“iminf (L =8E B
e+ 6
T-e\" .
= . 12
(we) ’ (12)

Dél e € (0,3) laisvo pasirinkimo, i$ (11) ir (12) jverciy turime

(2)
lim —F_(xy) =

—Q
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Tuo baigiamas 4 Teoremos jrodymas. ]

5. Isvados

Siame darbe nagrinéta kaip atsitiktinio efekto transformacija kei¢ia pasiskirstymo funkcijos re-
guliaruma. ISnagrinétos trys reguliarumo klasés: sunkiauodegiy pasiskirstymy klaseé H, pasiskirstymo
funkcijy su nuosekliai kintanc¢iomis uodegomis klasé C ir eksponentinio tipo klasé £, v > 0. Nusta-
tyta, jog eksponentinio uodegy tipo klasé jautriausiai reaguoja j atsitiktinio efekto transformacija. Kai
kuriais atvejais atsitiktinis efektas transformuoja Sios lengvauodegiy funkcijy poklasés pasiskirstymo
funkcijas j sunkiauodeges. Reguliarumo klasése H ir C, transformacija palieka pasiskirstymo funk-
cijas tose paciose klasése tol, kol atsitiktinis dydis, déka kurio veikia atsitiktinis efektas, yra grieztai
teigiamas. Atsitiktinio efekto transformacija yra vienas i$ bludy konstruoti pasiskirstymo funkcijas su
specifinémis savybémis. Sis metodas puikiai papildo kitus tokiy konstrukcijy metodus, aptartus dau-
gybéje straipsniy, zZidréti, pavyzdziui, [1, 2, 7, 11, 19, 28, 35, 41] ir jy nurodytg literatlirg. Tesiant
§j darbg galima blty analizuoti pasiskirstymo funkcijas priklausancias dar Siuo atzvilgiu neiSnagriné-

toms reguliarumo klaséms, pavyzdzZiui, subeksponentinei klasei S.
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1 priedas. Programos kodas

Grafiky bréZzimui naudota programavimo aplinka RStudio.

1 pavyzdzio grafiko brézimas:

original_function <- function(x) {

((1/3)floor(log(x, base=2))) * (2 - (1/3) - (1 - 1/3) * (x / 2*floor(log(x, base=2))))

}

transformed_function <- function(x) {

((1/3)*floor(log(x, base=2)))*(1/3) *

(2-(1/3)-(1-1/3) * (x / 2*floor(log(x, base=2)))) *

(1+((1/3)"floor(log(x, base=2))) * (2 - (1/3) - 2/3 * (x / 2*floor(log(x, base=2)))) +
((1/3)7(2 * floor(log(x, base=2)))) * (2 - (1/3) - 2/3 * (x / 2*floor(log(x, base=2))))"2)
}

x_values <- seq(0, 10, by = 1)

y_original <- original_function(x_values)

y_transformed <- transformed_function(x_values)

plot(x_values, y_original, type = ”I”, col = “red”, Iwd = 2, ylim = ¢(0, 1),

xlab = "x”, ylab = ”, xlim = ¢(0, 10), axes = FALSE)

axis(1, at = seq(0, 10, by = 2), labels = seq(0, 10, by = 2))

axis(2, at = seq(0, 1, by = 0.2), labels = seq(0, 1, by =0.2))

box()

points(x_values, y_transformed, type= "1",col = “blue”, Iwd = 2)

legend(”topright”, legend = c(”Originali”, “Transformuota”), col = c(”red”, “blue”), Iwd = 2)
zoom_x_values <- seq(7, 10, by = 1)

y_zoom_original <- original_function(zoom_x_values)

y_zoom _transformed <- transformed_function(zoom_x_values)

par(new = TRUE, fig = ¢(0.4, 0.95, 0.23, 0.82))

plot(zoom_x_values, y_zoom_original, type = ”I”, col = “red”,lwd = 2,

xlab =", ylab = 7", axes = FALSE, ylim = c(min(y_zoom_original, y_zoom_transformed), max(y_zo-
om_original, y_zoom_transformed)))

points(zoom_x_values, y_zoom_transformed,type = "I, col = “blue”, Iwd = 2)
y_ticks <- pretty(range(y_zoom _original, y_zoom_transformed))

y_labels <- ifelse(y_ticks == 0, 0", format(y_ticks, digits = 2, nsmall = 2, scientific = FALSE))
axis(2, at = y_ticks, labels = y_labels)

axis(1, at = seq(min(zoom_x_values), max(zoom_x_values), by = 1), labels = TRUE)
box()

2 pavyzdzio grafiko brézimas:

original_function <- function(x) {
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1/2 - (1/pi)*atan((x-2)/3)

}

transformed_function <- function(x) {
(-(1/2)-(1/pi)*atan((x-2)/3))/1og(((1/2)-(1/pi) *atan((x-2)/3)),base = exp(1))

}

x_values <- seq(1, 50, by = 1)

y_original <- original_function(x_values)

y_transformed <- transformed_function(x_values)

plot(x_values, y_original, type = ”b”, col = “red”, pch = 8, Iwd = 2, ylim = ¢(0, 1),
xlab ="" ylab = ””, axes = FALSE, xlim = ¢(0,50))

axis(1, at = seq(0, 50, by = 10), labels = seq(0, 50, by = 10))

axis(2, at =seq(0, 1, by = 0.2), labels = seq(0, 1, by =0.2))

box()

points(x_values, y_transformed, type = ”b”, col = “blue”, pch = 16, Iwd = 2)
title(xlab = ”"x”)

legend(”topright”, legend = c(”Originali”, “Transformuota”), col = c(”red”, “blue”),
pch =c¢(8, 16), Iwd = 2)

3 pavyzdzio grafiko brézimas:

original_function <- function(x) {

exp(-x)

}

transformed_function <- function(x) {

exp(-x)*exp(exp(-x)-1)

}

x_values <- seq(1, 20, by = 1)

y_original <- original_function(x_values)

y_transformed <- transformed_function(x_values)

plot(x_values, y_original, type = ”b”, col = “red”, pch = 8, Iwd = 2, ylim = c(0, 0.4),
xlab =", ylab = ", axes = FALSE, xlim = c(0, 15))

axis(1, at = seq(0, 15, by = 5), labels = seq(0, 15, by = 5))

axis(2, at = seq(0, 0.4, by = 0.1), labels = seq(0, 0.4, by =0.1))

box() points(x_values, y_transformed, type = “b”, col = “blue”, pch = 16, Iwd = 2)
title(xlab = ”"x”)

legend(”topright”, legend = c(”Originali”, “Transformuota”), col = c(”red”, “blue”),
pch =¢(8, 16), Iwd =2)

zoom_x_values <- seq(5, 10, by = 1)

y_zoom_original <- original_function(zoom_x_values)

y_zoom_transformed <- transformed_function(zoom_x_values)
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par(new = TRUE, fig = ¢(0.35, 0.93, 0.25, 0.83))

plot(zoom_x_values, y_zoom_original, type = “b”, col = "red”, pch = 8,lwd = 2,

xlab =", ylab = ””, axes = FALSE, ylim = c(min(y_zoom_original, y_zoom_transformed), max(y_zo-
om_original, y_zoom_transformed)))

points(zoom_x_values, y_zoom_transformed,type = “b”, col = “blue”, pch = 16, Iwd = 2)

y_ticks <- pretty(range(y_zoom _original, y_zoom_transformed))

y_labels <- ifelse(y_ticks == 0, 0", format(y_ticks, digits = 3, nsmall = 3, scientific = FALSE))

axis(2, at = y_ticks, labels =y_labels)

xis(1, at = seq(min(zoom_x_values), max(zoom_x_values), by = 1), labels = TRUE)

box()

4 pavyzdzio grafiko brézimas:

original_function <- function(x) {

exp(-x)

}

transformed_function <- function(x) {

2/(2+x)

}

x_values <- seq(1, 20, by = 1)

y_original <- original_function(x_values)

y_transformed <- transformed_function(x_values)

plot(x_values, y_original, type = ”b”, col = “red”, pch = 8, Iwd = 2, ylim = c(0, 0.7),
xlab ="", ylab = ””, axes = FALSE, xlim = ¢(0,20))

axis(1, at = seq(0, 20, by = 5), labels = seq(0, 20, by = 5))

axis(2, at = seq(0, 0.7, by = 0.1), labels = seq(0, 0.7, by =0.1))

box()

points(x_values, y_transformed, type = ”b”, col = “blue”, pch = 16, Iwd = 2)
title(xlab = ”"x”)

legend(”topright”, legend = c(”Originali”, “Transformuota”), col = c(”red”, “blue”),
pch =c¢(8, 16), Iwd = 2)

5 pavyzdzZio grafiko brézimas:

original_function <- function(x) {

exp(-x)

}

transformed_function <- function(x) {
(1/2)*exp(-2*x) + (1/2)*((exp(-4*x)*(exp(x)-1))/x)
}
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x_values <- seq(1, 20, by = 1)

y_original <- original_function(x_values)

y_transformed <- transformed_function(x_values)

plot(x_values, y_original, type = ”b”, col = “red”, pch = 8, Iwd = 2, ylim = c(0, 0.4),

xlab =", ylab = ””, axes = FALSE, xlim = c(0, 15))

axis(1, at = seq(0, 15, by = 5), labels = seq(0, 15, by = 5))

axis(2, at = seq(0, 0.4, by = 0.1), labels = seq(0, 0.4, by =0.1))

box()

points(x_values, y_transformed, type = ”b”, col = “blue”, pch = 16, Iwd = 2)

title(xlab = ”"x”)

legend(”topright”, legend = c(”Originali”, “Transformuota”), col = c(”red”, "blue”),

pch =¢(8, 16), Iwd = 2)

zoom_x_values <- seq(5, 10, by = 1)

y_zoom_original <- original_function(zoom_x_values)

y_zoom_transformed <- transformed_function(zoom_x_values)

par(new = TRUE, fig = ¢(0.35, 0.93, 0.25, 0.83))

plot(zoom_x_values, y_zoom_original, type = “b”, col = "red”, pch = 8,lwd = 2,

xlab = ””, ylab = 7", axes = FALSE, ylim = c(min(y_zoom_original, y_zoom_transformed), max(y_zo-
om_original, y_zoom_transformed)))

points(zoom_x_values, y_zoom_transformed,type = “b”, col = “blue”, pch = 16, lwd = 2)
y_ticks <- pretty(range(y_zoom_original, y_zoom_transformed))

y_labels <- ifelse(y_ticks == 0, 0", format(y_ticks, digits = 3, nsmall = 3, scientific = FALSE))
axis(2, at =y _ticks, labels = y_labels)

axis(1, at = seq(min(zoom_x_values), max(zoom_x_values), by = 1), labels = TRUE)
box()
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