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Ivadas

Trupmeninio kvantinio Hall efekto (fractional quantum Hall effect, FQHE) atradimas [1]
sukeélé didelj susidoméjima topologinémis kvantinémis fazémis [2]. Sis efektas pasizymi egzo-
tiskomis savybeémis tokiomis, kaip trupmeninis elementariyjy suzadinimy kruvis ir anioniné
(trupmeniné) kvantiné statistika [3].

Nuo pirmojo eksperimento si busena buvo pastebéta jvairiose sistemose [4] [5], yra pasiu-
lymy kaip FQHE busena gali buti realizuota optinése gardelése [6]. Pirminis eksperimentas
pasizymeéjo milzinisku sistemos dydziu ir daleliy skaiciumi, todél iki Siol visi teoriniai skaicia-
vimai buvo siejami su periodinémis arba begalinio dydzio sistemomis. Todél lieka neatsakytas
klausimas: ar galimas FQHE busenos susidarymas mazy matmeny gardelése ir jei galimas,
kokius efektus isryskina atviros krastinés salygos.

Norint surasti atsakymus j siuos klausimus, galima paimti Hofstadterio-Harperio [7] mo-
delj su sgveikaujancioms dalelémis. Sis modelis apraso dvimate kvadratine gardele patalpinta
stipriame magnetiniame lauke ir gali buti eksperimentiskai jgyvendintas optinése gardelése [§].

Taigi, sio darbo tikslas — iSsiaskinti trupmeninio kvantinio Hall efekto busenos savybes ir

pozymius riboty matmeny gardeléje.



1 Harper-Hofstadter modelis su stipriai sgveikaujancio-

mis dalelémis

Siame darbe nagrinéjamas Harper-Hofstadter modelis, kuris aprago stipriame magnetinia-
me lauke patalpintg kvadrating gardele. Norint geriau suprasti sudétingus daugelio daleliy
reiskinius ir susidarancias kvantines fazes yra prasminga pradéti nuo viendalelinio uzdavinio,

t.y. atmetus saveikas. Sj modelj atitinkantis viendalelinis hamiltonianas:
H = Z te®"™q jn nt10mn =+ Qa;rn—‘rl,nam,n + h.c. (1)

Cia a' ir a yra atsiradimo ir i$nykimo operatoriai, indeksai m ir n zymi gardelés mazgo vieta.
o — magnetinio lauko stipris, ¢ ir  yra Suolio tarp mazgy stipriai. Siame darbe laikysime, kad
gardelé yra simetriné, o energijos skalé bus isreiksta ¢ vienetais, tad patogu pasirinkti ¢t = Q = 1.
Jei laikoma, kad gardelé yra begaliné, galima uzdavinj spresti kvaziimpulso erdveéje atlikus
Fourier transformacijg atsiradimo ir isnykimo operatoriams. Suolio stipris priklauso nuo a, tai

reiskia, kad sia kryptimi gardelés periodiskumas priklauso nuo magnetinio lauko stiprio.

Toroidiné geometrija Fourier transformacija toroidinés geometrijos atveju:
T _ 1 —ikn _—ilm _T o 1 —ikn _—ilm _T (2>
U = e "e™ ay s T — e "e™ ay s
N,,N,« ” N,,N,« "

Cia k yra viena kvaziimpulso komponenté pirmoje Brillouin zonoje: k € [0,27], | yra kvazi-
impulso komponente kita kryptimi, apibrézta [ € [0, 2wa]. Brillouino zonos asimetriSkumas ir
papildomas indeksas p kvaziimpulso erdvéje atsiranda dél magnetinio lauko sukelto periodisku-

mo pakitimo. Atlike Fourier transformacija [2] hamiltonianui [I, gauname:
chos — 2map)al (k, a,(k, 1) + e'al  (k, Day(k, 1) + e "al_ (k,D)ay(k,1). (3)

Tuomet gautas Fourier erdvés hamiltonianas (3| yra atsietas pagal kvaziimpulso vertes k, [
taciau del magnetinio lauko sukurto periodiskumo pakitimo, gauname, kad elementarus gardelés
narvelis sudarytas i$ N, = 1/« elementy, kurie minétame hamiltoniane lieka suristi. Norint
surasti Sios sistemos tikrines vertes, reikia diagonalizuoti N, x N,, dydzio matricg. Skaitmeniskai

gautos tikrinés vertés pavaizduotos [1] paveikslélyje.

Cilindriné geometrija Fourier transformacija cilindrinéje geometrijoje, kai gardelés kons-

tanta lygi 1:

., FZ gl = Fz ()
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1 pav. Energijos spektro priklausomybé nuo magnetinio lauko stiprio «, grafikas gautas skait-
meniskai sprendziant [3] lygt;.

k - kvaziimpulsas pirmoje Brillouino zonoje. Tuomet sistema aprasantj hamiltoniang galime
perrasyti:

H = Z gizmam Qm + a,t;,mak,mﬂ + h.c, (5)

k,m
k,m

Skaitmeniskai diagonalizuodami §j hamiltoniana gauname tikriniy verciy spektra [3] Esmi-
nis matomas skirtumas nuo toro geometrijos (1| sprendiniy yra tas, kad susidariusios krastinés
busenos turi energijos vertes ten, kur anks¢iau budavo draustiniai tarpai.

Daugiadaleliniams skai¢iavimams pasirinke fiksuota a = 0.25 gauname viendalelinj energi-
jos spektra, kuris pasizymi mazu apatinés juostos plociu ir dideliu draustinés energijos tarpu
( av.), tokia ploksc¢ia energijos juosta stipriai isryskina saveiky vaidmenj, tad tikimasi, kad

tokios salygos bus geriausios FQHE busenos susidarymui.

Atviros krastinés salygos Paveikslélyje [4] pavaizduotos energijos verciy histogramos esant
skirtingiems gardelés dydziams ir krastinéms salygoms. Kaip jau buvo aptarta anksciau, spren-

dziant viendalelinj uzdavinj toroidinéje geometrijoje (a) akivaizdziai matome draustinés energi-
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2 pav. Energijos spektro vertés Hofstadter-Harper modeliui, kai o = 0.25. Kairéje — periodineés
krastineés salygos, desSinéje — cilindrinés.

jos tarpus. Tokio pat dydzio gardelei, taciau su atviromis krastinémis salygomis (b) draustinio
tarpo nelieka o jo vietoje matome keletg krastiniy IQHE biiseny. Siame darbe nagrinéjamiems
gardeliy dydziams (c ir d) energijos spektras turi santykinai daug buseny vietoje, kurioje ste-

bimas draustinis tarpas periodinés gardelés atveju.

Saveiky jskaitymas Iki Siol apraséme nesgveikaujantj Hofstadterio-Harperio modelj. Trup-
meniniam kvantiniam Hall efektui pasireiksti yra reikalingos tarpdalelinés sgveikos. Bozonams

sios sgveikos aprasomos:
U C
Hip = B an(nj - 1), (6)
J

kur 17; yra daleliy tankio operatorius. Tuomet pilnas sistema apraSantis hamiltonianas:

< U
H = Z t@ﬁﬂ-aain,n-i-lam’n -+ QGL+17nam,n + h.c. + 5 Z ﬁj (Tij — 1) (7)
n,m 7
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3 pav. Energijos spektro priklausomybé nuo magnetinio lauko stiprio «, grafikas gautas skait-
meniskai sprendziant [5] lygt;.
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4 pav. Energijos ver¢iy pasiskirstymas HH modelio gardeléje a = 0.25. a)40 x 40 dydzio gardelé
su periodinémis krastinémis salygomis. b)40 x 40 dydzio gardelé su atviromis krastinémis
salygomis. ¢) 9 x 6 dydzio gardelé su atviromis krastinémis salygomis. d) 8 x 5 dydzio gardelé
su atviromis krastinémis salygomis.



2 Optinés gardelés

Siame darbe siekiama igsiaiskinti, ar galimas trupmeninis kvantinis Hall efektas labai mazy
matmeny sistemose. Tokias sistemas galima sukurti optinése gardelése. Optine gardele yra
vadinama ultrasaltyjy atomy dujos patalpintos j periodinj potencialg. Toks potencialas suku-
riamas naudojantis lazeriy interferencija. Keic¢iant gardele kurianciy lazeriy skaiciy, issidéstyma
ir bangos ilgj galima gauti jvairius potencialus. Sukuriant labai stipry optinj potencialg viena
kryptimi, galima visiskai uzdrausti atomams judeéti iSilgai tos asies, taip padarant dvimaciy
(2D) sistemy ansamblj, analogiskai, galima kurti ir vienmates gardeles.

Optinés gardeleés leidzia simuliuoti kietojo kuno fizikoje pasitaikancius vyksmus, kur elekt-
ronai yra "pakei¢iami' neutraliais atomais.

Optiniy gardeliy eksperimentai neapsiriboja vien tik realiy sistemy atkartojimu. Dél gero
valdomumo ir galybés eksperimenty variacijy optinés gardelés leidzia tikrinti jvairius teorinius
modelius ir hipotezes, taip leidzianc¢ios vis geriau suprasti daugelio stipriai sagveikaujanciy daleliy
fizika.

Vienas is didziausiy skirtumy tarp optiniy gardeliy ir realiy kristaly yra magnetinio lauko
itaka. Kadangi optinése gardelése naudojami atomai yra neutralus, jy neveikia iSorinis magne-
tinis laukas. Si problema yra sprendziama kuriant dirbtinius kalibruotinius laukus, kurie leidzia
atomams elgtis taip, lyg jie turéty kruvj ir buty magnetiniame lauke, todél tokie kalibruotiniai
laukai kertantys gardele daznai vadinami dirbtiniu magnetiniu srautu. Dirbtiniai kalibruotiniai
laukai ne tik, kad leidzia atkartoti magnetinio lauko sukurtus efektus, bet ir jgalina tyriné-
ti ypatingai stipraus lauko efektus, kuriuos stebéti realiuose kristaluose buty nejmanoma dél
technologiniy apribojimy.

Lazeriy sukurtas interferencinis vaizdas yra nepriklausomas nuo jame patalpinty atomuy,
todél gardelés struktiura nekinta netgi vykstant jvairiems dinaminiams procesams. Dél tokio
gardelés-daleliy atskyrimo optinése gardelése negalimi gardelés virpesiai — fononai, ar kiti de-
fektai. IS vienos puses, tai leidzia tyrinéti idealias sistemas ir turéti labai glaustag rysj tarp
eksperimento ir teorinio modelio, tac¢iau toks sistemos tvarkingumas néra sutinkamas gamtoje.

Bendrai, optinés gardelés pasitarnauja kaip jungtis tarp teorinio aprasymo ir kristaly fizikos.

2.0.1 HH modelis optinése gardelése

Siame darbe nagrinéjamas HH modelis, tad svarbu paminéti, kad 2013 metais buvo atliktas
eksperimentas [8], kurio metu buvo sukurta optiné gardelé atitinkanti §j modelj. Iki tol, didziau-
sig problema kélé dirbtinio magnetinio lauko sukurimas. Jau ankséiau buvo sukurti dirbtiniai
magnetiniai laukai, taciau jie pasizyméjo tuo, kad integralinis srautas per gardele visad buvo
lygus 0, o srautas turédavo fliuktuacinj pavidalg [9]. Tik iSmokus kurti vienaly¢ius magnetinius
laukus buvo galima atkartoti HH model;.

Eksperimentines HH modelio realizacijos optinéje gardeléjé schema pavaizduota [5] paveiksleé-
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5 pav. Eksperimentiné schema. (M.Aidelsburger et al. 2013 |§|

lyje. Ultrasaltieji atomai patalpinami trimatéje optinéje gardeléje. z kryptimi optinio potencialo
stipris padaromas labai didelis taip efektyviai gaunant 2D gardeliy ansamblj. y kryptimi optinis
potencialas pakankamai silpnas, kad tarp gretimy mazgy vykty tuneliavimas, kurio stipris J.
x kryptimi yra jjungiamas papildomas silpnas magnetinio lauko gradientas. Sis gradientas dél
Zémano efekto paslenka atominius energijos lygmenis ir gauname, kad atomai esantys ant skir-
tingy mazgy x kryptimi jaucia skirtinga suminj potenciala. Energijos poslinkis tarp greitimy
mazgu zymimas A. Taip gaunama gardelé, kurioje atomai gali judéti tik viena (y) kryptimi.
Du papildomi lazeriai §viecia dazniais wy ir wy isilgai x ir y asiy atitinkamai. Siy lazeriy daznis
parenkamas taip, kad buty tenkinama salyga w,..s = w; — ws = A/h. Tuomet gauname, kad
isilgai x krypties atstatomi Suoliai su kompleksine amplitude K, kurios stipris priklauso nuo
papildomy lazeriy intensyvumo. Dél tokiy optiskai indukuoty suoliy taip pat gauname erdvine
fazine moduliacija: ¢ = (m + n)7/2, ¢ia m ir n yra gardelés mazgo indeksai z ir y kryptimis.
Dél tokios fazinés moduliacijos, apéje viena gardeles narvelj gauname sumine ®/2 faze. Svarbu
pamineéti, kad keiciant Siy lazeriy tarpusavo kampa galime keisti Sios fazés, taigi ir dirbtinio

magnetinio srauto stipri. Placiau apie §} eksperimenta galima paskaityti [8].

2.1 Matavimai optinése gardelése

Zinoma, optinés gardelés atnesa ir savy problemy. Kvantinis Hall efektas buvo atrastas

matuojant per MOSFET (metal-oxide-semiconductor field-effect transistor, metalo, oksido ir

8



puslaidininkio lauko tranzistorius) leidziant elektros srove ir stebint Hall jtampa. Béda ta, kad
prie ultrasaltyjy atomy dujy nejmanoma prilituoti ominiy kontakty ir iSmatuoti jtampos, reikia
surasti kity eksperimentiniy budy, kaip iSmatuoti norimus dydzius. Siame skyriuje bus glaustai

aprasyti keli dazniausiai naudojami matavimo metodai.

TOF — Time of Flight. Kaip ir kristaluose, dalelés optinése gardelése uzima kvantines buse-
nas su tam tikra energija ir tam tikru kvaziimpulsu. Jeigu staiga optiné gardelé yra isjungiama,
kristalinis kvaziimpulsas pavirsta realiu judesio kiekiu ir dalelés pradeda judéti. TOF idéja pa-
prasta: gardelei pasiekus pusiausvyra, staigiai iSjungiamas gardele kuriantis potencialas ir visos
esancios dalelés pradeda judéti tiesiai ir tolygiai pagal pries tai turéta judesio kiekj. Palaukus
pakankama laiko tarpa, kad daleliy nueitas kelias buty didesnis uz gardelés matmenis, vakuu-
miné kamera apsvieciama infraraudongja sviesa ir atlickama fotografija, taip atkuriamas daleliy
pasiskirstymas pagal kvaziimpulso vertes. Sio matavimo metu, bandinys yra sunaikinamas ir

sekantis matavimas daromas is naujo paruosus sistema.

Daleliy tankio gardeléje stebéjimas Vienas iS svarbiausiy tvarkos parametry, charak-
terizuojanciy kvantines medziagos fazes, yra tankio pasiskirstymas. Eksperimentiskai, tankio
pasiskirstymas yra gaunamas atliekant sklaidos eksperimenta, taciau tarpmazginio atstumo dy-
dis gali stipriai apriboti gauto vaizdo rezoliucija. Kol kas geriausias budas leidziantis stebéti
daleliy tankj vieno gardelés mazgo tikslumu yra kvantiniy dujy mikroskopas [10]. Svarbu pami-
néti, kad toks mikroskopas ne tik leidzia gauti tiksly daleliy pasiskirstymo vaizda, bet ir kurti

ivairiy formy potencialinj reljefa.



3 Kvantinis Hall efektas begalinése sistemose

Pirma kartg kvantinis Hall efektas buvo pastebétas 2D elektrony sistemoje, kuri gali buti
sudaryta MOSFET tranzistoriuje [11]. Elektronai izoliuoti 2D sistemoje, kuri yra patalpi-
nama j stipry magnetinj lauka, klasikiniu poziuriu pradés judéti uzdaromis orbitomis, elekt-
rony energija taps papildomai kvantuota ciklotroniniy oribitaliy, kuriy daznis w,. ir energija
€n = hwe(n + 1/2), sie lygmenys vadinami Landau lygmenimis. Tuomet, atsaldzius sistema iki
tiek, kad buty tenkinama salyga kT < hw, ir esant uzpildytam N Zemiausiy lygmeny, tuomet
elektrony sistema atitinka izoliatoriy, kurio draudziamy energiju tarpas lygus Aw.. Skirtingai
nuo jprastiniy izoliatoriy, Landau lygmenys turi metaliskas krastines busenas, kurios kiekviena
suteikia laiduma e? /h. Tokiy krastiniy buseny skaic¢ius atitinka juostos Chern skaic¢iy. Jeigu 2D
elektrony sistemoje viena kryptimi (x) yra prijungiamas isorinis elektrinis laukas, kita kryptimi
(y) yra stebima Hall srové, kuri charakterizuojama laidumu o, = Zivzo Cne?/h. Cia C, yra s

— tosios uzimtos juostos Chern skaic¢ius. Landau lygmenims C = 1.

1]
(8]

ko 8 i

10

6 pav. Kvantinis Hall efektas. Keic¢iant magnetinio lauko stiprj keiciasi w,., taigi keiciasi ir
uzpildyy energijos juosty skaicius. Grafike pavaizduota tiek isilginés, tiek skersinés bandinio
varzos priklausomybé nuo magnetinio lauko. (Kosmos 1986)

Jei Landau lygmuo yra uzpildytas nepilnai, esant tarpdalelinei saveikai gali susidaryti sa-

lygos trupmeniniam kvantiniam Hall efektui (Fractional Quantum Hall Effect — FQHE) pasi-

10



reiksti [1]. Tuomet esant iSoriniam elektriniam laukui skersinis laidumas tampa: o,, = ve?/h,
¢ia v yra racionalioji trupmena, kuri atitinka trupmeninj juostos uzpildyma v. Viena FQHE
buseny savybé: Zemiausios energijos busena yra iSsigimusi 1/v karty, tadiau skaitmeniniuose
skaic¢iavimuose, dél diskretumo iSsigimimas néra idealus.

Apibendrinant, FQHE efektui reikalinga uzpilda iSreiskiama kaip daleliy skaic¢iaus sistemoje

P

Nos Hofstadter-Harper modeliui

ir magnetiniy elementariyjy narveliy skaiciaus santykis v =
Nflwc = Oéj\fmj\]’n

3.1 Laughlin busenos

Trupmeninis kvantinis Hall efektas pasireiskia tik tuo atveju, kai turime saveikaujancia
sistema. Déja, néra zinoma kaip analitiSkai spresti Srédingerio lygtj tuo atveju, kai dalelés
tarpusavyje suristos per saveikas, todél tikslus FQHE busenos pavidalas néra zinomas. Pirmas
sekmingas bandymas isreiksti FQHE busena analitiniu pavidalu buvo padarytas Lauglin [12].
Jis uzrasé tikrine funkcija zemiausios energijos FQHE busenai tuo atveju, kai sistemos uzpilda
v = %, kur m bet koks sveikasis skaic¢ius. Svarbu paminéti, kad si Laughlin funkcija apraso
FQHE homogeniskoje aplinkoje, tad néra tinkama gardeléms, taciau si funkcija puikiai iliust-
ruoja jvairias FQHE savybes. Siame skyriuje bus glaustai aptarta Laughlino biisena ir jos

pagrindinés ypatybeés. Detalus nagrinéjimas gali buti rastas [13], [14].

TORS | [CEE sl 8
i<j
Cia z; yra i-osios dalelés koordinates isreikstos kaip kompleksinis skai¢ius: z; = z; + iy;.
lp = h/eB yra magnetinis ilgis.
Nors Laughlin‘o funkcija buvo gauta fenomenologiskai jos sanklota su skaitmeniskai gauta
yra ~ 0.99 tiek Kulono, tiek kitokioms stumos sgveikoms [15], tac¢iau skaitmeniskai jmanoma
gauti sprendinj tik tuo atveju, kai daleliy skaicius labai mazas, tad negalima grieztai teigti, kad

si funkcija bus tikriné termodinaminéje riboje.

Kvaziskylés
N
Yau(zin) = [J(z —m) [J (2 — z) e S 1P/ )

i=1 k<l
Kai kvaziskyliy turime M:
M N
_ n 2|2 2
vom-m(zn) = [[ [z —mp) [ [(ze — z)me im0/ 4E (10)
j=1i=1 k<l

n; yra j-osios kvaziskylés koodinaté kompleksiniu pavidalu.
Jeigu pasirinksime, kad M = 1/v = m ir visos kvaziskyleés yra vienoje vietoje: n; = n:

11



a) n, - .111 b) n; - .111

7 pav. Konturas naudojami kvaziskyleés kruvio (a) ir statistiniy savybiy (b) jvertinimui.

N
You-m(zin) = [ [z =™ [J(zx — 2)™e” i =il (11)
i=1

k<l
Tuomet matyti, kad funkcija tampa tokia pat, kaip [§ tac¢iau su trukstamu elektronu pa-
détyje n, taigi galime daryti iSvada, kad jei m kvaziskyliy atitinka vieno elektrono trukuma,

vadinasi viena kvaziskylé turi turéti 1/m = v kruvj.

Eksperimentinis trupmeninio kruvio matavimas Kol kas trupmeninio kruvio susidary-
ma/trukuma apraséme tik kaip statistinj efekta. Taip pat svarbu paminéti, kad tiek optinése
gardelése, tiek puslaidininkinése sistemose bendras kruvis visalaik bus kvantuotas e vienetais.
Taciau 1997m. buvo atliktas eksperimentas [16] kuris parodé, FQHE palaikancioje sistemoje
srove neSantys kritvininkai turi trupmeninj krivi. Sio eksperimento esmeé pagrindas yra Sratinio

triuksmo matavimas.

Trupmeninis kruvis ir anioniné statistika Tarkime turime Laughlino buseng su keletu
kvaziskyliy, tuomet sistema aprasoma busena [10| funkcija. Norédami skaiciuoti jvairiy opera-

toriy reikSmes, turime sunormuoti sig tikrine funkcija:

) = %Im,-.-,nm (12)

Normavimo daugiklis:

- /Hd2ziexp(z log|z; — n;]?) + mz log|z, — 2> — ST Z Els (13)
ij Jol

Tiek kruvio, tiek statistikos jvertinimui, naudosimés Berry rysiu:

OlogZ
Ay(n,7) = <w|—|¢> 5 (14)

! 6logZ
kit
2 0n

Ay(n, 1) = (15)

Jeigu laikome, kad kvaziskylés pakankamai toli viena nuo kitos, kad tarp jy nebuty saveikos,

galime iSskaiciuoti Berry rysj:
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l 1 m;
A =N - " (16)
T 2m = 4ml3

Jeigu adiabatiskai apneSsame kvaziskyle uzdaru konturu, taip, kaip pavaizduota [Th, gauna-

me, kad banginés funkcijos fazé pasikeicia:

e = exp(—ij[ A, dn + Azdn) (17)
c
Atsiradusi papildoma ~ fazé vadinama Berry faze:

ed
mh

Y= (18)

Sj geometriné fazé yra analogiskai Aharonov-Bohm fazei, kurig jgauna elektronas judantis
magnetiniame lauke y45 = e®/h. IS Sios analogijos, matome, kad kvaziskylés elgiasi kaip kruvio
e/m dalelés.

Bandant adiabatiskai apnesti kvazikyle konturu, kurio viduje yra kita kvaziskylé @b) gau-
name dar vieng papildoma faze:
oS — exp(—i dmny

2m Jom — e

Daugiadalelinéje banginéje funkcijoje sukeitus dvi daleles vietomis tikimés, kad banginé

+ h.c) = e¥i/m (19)

busena pasikeis tik faziniu daugikliu:

P(r1,m2) = €™p(ry, ) (20)

Bozonams banginés funkcijos fazé pakinta 5 = 0, fermionams = 7/2.

Analogiskai sukeitus dviejy FQHE suzadinimy pozicijas, galioja sarysis:

s = e 5 B =1/m. (21)
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4 Kvantinis Hall efektas baigtinése sistemose

Sio darbo tikslas — iSsiaigkinti, ar trupmeninis kvantinis Hall efektas yra galimas labai mazy
matmeny sistemose. Idealu buty atlikti skaic¢iavimus be periodiniy krastiniy salygy labai dide-
léms sistemoms ir po truputj mazinant sistemos matmenis stebéti, kaip keiciasi stebimi dydziai,
taciau tikslus skaic¢iavimai néra jmanomi del skyrelyje [5.2| aprasyty priezasciy, todeél pasirink-
ta strategija — vykdyti skaitmeninius eksperimentus mazy matmeny sistemose atsizvelgiant j
zinomas FQHE busenos savybes.

Kita problema, su kuria susiduriama nagrinéjant cilindring ar atvira geometrijg iskyla
FQHE charakterizuojancios uzpildos v neapibréztumas. Begalinéje sistemoje uzpilda parenka-
ma atsizvelgiant ] magnetiniy narveliy skaiciy, kuris yra lygus gardelés elementariyjy narveliy
skaiciui padaugintam is bedimensinio magnetinio srauto, tenkancio vienam elementariajam nar-
veliui. Tuo paciu, periodinéje/begalinéje kvadratinéje gardeléje elementariyju narveliy skaicius
yra lygus mazgy, taigi ir viendaleliniy buseny skaiciui, todél galima sakyti, kad FQHE busenoje
pasireiskianti trupmeniskumas atitinka apatinio Landau lygmens uzpilda. Literaturoje sie du
apibudinamai vartojami pakaitomis. Atviroje sistemoje, kurios matmenys mazi, elementariyjy
narveliy skaicius ir mazgy skaic¢ius néra lygus, todél néra aisku, kaip teisingai reikéty parinkti
sistemos uzpilda. Optimalus variantas buty pasirinkti tokiy matmeny gardele, kurioje keisdami
daleliy skaiciy galétume patenkinti arba viena arba kita salyga, taciau maziausia tokia sistema
miisy nagrinéjamame modelyje: 8 x 9 yra skaitmeniskai nepasiekiama. Si problema i dalies
gali buti iSspresta vykdant skaic¢iavimus skirtingo dydzio gardelése, kuriose uzpilda nustato-
ma arba pagal mazgy arba pagal elementariyjy narveliy skai¢iy. Toks sprendimas néra visiskai

tvarkingas, kadangi dél skirtingo gardeliy dydzio, krastiniai efektai turés skirtingo dydzio jtaka.

4.1 Skaitmeniniy eksperimenty metodika

Kruvio pernesimas Baigtinése sistemose, kaip ir fizikinése sistemose, pasireiskiant kvanti-
niam Hall efektui turétume stebéti kruvio (neutralioms daleléms optinése gardelese — daleliy
skaiCiaus) pernesima, kuris turi buti lygus v.
Cilindrinéje geometrijoje toks skaitmeninis eksperimentas vykdomas jvedant susuktas kras-
tines salygas:
(L) = 2%0(0), (22)

kur ¢ yra magnetinio srauto stipris. Keiciant magnetinio srauto stiprj, skai¢iuojama kruvio
poliarizacija:

Afn) = 5 )i 23

Kiekvienas magnetinio srauto kvantas A¢ = 27 turéty duoti A(n) = v esant kvantinio Hall

efekto busenai.
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Sistemoje, kurioje visos krastinés atviros, atitinkamas srautas yra jvedamas ties centriniu
narveliu ir skaic¢iuojama, koks uzpildos skirtumas tarp §j narvelj sudaranc¢iy mazgy ir likusiy.
Grafiskai $i schema pavaizduota |8 pav., A(n) yra apibréziamas kaip uzpildos skirtumas tarp
raudonai ir juodai pazymety mazgy.

FQHE susidarantis cilindrinése sistemose gerai iSnagrinétas [17]. Siame darbe pakartojome
skaic¢iavimus mus labiausiai dominanc¢iam srautui o = 0.25 ir gavome sutampancius rezultatus,

tad démesj skirsime tik sistemoms su atviromis krastinémis dvejomis kryptimis.

Potencialo defekty kuriami suzadinimai Toliau, ziurime suzadinimy — kvaziskyliy ir kva-
zidaleliy elgsena bei savybes. Pagrindiné siame darbe panaudota idéja — kvaziskylés ir kvazi-
dalelés poros sukurimas jvedant potencialo defektus, tam tikruose gardelés mazguose pridéjus
+/ — V dydzio potenciala. Tikimeés, kad tolydziai didinant §j potencialg i$ pradziy sistemos
busena nereguos visiskai, po to, staiga susidarys/iSnyks papildomas trupmeninis kruvis (A(n))
aplink neigiamo/teigiamo zenklo potenciala. Kadangi néra aisku, kokio dydzio kvazidalelés turi
susidaryti riboty matmeny sistemoje, gardelé padalinama j 3 dalis ir skai¢iuojamas vidutinis
daleliy skaicius kiekvienoje is Siy sriciy.

Toks suzadinimy lokalizavimas remiasi FQHE busenos savybémis: FQHE busena yra nespu-
di, taigi mazas defektas neturéty keisti tankio pasiskirstymo, taciau tai galioja tik milziniskose
sistemose, mazose, dél krastiniy efekty, negalima tikétis visisko nespudumo.

Sekantis skaitmeninis eksperimentas yra vieno i$ defekty judinimas. Keic¢iant defekto padé-
ti, tikimes, kad kis ir pirmasis tankio momentas ta pacia kryptimi, tai indikuoty, kad kvazidalelé
juda tiksliai sekdama defekta, t.y. pastumuys defekto padétj per viena gardelés vektoriy, tikimés
matyti, kad pirmasis momentas pasikeiCia per 0.5. Svarbu atkreipti démesj, kad Siame darbe,
defekto padéties keitimas vykdomas ne dinamiskai, o statiskai, t.y vykdant kelis skaic¢iavimus
su skirtingomis padétimis ir lyginant rezultatus.

Jeigu pavyks toks kvazidalelés judinimas, sekantis eksperimentas buty Berry fazés jver-
tinimas apnesant kvazidalele uzdarais konturais kaip pavaizduota [7| paveikslélyje, tai duoty
papildoma kruvio jvertinimg ir leisty patikrinti ar suzadinimai demonstruoja anioning statisti-
ka.

Svarbu paminéti, kad Siame skyriuje aprasyt skaitmeniniai eksperimentai yra sékmingai

atlikti periodinéms sistemoms |18] [17].
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5 Skaitmeniniai skaic¢iavimai

Didziausias démesys Siame darbe skiriamas skaitmeniniams eksperimentams. Skirtingai
nei realus eksperimentai, skaic¢iavimai leidzia daug laisviau keisti jvairius sistemos parametrus,
kartais net leidzia imituoti eksperimentus, kurie siai dienai yra technologiskai nejmanomi. Ne-
paisant to, kad siuolaikiniai eksperimentai optinése gardelése labai tiksliai atitinka nagrinéjamus
matematinius modelius, skaitmeniniai eksperimentai negali pilnai pakeisti realiy eksperimenty.
Pagrindiné to priezastis yra per didelé skaiciavimy apimtis, tad Siame skyriuje bus aptarta,

kokio dydzio sistemas jmanoma modeliuoti ir kokios yra galimos aproksimacijos.

5.1 Tikslioji diagonalizacija

Svarbiausias dalykas, kurio ieskome, yra [7|hamiltoniano tikrinés busenos. Suskaiciave tikri-
nes funkcijas, turétume visg informacija apie sistema. Norint jvertinti nagrinéjamoje gardeléje
susidarancias kvantines fazes ir jy savybes mums nereikia pilno sprendinio — uztenka tik ze-
miausios energijos busenos ir dar keliy suzadinty buseny. IS to mes galime jvertinti sistemos
esanc¢ios 0K temperaturoje savybes.

Tiksliosios diagonalizacijos metodo esmé paprasta — hamiltonianas uzraSomas matriciniu
pavidalu tam tikroje iS anksto apibréztoje bazéje. Tuomet gauta matrica diagonalizuojama,
taip gaunamos tikrinés verteés ir tikriniai vektoriai isreiksti per bazés vektorius.

Siame darbe naudojamas Lanczos diagonalizavimo algoritmas, kuris leidzia gauti tik kelias

didziausias (arba maziausias) matricos tikrines vertes, taciau tai daro ypatingai greitai.

5.1.1 Fok erdvé

Naudojantis tiksliosios diagonalizacijos metodu Hubbardo tipo hamiltoniany tikrinéms ver-
téms rasti dazniausiai yra naudojamas daleliy skai¢iaus arba Fok formalizmas. Sis formalizmas
apibreézia bazinius vektorius pagal tai, kiek daleliy egzistuoja kiekviename gardelés mazge. Tuo-

met daugiadalelinés tikrinés funkcijos uzrasomos:

_ J nJ J
W) = E cjlng,ng, ..., ny), (24)
J
|ng,nd,...,n) yra daugiadalelinis bazinis vektorius, ¢; kompleksinis skaic¢ius.
Baziniai vektoriai isreiskiami:
1

|1, ng, ..., ny) = ————a

Cia, Aj yra mazgo, ant kurio patalpinta j — oji dalelé¢ indeksas, n) parodo kiek daleliy yra

aT/\l\O). (25)

ant mazgo, kurio indeksas .
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Zinoma, yra ir kity biidy, kaip iSreiksti pilng uzdavinio baze, tiesiog reikia atlikti trans-
formacija atsiradimo/iSnykimo operatoriams nepazeidziant komutacijos sarysiy . Bendrai,
vektoriy bazeés pasirinkimas priklauso nuo keleto dalyky: kai kurios reprezentacijos leidzia at-
likti labai paprastus ir pagristus supaprastinimus bei aproksimacijas, kai kurios reprezentacijos

leidzia daug greiciau ir efektyviau apskaiciuoti hamiltoniano matricos elementus.

5.2 Tiksliosios diagonalizacijos metodo apribojimai ir galimos ap-

roksimacijos

Siame darbe naudojamas tiksliosios diagonalizacijos metodas. Bendru atveju, daugiadale-

liniam hamiltonianui sudaryti, reikalingas Fok erdvés dydis bozonams yra

(N + P — 1)l

= PN

(26)
Tikslius atminties ir laiko resursus numatyti sunku, taciau deél to, kad matricos retos ir
ieskome tik keleto Zemiausios energijos buseny, tiek laiko, tiek atminties kiekiai yra tiesiogiai

proporcingi P x S.

Projektavimas Kitas metodas, leidziantis sumazinti Fok erdvés baze, taigi ir skaiciavimy ap-
imtis, yra projektavimas j nepilng viendalelinio sprendinio buiseny baze, toks metodas tinkamas,
kai sgveiky stipris yra mazas lyginant su viendaleliniame energijos spektre esan¢iu draustiniu

tarpu. Projektavimas atlieckamas pasinaudojus transformacija:

a’;rc,m = Z wsd;s' (27>

Cia, ¢ yra viendalelinio uZdavinio tikrinis vektorius atitinkantis s-aja energijos verte. Jei su-
mavimas vykdomas per pilna baze (s’ = s) gaunamas tikslus sprendinys.

Tarkime, viendalelinis spektras turi draustinés energijos tarpa. Jeigu daugiadaleliniame uz-
davinyje uzpilda yra maza (kad Fermi lygmuo nesiekty draustinio tarpo) ir tarpdaleliné saveika

yra silpna, galime tikétis, kad konfiguracijos esancios virs draustinio energijos tarpo turés nyks-

1 lentelé. Fok erdvés dydis. N gardelés mazgy skaicius, P daleliy skaicius.

N P Sh

32 4 52360
64 8 1 x 1010
80 10 5 x 10!
800 100 8 x 103
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tamai mazg jtaka zemiausios energijos daugiadalelinei busenai. Kaip buvo aprasyta anksciau,
Hofstadter-Harper modelyje su periodinémis krastinémis salygomis ir tinkamu magnetinio lau-
ko stipriu (pavyzdziui @ = 0.25) abi Sios salygos yra patenkinamos, tad galime atmesti netgi
3/4 viendaleliniy buseny, taip labai stipriai sumazindami skai¢iavimy apimtis.

Sprendziant uzdavinj su bent viena atvira krastine susidaro krastinés busenos, kurios, kaip
apraSyta anksciau nebeturi draustinés energijos tarpo ({3 pav.), taciau Sioje srityje buseny tan-
kis yra labai mazas, tad projektavimas nepraranda prasmeés, taciau tuomet reikia paimti tiek
lygmeny, kad visos krastinés busenos buty panaudotos, tad kai a = 1/4 galima atmesti tik
~ 1/2 buseny.

Déja, projektavimas turi ir didziuliy trukumy. Jeigu pradinio hamiltoniano matrica buvo
reta, atlikus projektavima hamiltoniano matrica tampa labai tanki, tad naudojami diagonali-

zavimo algoritmai veikia daug léciau.

Simetrijy taikymas Sprendziant toroidinéje arba cilindrinéje geometrijoje galima pasinau-
doti kvaziimpulso tvermeés désniu. Kaip matyti is [3| kinetiné hamiltoniano dalis yra suma
démeny su skirtingomis kvaziimpulso vertémis, kitaip sakant, gauname, kad kvaziimpulsas yra
geras kvantinis skaiCius (toliau tekste bus zZymimas K') charakterizuojantis busenas. Kvaziim-
pulsas taip pat yra tvarus dydis, todél daugiadaleliniame uzdavinyje ieSkodami tikriniy buseny
taip pat galime suskaidyti uzdavinj pagal suming kvaziimpulso verte, taigi galima sumazinti Fok
bazes dydj: S¥ = S;/N , SK = S,/N. Jeigu sprendziama su atviromis krastinémis salygomis,
bendru atveju galima taikyti atspindzio arba sukimo simetrijas. Nors [1] lygtis néra simetris-
ka pagal sukimo simetrija, taciau nesunku pastebéti, kad viena kryptimi, isilgai kurios Suoliai
aprasomi tik realia amplitude, galioja atspindzio simetrija. Kita vertus, Harper-Hofstadter mo-
delis sukurtas norint aprasyti 2D kvadratine gardele magnetiniame lauke, taigi tokiai gardelei
turi galioti sukimo 90 deg kampu simetrija, jeigu tik gardelé yra kvadratiné. Nesunku suprasti,
kad norint "atgauti' Sig simetrija uztenka padaryti kalibruotés transformacijg, ta¢iau tuomet
hamiltoniano uzrasymas tampa labai sudétingas — reikalinga rekursija. Zinoma, simetrijy nau-
dojimas ne tik apsunkina uzdavinio formulavima, taciau ir apriboja — siame darbe naudojamas
potencialo defekto metodas sulauzo tiek sukimo, tiek atspindzio transformacijas, tad atliekant

didziajg dalj skaiciavimy j simetrijas nebuvo atsizvelgta.

Atminties sumazinimas Naudojantis tiksliosios diagonalizacijos metodu, minimalus reika-
lingos kompiuterio atminties kiekis yra lygus Fok erdveés dydziui padaugintam is vienam komp-
leksiniam skai¢iui reikalingos atminties kiekio. Sis apribojimas yra universalus ir bet kokiam
kitam algoritmui, kadangi toks atminties kiekis yra reikalingas saugoti sprendiniui — Zemiausios
energijos busenos tikriniam vektoriui. Tokiu atveju, Fok erdvés hamiltoniano matrica nebuty
saugoma atmintyje. Zinoma, toks metodas labai stipriai pailginty skaitiavimy laika, kadan-

gi kai kurie hamiltoniano matriciniai elementai turéty buti perskaic¢iuoti daugybe karty. Kai
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kuriais atvejais, hamiltoniano matricos sudarymas netgi paprasciausioje bazéje uzima daugiau
laiko negu diagonalizacijos algoritmo vykdymo trukmeé, tad tai programinio kodo vykdymo

laikg pailginty keleta ar net keliolikg karty.

5.3 DMRG

Kaip aptarta ankstesniame skyrelyje, tiksliosios diagonalizacijos metodas yra apribotas su-
teikiamos atminties kiekiu ir néra algoritmo, kuris leisty apeiti Sig problema, taciau pries tai
pateikti variantai: kai saugoma/perskai¢iuojama pilna hamiltoniano matrica, yra krastiniai
problemos "atmintis/vykdymo laikas" atvejai. Kitas literaturoje daznai sutinkamas budas spres-
ti Hubbardo tipo hamiltonianus yra DMRG metodas [19]. Sis metodas remiasi prielaida, kad
tik nedidelé dalis visy galimy daugiadaleliniy buseny turés reikSmingg jtaka stabiliai sistemos
busenai. DMRG metodas yra iteratyvus, t.y. vykdoma daug iteracijy jskaitant vis daugiau ir
daugiau daugiadaleliniy buseny ir ziurint, kada sprendinys konverguos. Bendrai, tai yra apy-
tikslis sprendimo metodas, kurio sékmé priklauso nuo sprendziamo hamiltoniano ir sistemos
dimensiskumo. DMRG metodas yra labai populiarus sprendziant 1D sistemas, kadangi beveik
visais atvejais gaunamas geras sprendinys, taciau tik retkarciais pavyksta panaudoti $j metoda
2D sistemoms. Problema ta, kad DMRG yra grieztai aprasytas tik vienmatéms sistemoms, o
norint spresti 2D uzdavinius, reikia perrasyti dvimatj uzdavinj kaip vienmatj, zinoma, toks per-
raSymas galimas tik kai sistemos néra labai didelés. Dél tokio 2D —> 1D projektavimo pradinis
Hubbardo hamiltonianas pasudétingéja, atsiranda tolimos saveikos. Esant tolimoms saveikoms
atsiranda pradiné prielaida, kad tik labai nedidelé dalis buseny bus reikSminga negalioja, arba
galioja tik dalinai, tad DMRG metodas tampa neefektyvus. Todél bendrai, DMRG puikiai
veikia 2D sistemose tik esant salygai, kad viena kryptimi gardelé yra labai siaura. Siame dar-
be buvo iSmegintas DMRG metodas, taciau jis buvo tik nedaug efektyvesnis RAM atzvilgiu, o

vykdymo laikas iSaugo kelis kartus, tad buvo nuspresta pasilikti prie tiksliosios diagonalizacijos.
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6 Skaiciavimuy rezultatai

6.1 Atviros krastinés salygos

Skaic¢iuojame N,, = 6, N,, = 6 dydzio sistemai atmesdami krastinius elementus, taip gau-
nama forma panasesné j apskritimine. Sistemos schema pavaizduota [§] Skai¢iavimai vykdomi

su 4 bozonais.

8 pav. Sistemos su atviromis krastinémis schema. Raudonai pazymétas papildomo, kruvio
pernasy sukeliancio, srauto vieta.

Sistemoje su atviromis krastinémis nebegalime naudoti kvaziimpulso kaip charakteringo
kvantinio skaiciaus, tad ne tik iSauga skaic¢iavimy apimtis, taciau ir tampa sunku atskirti tik-
riniy busenuy kruvio pernasa. Kaip matyti i [Opav. daugiadalelinis energijos spektras neturi
draustinio tarpo ir vyksta daugybés buseny persimaisymas keiciant A¢, todél skai¢iuodami
kritvio pernesimg Zemiausioje biisenoje, gauname daugybe luziy kreivéje. Sie luziai yra susi-
je su negebéjimu sekti kuri busena pereina i kuria. Si problema i§ dalies gali buti iSspresta
vaizduojant keleto zemiausios energijos buseny kruvio pernesimo kreives [10]| pav.

IS 9] matome, kad neperiodingje sistemoje vyksta kruvio judéjimas, tac¢iau néra suminio
pernesimo charakterizuojanc¢io FQHE buseng. Galima pastebéti, kad kruvio judéjimo amplitudeé

keic¢iasi nuo = 1 iki ~ 0.5, tad tai gali buti indikatorius, kad vyksta kazkoks kokybinis virsmas.
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9 pav. Sistemos su atvirais krastais daugiadalelinis energijos spektras. Kairéje — saveikos stipris
U = 1.0, desin¢je — U = 6.0
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10 pav. Kruvio pernesimas sistemoje su atvirais krasais. Kairéje — saveikos stipris U = 1.0,
desinéje — U = 6.0
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6.2 Suzadinimai

6.2.1 Periodinés krastinés salygos

U=007.5
Ie
.,__._---"
-
j&\
0 2 4,6 8 10 12
v 12

11 pav. Kruvio pasiskirstymas esant skirtingoms defekty padétims ir stipriams. Gardelés dydis
8 x 4. Grafikuose vaizduojamas integralinis daleliy skaicius per plota pavaizduota schemoje.
Neigiamo potencialo defektas zymimas mélynais skrituliais, teigiamo — raudonais.

Toroidiné sistema Norédami isbandyti, kaip veikia defekto jvedimo metodas, atliekame
skaic¢iavimus su periodinémis krastinémis salygomis. Rezultatai pateikti (11| paveikslélyje. Kai-
riajame paveikslélyje tarp defekty yra bent dviejy mazgy tarpas, lengva pastebéti, kad ties
V' = 1 verte susidaro 0.5 dalelés dydzio suzadinimai aplink teigiamg ir neigiamg defektus, sritis
tarp defekty (zalia) yra beveik nepaveikta. Didinant defekty potencialg dar labiau, ties V' ~ 5.5
sistemoje "nebeuztenka" daleliy ir tolimesni suzadinimai yra trivialus. Désiniajame paveikslely-
jé defektai yra arciau vienas kito. Ties V' ~ 0.8 matomas 0.25 dydzio suzadinimo susidarymas,
kuris greitai pavirsta j 0.5 dydzio suzadinima. Taigi, matome, kad potencialo defekto jvedimas

1 gardele leidzia stebéti lokalizuotus dalinio kruvio suzadinimus.

6.2.2 Atviros krastinés salygos 8 x 5 dydzio gardeléje

Pirmiausia skaic¢iavimai buvo atlikti 5 daleléms 8 x 5 dydzio gardeléje, taip gaunama uzpilda
v = 1/2, skai¢iuojant pagal gardelés mazgus. Graﬁkevaizduojamas integralinis kruvis trijose
skirtingose gardelés zonose. Matyti, kad defekto stipriui didéjant, daleliy skaicius kinta beveik
tolygiai, taciau galima iziureti stabiliy sriciy susidaryma ties V' = 2, Siose srityse gauname
papildoma kruvj ties defektais, kurio stipris: A(n) ~ 0.5. Nenuliné iSvestiné % ties V =
0 indikuoja, kad sistema néra nespudi, taigi neatitinka FQHE busenos begalinéje sistemoje
savybiy.

Grafike [13| pavaizduotas tankio pirmojo momento kitimas perkeliant potencialo defekty i$
vienos padéties j kitag. Matome, kad kvazidalelés judéjimas yra daugiau statmenas defekto
judéjimo krypciai, ir labai neapibrézto dydzio. Statmenas tankio judéjimas atsiranda del si-

metriskumo balansuojanciam defektui nebuvimo. Atsizvelgus j tankio pasiskirstyma sistemoje
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a) b)

4.0 U=007.5

35 ,/'

U=007.5
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12 pav. Kruvio pasiskirstymas esant skirtingoms defekty padétims ir stipriams. Gardelés dydis
8 x 5, gardeléje patalpintos 5 dalelés. Grafikuose vaizduojamas integralinis daleliy skaicius
per plota pavaizduota schemoje. Neigiamo potencialo defektas zZymimas mélynais skrituliais,

teigiamo — raudonais.
4 U=007.5
ess dX
3l ee. dy ,/
Y 0 %
H - e
-2

X

13 pav. Tankio pirmojo momento pokytis kei¢iant kvazidalelés padeéti. Gardelés dydis 8 x 5,
gardeléje patalpintos 5 dalelés.

galima daryti iSvada, kad net ir matant kruvio lokalizacija, Sioje sistemoje susidare suzadinimai

néra stabilus, tad Berry fazés skaiCiavimas yra netikslingas.
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6.2.3 Atviros krastinés salygos 9 x 6 dydzio gardeléje

a ) U=007.5 b)
0 1 & 3 4 5 5

14 pav. Kruvio pasiskirstymas esant skirtingoms defekty padétims ir stipriams. Gardelés dydis
9 x 6, gardeléje patalpintos 5 dalelés. Grafikuose vaizduojamas integralinis daleliy skaicius
per plota pavaizduota schemoje. Neigiamo potencialo defektas zZymimas mélynais skrituliais,
teigiamo — raudonais.

a ) l—f 1.4 U=007.5 b) f 1.0 U=007.5
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15 pav. Tankio pirmojo momento pokytis kei¢iant kvazidalelés padéti. Gardelés dydis 9 x 6,
gardeléje patalpintos 5 dalelés.

Kadangi tinkama gardelés uzpilda yra svarbus parametras trupmeniniam Hall efektui pasi-
reiksti, iSbandome kit variantg — parenkame gardelés uzpilda taip, kad daleliy skaicius atitikty
magnetiniy narveliy skaiciy. Taigi, 9 x 6 dydzio gardeléje vykdomi skaic¢iavimai su 5 dalelémis.
Grafike [14] pavaizduotas integralinis tankis aplink defektus ir tarp jy, kintant defekto stipriui.
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Skirtingai negu pries tai nagrinétu atveju, matome, kad, kai V' = 0, kreivés pokrypis artimas
0, taigi turime nespudzig busena. Gradualiai didinant potencialo stiprj stebime atsirandancius
A(n) = 0.5 dydzio tankio nuokrypius. Kaip ir prie$ tai nagrinétoje sistemoje, skaic¢iuojame
pirmaji tankio momenta. Paveikslélyje pateikti gauti rezultatai skirtingoms defekto pa-
détims. Kai neigiamos potencinés energijos defektas yra kiek jmanoma toliau nuo teigiamos
energijos defekto ), matome, kad pirmasis tankio momentas pakinta per ~ 0.5, tai yra
labai geras ir laukiamas rezultatas, taciau taip pat matomas labai stiprus suzadinimo judéjimas
statmena kryptimi. Grafike ) pavaizduoti skaitmeninio eksperimento rezultatai, kuomet
neigiamos energijos defektas perkeliamas per 2 gardelés narvelius, taip islaikant simetriskuma
pagal atspindzio Y kryptimi operacija, tuomet gauname, kad pirmasis momentas padvigubéja,
o skersinio judéjimo nelieka.

I$ grafiko ((15p) matome, kad bandant vykdyti analogiska eksperimenta kaip, taciau defek-
tams esant arciau vienas kito, gaunami daug prastesni rezultatai — pirmasis momentas pakinta
per ~ 1 ir primena fermiono judéjimg. Taigi, galima daryti iSvada, kad ribotos geometrijos
sistemoje pavyksta matyti tiek dalinio kruvio lokalizaijg, tiek judéjima, taciau deél labai mazy
gardelés matmeny tarp kvazidalelés ir kvaziskylés yra per stipri saveika, kuri neleidzia jvertinti

suzadinimy statistikos ir kruvio skaiciuojant Berry faze.
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IsSvados

« Skaic¢iuojant tankio pasiskirstyma gardeléje esant potencialo defektams, matomas trupme-

ninio kruvio kvazidalelés susidarymas, taigi ir trupmeninio kvantinio Hall efekto busena.

» Bandant jvertinti susidariusios kvazidalelés statistines savybes, nustatyta, kad deél saveikos
su krastiniais efektais arba su kvaziskyle, negalima jvertinti Berry fazés, taigi ir statistiniy

savybiy.

o Norint stebéti trupmeninio kvantinio Hall efekto busena, daleliy skaic¢ius riboty matmeny
gardeléje turi buti parinktas taip, kad uzpilda skai¢iuojama pagal magnetiniy narveliy

skaiciy atitikty racionalia trupmena.
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Mantas Raciunas

FRACTIONALLY CHARGED EXCITATIONS IN A RESTRICTED-GEOMETRY
LATTICE

Summary

The discovery of fractional quantum Hall effect (FQHE) in 2D electron gas gave rise to
immense interest in topological phases of matter [2], [1]. One of the most intriguing features
of FQHE state is fractionally charged excitations which embodies anyonic statistics. Even
though the FQHE was first observed in GaAs-GaAlAs heterojunctions, experiments in optical
lattices [20] allow much more controllable study of many-body systems, therefore allowing
regimes that are impossible to realise in semiconductor based experiments. Historically, FQHE
comes from condensed matter systems, which can be characterized by a very large number
of particles, as a consequence, theoretical studies were focused only on infinite or periodical
Hamiltonians. Therefore, few of the unanswered questions remain: can FQHE states be realised
in minuscule lattices, containing only several sites in diameter, and what additional effects
would open boundaries produce? In this work we try to tackle both of these questions. Using
numerical diagonalization of Harper-Hofstadter model we were able to observe localisation of
fractional charge in a 9x6 square lattice with artificial magnetic flux. Unfortunately, close

proximity to the lattice edges does not allow direct confirmation of fractional statistics.
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Raciunas, Mantas. Trupmeninio kruvio suzadinimai riboty matmeny gardeléje: Fizikos magist-
ranturos studiju baigiamasis darbas. Vad. Prof. dr.(HP) Egidijus Anisimovas. Vilnius: Vilniaus
universitetas Fizikos fakultetas, 2017, [30] p.

Siame darbe nagrinéjama Hofstadterio Harperio gardelé, kurioje patalpinti saveikaujantys bozo-
nai. Tokioje sistemoje pasireiskia kvantinis Hall efektas, tac¢iau visi iki Siol daryti skaiciavimai naudojo
periodines krastines salygas, taigi, laikesi begalinés sistemos artinio. Sio darbo tikslas — patikrinti ar
stebimi trupmeniniam kvantiniam Hall efektui budingi pozymiai labai mazy matmeny gardeléje. Vyk-
dant skaitmeninius skai¢iavimus esant potencialo defektams, gardeléje buvo pastebétas trupmeninio

kruvio lokalizavimasis.
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