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Jvadas

Difuziniai procesai, vykstantys energetiSkai netvarkingose medziagose, daznai Yyra
anomallis — jiems negalioja klasiking difuzijag aprasanéios lygtys ir statistiniai désniai. Dél
netvarkingos medziagos struktiiros ir jvairiy defekty krivininky judéjimas tokioje medziagoje yra
apribotas — vyksta subdifuzija, kuriai biidingas létas kravininky koncentracijos plitimas erdvéje
laikui bégant. Subdifuzija aprasoma trupmenine difuzijos lygtimi, kurig iSsprendus galima gauti
koncentracijos pasiskirstymo funkcijas. Norint jsitinkinti, kad trupmeninés difuzijos lygties
sprendiniai tikrai apibiidina subdifuzinius reiSkinius, galima sukurti mikroskopinj modelj, kuriame
vykty subdifuzija. Toks paprasCiausias mikroskopinis modelis gali bati energetiskai netvarki
vienmaté gardelé, kurios mazgais juda dal¢lés. IStyrus daleliy judéjimg vienmatéje gardeleje, gardele
galima perdaryti j trimate ir taikyti konkretiems eksperimentiniams rezultatams paaiskinti. Siame
darbe sukurtas netvarkios gardelés modelis taikomas sickiant paaiSkinti AlGaN epitaksiniuose
sluoksniuose stebétg krivininky gyvavimo trukmés maz¢jima maz¢jant jy energijai.

Tad Sio darbo tikslas yra sukurti mikroskopinj netvarkios gardelés modelj, kuriame biity
modeliuojamas subdifuzinis daleliy judéjimas, statistiSkai gautus rezultatus palyginti su trupmeninés
difuzijos lygties sprendiniu ir §j modelj pritaikyti kravininky dinamikos AlGaN epitaksiniuose

sluoksniuose modeliavimui.



1. Anomalioji difuzija ir trupmeninés difuzijos lygties sprendimas

1.1 Klasikiné ir anomalioji difuzija

[vairiose dinaminése sistemose vyksta tam tikry daleliy pernasos reiSkiniai. Pavyzdziui,
ziedadulkiy judéjimas vandenyje, kvapy molekuliy sklidimas ore, kriivininky judéjimas medziagoje.
Toks daleliy judéjimas, vadinamas Brauno (Brown) judéjimu, vyksta, nes sistemoje yra tam tikras
energijos kiekis (paprastai tai temperatiira), kuris pasiskirsto tarp visy sistemg sudaran¢iy daleliy
kinetiniy energijy. Laisvos dalelés juda atsitiktinai ir $is jy judéjimas yra aprasomas statistiskai, tai
yra, tikimybémis.

Tarkime konkre¢iu laiko momentu t yra tam tikras daleliy iSsidéstymas, kurj apibtdina

koncentracijos funkcija p(r,t) — daleliy skaiCius tiirio vienete. PaprasCiausiame modelyje §i0s

funkcijos evoliucijg laike apibiidina difuzijos lygtis:

% = DV?p(F,1); (1.1)

¢ia D yra difuzijos koeficientas, kurio dimensija [%2] Lygtis (1.1) apibtudina atsitiktinj (Siluminj)

daleliy judéjima, kai néra jokiy iSoriniy daleles veikian¢iy jégy. Jei sistemg dar veikia tam tikra
pastovi jéga, tai daleliy difuzija apibidina Fokerio—Planko (Fokker—Planck) lygtis. Siame darbe
nagrinéjama difuzija be pastovios jégos, todél Fokerio—Planko lygtis pla¢iau neaptariama.

Vienmaciu atveju difuzijos lygtj galima gan lengvai iSvesti tariant, kad Kiekvienu laiko
intervalu At dalelé pajuda Zingsniu AXx j kaire arba j deSin¢ su vienoda tikimybe Y. Pagal §j modelj
difuzijos koeficientas yra

A 2
_ (&) (1.2)
2At
Bendresniu atveju dalelés Zingsnio ilgis yra atsitiktinis dydis, apraSomas pasiskirstymo
funkcija p(x) . Suolio trukmé taip pat yra atsitiktiné, parenkama i§ pasiskirstymo funkcijos (t) .
Tada difuzijos koeficiento israiskoje (1.2) esantis dydis (Ax)* yra funkcijos p(x) dispersija:

00

(47 = [ X p(xx; (1.3)

—00

0, dydis At — funkcijos w(t) vidurkis:



At = Tty/(t)dt . (1.4)

Jei pradiniu laiko momentu daleliy koncentracija yra Dirako (Dirac) delta funkcija,

0,(X) =9(x), tai difuzijos lygties sprendinys yra Gauso (Gauss) pavidalo funkcija:

XZ

e 4ot (1.5)

1
pixt) = 2./Drt

Galime suskaiciuoti dalelés vidutinj kvadratinj nuokrypj, kuris yra pasiskirstymo funkcijos
(1.5) dispersija:

o0

X2(t)) = | x*p(x,t)dx = 2Dt. (1.6)
pe)= [

—00

Matyti, kad dalelés vidutinis kvadratinis nuokrypis yra tiesiogiai proporcingas laikui. I$ tiesy tai
tiesiogiai plaukia i§ pacios difuzijos lygties, nes koordinatés atzvilgiu tai antros eilés diferencialiné
lygtis, o laiko atzvilgiu — pirmos eilés. Tad nesvarbu, kokia pradiné daleliy koncentracija, jei daleliy
difuzijg aprasoma difuzijos lygtimi (1.1), visada galioja sarysis

(x(®)~t. (1.7)
Tokig difuzija vadinsime klasikine arba gausine difuzija.

Taciau kai kuriose sudétingose, netvarkiose fizikinése, biologinése, geologinése sistemose

sarysis (1.7) negalioja [1]. Vietoj to vidutinis kvadratinis nuokrypis yra laipsniné laiko funkcija:

(X)) ~t*. (1.8)
Tokia difuzija, kuriai budingas sarysis (1.8), yra anomali: jei « <1, procesas vadinamas subdifuzija,
jei a >1 —superdifuzija.

Viena i§ fizikiniy sistemy, kuriai budinga subdifuzija, yra kriivininky pernasa medZziagose,
turinCiose netvarkingg kristaling struktiirg (amorfiniuose puslaidininkiuose, puslaidininkiuose su
daug defekty, polikristaluose) [2]. Akivaizdu, jog klasikinés difuzijos lygtis netinka anomaliosios
difuzijos aprasymui, kuriai budingas sarySis (1.8). Taciau lygtis, kuri gali apibidinti anomaliaja
difuzija, i$ tiesy yra ta pati difuzijos lygtis, kurioje laiko iSvestiné pakeista trupmenine i§vestine:

0“p(xt) _ 5 0°p(x.1).
ot” ox:

(1.9)

¢ia « yra realus teigiamas skaiius — trupmeninés iSvestinés eile. Trupmeniné iSvestiné yra

iprastinés iSvestinés apibendrinimas. Tokiy iSvestiniy, taip pat ir trupmeniniy integraly savybes
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nagringja trupmeninis integralinis ir diferencialinis skai¢iavimas (angl. fractional calculus), kurio
esminiai principai pateikti priede.
Lygtyje (1.9) esantis dydis D dabar jau yra trupmeninis difuzijos koeficientas, kurio

dimensija [*:—;] . Norédami jsitikinti, ar lygtimi (1.9) aprasomai difuzijai galioja sarysis (1.8), turime

Sig lygtj iSspresti esant konkrediai pradinei funkcijai p,(X) (pradinei daleliy koncentracijai).
Turédami sprendinj — funkcija po(X), galime apskaiCiuoti dispersija ir patikrinti jos priklausomybe

nuo laiko.

1.2 Trupmeninés difuzijos lygties sprendimas

Kaip jau buvo minéta, klasikinés difuzijos lygties sprendinys, kai pradin¢ salyga
0,(X)=09(x), yra plintanti Gauso pavidalo funkcija (1.5), kurios dispersija tiesiogiai proporcinga
laikui. Kyla klausimas, kokj sprendinj gautume spresdami trupmening difuzijos lygtj (1.9). Kadangi
Siame darbe nagrin¢jame subdifuzija, tai laikome, kad Sioje lygtyje trupmeniSkumo parametras
O<a<l.

Si lygtis buvo i§spresta esant dviem skirtingoms pradinéms salygoms [3]. Pirmiausia lyg¢iai
pritaikyta Laplaso transformacija, tada Furjé transformacija ir tada atvirkstiné Furjé transformacija.
AnalitiSkai atvirkstiné Laplaso transformacija nebuvo skaic¢iuojama. Tam tikslui buvo naudojamas
skaitmeninis algoritmas, kuris tiksliai sugeneruoja difuzijos lygties sprendinj p(x,t) i$ turimos
analitinés §io sprendinio Laplaso transformacijos (Laplaso vaizdo) israiskos R(x,s). Sis
skaitmeninis algoritmas ir minétos integralinés transformacijos bei jy taikymas funkcijos
iSvestinéms aprasSyti priede.

Taigi lygciai (1.9) pritaike Laplaso transformacija pagal laikg ir Furjé transformacija pagal
koordinate gauname ieSkomos funkcijos p(X,t) Furjé-Laplaso transformacijos (vaizdo) israiska:

ol ~
R(k,s) =8Dk+i(:3: (1.10)
gia P, (K) — pradinés salygos p,(X) Furjé transformacija.

Jei pradiné sglyga yra Dirako delta funkcija — p,(x) =0(X), tai p,(k)=1. Israiskai (1.10)
pritaike atvirksting Furjé transformacijg ir gauta integralg suintegrave pasinaudodami rezidiumy

teorema gauname:



(1.11)

Tai yra trupmeninés difuzijos lygties sprendinio Laplaso transformacija. Turédami $ig iSraiska

galime sugeneruoti tikrajj sprendinj p(x,t) pasinaudodami minétu skaitmeniu atvirkstinés Laplaso
transformacijos algoritmu. 1.1 pav. kairéje pavaizduota tokiu biidu suskaiciuota funkcija p(Xx,t)
trimis skirtingais laiko momentais, kai trupmeniskumo parametras « =0,5. Palyginimui, deSinéje

pavaizduotas klasikinés difuzijos lygties sprendinys (t. y., kai « =1) tais paciais laiko momentais.

015 F H + .
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—

0,05 | + -

0 ! 1 L L—/ Il J 1 ¥ ! \_I
-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40

X X

1.1 pav. Trupmeninés (a =0,5) difuzijos lygties sprendinys (kairéje) trimis skirtingais laiko momentas bei
klasikinés (a =1) difuzijos lygties sprendinys (desinéje) tais paciais laiko momentais, t,=0,3, t,=3,
t; =30 (sqlyginiai matavimo vienetai), ir esant tam paciam difuzijos koeficientui D =3, kai pradiné sqlyga
Po(X) =5(X).

IS 1.1 pav. matyti, kad klasikinés difuzijos lygties sprendinys yra plintanti Gauso funkcija.
Taciau pazvelgus | trupmeninés lygties sprendinj akivaizdu, jog tai néra Gauso funkcija. Taske
X =0 Siai funkcijai budinga smailuma. Be to, §i funkcija laikui bégant erdveje plinta gerokai léciau.
Sios dvi savybeés ir yra bidingos subdifuzijai.

Panagrinékime kitg atveji — pradiniu laiko momentu daleliy koncentracija yra tokios formos,

kaip pavaizduota 1.2 pav.



Ap(x.t)
A

po(X)

-a 0 a X

1.2 pav. Pradiné daleliy koncentracija antrajam nagrinéjamam atvejui.

MatematiSkai $i pradiné sglyga uzrasoma Hevisaido (Heaviside) funkcijomis:
Po(X) = A[H(x+a)—H(x—a)]. (1.12)

Siuo atveju trupmeniné difuzijos lygtis sprendziama analogiskai ankstesniam atvejui. Su §ia pradine

salyga gauname tokj sprendinj:

GE(XH) e\E(x—a)

R (x,8)=A , X<-a;
1(%9) 2s 2s
e—\/%(ma) e\/%(x—a) 1
R,(x,8)=A| - — +=1, —a<Xx<a; (1.13)
2s 2s S
[ e—\/%(xm) e—\/%(x—a)
Ry(x,8)=A| - + , X>a.
2s 2s

Velgi, pritaike skaitmeninj atvirkstinés Laplaso transformacijos algoritmg, galime suskaiciuoti
funkcija p(x,t). 1.3 pav. kairéje pavaizduota $i funkcija trimis skirtingais laiko momentais. Tuo
tarpu desingje tais paciais laiko momentais ir esant tai paciai pradinei sglygai pavaizduotas
klasikinés difuzijos lygties sprendinys (kuris iSreiskiamas Erfc funkcijomis). Kaip ir ankstesniu
atveju, trupmeninés lygties sprendinys savo forma skiriasi nuo klasikinés lygties sprendinio, tac¢iau
Siuo atveju tas skirtumas ne toks akivaizdus. Daug akivaizdesnis yra létas Sios funkcijos plitimas

erdveje.



=
\q /’-\ |
1
-50 0 50
X X

1.3 pav. Trupmeninés (a =0,5) difuzijos lygties sprendinys (kairéje) trimis skirtingais laiko momentas bei
klasikinés (a =1) difuzijos lygties sprendinys (desinéje) tais paciais laiko momentais, t, =0, t, =50,
t; =1000 (sqlyginiai matavimo vienetai), ir esant tam paciam difuzijos koeficientui D =3, kai pradiné

sqlyga py(X) =10[H (x+50)—H (X—50)] :

Abiem atvejais skaitmeniskai apskai¢iave trupmeninés lygties sprendinio — funkcijos p(x,t)
dispersija jsitikintume, kad galioja sarySis <X2(t)>~t“. Tuo tarpu klasikinés difuzijos lygties
sprendiniams <X2(t)>~t. Taigi postuluota trupmeniné difuzijos lygtis (1.9), kurioje a <1, tikrai

apraSo anomalius difuzijos reiSkinius, kuriuose atsitiktinai judanciy daleliy vidutinis kvadratinis

nuokrypis yra laipsniné laiko funkcija.
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2. Mikroskopinis netvarkios gardelés modelis

Ankstesniame skyriuje buvo pristatyta trupmeniné difuzijos lygtis ir pateikti jos sprendiniai
esant skirtingoms pradinéms salygoms. Sie sprendiniai aprago subdifuzija, kuri vyksta energetiskai
netvarkingose medziagose. Tad Siame skyriuje apraSyti du primityviis tokios medziagos
mikroskopiniai modeliai — vienmatés gardelés — ir aprasyti daleliy judéjimo tokiose gardelése
ypatumai. Sukiirus netvarkios gardelés modelj galima modeliuoti atsitiktinj daleliy judéjima.
StatistiSkai gautos daleliy koncentracijos evoliucijg galima palyginti su trupmeninés difuzijos lygties
sprendiniu.

Tvarkingg struktiirg turin¢iose medziagose (pavyzdziui, kristaliniuose puslaidininkiuose)
vyksta krvininky pernaSos reiSkiniai, kuriems galioja gausinés difuzijos désniai. Taciau
netvarkingose ar pazeistos struktiiros medziagose (tokiose kaip amorfiniai puslaidininkiai, smarkiai
legiruoti kristaliniai puslaidininkiai ar puslaidininkiai, turintys daug defekty, polikristalai)
kriivininky pernaSos reiskiniai yra anomaliis ir minétieji klasikiniai statistiniai désniai negalioja [2].
Galime laikyti, kad neturinCiose reguliarios struktiiros medziagose kriivininkai juda energetiniu
pavirSiumi, kuriame yra daug ,.kalny“ ir ,,duobiy®, dél to kravininky judéjimas yra gan ribotas [4].
Netvarkiuose puslaidininkiuose esantys jvairiis defektai ir priemaiSos sukuria lokalizuotas biisenas,
tod¢l Siuo atveju galime laikyti, kad kriivininkai juda tomis lokalizuotomis biisenomis praleisdami
jose tam tikrg laiko kiekj, kuris priklauso nuo jvairiy veiksniy, pavyzdziui, nuo atstumo iki kitos
lokalizuotos biisenos [5].

Jprastai dinaminése sistemose tokiy Suoliy tarp biiseny bei relaksaciniy procesy trukmés
pasiskirsCiusios eksponentiskai:

v =exp( -t . @.1)
Si pasiskirstymo funkcija turi vidurkj 7 (charakteringaja trukme). Tokie Suoliy trukmiy
pasiskirstymai, kurie turi baigtinj vidurkj (pirmaji momenta), visada lemia gausine difuzija, kuriai
galioja sarysis (1.7) [6]. Taciau Suoliy trukmiy pasiskirstymo funkcija y(t) gali ir neturéti vidurkio,
pavyzdZziui,
1

a
lf//(t) = l+a !

T (1+t/7) 22)

¢ia 0 <a <1. AsimptotiSkai $ig iSraiSka galime uZraSyti taip:
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VO~ i (23)

Tokiems pasiskirstymams, kurie asimptotiSkai elgiasi pagal désnj (2.3), biidingos taip vadinamos
ilgos ,;uodegos®, t. y., létas slopimas laikui artéjant j begalybe. Kai kurios trukmiy vertés, paimtos i§
tokio pasiskirstymo, bus labai didelés — tai atitinka procesa, kai kriivininkai pagaunami tam tikruose
centruose ir juose imobilizuojami. Statistikoje eksponentinis trukmiy pasiskirstymas (2.1) iSvedamas
i$ prielaidos, kad atsitiktiniai Suoliai vyksta pastoviu vidutiniu dazniu ir nepriklauso vienas nuo kito.
Jei Suoliy trukmés pasiskirscius pagal désnj (2.3), tai proceso prigimtis yra kitokia. Laikui bégant
did¢ja tikimybe, kad 18 pasiskirstymo funkcijos parinkta trukme bus labai didele (dalel¢ jstrigs). Tai
reiskia, kad sistema ,,atsimena“ prie§ tai buvusius vyksmus [1].

Jei Suoliy trukmés pasiskirto pagal désnj (2.3), tai tokioje sistemoje vyksta subdifuzija.
Konkreti sistemos energetiné struktiira néra esming, svarbu tai, kad §i struktiira yra netvarkinga [5].
ISraiSkoje (2.3) esantis parametras « gali buti laikomas sistemos netvarkumo matu: kuo jis
mazesnis, tuo sistema energetiSkai netvarkingesné. IS tiesy tai tas pats trupmeniSkumo parametras,
esantis trupmeninés difuzijos lygtyje. Sioje darbo dalyje buvo modeliuojama energetiskai netvarki
sistema, kuri turéty lemti butent tokj ilga ,,uodega* turintj Suoliy trukmiy pasiskirstyma.

Buvo sukurti du vienmatés gardelés modeliai. Abicjuose modeliuose gardelés mazgai
i8déstyti vienodu atstumu vienas nuo kito. Dalelé, esanti konkre¢iame mazge, gali perSokti tik |
gretimg mazgg. Toliau apraSomas Kiekvienas modelis atskirai.

| modelis. Sj modelj galima jsivaizduoti taip: kol dalel¢, tarkim, elektronas yra
puslaidininkio laidumo juostoje, jis yra delokalizuotas ir jo pozicija nezinoma, taiau pazeistose
puslaidininkio vietose jis lokalizuojasi, t. y., patenka j lokalizuotg energijos E gylio potencing duobe
(2.1 pav. a). Galima laikyti, kad elektronas juda tik per tas duobes — lokalizuotas biisenas. Laikas,
kurj jis praleidZia potencinéje duobé¢je, yra gerokai didesnis uz laikg, kurj praleidzia laidumo
juostoje, todél j pastarajj galime neatsizvelgti. Pagal §] modelj potencingje duobéje praleistas laikas
pasiskirstes eksponentiskai [6]:

w(t) - %exp[—ij. (2.4)

T

Taciau charakteringoji trukmé 7 priklauso nuo potencinés duobés gylio:

E
_ : 2.5
T=1, exp(kBT] (2.5)
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¢ia 7, yra tam tikras pastovus parametras. Charakteringoji trukmé 7 néra konstanta, nes potenciniy
duobiy gyliai irgi pasiskirste eksponentiskai:
1 E
E)=—exp| — | 2.6
p(E) 3 P[ Eo] (2.6)
Pagal tokj modelj i$ pirmo zvilgsnio eksponentinis Suoliy trukmiy skirstinys (2.4) igauna asimptotinj
skirstinio (2.3) pavidalg, kuriame

KT

T (2.7)

o=

Pritaikius $j modelj gardelei, kiekvienas gardelés mazgas yra laikomas potencine duobe, j kurig
pateko dalelé. Praleidusi viename mazge tam tikrg laika, kurj apibiidina skirstinys (2.4), ji pereina j
gretimg mazga desinéje arba kairéje su vienoda tikimybe %. Sis modelis atitikty kriivininky judéjima
puslaidininkiuose su defektais.

Il modelis. Siame modelyje kriivininkai juda per lokalizuotas bisenas, tarytum $iurk$¢iu
energetiniu pavirSiumi, kuriame yra daug potenciniy duobiy ir kalny (2.1 pav. b). Kiekvienai
lokalizuotai buisenai priskiriama tam tikra energija E, pasiskirs¢iusi pagal ta patj eksponentinj désnj
(2.6) [7]. Gardeléje kiekviena lokalizuota biisena atitinka skirtingus gardelés mazgus. Taciau Cia
tikimybé pereiti j gretimg mazgg priklauso nuo to mazgo, Kuriame yra dalelé, bei gretimy mazgy
energijy tarpusavio skirtumo [8]. Jei dalelé yra konkre¢iame gardelés mazge, kurio energija E;, tai

Suolio tikimybe ] gretimg mazgg (tarkim, j deSinjjj), kurio energija E4, apibiidina Suolio sparta v, ,

kuri apibréziama taip:

E,-E
exp| ————|, E,>E
Via =Vo X kgT ; (2.8)
1, E, <E
Cia v, yra tam tikras pastovus parametras. Tada Suolio tikimybé i §] gretimg mazga yra

Py = 2.9)

Vig Vi

¢ia v, — Suolio sparta j kitg gretimg mazga (esant] kair¢je). Suolio sparta yra atvirk3¢ias dydis $uolio
trukmei. Kaip ir pirmajame modelyje, laikome, kad Suoliy trukmés taip pat pasiskirs¢iusios pagal
désnj (2.4), taciau charakteringoji trukmé z yra apibréziama taip:

1

. (2.10)
Vig TVik

T =
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Veélgi charakteringoji trukmé néra konstanta, o kiekviename gardelés mazge priklauso nuo to mazgo
energijos, Siame modelyje — ir nuo gretimy mazgy energijy. Todél ir Siame modelyje eksponentinis
Suoliy trukmiy pasiskirstymas (2.4) pavirsta ] ilga ,,uodega‘ turintj pasiskirstyma, kuriam btudinga
(2.3) asimptotika. Sis modelis labiau tinka jokios reguliarios struktiiros neturingioms medziagoms,
pavyzdziui, amorfiniams puslaidininkiams.

Svarbu pabrézti, kad esminis dalykas, lemiantis tokig asimptotika abiejuose modeliuose, yra
eksponentinis gardelés mazgy energijy pasiskirstymas (2.6). Jei energijos bty pasiskirs¢iusios pagal
Gauso (normalyjj) skirstinj, tai Suoliy trukmiy pasiskirstymas turéty baigtin] vidurkj. O tai reiskia,

kad modeliuojama difuzija bty gausiné t. y., jai galioty tiesinis sarysis <X2 (t)> ~t. Tai patvirtina

modeliavimo rezultatai, apraSyti kitame skyriuje.

I modelis Il modelis

Blseny tankis NW\‘ ‘[W\/\J

>

/_, L — .
= =

Energija nuo laidumo juostos dugno

a b

2.1 pav. Schematinis elektrono judéjimo puslaidininkinéje medziagoje pavaizdavimas. a) Elektronas is
lokalizuotos biuisenos, t. y., potencinés duobés, patenka j laidumo juostg ir ten tampa delokalizuotas, jo
banginé funkcija abejomis kryptimis plinta tuo paciu greiciu, kol elektronas vél tampa lokalizuotas gretimoje
potencinéje duobéje; tikimybés patekti j gretimq kairigjq arba desinigjq biisenq yra lygios. b) Elektronas juda
per lokalizuotas biisenas nepatekdamas j laidumo juostq, tikimybé pereiti | gretimg biuseng priklauso nuo
gretimy biiseny tarpusavio energijy skirtumy.
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3. Daleliy judéjimo gardeléje modeliavimo rezultatai

Ankstesniame skyriuje buvo aprasyti du netvarkios gardelés modeliai. ApraSius $iuos
modelius kompiuteriu, galima modeliuoti atsitiktinj daleliy judéjimg tokiose gardelése ir gautus
statistinius suvidurkintus pasiskirstymus palyginti su trupmeninés lygties sprendiniais. Sio darbo
metu modeliuojama buvo MATLAB programine jranga.

Daleliy judéjimas buvo modeliuojamas esant toms pacioms dviem skirtingoms pradinéms
sglygoms, kurios buvo naudojamos sprendziant difuzijos lygtj. Pirmu atveju tai Dirako delta
funkcija — visos dalelés pradeda judéjimg nuo mazgo, kurio koordinaté x =0. Antru atveju pradinis
daleliy pasiskirstymas gardelés mazguose yra sta¢iakampio formos (zr. 1.2 pav.). Dalelés juda per
mazgus, i8déstytus Ax =1 intervalu, laikas konkrec¢iame mazge parenkamas i$ skirstinio (2.4).

Norédami taikyti apraSytus gardelés modelius, turime pasirinkti k T ir E; vertes. Kadangi

Jos susietos sarysiu (2.7) tai parenkame jas taip, kad o <1. Kuo « mazesnis, tuo modeliuojama
difuzija turéty biti labiau anomali ir léta.

Abiejuose modeliuose yra dar vienas parametras v, =1/z, (zr. (2.5) ir (2.8)). Pavadinkime
Jji pirmine Suoliy sparta. Ji lemia, kaip placiai bus pasiskirs¢iusios Suoliy trukmés, sugeneruotos i$
pasiskirstymo (2.4). Si parametra parenkame taip, kad kompiuterinio modelio laiko skalé sutapty su
analitinio difuzijos lygties sprendinio laiko skale.

3.1 pav. pavaizduoti modeliavimo rezultatai, kai pradiné salyga yra Dirako delta funkcija.
Abiejuose modeliuose visi parametrai tie patys, tik skiriasi pirminés Suoliy spartos verte.
TrupmeniSkumo parametro verté «a =0,5. Matyti, kad abiejy modeliy atveju daleliy koncentracijos
evoliucijg galima gan tiksliai aproksimuoti trupmeninés lygties sprendiniu.

3.2 pav. pavaizduoti modeliavimo rezultatai, kai pradiniu laiku daleliy pasiskirstymas
mazguose yra staciakampio pavidalo. Pavaizduotas tik antrojo modelio atvejis, nes taikant pirmajj
modelj rezultatas analogiskas. Sj kartg parinkta kita trupmeni$kumo parametro verté: o =0,8.

Kokig jtaka difuzijos vyksmui daro parametras ¢, galime matyti 3.3 pav. Cia dviguboje

logaritmingje skaléje pavaizduota daleliy vidutinio kvadratinio nuokrypio <X2> priklausomybé nuo

laiko esant dviem skirtingoms « vertéms. Matyti, kad kuo $is trupmeni§kumo parametras mazesnis,

tuo <X2> laikui bégant didéja lé€iau — difuzijos vyksmas létéja.



15
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3.1 pav. Statistiskai sumodeliuoti ir suvidurkinti daleliy pasiskirstymai gardelés mazguose ir ty pasiskirstymy
aproksimacija trupmeninés difuzijos lygties sprendiniu, kai pradiné sqlyga p,(x)=1005(x) ir
trupmeniskumo parametras o =0,5. Funkcijos pavaizduotos dviem skirtingais laiko momentais t, = 40At ir
t, =1000At .

I I I | | I I I |
4 I modelis
< 3
2
2
S
@)
=)
©
5
1
O l I} | | 1 1 1 4 1
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Mazgy padétys (x)

3.2 pav. Statistikai sumodeliuotas ir suvidurkintas daleliy pasiskirstymas gardelés mazguose ir to
pasiskirstymo  aproksimacija  trupmeninés  difuzijos  lygties  sprendiniu, kai pradiné sqlyga
pO(X)=4[H(X+40)—H(X—40)] ir trupmeniSkumo parametras « =0,8. Funkcijos pavaizduotos dviem
skirtingais laiko momentais t, =100At ir t, =10000At .
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I1 modelis a=0.8
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3.3 pav. Daleliy vidutinio kvadratinio nuokrypio prikiausomybé nuo laiko dviguboje logaritminéje skaléje
esant dviem skirtingoms a vertéms.
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4. Kruvininky dinamika AlGaN epitaksiniuose sluoksniuose

Ankstesniuose skyriuose buvo apraSyti du mikroskopiniai netvarkios vienmatés gardelés
modeliai, tarpusavyje besiskiriantys Suoliy tarp mazgy mechanizmu, ir patekti daleliy judéjimo
tokiose gardelése modeliavimo rezultatai, kurie palyginti su trupmeninés difuzijos lygties
sprendiniais. Jsitikinta, kad abu modeliai yra ekvivalentiis, nes konkretus Suoliy mechanizmas i§
vieno gardelés mazgo ] kita neturi jtakos statistinio daleliy pasiskirstymo evoliucijai. Esminé abiejy
modeliy ypatybé yra ta, kad gardelés mazgy energijos yra pasiskirsciusios pagal eksponentinj désnj,
tada tokioje gardeléje vyksta subdifuzija, aprasoma trupmenine difuzijos lygtimi.

Vienmatés gardelés model] pakeitus trimaciu modeliu, galima modeliuoti kriivininky
judéjimg realiose medziagose. TacCiau reikia atsizvelgti j tai, kad realiose medziagose kriivininky
gyvavimo trukmé yra baigtingé, nes vyksta kravininky rekombinacija. Modeliavimo rezultatus
galima palyginti su eksperimentiniais rezultatais, kuriuose kriivininky judéjimo ir rekombinavimo
ypatybés atsiskleidzia taikant fotoliuminescencijos spektroskopija.

Sioje darbo dalyje yra pristatyti aliuminio galio nitrido (AlGaN) fotoliuminescencijos
tyrimo eksperimentiniai rezultatai, kurie aprasyti straipsnyje ,,Spectral dependence of carrier
lifetime in high aluminum content AlGaN epitaxial layers [9]. Taikant netvarkios gardelés modelj
bandoma paaiskinti kriivininky gyvavimo trukmés spektrines priklausomybes.

Eksperimente buvo tiriamas puslaidininkinis aliuminio galio nitrido (AlGaN) bandinys,
kuris yra sudarytas i§ aliuminio nitrido (AIN) ir galio nitrido (GaN) lydinio epitaksinio sluoksnio.
Toks kristalinis sluoksnis yra uzauginamas ant tam tikros medziagos — §iuo atveju ant safyro —
kristalinio padéklo ir atkartoja to padéklo gardelés struktiirg. Dél plac¢ios draustinés juostos AlGaN
yra naudojamas gaminat ultravioletinius $viesos diodus, ultravioletinius puslaidininkinius lazerius ir
kitus elektroninius prietaisus. Norint tobulinti Sias technologijas, svarbu suprasti §ios medziagos
krtvininky dinamika ir rekombinacija lemian¢ius veiksnius.

AIN draustinés juostos plotis yra 6,28 eV, o GaN — 3,44 eV, tad AlGaN lydinio draustinés
juostos plotis gali turéti bet kurig verte, esancig tarp $iy dviejy, priklausomai nuo aliuminio ir galio
santykio lydinyje. Eksperimente naudoto bandinio tiksli empiriné formule yra AlpeGap 4N, tad Sios
medziagos draustinés juostos plotis yra apie 4,95 eV [10]. Kadangi AlGaN yra lydinys, jame
neiSvengiami jvairls kristalografiniai defektai, kurie sukuria lokalizuotas busenas draustinéje

juostoje. Todél galima jtarti, jog AlGaN epitaksiniame sluoksnyje kriivininky judéjimas yra
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suvarzytas ir jam buidinga anomalioji difuzija. Kriivininkai, kurie juda per tas lokalizuotas biisenas,
yra elektrony ir skyliy poros (eksitonai). Laidumo juostoje yra ir laisvy delokalizuoty elektrony.

Eksperimento metu AlGaN epitaksinio sluoksnio bandinys buvo suzadintas 213 nm bangos
ilgio lazerio spinduliuote. Gautas bandinio fotoliuminescencijos spektras pavaizduotas 4.1 pav.
Didéjant temperatiirai, spektry maksimumai Siek tiek slenka j mazesniy energijy pus¢ (kadangi
siaur¢ja drausting juosta), taCiau 4.1 pav. geresniam palyginimui visi spektry maksimumai paslinkti
taip, kad sutaptu su 12 K spektru. Matyti, kad temperatiira didelés jtakos spektro formai neturi, tik
Siek tiek ji paplatina.

Fotoliuminescencijos spektro maksimumas 12 K temperatiiroje yra ties 4,95 eV. Si verté
sutampa su zadinto AlysGag4N epitaksinio sluoksnio draustinés juostos plociu $ioje temperatiiroje.
Taigi galima teigti, kad dauguma kriivininky rekombinuoja i§ laidumo juostos dugno. Zemesniy
energijy srityje fotoliuminescencija sukelia rekombinuojantys lokalizuoti kriivininkai, tuo tarpu

aukStesniy energijy srityje — tiesiai i$ laidumo juostos rekombinuojantys laisvieji kravininkai.

T(K)
——300
—180
—_—12

Intensyvumas (s. v.)
1

1 1 1 1 1
45 46 47 48 49 50 51 52 53
Fotony energija (eV)

4.1 pav. AlGaN epitaksinio sluoksnio normalizuotas fotoliuminescencijos spektras esant trims skirtingoms
temperatiros vertéms. Geresniam palyginimui, 180 K ir 300 K spektrai horizontaliai pastumti, kad jy
maksimumai sutapty su 12 K spektro maksimumu. Intensyvumas matuojamas sutartiniais vienetais. s [9].

4.2 pav. pavaizduotos fotoliuminescencijos gesimo kreivés esant skirtingoms
temperatiiroms, kai fotony energija yra 4,9 eV. Galima pastebéti tris gesimo komponentes, dvi 1§

ju — greitojo gesimo ir vidutiniojo gesimo komponentés — 4.2 pav. aproksimuotos tiesémis. Salia jy



parasSytos atitinkamos gesimo laiko konstantos.
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Trecioji — létojo gesimo — komponenté

neaproksimuota, nes vir$ija tirtg fotoliuminescencijos laiko intervala.

Intensyvumas (s. v.)

PRPRTTTTY

Laikas (ns)

4.2 pav. AlGaN epitaksinio sluoksnio fotoliumines-
cencijos intensyvumo ties 4,9 eV priklausomybé nuo laiko
esant trims skirtingoms temperatiroms. SKirtingos
kreivés  vaizduoja  skirtingas pradines krivininky
koncentracijas. Tiesémis aproksimuotos greitojo ir
vidutiniojo gesimo komponentés. I5 [9].

Laiko konstanta (ns)
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Fotony energija (eV)

4.3 pav. Fotoliuminescencijos vidutiniojo

gesimo  laiko  konstantos  (kravininky
gyvavimo trukmés) priklausomybé nuo fotony
energijos esant trims skirtinoms

temperatiuroms. I$ [9].

Interpretuojant fotoliuminescencijos gesimo kreives, galima teigti, kad greitaja komponente

lemia laisvyjy kriivininky rekombinacija, vidutinigja komponent¢ — lokalizuoty kriivininky

5.2
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(eksitony) rekombinacija, o létaja — kriivininky, patekusiy j gilias lokalizuotas biisenas, léta
rekombinacija. Konkre¢iu laiko momentu intensyvumas spektro vietoje, atitinkancioje tam tikrg
energija, priklauso nuo kriivininky kiekio, kurie tuo laiko momentu uzima tos energijos biisenas.
Kuo krivininky, uzimanciy vienodos energijos biisenas, daugiau, tuo fotoliuminescencijos
intensyvumas toje spektro dalyje didesnis, nes spinduliné rekombinacija vyksta pastoviu dazniu.
Kriivininky kiekis sistemoje mazéja dél jy patekimo j nespindulinés rekombinacijos centrus ir tai
lemia fotoliuminescencijos intensyvumo mazéjimg laikui bégant. Tad vidutiniojo gesimo trukmés
konstantg galima laikyti kriivininky gyvavimo trukme.

4.3 pav. pavaizduota fotoliuminescencijos vidutiniojo gesimo laiko konstantos
priklausomybé nuo fotony energijos esant skirtingoms temperatiiroms. Kitaip tariant, tai krivininky
gyvavimo trukmés spektras. Matyti, kad kambario temperatiiroje krivininky gyvavimo trukmé
nepriklauso nuo energijos ir yra pastovi (apie 0,2-0,3 ns). Taciau Zemoje temperatiiroje
viduriniojoje spektro dalyje kravininky gyvavimo trukmé pailgéja iki 0,6 ns, tuo tarpu spektro
krastuose lieka trumpesné. Tai, jog didelés energijos kriivininky gyvavimo trukmé yra trumpa,
aiSkinama tuo, kad laisvieji ir mazai lokalizuoti kriivininkai gali grei¢iau relaksuoti | Zemesnés
energijos lokalizuotas biisenas bei pasiekti nespindulinés rekombinacijos centrus. Tad mazéjant
energijai, gyvavimo trukmé didéja. Intuityviai mastant, kuo mazesné kravininky energija, tuo
ilgesné turéty biti jy gyvavimo trukmé Taciau, kaip matyti i§ 4.3 pav. a, toliau mazéjant kriivininky
energijai, jy gyvavimo trukmé vél pradeda mazéti. Kodél taip yra, kokybiSko paaiSkinimo néra.
Norint suprasti §j reiSkinj, galima sistemai pritaikyti kompiuterinj Krivininky dinamikos model;j ir

stebéti, ar gaunami panasis désningumai.
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5. Gardelés modelio pritaikymas AlGaN epitaksiniam sluoksniui

Ankstesniame skyriuje buvo apraSyti aliuminio galio nitrido (AlGaN) epitaksinio sluoksnio
fotoliuminescencijos tyrimo rezultatai. IS gauty spektry ir intensyvumo gesimo kreiviy paaiskéjo,
kad suzadinus bandinj zemoje temperatiiroje didelés ir mazos energijos krivininky gyvavimo
trukmé yra maza — apie 0,2 ns (zr. 4.3 pav.). Siy krivininky rekombinacija atsakinga uZ
fotoliuminescencijos spektro krastus. Kravininky, kuriy energijos atitinka spektro maksimuma,
gyvavimo trukmé yra didesné (apie 0,6 ns). Didelés energijos kriivininky gyvavimo trukmé yra
trumpa, nes jie gali greiciau pasiekti nespindulinés rekombinacijos centrus, taciau néra suprasta,
kodél kriivininky, turin€iy Zemesnes energijas, gyvavimo trukmeé sumazgja.

Siame skyriuje aprasyta, kaip AlGaN sluoksniui buvo pritaikytas kompiuterinis trimatés
netvarkios gardelés modelis ir kokie rezultatai gauti modeliuojant daleliy judéjima tokioje gardeléje.
Vienmatés gardelés modeliai, apraSyti 2-ajame skyriuje, buvo perdaryti j trimacius modelius.
Kadangi buvo jsitikinta, jog abu modeliai ekvivalentiis, tai skai¢iavimams naudotas tik vienas

(pirmasis).

Laidumo juosta

4 l
|
|
™
/

&

Rekombinacijos

centras ®

Vienos gardelés ribos

Spinduliné rekombinacija
‘____________________

-~
v

Nespinduliné rekombinacija

5.1 pav. Schematinis kritvininky judéjimo per lokalizuotas biisenas ir rekombinavimo vaizdavimas. Gardelés
modelyje kiekviena lokalizuota biisena atitinka skirtingg gardelés mazgg. Vienoje gardeléje yra vienas
nespindulinés rekombinacijos centras.
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5.1 pav. schematiSkai pavaizduota, kaip krivininkai juda per lokalizuotas bisenas.
Kriivininkas gali rekombinuoti i§ bet kurios biisenos, tada jis i§spinduliuoja fotong, kurio energija
lygi tos biisenos, kurioje buvo kriivininkas, energijai. Jei krivininkas patenka j tam tikrg centra, jis
rekombinuoja nespinduliniu badu.

Pritaikius gardelés modelj, kiekviena lokalizuota biisena atitinka skirtingg gardelés mazga.
Gardelés mazgy energijos pasiskirs¢iusios eksponentiskai nuo laidumo juostos dugno, kuris yra ties

4,95 eV. Pasiskirstymo vidurkis E, parenkamas atsizvelgiant j fotoliuminescencijos spektra:

intensyvumas didZiausias ties 4,95 eV ir po to eksponentiskai mazéja mazéjant fotony energijai, ties
4,5 eV tapdamas artimu nuliui (Zr. 4.1 pav.). Tad galima daryti prielaidg, kad biiseny tankis taip pat
eksponentiSkai maz¢ja ir Zemiau 4,5 eV biiseny praktiSkai nebéra.

Modeliuojant daleliy judéjima pradiniu laiko momentu kiekviename gardelés mazge
patalpinama po dalele. Vienas i§ gardelés mazgy yra rekombinacijos centras. Vienu metu
modeliuojamas tik vienos dalelés judéjimas — ji juda per mazgus, kol patenka j rekombinacijos
centrg ir ten iSnyksta. Gardelé turi periodines krastines salygas, t. y., jei dalelé iSeina i§ gardelés
riby, ji judéjimg tesia kitoje gardelés puséje.

5.2 pav. pavaizduota, kaip ilgainiui dalelés pasiskirsto per mazgy energijas (skirtingas
biisenas) nesant rekombinacijos centro, t. y., daleliy skai¢iui nemazéjant. Kadangi mazgy energijos
pasiskirsCiusios eksponentiskai, o pradzioje kiekviename mazge yra po dalelg, tai pradiniu laiko
momentu daleliy pasiskirstymas irgi yra eksponentinis. Taciau laikui bégant ir daleléms judant per

mazgus $is pasiskirstymas jgauna tam tikrg formg ir galiausia nusistovi.
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5.2 pav. Statistiskai sumodeliuotas daleliy pasiskirstymas per biisenas skirtingais laiko momentais nesant
rekombinacijos centro, kai kT / E, =0,8.
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5.3 pav. pavaizduotas daleliy pasiskirstymas per biisenas esant rekombinacijos centrui.
Matyti, kad pilnutinis daleliy kiekis ilgainiui mazéja. Galima teigti, kad ties konkreCia energija
daleliy koncentracijos kitimg lemia du veiksniai — bendras daleliy mazéjimas dél rekombinacijos ir
pacio pasiskirstymo per biisenas kitimas laikui bégant. Pastarasis gretai nusistovi, tad koncentracijos
kitimg daugiausia lemia rekombinacija. 5.4 pav. pavaizduotas daleliy koncentracijos mazéjimas ties
viena konkrecCia energijos verte (4,8 eV). Tokig gesimo kreive galime aproksimuote eksponente ir

tokiu budu suskai¢iuoti gesimo konstanta, kuri yra kriivininky gyvavimo trukme.

20

S I

Daleliy koncentracija (s. v.)

4,5 4,6 4,7 4,8 4.9
Biiseny energija (eV)

5.3 pav. Statistiskai sumodelivotas daleliy pasiskirstymas per biisenas skirtingais laiko momentais esant
rekombinacijos centrui, kai k,T /E, =0,8.

15 | | | I | | 1 |

Daleliy koncentracija (s. v.)

Laikas (s. v.)

5.4 pav. Tipiné daleliy koncentracijos laikiné priklausomybé ties konkrecia daleliy energijos verte (4,8 €V).
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Gardelés mazgas, kuris atitinka rekombinacijos centra, gali biiti parinktas dviem budais:
a) atsitiktinai (tada rekombinacijos centry energijos taip pat pasiskirs¢iusios eksponentiskai) arba
b) taip, kad kuo mazgo energija mazesné, tuo didesné tikimybé¢, jog jis bus rekombinacijos centras.
5.5 pav. abiem S$iais atvejais pavaizduota kruvininky gyvavimo trukmés priklausomybé ties
kiekviena energija. Matyti, kad konkretus rekombinacijos centry pasiskirstymas didelés jtakos
gyvavimo trukmiy pasiskirstymo formai neturi, tik b) atveju trukmés yra mazesnés lyginant su a).
Vis délto, galima pastebéti, kad a) atveju trukmés nezymiai didéja mazéjant energijai (tai yra
prieSingas rezultatas nei stebéta eksperimentis$kai), 0 b) atveju trukmés ties visomis energijos

daugmaz pastovios. Tad toliau aprasyti tik tie rezultatai, kurie buvo gauti b) atveju.
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5.5 pav. Statistiskai suskaiciuota krivininky gyvavimo trukmés priklausomybé nuo jy energijos, kai
keT / E, =0,8. @) Rekombinacijos centry energijos parenkamos is to paties skirstinio kaip ir mazgy

energijos. b) Rekombinacijos centry energijos parenkamos taip, kad kuo mazgo energija mazesné, tuo
didesné tikimybé, jog jis bus rekombinacijos centras.

Kaip kruvininky gyvavimo trukmés pasiskirstymas per energijas priklauso nuo
trupmeniSkumo parametro o =kgT /E,, pavaizduota 5.6 pav. (tiksliau, tai priklausomybé nuo
temperatiiros, nes E; pastovus). Pirmiausia j akis krenta tai, jog mazas trupmeniskumo parametras
a =0,5 lemia daug statistiniy fluktuacijy (5.6 pav. a), tuo tarpu, kai « =1, $iy fliuktuacijy daug
maziau ir kreivé glotnesné (5.6 pav. b). Kaip ir galima tikétis, esant didesniam « (t. y., didesnei

temperatiirai), kriivininky gyvavimo trukmé yra trumpesné, nes jie greiciau pasiekia rekombinacijos

centrus.
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5.6 pav. Statistiskai suskaiciuota kritvininky gyvavimo trukmés priklausomybé nuo jy energijos esant
skirtingoms trupmeniskumo parametro vertéms: a) k;T | E;=0,5, b) kT / E, =1.

Kai trupmeniskumo parametras «=0,5 (5.6 pav. a), galima pastebéti, kad kravininky
gyvavimo trukmé mazéja mazéjant jy energijai. NOrs $is mazéjimas yra labai neZymus, taciau §i
tendencija atitinka eksperimentinius rezultatus zemy energijy srityje (4.3 pav. a). 5.6 pav. b atveju
didéjant energijai gyvavimo trukmé irgi mazéja, o tai atitinka 4.3 pav. a dideliy energijy sritj (nors
konkrec€ios energijos vertés ir nesutampa).

Sie modeliavimo rezultatai neapraso visy krivininky dinamikos ALGaN epitaksiniuose
sluoksniuose ypatumy. Kei¢iant parametry vertes nepavyko gauti pastovios, eksperimentiSkai
nustatytos tendencijos, kad kriivininky gyvavimo trukmé mazéty mazéjant jy energijai, iSskyrus
vienu atveju, kai E;=0,16 eV, k,T =0,08 eV ir trupmeniskumo parametras « =0,5. Taciau
eksperimento metu minéta tendencija pastebéta, kai temperatiira yra 12 K, o tai reiskia, kad
ksT =0,001 eV . Tokig temperatiros verte jvedus j gardelés modelj, trupmeniS§kumo parametras
tampa labai mazas, dél to generuojamos Suoliy trukmeés yra labai didelés ir daleliy judéjimas
praktiSkai nevyksta. Galima biity mazinti ir parametrg E, iki tokios vertés, kad daleliy judéjimas
vykty (bent « >0,1), taciau tada didzioji lokalizuoty biiseny dalis biity energijy intervale nuo 4,9 eV

iki 495eV. O i§ fotoliuminescencijos spektro (4.1 pav.) galima spresti, kad kravininkai

rekombinuoja ir i§ daug mazesnés energijos buiseny.
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ISvados

1. Dinamingje sistemoje vyksta subdifuzija, jei lokalizuoty biiseny energijos pasiskirs¢iusios pagal
eksponentinj désnj.

2. Konkretus Suoliy mechanizmas i§ vienos biisenos j kita neturi jtakos anomaliosios difuzijos
charakteristikoms.

3. Nors sukurtas anomaliosios difuzijos modelis nepaaiskina visy kriivininky dinamikos ypatumy
AlGaN epitaksiniuose sluoksniuose, taciau parinkus konkre¢ias parametry vertes galima gauti

eksperimentiskai stebétg kriivininky gyvavimo trukmés mazéjimg mazéjant jy energijal.
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PRIEDAS

Trupmeninis integralinis ir diferencialinis skai¢iavimas. Integralinés transformacijos.

Iprasta, jog funkcijos i§vestinés d"f /dx"eile n yra sveikas skaiGius. Jei tarsime, kad
parametras n gali jgyti ir realias reikSmes, tada tokig iSvesting vadinsime trupmenine. Egzistuoja
keletas trupmeninés iSvestinés apibrézimy, kai kurie i§ jy tinka tik tam tikroms funkcijy klaséms,
taip pat ne visi apibréZimai yra ekvivalentiis — pritaikius skirtingai apibréZtas trupmenines iSvestines
tai paciai funkcijai gaunami skirtingi rezultatai [11].

Vienas paprastiausiy bady apibrézti trupmenine iSvesting d“f/dx“ (Sia «— realus
skaicius) yra pritaikyti n-taja iSvesting tam tikrai funkcijai ir gautoje iSraiSkoje visas funkcijas su
parametru n apibendrinti realiems o . Pavyzdziui, zinome, kad laipsninés funkcijos n-toji iSvestiné
atrodo taip:

dn k k' k—n
X< = X
dx" (k—n)!

(P.1)

Faktorialg pakeite Gama funkcija, gauname trupmeninés iSvestinés apibrézimg laipsninei funkcijai:

d” o Tk+D
x*  T(k—a+l)

, k>0. (P.2)

Taip apibrézta trupmening iSvesting galima taikyti funkcijoms, kurios skleidziamos Teiloro (Taylor)
eilute.
Panasiu principu galime apibendrinti ir integravima, tik Siuo atveju net nereikia konkrecios

funkcijos. Integravimo operatoriy apibréziame taip:

X

alfzjﬂ&mx; (P.3)

a
ia x> a. Sj operatoriy funkcijai pritaike n karty gauname iSraiska

X

Jo=yr oy, (P.4)

a

1

NE :EI...Xll f(x,)ax,...dx,dx, = (n_1)!

kurig galime apibendrinti realiems « :

PR T PR
P LY (°5)
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Kadangi diferencijavimas yra atvirk§¢ias veiksmas integravimui, trupmeninj
diferencijavimo operatoriy galima isreiksti taip:
dlx _ dm dll*m _ dm Im_a
dx* dx™dx*"™  dx™®

¢ia m — sveikasis skaiCius. Kaip matyti, trupmening iSvesting galime apibrézti per trupmeninj

: (P.6)

integralg ir jprasta m-tosios eilés iSvesting. Taip apibrézta iSvestiné vadinama Rymano—Liuvilio
(Riemann-Liouville) trupmenine iSvestine. Bet kokios eilés iSvestinei m galime parinkti taip, kad

a —m bty skaiCius tarp 0 ir 1.

Sprendziant diferencialines lygtis paranku taikyti Laplaso (Laplace) transformacija:

L{F@M)}=F(s)= I e f (t)dt . (P.7)
0
Sia transformacija galime taikyti funkcijoms i§vestinéms, pavyzdziui,

df
Li—t=sF-f(0); P8
R -

d*f ) df

L =s°F —sf (0)——(0). P.9
{ e } ) v (0) (P.9)

Apibrézkime Laplaso transformacijg trupmeninéms iSvestinéms. Nagrinéjame tik iSvesting, kurios

eilé 0 <a <1. Postuluojame, kad tokios iSvestinés Laplaso transformacija yra tokia:

d*f

L =sF-s“7(0). (P.10)
dt”

Kai a=1, §i israiSka tampa iSraiSka (P.8). Taip apibrézta trupmeninés iSvestinés Laplaso

transformacija Siame darbe taikoma sprendziant trupmening difuzijos lygti.

Atvirksting Laplaso transformacija apibréziama taip:

o+in

CHE(S) = F(1) =% | eFesyas; (P.11)

Cia integruojama pagal vertikalig linija Re(S) = o kompleksinéje plokstumoje taip, kad visi
ypatingieji funkcijos F(s) taskai buity kairéje linijos puséje. Paprastai tokj integralg suskaic¢iuoti gan
sunku. Siame darbe atvirkstinei Laplaso transformacijai skaiéiuoti taikomas skaitmeninis Gaverio—

Stéfesto (Gaver-Stehfest) algoritmas [12]. Pagal §j algoritma, turint funkcija F(s) galima

suskaiCiuoti funkcijos f(t) verte konkreciame taske t,:
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f(t0)=":—22ak(n)F[kltn2j : (P.12)

¢ia t, >0, n>1, o koeficientai a,(n) apibréziami taip:

(_1) n+k  min(k,n)

a (n)= jnHanczij;(ij - (P.13)
j=[ (k+1)/2 ]
Siame darbe taikoma ir Furjé transformacija:
F{EX)) = f(k) = j f(x)e ™ dx . (P.14)
Jos atvirkstiné iSreiSkiama daug paprasCiau (prieSingai atvirkstinei Laplaso transformacijai):
1(F 1 [z ikx
F {f(k)}: f(x):—J. f(k)e"™dk. (P.15)
27 <
Kaip ir Laplaso transformacijg, Furjé transformacijg taip pat galime taikyti funkcijos iSvestinei:
FATL (ik)" f (k) (P.16)
an H .
¢ia n — sveikasis teigiamas skaiCius. ISraiSkg (P.16) nesunku apibendrinti ir trupmeninéms
iSvestinéms:
d*f S Na F
F el i (ik)* f (k), (P.17)

¢la a — realusis teigiamas skaicius.
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Ignas Mataitis

Kriivininky difuzijos modeliavimas AlGaN epitaksiniuose sluoksniuose

Santrauka

Difuziniai procesai netvarkingose medziagose, tokiose kaip amorfiniai puslaidininkiai ar
turintys daug defekty kristaliniai puslaidininkiai, daznai yra anomaliis — jiems negalioja klasikinés
difuzijos désniai, aprasantys tvarkingos struktiiros medziagose vykstan¢ius difuzinius procesus.
Vykstant klasikinei daleliy difuzijai dalelés vidutinis kvadratinis nuokrypis proporcingas laikui
pirmuoju laipsniu, tuo tarpu vykstant anomaliajai difuzijai, arba subdifuzijai, dalelés vidutinis
kvadratinis nuokrypis proporcingas laikui tam tikru realiuoju laipsniu o <1. Tokia subdifuzija
aprasoma trupmenine difuzijos lygtimi, kurig iSsprendus galima gauti koncentracijos evoliucija
apibiidinancius sprendinius.

Norint jsitinkinti, kad trupmeniné difuzijos lygties sprendiniai tikrai apibiidina subdifuzinius
reiSkinius, galima sukurti mikroskopin] modelj, kuriame vykty subdifuzija. Toks mikroskopinis
modelis gali biiti energetiskai netvarki vienmaté gardelé, kurios mazgais juda dalélés. Siame darbe
apraSyti du tokie modeliai, tarpusavyje besiskiriantys judéjimo per gardelés mazgus mechanizmais.

IStyrus daleliy judéjimg vienmatéje gardeléje, gardele galima perdaryti j trimate ir taikyti
konkretiems eksperimentiniams rezultatams paaiskinti. Siame darbe sukurtas netvarkios gardelés
modelis taikomas siekiant paaiSkinti AlGaN epitaksiniuose sluoksniuose nustatytg krivininky
gyvavimo trukmés maz¢jima mazéjant jy energijai.

Apibendrinant statistinio modeliavimo rezultatus galima teigti, kad jei dinaminéje sistemoje
lokalizuoty biiseny energijos pasiskirs¢iusios pagal eksponentinj désnj, tai tokioje sistemoje vyksta
subdifuzija, aprasoma trupmenine difuzijos lygtimi. Kadangi taikant abu modelius gaunami
rezultatai yra analogiski, galima daryti iSvada, kad konkretus Suoliy mechanizmas i§ vienos biisenos
] kitg neturi jtakos statistinio daleliy pasiskirstymo evoliucijai. Trimatis anomaliosios difuzijos
modelis nepaaiskina visy kriivininky dinamikos ypatumy AlGaN epitaksiniuose sluoksniuose, taciau
parinkus konkrecias parametry vertes galima gauti eksperimenti§kai nustatyta kriivininky gyvavimo

trukmés maz¢jima maz¢jant jy energijai.
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Ignas Mataitis
Simulation of charge carrier diffusion in AlGaN epitaxial layers

Summary

Diffusion in disordered systems, such as amorphous or disordered semiconductors, does not
follow classical laws which describe particle transport in ordered crystalline media, and this leads to
anomalous subdiffusive transport properties. While in classical diffusion the mean square
displacement of a particle is proportional to time to the first power, in subdiffusion the mean square
displacement is proportional to time to some real power « <1. Subdiffusion is described by
fractional diffusion equation whose solution gives the evolution of particle concentration.

Subdiffusive process can be simulated in computer assuming that particles move in
energetically irregular lattice. Two one-dimensional lattice models are presented, each with different
hopping mechanisms form one node to another. Statistically generated distributions of particle
concentration are compared to the solutions of fractional diffusion equation.

After analysing characteristics of subdiffusion in one dimension, the lattice model is
upgraded to three dimensions and is used for simulating charge carrier dynamics in real materials.
Particularly, in this work the lattice model is used for trying to explain the decrease of charge carrier
lifetimes at lower energies in AlGaN epitaxial layers which was observed by using
photoluminescence spectroscopy.

We conclude that in order for a system to undergo subdiffusive process described by
fractional diffusion equation, the energies of localized states (which in our models are the energies
of the nodes of the lattice) have to be distributed according to the exponential law. Since both
models produce same results, we also conclude that a particular mechanism of random walk has no
influence to overall evolution of particle concentration. By simulating charge carrier dynamics and
recombination in the upgraded three-dimensional lattice we can achieve the desired decrease of
charge carrier lifetimes at lower energies with a particular set of parameters. However, the model
cannot explain all experimentally observed characteristics and we conclude that there are more

complicated mechanisms of charge carrier transport and recombination in AlGaN epitaxial layers.



