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Santrauka. Vertės pokyčio rizikos rodiklis yra vienas dažniausiai naudojamų pi-
nigų finansų įstaigų sektoriuje galimam nuostoliui vertinti. Šiame darbe pastara-
sis rodiklis yra vertinamas taikant vienmatį režimų pasikeitimo MS–GJR–GARCH 
kopulos modelį, kuris modeliuoja ne tik volatilumą bei jo pokytį laike, bet ir atsi-
žvelgia į priklausomybės struktūrą. Nagrinėjant du portfelius prieita prie išvadų, 
kad labiau diversifikuotam krepšeliui tiksliausiai riziką vertino dviejų režimų MS–
GJR–GARCH modelis su asimetriniu Studento–t pasiskirstymu standartizuotoms 
liekanoms bei Joe kopula, O labiau volatiliam portfeliui – identiškas modelis vo-
latilumui, bet su Gumbel kopula. Rezultatais akcentuojama kopulų svarba rizikos 
vertinime, išryškinamas kopulų dinamikos modeliavimo poreikis.

Raktiniai žodžiai: vertės pokyčio rizika, režimų pasikeitimas, MS–GJR–GARCH, 
kopula.

1 Įvadas

Finansų valdyme rizika yra apibrėžiama kaip galimybė, kad grąža iš investicijų 
arba kitų sandorių bus mažesnė už prognozuotą, o blogiausiu atveju – nei-
giama [1]. Rizika, prarandant finansus pinigų finansų įstaigų sektoriuje, yra 
vienas esminių rodiklių, ką šios turi vertinti nuolat. Tai leidžia laiku identifi-
kuoti galimas grėsmes ir imtis prevencinių priemonių, siekiant apsaugoti savo 
kapitalą ir (arba) klientų lėšas. Nuo tikslaus rizikos vertinimo gali priklausyti 
finansų paskirstymas, strategija bei jos valdymas, pinigų finansų įstaigų at-
sparumas šokams kriziniu laikotarpiu, o visa tai formuoja įmonės patikimu-
mą investuotojų akyse. Siekiant prisidėti prie globalaus finansinio stabilumo 
užtikrinimo ir gairių apibrėžimo 1974 metais buvo įkurtas Bazelio komitetas. 
Pastarasis tarnavo ir tebetarnauja kaip forumas arba platforma reguliariam 
bendradarbiavimui pinigų finansų įstaigų priežiūros reikalams [2].
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Vertės pokyčio rizika (VPR, angl. Value–at–risk, VaR) yra vienas pagrin-
dinių rodiklių vertinant rinkos riziką. Jis yra apibrėžiamas kaip maksimalus 
galimas nuostolis tam tikru laikotarpiu, esant pasirinktam reikšmingumo 
lygmeniui. Nors VPR koncepcijos ištakos siekia XX amžiaus pradžią, šio 
rodiklio vertinimas buvo pradėtas tik pastarojo amžiaus pabaigoje. Tą pa-
skatino 1987 metais įvykęs vertybinių popierių rinkos žlugimas po kurio 
prasidėjo minėtojo rodiklio skaičiavimo tobulinimai, naujų algoritmų paieš-
ka [3]. Vienas dažnesnių metodų vertinant minėtą rodiklį yra volatilumo 
modeliai. Tačiau dėl to, kad skirtingais laikotarpiais rinkos volatilumas nėra 
vienodas, praktikoje įprasta nagrinėti modelius, kurie efektyviai tai įvertina 
– dviejų režimų ARCH modelis [4], trijų režimų daugiamačio GARCH kopulos 
modelis [5]. Taip pat VPR vertinimui naudojami ir skirtingi kopulą įtraukian-
tys modeliai, kurie skirti portfelio aktyvų priklausomybės struktūrai įvertinti 
[6, 7, 8]. 

Šio straipsnio tikslas – plėsti VPR rodiklio vertinimą bei analizę, skirtingo 
diversifikavimo krepšeliams rasti tiksliausią modelį VPR vertinimui. Mode-
lis turi būti konstruojamas atsižvelgiant į režimų pasikeitimą, modeliuojant 
volatilumą MS–GJR–GARCH modeliu bei priklausomybės struktūrą vertinant 
kopulomis. Režimų pasikeitimo modelio naudojimas grindžiamas jo efekty-
vumu praktikoje [4, 5, 8], o pasirinktas volatilumo modelis – demonstruo-
jamu tikslumu bei lankstumu (asimetriškumas) [8, 9, 10]. Atradus tinkamą 
junginį, svarbu apžvelgti modelio savybes bei pagrįsti jo tinkamumą teoriš-
kai.

2 Metodologija 

Šiame straipsnyje konstruojami du portfeliai: pirmajame pasirinkta naudoti 
tris indeksus, atliepiančius Jungtinių Amerikos Valstijų bei Europos rinkas – 
S&P 500 (indeksas, jungiantis JAV 500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi 
Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) bei EURO STOXX 50 
(indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krep-
šelis sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų: Walt Disney, Intel ir JP Morgan. Duo-
menys yra dieninio dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. 
Visas duomenų rinkinys yra nuo 2007–03–30 iki 2025–03–16, iš viso 4346 
stebiniai.

Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo loka-
lių (šalies/sektoriaus) šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos 
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dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų reputacijos bei vartotojų pasiti-
kėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės rizikos, atspa-
resnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsve-
riančius (balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagri-
nėjamas ir naudojamas tiek institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

Kasdienės grąžos apskaičiuojamos pagal (1) formulę:

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 (1)
čia Pt yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad Rt yra stacionarus 
procesas su vidurkiu μ ir standartiniu nuokrypiu σ. Volatilumas yra 
modeliuojamas taikant režimų pasikeitimo vienmatį GJR–GARCH modelį, 
kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 (2)

čia k yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo 
modelio), parametrai 

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 yra indika
toriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. Tada režimų pasikeitimo 
modelis apibrėžiamas su (3) formule:

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 (3)

čia st yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1,…,K}, It –1 yra informacijos 
aibė iki laiko momento  t – 1, D(.)  yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, 
sąlygine dispersija hk,t bei papildomu formos parametrų vektoriumi ϵk. 
Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo metodą, kurio 
parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio 
liekanas, jų jungtinis skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 (4)

Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių Fn skirstinių, kurie lei-
džia įvertinti teisingą C(.) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: elipti-
nė kopulų šeima (normalioji kopula, T kopula), Archimedo (Clayton, Gumbel, 
Frank, Joe), Vine. Skirtingomis kopulų šeimomis siekiama įvertinti įvairių for-
mų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrindinis priklausomybės matas 
yra Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula nau-
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dojama sintetinių stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną 
į priekį: 

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 (5)

čia F–1{.} yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, st yra kopulos 
generuotos sintetinių reikšmių vektorius, θt – marginaliojo skirstinio 
parametrų vektorius, 

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 – prognozuotas volatilumas vieną dieną į priekį. 
Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra apskaičiuojamas VPR 
rodiklis:

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 
(6)

čia 

500 didžiausių įmonių), FTSE 100 (atspindi Londono biržoje prekiaujamų 100 didžiausių įmonių) 
bei EURO STOXX 50 (indeksas, apimantis 50 didžiausių bendrovių iš euro zonos). Antras krepšelis 
sudarytas iš trijų pasirinktų akcijų Walt Disney Intel JP Morgan
dažnumo, juose naudojamos dienos uždarymo kainos. Visas duomenų rinkinys yra nuo 

– – – –16, iš viso 4346 stebiniai.
Antrojo portfelio rizika yra didesnė, grąža gali priklausyti tiek nuo lokalių (šalies/sek

šokų, tiek nuo ekonominės bei geografinės aplinkos dinamikos (verslo/kreditų ciklų), kompanijų 
reputacijos bei vartotojų pasitikėjimo ir pan. Tuo tarpu diversifikuotas portfelis – mažesnės 
rizikos, atsparesnis lokaliems šokams. Bendros ekonominės, socialinės arba geografinės 
tendencijos yra svarbios, tačiau indeksai apima ir neigiamas žinias atsveriančius 
(balansuojančius) aktyvus. Todėl pastarasis portfelis plačiai nagrinėjamas ir naudojamas tiek 
institucinių, tiek smulkiųjų investuotojų. 

ės grąžos apskaičiuojamos pagal formulę:
𝑅𝑅𝑡𝑡 =  𝑃𝑃𝑡𝑡 − 𝑃𝑃𝑡𝑡−1

𝑃𝑃𝑡𝑡−1
, (1)

čia 𝑃𝑃𝑡𝑡 yra aktyvo uždarymo kaina. Daroma prielaida, kad 𝑅𝑅𝑡𝑡  
𝜇𝜇 𝜎𝜎. Volatilumas yra modeliuojamas taikant režimų 

tį – į, kuriam neigiami šokai turi didesnį poveikį už teigiamus:
ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡 =  𝛼𝛼0,𝑘𝑘 + (𝛼𝛼1,𝑘𝑘 +  𝛼𝛼2,𝑘𝑘𝐼𝐼{𝑦𝑦𝑡𝑡−1 < 0})𝑦𝑦𝑡𝑡−1

2 + 𝛽𝛽𝑘𝑘ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡−1, (2)
čia 𝑘𝑘 yra esamo režimo reikšmė (1, 2 arba 3, priklausomai nuo nagrinėjamo modelio), parametrai 
𝛼𝛼0,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼1,𝑘𝑘 > 0, 𝛼𝛼2,𝑘𝑘 > 0, 𝛽𝛽𝑘𝑘 ≥ 0 𝐼𝐼{. } yra indikatoriaus funkcija, kuri įgyja reikšmes 1 arba 0. 
Tada režimų pasikeitimo modelis apibrėžiamas su 

𝑦𝑦𝑡𝑡|(𝑠𝑠𝑡𝑡 = 𝑘𝑘, 𝐼𝐼𝑡𝑡−1)~𝐷𝐷(0, ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡, 𝝐𝝐𝑘𝑘), (3)
čia 𝑠𝑠𝑡𝑡 yra Markovo grandinė, įgyjanti reikšmes {1, … , 𝐾𝐾} 𝐼𝐼𝑡𝑡−1 yra informacijos aibė iki laiko 

𝑡𝑡 − 1 𝐷𝐷(. ) yra tolydusis skirstinys su vidurkiu 0, sąlygine dispersija ℎ𝑘𝑘,𝑡𝑡
formos parametrų 𝝐𝝐𝑘𝑘. Režimai nustatomi taikant Markovo grandinės Monte Carlo
metodą, kurio parametrai naudojami kaip pradinis taškas galutiniam didžiausio tikėtinumo 
optimizavimo algoritmui. Naudojant standartizuotas įvertinto modelio liekanas, jų jungtinis 
skirstinys vertinamas parenkant kopulos funkciją: 

𝐹𝐹(𝑢𝑢1, … , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝐹𝐹1(𝑢𝑢1), … , 𝐹𝐹𝑛𝑛(𝑢𝑢𝑛𝑛)). (4)
Tinkamas kopulos įvertinimas reikalauja adekvačių 𝐹𝐹𝑛𝑛 skirstinių, kurie leidžia įvertinti teisingą 
𝐶𝐶(. ) funkciją. Tyrime nagrinėjamos šios kopulos: eliptinė kopulų šeima (normalioji kopula, T 

Clayton, Gumbel, Frank, Joe Vine s kopulų šeimomis siekiama 
įvertinti įvairių formų skirstinių uodegų priklausomybes (pagrin priklausomybės mat
Kendall‘s tau koeficientas), o labiausiai duomenims tinkama kopula naudojama sintetinių 
stebėjimų generavimui ir grąžų simuliavimui vieną dieną į priekį

�̂�𝑅𝑡𝑡+1 =  𝐹𝐹−1{𝒔𝒔𝑡𝑡; 𝜽𝜽𝑡𝑡} × ℎ̂𝑡𝑡+1, (5)
čia 𝐹𝐹−1{. } yra marginaliojo skirstinio atvirkštinė funkcija, 𝒔𝒔𝑡𝑡 yra kopulos generuotos sintetinių 
reikšmių vektorius, 𝜽𝜽𝑡𝑡 – marginaliojo skirstinio parametrų vektorius, ℎ̂𝑡𝑡+1 –
volatilumas vieną dieną į priekį. Pagal (5) formulę įvertinus portfelio grąžų skirstinį, yra 
apskaičiuojamas VPR rodiklis:

𝑉𝑉𝑃𝑃�̂�𝑅𝛼𝛼 =  �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼), (6)

čia �̂�𝐹�̂�𝑅𝑡𝑡+1
−1 (𝛼𝛼) 𝛼𝛼

to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma 
modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis 
dienų, o skaičiavimai kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai 
statistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. VPR modelio 

Kupiec Christoffersen nt įvertinti ir suprasti 
straipsnyje pasiūlytos metodologijos naudą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu 
gautais VPR įverčiais [13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

 empirinis α lygmens kvantilis. Galiausiai gautas kvantilis yra ly-
ginamas su tikromis to laikotarpio grąžomis. Jeigu tikroji grąža yra mažesnė 
už apskaičiuotą rodiklį, tai laikoma modelio pažeidimu. Visi skaičiavimai yra 
taikomi slenkančiam langui, kurio ilgis yra visada 3846 dienų, o skaičiavimai 
kartojami 500 kartų kiekvienai naujai dienai. Siekiama, kad pažeidimai sta-
tistiškai reikšmingai nesiskirtų nuo rizikos lygmens ir būtų nepriklausomi. 
VPR modelio adekvatumas vertinamas taikant Kupiec ir Christoffersen tes-
tus. Siekiant įvertinti ir suprasti straipsnyje pasiūlytos metodologijos nau-
dą, atliekamas rezultatų palyginimas su BEKK modeliu gautais VPR įverčiais 
[13]. Skirtingai nuo aptartos metodologijos, BEKK leidžia modeliuoti portfelį 
kaip aktyvų sistemą, atsižvelgiančią į inovacijų kovariacinę struktūrą.

3 Rezultatai

Straipsnyje nagrinėjamos grąžos – stacionarios bei turinčios kintantį volati-
lumą (Augmented Dickey–Fuller, Lagranžo daugiklio testai). Nustatyta, kad 
visų aktyvų grąžas tiksliausiai nusako dviejų režimų MS–GJR–GARCH mo-
deliai1. Dviejų režimų modelis išskyrė aukštos bei žemos sklaidos periodus 
(režimus) su atitinkamomis parametrizacijomis. Tinkamas režimo nustaty-
mas yra ypač svarbus prognozuojant VPR, klaida šioje vietoje lemtų rizikos 
pervertinimą arba nuvertinimą. Potencialiems ateities tyrimams verta būtų 
ištirti, ar grąžų tarpusavio priklausomybė jautri režimų pokyčiams. Atlikus 
modelio liekanų analizę nustatyta, kad statistiškai reikšmingai tiksliausias 
buvo asimetrinis Studento–t (toliau – T) skirstinys (remiantis Kolmogorovo–
Smirnovo testu). Alternatyviai, taikyta neparametrinė skirstinių modeliavi-

1  Tik šiuo atveju iš liekanų buvo pašalinti visi ARCH efektai.
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mo metodika, tačiau dėl tiksliai įvertintos parametrinės skirstinio formos 
neparametriniai metodai reikšmingo indėlio nepridėjo, todėl visiems že-
miau aprašytiems rezultatams taikytas asimetrinis T skirstinys.

Kaip etaloninis (angl. benchmark) modelis pasirinktas MS–GJR–GARCH 
(kopulų modeliavimas neatliekamas), t.y. standartizuotoms liekanoms pri-
taikomas asimetrinis T skirstinys ir simuliuojama grąža vieną dieną į priekį 
(pagrindiniai rezultatai pateikiami 1 lentelėje). Rezultatai parodė, kad tokio 
modelio rizika, pirmojo krepšelio indeksų grąžų duomenims, esant 5 % 
reikšmingumo lygmeniui yra nepakankamai įvertinta  – fiksuota 7,2  % pa-
žeidimų. Tokia išvada grindžiama Kupiec testu, kuris rodo statistiškai reikš-
mingą skirtumą nuo pasirinkto lygmens. Viena iš to priežasčių – vienmačiai 
volatilumo modeliai neatsižvelgia į duomenų tarpusavio priklausomybę. 

Papildant analizę daugiamačiu GARCH (BEKK) modeliu pastarasis de-
monstruoja statistiškai reikšmingai tikslų 5,8 % pažeidimų rezultatą, kurie 
taip pat yra nepriklausomi. Modelis tiesiogiai skirstinių uodegų nevertina, 
tačiau indeksų gražų krepšeliui tokio modelio pakanka tinkamam rizikos 
vertinimui. Gauti rezultatai yra tikėtini modeliuojant plačiai diversifikuotus 
portfelius – vienetiniai kelių akcijų šokai atsveriami bendros dinamikos.

Modeliuojant priklausomybę su skirtingomis kopulų šeimomis ir įverti-
nus VPR pažeidimų procentą, daroma išvada, kad dauguma jų pervertina 
riziką, o pažeidimų procentas neviršija 1,2 %. Nagrinėjamų kopulų šeimos 
dažniausiai pasižymi pernelyg koncentruotomis kairiosiomis uodegomis. 
Tinkama buvo Joe kopula, kuri parodė 4,8 % pažeidimų – tai reikšmingai 
geresnis rezultatas negu etaloninių modelių. Kartu tai iliustruoja pasiūlytos 
metodologijos naudą ir pranašumą. Remiantis Kupiec ir Christoffersen tes-
tais daroma išvada, kad rodiklis statistiškai reikšmingai nesiskiria nuo pasi-
rinkto reikšmingumo lygmens, o pažeidimai yra nepriklausomi. 

Joe kopulos tinkamumas indikuoją stiprią dešinės (atitinkamai silpną 
kairiosios) uodegos priklausomybę. Tą vaizduoja Kendall‘s tau, kurio viduti-
nė reikšmė slenkančio lango metu yra 0,33 (gana silpna priklausomybė) bei 
1 pav. esantys Joe kopulos kontūro ir empirinio tankio grafikai. Jie nubrėžti 
prieš tai pasirinkus slenkančio lango vidurinės datos (2024–02–28) standar-
tizuotas S&P500 ir FTSE100 indeksų liekanas, joms pritaikius asimetrinio 
T skirstinio marginalųjį skirstinį bei transfomruojant į reikšmes priklausan-
čias intervalui (0;1). Iš empirinio grafiko pastebima sunkesnė dešinioji uo-
dega, kuri ir būdinga pasirinktai kopulai. Rezultatai leidžia daryti išvadą, kad 
pasirinkto portfelio diversifikacija lemia atsparumą neigiamiems šokams, 
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tačiau neapriboja portfelio vertės augimo potencialo. Tikėtina, kad suveikia 
investavimo į apsaugines (angl. defensive) akcijas mechanizmai, kurie maži-
na riziką, taip išlaikydami stabilų ir ganėtinai pastovų augimą [12]. 

Analizuojant antrąjį (rizikingą) portfelį gaunami šie rezultatai: dviejų re-
žimų  MS–GJR–GARCH modelis yra statistiškai reikšmingai tinkamiausias. 
Kaip ir indeksų gražų atveju adekvačiausias marginalusis skirstinys lieka-
noms yra asimetrinis T. Pakartojus tuos pačius žingsnius tolimesnėje ana-
lizėje darytos panašios išvados (pagrindinius rezultatus žr. 1 lentelėje), jog 
modeliuojant tik volatilumą be priklausomybės struktūros modelis stipriai 
nuvertina riziką, o mažiau diversifikuoto krepšelio atveju VPR pažeidimo 
procentas padidėja iki 8,2 %. Priešingai nei indeksų atveju, BEKK riziką irgi 
nuvertina. Tikėtina, kad nagrinėjamų akcijų priklausomybės struktūra yra 
sudėtingesnė, todėl BEKK specifikacijos neužtenka. Darant eksperimentą su 
skirtingomis kopulomis, pastebėta, kad Joe kopula pažeidimai sudaro 6 %, 
tačiau tai pagal Kupiec testą, statistiškai reikšmingai nesiskiria nuo nagri-
nėjamo lygmens. Pastebėtina, kad visais atvejais pažeidimų procentas yra 
didesnis nei indeksų gražų atveju, o toks padidėjimas lemia modelių tin-
kamumą (Kupiec, Christoffersen testai). Visgi tiksliausią rizikos vertinimą pa-
demonstravo Gumbel kopula (su vidutiniu Kendall‘s tau 0,28), modeliuojanti 
dešinės uodegos priklausomybę, su 4,7 % pažeidimų, kurie yra statistiškai 
reikšmingai nepriklausomi. Šios kopulos tinkamumą iliustruoja 2 pav. ap-
mokytos Gumbel kopulos kontūro bei empirinio tankio grafikai, kurie buvo 
nubrėžti analogiškai kaip ir 1 pav. atveju. Parinktos Gumbel kopulos struk-
tūra leidžia daryti išvadą, kad teigiamos modeliuojamo portfelio naujienos 
yra stipriai priklausomos, greičiausiai lemiamos ekonominės bei vartojimo 
aplinkos augimo. Neigiamos naujienos yra susijusios silpniau, tikėtina, nu-
lemtos konkrečių įmonės sprendimų ar verslo plėtros nesėkmių. Tai rodo 
tam tikro lygio diversifikaciją, tačiau optimaliam rizikos valdymui rekomen-
duotina akcijų krepšelį plėsti, nagrinėjant daugiau nei 3 akcijas.

Abiejų krepšelių rezultatai rodo, kad vienos kopulos vertinimas visiems 
duomenims greičiausiai yra mažiau efektyvus, nes esant skirtingiems volati-
lumo laikotarpiams gali būti naudingos vis kitokios kopulų savybės, kitaip 
tariant – būtų naudingos dinaminės kopulos. Nors slenkantis langas leidžia 
tam tikrą dinamiką, reikia atkreipti dėmesį, kad šiuo atveju turima omenyje 
galimybė keistis kopulos modeliui priklausomai nuo rinkos elgesio. Kopulų 
parinkimo lankstumo potencialų pranašumą akcentavo ir [5, 8, 11] autorių 
straipsniai. Laike kintančių kopulų poreikį galima būtų grįsti tuo, kad pasi-
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rinktas slenkantis langas turėjo labiau volatilių laikotarpių (COVID–19, karo 
Ukrainoje pradžia), nei nagrinėtas testuojamas periodas. Nors šiuos perio-
dus siekiame atskirti režimais, verta akcentuoti ir galimą laikiną priklauso-
mybių formos pokytį. Šios rizikos pervertinimas mažiau pastebimas labiau 
volatiliame akcijų grąžų krepšelyje greičiausiai dėl jo didesnės rizikos. Be to, 
ARCH efektų nebuvimas standartizuotose liekanose bei jų statistiškai reikš-
mingas tinkamumas asimetriniam T skirstiniui patvirtina [5] straipsnio išva-
das, kad neretai teisingos kopulos parinkimas yra svarbesnis už volatilumo 
modelio parinktį. Tam, kad modelis pasiektų norimą tikslumą būtina atrasti 
tinkamą sąryšį, kuris paaiškintų priklausomumo struktūrą. 

1 lentelė. Pagrindinių modelių rezultatų suvestinė

Indeksų grąžų krepšelis Akcijų gražų krepšelis

Modelis Pažeidimai
Tinkamumas 

(Kupiec, 
Christoffersen)

Pažeidimai
Tinkamumas 

(Kupiec, 
Christoffersen)

MS–GJR–GARCH + 
normalioji kop.

0,6 %
Rizika 
pervertinama 

3,7 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH + 
Studento–t kop.

0,6 %
Rizika 
pervertinama

3,7 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH + 
Clayton kop.

0,6 %
Rizika 
pervertinama

3,3 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH + 
Gumbel kop.

1,2 %
Rizika 
pervertinama

4,7 %
Modelis tinka-
mas (tiksliau-
sias)

MS–GJR–GARCH + 
Frank kop.

0.8 %
Rizika 
pervertinama

3,9 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH + 
Joe kop.

4,8 %
Modelis tinka-
mas (tiksliausias)

6,0 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH + 
Vine kopulos

0,6 %
Rizika 
pervertinama

3,7 %
Modelis 
tinkamas

MS–GJR–GARCH 7,2 %
Rizika 
nuvertinama

8,2 %
Rizika 
nuvertinama

BEKK 5,8 % Modelis tinkamas 7,4 %
Rizika 
nuvertinama
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4 Išvados 
vertės pokyčio rizikos analizę dviems skirtingai volatiliems krepšeliams daroma išvad

kad pasiūlytas – –GARCH bei kopulų metodikos apjungimas leidžia reikšmingai pagerinti 
VPR modeliavimo tikslumą lyginant su priklausomybės struktūros nemodeliuojančiais vienmači

– –GARCH bei daugiamači BEKK modeliais. Kopulų vertinimas leidžia lanksčiai modeliuoti 
aktyvų tarpusavio priklausomybės formą. Tinkamai išskirti aukštos bei mažos grąžų sklaidos 
režimai, kartu su tinkamai nustatyta priklausomybe, užtikrina ne tik tikslų rizikos valdymą, bet ir 
leidžia suprasti bei paaiškinti nagrinėjamo portfelio struktūrą. čiau
imčiai gali būti
marginalusis duomenų pasiskirstymas gali rodyti gerą prisitaikymą prie duomenų įvykę 
stipresni sukrėtimai gali reikalauti kitokios priklausomumo struktūros. Papildžius tyrimo 
metodiką įtraukiant dinaminį kopulos vertinimą, stebimi struktūros pokyčiai galėtų būti siejami 
su pasauliniais įvykiais. ktūros, natūralu tikėtis, kad viena 
kopulos šeima gali būti pernelyg ribojanti – skirtingos aktyvų poros gali turėti skirtingas 
priklausomybės. Todėl kitas natūralus metodikos plėtinys – įtraukti Vine kopulų modeliavimą 
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4 Išvados 
vertės pokyčio rizikos analizę dviems skirtingai volatiliems krepšeliams daroma išvad

kad pasiūlytas – –GARCH bei kopulų metodikos apjungimas leidžia reikšmingai pagerinti 
VPR modeliavimo tikslumą lyginant su priklausomybės struktūros nemodeliuojančiais vienmači

– –GARCH bei daugiamači BEKK modeliais. Kopulų vertinimas leidžia lanksčiai modeliuoti 
aktyvų tarpusavio priklausomybės formą. Tinkamai išskirti aukštos bei mažos grąžų sklaidos 
režimai, kartu su tinkamai nustatyta priklausomybe, užtikrina ne tik tikslų rizikos valdymą, bet ir 
leidžia suprasti bei paaiškinti nagrinėjamo portfelio struktūrą. čiau
imčiai gali būti
marginalusis duomenų pasiskirstymas gali rodyti gerą prisitaikymą prie duomenų įvykę 
stipresni sukrėtimai gali reikalauti kitokios priklausomumo struktūros. Papildžius tyrimo 
metodiką įtraukiant dinaminį kopulos vertinimą, stebimi struktūros pokyčiai galėtų būti siejami 
su pasauliniais įvykiais. ktūros, natūralu tikėtis, kad viena 
kopulos šeima gali būti pernelyg ribojanti – skirtingos aktyvų poros gali turėti skirtingas 
priklausomybės. Todėl kitas natūralus metodikos plėtinys – įtraukti Vine kopulų modeliavimą 

5 Literatūra 
 

Žiūrėta: 2025 03 25.
 

Žiūrėta: 2025 03 25.
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Joe kontūro2 pav. Joe kopulos kontūro ir empirinis tankio grafikai pasirinktiems indeksams 2024 m. 
vasario 28 dienai.

4 Išvados

Atlikus vertės pokyčio rizikos analizę dviems skirtingai volatiliems krepše-
liams, daroma išvada, kad pasiūlytas MS–GJR–GARCH bei kopulų metodi-
kos apjungimas leidžia reikšmingai pagerinti VPR modeliavimo tikslumą 
lyginant su priklausomybės struktūros nemodeliuojančiais vienmačiu MS–
GJR–GARCH bei daugiamačiu BEKK modeliais. Kopulų vertinimas leidžia 
lanksčiai modeliuoti aktyvų tarpusavio priklausomybės formą. Tinkamai iš-
skirti aukštos bei mažos grąžų sklaidos režimai, kartu su tinkamai nustatyta 
priklausomybe, užtikrina ne tik tikslų rizikos valdymą, bet ir leidžia suprasti 
bei paaiškinti nagrinėjamo portfelio struktūrą. Tačiau esant pakankamai di-
deliai imčiai vienos kopulos pritaikymas gali būti nepakankamas. Nors vo-
latilumo modelis bei marginalusis duomenų pasiskirstymas gali rodyti gerą 
prisitaikymą prie duomenų, rinkoje įvykę stipresni sukrėtimai gali reikalauti 
kitokios priklausomumo struktūros. Papildžius tyrimo metodiką įtraukiant 
dinaminį kopulos vertinimą, stebimi struktūros pokyčiai galėtų būti siejami 
su pasauliniais įvykiais. Be to, priklausomai nuo portfelio struktūros, natū-
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ralu tikėtis, kad viena kopulos šeima gali būti pernelyg ribojanti – skirtingos 
aktyvų poros gali turėti skirtingas priklausomybės. Todėl kitas natūralus 
metodikos plėtinys – įtraukti Vine kopulų modeliavimą siekiant maksima-
laus lankstumo.
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