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Įvadas
Per pastaruosius 300 metų, diferecialinės lygtys buvo naudojamos aprašant ir ana-
lizuojant įvairių mokslo sričių uždavinius. Kraštiniai uždaviniai tiesinėms ir netiesi-
nėms parabolinėms lygtims bei jų sistemoms yra gerai išnagrinėti (žr. pav. [3], [4]).
Pastaruoju metu daug dėmesio skiriama susietoms parabolinių bei parabolinių ir pa-
prastųjų diferencialinių lygčių sistemoms. C.V. Pao bei kitų matėmatikų darbuose
(žr. pav. [2], [6]) nagrinėjamos susietos paprastųjų ir parabolinių lygčių sistemos
bei susietos parbolinių lygčių sistemos toje pačioje srityje. Tačiau praktikoje dažnai
tenka susidurti su tokiomis sistemomis, kurių viena dalis yra nagrinėjama duotoje
aprėžtoje srityje, o kita - tos srities paviršiaus dalyje. Šiame darbe ir nagrinėsime
tokio tipo susietų parabolinių lygčių sistemą. Darbo tikslas yra gauti šios sistemos
sprendinių apriorinius įverčius.

Pirmajame skyriuje formuluojamas pagrindinis šio darbo uždavinys. Antrajame
skyriuje nagrinėjami įvarūs maksimumo principo aspektai homogeninių ir nehomoge-
ninių lygčių atveju. Trečiajame skyriuje gaunami nagrinėjamos susietos parabolinių
lygčių sistemos sprendinių aprioriniai įverčiai.
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1 Problemos formulavimas
Tegu Ω yra aprėžta sritis erdvėje Rn, n ≥ 3, S = ∂Ω yra glodus paviršius erdvėje
Rn, S2 ⊂ S yra sritis erdvėje Rn−1, esanti plokštumoje xn = 0, S1 = S\S2, ∂S1 =
∂S2 = Σ - n-2 dimensijos paviršius erdvėje Rn−1.

Nagrinėsime uždavinį: reikia rasti funkcijas ai, θi, i = 1, 2, tokias, kad

ai − ki∆ai = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

ki
∂ai
∂ν

= 0, (x, t) ∈ S1 × (0, T ),

ki
∂ai
∂ν

+ κiρai(1− θi) = κiiρθi, (x, t) ∈ S2 × (0, T ),

ai
∣∣∣
t=0

= ai0, x ∈ Ω

(1)

kur ki > 0 yra difuzijos koeficientas, o κi bei κii yra teigiamos konstantos, ρ =
ρ(x′) ≥ 0 - tolydi funkcija, ∂ai/∂ν - normalinė išvestinė paviršiui S, išorinė srities Ω
atžvilgiu,

∆ai =
n∑
j=1

aixjxj
,



θ
′
i − k̂i∆θi = κiai(1− θi)− κiiθi − κ12θ1θ2, (x, t) ∈ S2 × (0, T ),

∂θi
∂µ

= 0, (x, t) ∈ Σ× (0, T ],

θi
∣∣∣
t=0

= θi0(x′), x ∈ S2,

(2)

kur k̂i - difuzijos koeficientai , κi bei κii yra teigiamos konstantos, ∂θi/∂µ - normalinė
išvestinė kontūrui Σ, išorinė srities S2 atžvilgiu,

∆θi =
n−1∑
j=1

θixjxj
.
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2 Maksimumo principas
Šiame skyriuje nagrinėjama A.M. Ilyin, A.S. Kalashnikov ir O.A. Oleynik "Linear
second - order partial differential equations of the parabolic type" straipsnyje esanti
medžiagos dalis (žr. pav. [5]).

2.1 Pagrindiniai žymėjimai ir uždavinių formulavimas
Tegu D yra aprėžta sritis erdėje Rn+1, esanti tarp plokštumų t = 0 ir t = T , o
D = D

⋃
∂D, kur ∂D yra srities D kraštinių taškų aibė. Tegu aibė D0 = D

⋂{t =
0} 6= ∅. Pažymėkime S aibės ∂D taškų uždarinį kurie nėra plokštumose t = 0 ir
t = T . Aibės S taškus, kurie nėra plokštumoje t = 0 žymėsime raide S. Visumą
taškų, kurie priklauso S ⋃D0 žymėsime Γ.

Atskiru atveju, kai negrinėjama sritis D yra cilindras Ω × (0, T ), ją žymėsime
raide QT . Šiuo atveju D0 = Ω⋃σ, Σ = S

⋃Ω⋃σ, σ = ∂Ω.
Nagrinėsime parabolinę lygtį

L(u) :≡
n∑

i,j=1
aij(x, t)uxixj

+
n∑
i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u− ut = f(x, t), (3)

kur funkcijos aij, bi, c ir f yra realios bei aprėžtos, o koeficientai aij = aji tenkina
sąlygą ∑n

i,j=1 aij(x, t)αiαj > 0, ∀α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn\{0}.

Pati paprasčiausia tiesinė antros eilės parabolinė lygtis yra šilumos laidumo lygtis
n∑
i=1

uxixi
− ut = 0. (4)

Viena svarbiausių (4) lygties sprendinių savybių yra maksimumo principas. Šiame
skyrelyje parodysime, kokiomis formomis maksimumo principas išlieka teisingas ant-
ros eilės parabolinėms lygtims. Kaip ir šilumos laidumo lygčiai, taip ir įvairioms ant-
ros eilės parabolinėms lygtims, maksimumo principas garantuoja pagrindinių kraš-
tinių uždavinių sprendinių vienatį. Šie uždaviniai antros eilės parabolinėms lygtims
sudaromi taip pat kaip ir šilumos laidumo lygčiai.

Suformuluosime pagrindinius uždavinius lygčiai (3).
Reikia rasti funkcija u = u(x, t), kuri srityje D\Γ tenkina (3) lygtį, pradinę sąlygą

u
∣∣∣
t=0

= φ(x)

ir kraštinę sąlygą
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u
∣∣∣
S

= ψ(x, t),

kur φ, ψ ir a žinomos tolydžios funkcijos. Taip suformuluotas uždavinys vadinamas
pirmuoju kraštiniu uždaviniu.

Reikia rasti funkciją u, kuri sirtyje D\Γ tenkina (3) lygtį, pradinę sąlygą

u
∣∣∣
t=0

= φ(x),

ir kraštinę sąlygą (
∂u

∂γ
+ a(x, t)u

)∣∣∣∣∣
S

= ψ(x, t),

kur φ, ψ ir a žinomos bei tolydžios funkcijos, γ - neliečiamoji kryptis paviršiui S. Taip
suformuluotas uždavinys vadinamas trečiuoju kraštiniu uždaviniu. Atskiru atveju,
kai a = 0, toks uždavinys yra vadinamas antruoju kraštiniu uždaviniu.

2.2 Maksimumo principas aprėžtoje srityje
Šiame skyrelyje apibendrinsime žinomus teiginius, kurie yra teisingi šilumos laidu-
mo lygčiai cilindre QT , gana plačiai parabolinių lygčių klasei ir pakankamai bendro
pavidalo srityje D.

2.1 teorema. Tarkime funkcija u(x, t) yra tolydi aibėje D, turi tolydžias išvestines,
įeinančias į operatorių L ir tenkina nelygybę L(u) ≤ 0 aibėje D\Γ, be to c(x, t) < M ,
M - konstanta. Tada, jei u(x, t) ≥ 0 paviršiuje Γ, tai u(x, t) ≥ 0, kai (x, t) ∈ D.

Įrodymas. Pirmiausia, nagrinėsime atvėjį, kai M < 0, t.y. c(x, t) < 0. Jei funkcija
u taškuose (x, t) ∈ D įgyja neigiamas reikšmes, tai egzistuoja taškas (x0, t0) ∈ D,
kuriame funkcija u įgyja mažiausią neigiamą reikšmę : u(x0, t0) ≤ u(x, t), ∀(x, t) ∈ D.

Todėl, šiame taške turime uxi
= 0, i = 1, ..., n, ut ≤ 0, cu > 0. Be to, šiame

taške ∑n
i,j=1 aijuxixj

≥ 0. Iš tikrųjų vietoje kintamųjų x1, . . . , xn apibrėšime naujus
nepriklausomus kintamuosius

yi =
n∑
j=1

Cijxj, i = 1, ..., n;

o matricą {Cij} parinksime taip, kad
n∑

i,j=1
aijuxixj

=
n∑

k,l=1
Akluykyl

=
n∑
k=1

λkuykyk
.
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kadangi minimumo taške uykyk
≥ 0, tai šiame taške ∑n

i,j=1 aijuxixj ≥ 0.
Tačiau tada minimumo taške L(u) > 0. Gauta prieštarą, įrodo teoremą, kai

c(x, t) < 0.
Išnagrinėsime bendrą atvejį. Tegu koeficientas c(x, t) < M ir M > 0. Darome

keitinį u(x, t) = v(x, t)eMt. Tuomet

L(u) = L(veMt) = eMt
n∑

i,j=1
aijvxi

vxj
+ eMt

n∑
i=1

vxi
+ eMtcv − e Mtvt − eMtvM

Dauginamasis eMt > 0. Suprastinę iš jo, gauname, kad funkcija v tenkina nelygybę
n∑

i,j=1
vxixj

+
n∑
i=1

bivxi
+ (c−M)v − vt ≤ 0,

paviršiaus ΓT taškuose v(x, t) ≥ 0 ir (c − M) ≤ 0. Todėl galime tvirtinti, kad
v(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ D. Kartu galima teigti, kad ir funkcija u(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ D.
Teorema įrodyta.

2.2 pastaba. Akivaizdu, jei (2.1) teoremos sąlygos yra išpildytos ir L(u) ≥ 0 aibėje
D\Γ bei u(x, t) ≤ 0 paviršiuje Γ, tai u(x, t) ≤ 0, kai (x, t) ∈ D.

2.3 išvada. Iš (2.1) teoremos įrodymo išplaukia, kad

1. Jei L(u) < 0 ir c ≤ 0 srityje D, tai u negali įgyti neigiamo minimumo aibėje
D\Γ;

2. Jei L(u) > 0 ir c ≤ 0 srityje D, tada u negali įgyti teigiamo maksimumo aibėje
D\Γ.

2.4 teorema. Tarkime, kad u(x, t) ∈ C(D) ir aibėje D\Γ, tenkina (3) lygtį, funkcija
f yra aprėžta, funkcija c yra neteigiama. Tada

|u(x, t)| ≤ Nt+m, ∀(x, t) ∈ D. (5)
Čia N = max(x,t)∈D |f(x, t)|, m = max(x,t)∈Γ |u(x, t)|.

Įrodymas. Nagrinėsime funkciją ω±(x, t) = Nt + m ± u(x, t), (x, t) ∈ D. Pagal
teoremos prielaidą c ≤ 0. Tuomet

L(ω±) ≡
n∑

i,j=1
aij(x, t)

∂2ω±
∂xi∂xj

+
n∑
i=1

bi(x, t)
∂ω±
∂xi

+ c(x, t)ω± −
∂ω±
∂t

=
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±
n∑

i,j=1
aij(x, t)uxixj

±
n∑
i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)(Nt+m± u(x, t))− (Nt± ut) =

(
±

n∑
i,j=1

aij(x, t)uxixj
±

n∑
i=1

(x, t)uxi
± c(x, t)u∓ ut

)
+ c(Nt+m)−N =

±L(u) + c(Nt+m)−N ≤ −N + |f | ≤ 0.
Remiantis (2.1) teorema, abi funkcijos ω±(x, t) yra neneigiamos srityje D. Taigi

yra teisinga (5) nelygybė.

2.5 išvada. Tegu teoremos (2.4) prielaidos yra tenkinamos ir f(x, t) ≡ 0. Tada

|u(x, t)| ≤ max
(x,t)∈Γ

|u(x, t)|, ∀(x, t) ∈ D. (6)

2.6 teorema. Tarkime, kad funkcija u ∈ C(D) ir tenkina (3) lygtį aibėje D\Γ. Be
to, tegu max(x,t)∈D |f(x, t)| ≤ N ir c(x, t) ≤ −c0 < 0. Tada

|u(x, t)| ≤ max
{
N

c0
,m

}
, ∀(x, t) ∈ D,

čia m = max(x,t)∈Γ |u(x, t)|.

Įrodymas. Pažymėkime N1 = max{N/c0,m}. Nagrinėkime funkciją ω±(x, t) = N1 ±
u(x, t), (x, t) ∈ D\Γ. Tuomet

L(ω±) ≡
n∑

i,j=1
aij(x, t)

∂2ω±
∂xi∂xj

+
n∑
i=1

bi(x, t)
∂ω±
∂xi

+ c(x, t)ω± −
∂ω±
∂t

=

±
n∑

i,j=1
aijuxixj

±
n∑
i=1

biuxi
± cu(x, t)∓ ut + cN1 =

±L(u) + cN1 = ±f + cN1

Pasinaudojus prielaida c(x, t) ≤ −c0 gauname

L(ω±) = ±f + cN1 ≤ −N1c0 +N ≤ 0.
Reimiantis (2.1) teorema, funkcijos ω±(x, t) yra neneigiamos ∀(x, t) ∈ D. Kartu yra
teisinga (6) nelygybė.
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Jei c ≡ 0 ir f ≡ 0, tai iš (2.4) teoremos gauname tokius teiginius.

2.7 teorema. Tarkime (2.4) teoremos prielaidos yra tenkinamos, f ≡ 0, c ≡ 0 ir
u(x, t) yra (3) lygties sprendinys. Tada

m1 ≡ min
Γ
u(x, t) ≤ u(x, t) ≤ max

Γ
u(x, t) ≡ m2, ∀(x, t) ∈ D.

Įrodymas. Pirmiausia pastebėsime, kad funkcijos u(x, t)−m1 ir m2−u(x, t) tenkina
(3) lygtį ir paviršiaus Γ taškuose yra neneigiamas. Pasinaudojus 2.4 teoremos išvada,
gauname:

u(x, t)−m1 ≤ max
(x,t)∈Γ

{u(x, t)−m1} = m2 −m1.

m2 − u(x, t) ≤ max
(x,t)∈Γ

{m2 − u(x, t)} = m2 −m1.

Teorema yra įrodyta.

2.8 teorema. Tarkime (2.4) teoremos sąlyga c ≤ 0 pakeista į c(x, t) ≤ M , kur
M > 0. Tada

|u(x, t)| ≤ eMt(Nt+m), ∀(x, t) ∈ D. (7)

Įrodymas. Norint įrodyti šią teoremą, reikia padaryti keitinį u = veMt bei pritaikyti
(2.4) teoremą šiai funkcijai v.

Naudojantis (7) įverčiu, galime įrodyti vienaties teoremą pirmąjam kraštiniam
uždaviniui, jei koeficientas c(x, t) yra aprėžtas iš viršaus.

Tas pats įvertis leidžia tvirtinti, kad pirmo kraštinio uždavinio sprendinys u to-
lygiai priklauso nuo pradinių sąlygų. Iš tikrųjų, |u(x, t)| ≤ eMT (T + 1)ε, jei ||f || < ε,
||φ|| < ε ir ||ψ|| < ε.

2.9 teorema (Griežtas maksimumo principas). Tarkime, kad funkcija u(x, t) ∈
C(D) ir tenkina lygtį L(u) = 0 aibėje D\Γ. Be to, tegu Visi lygties koeficientai
yra aprėžti ir c(x, t) ≤ 0, kai (x, t) ∈ D ir

n∑
i,j=1

aijαiαj ≥ µ
n∑
i=1

α2
i , ∀(α1, . . . , αn) ∈ Rn,

µ > 0 - kokia nors konstanta. Tegu funkcija u(x, t) įgyja teigiamą maksimumą taške
(x0, t0) ∈ D\Γ, t.y.
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u(x0, t0) = max
(x,t)∈D

u(x, t) = m > 0.

Tada u(x, t) = m, ∀(x, t) ∈ D, kai t < t0 ir kurį galima sujungti su tašku (x0, t0)
tolydžia kreive x = x(t) ⊂ D\Γ.

Įrodymas. Tarkime priešingai: kokiame nors taške P1(x1, t1), kuris yra sujungtas su
tašku P0(x0, t0), t1 < t0 tolydžia kreive x = x(t) ⊂ D\Γ, funkcijos u(x, t) reikšmė
yra mažesnė už m, kai t < t0. Taškus (x1, t1) ir (x0, t0) galime sujungti laužte, kurios
viršūnės yra P1(x1, t1), P2(x2, t2), ..., Pk(xk, tk), P0, kur t1 < t2 < ... < tk < t0. Jeigu
įrodysime, kad iš nelygybės u(xs, ts) < m galima gauti nelygybę u(xs+1, ts+1) < m
(s = 1, 2, ..., k − 1), tai einant nuo taško Ps(xs, ts) iki taško Ps+1(xs+1, ts+1) gausime
nelygybę u(x0, t0) < m. Gauta prieštara ir įrodytų teoremą.

Paprastumo dėlei, galime teigti, kad s = 1. Taigi tarkime, kad u(x1, t1) < m1 <
m ir įrodysime, kad u(x2, t2) < m.

Tegu x1 = x2 = 0. Priešingu atveju tokią situaciją gausime atlikę tiesinę kinta-
mųjų transformaciją.

τ = t, ξi = xi − x1
i − (x2

i − x1
i )
t− t1

t2 − t1
(i = 1, ..., n).

Lygtis L(u) = 0 su naujais kintamaisiais (ξ, τ) taip pat tenkina visas teoremos sąly-
gas.

Nagrinėkime cilindrą Q1{r ≤ ρ, t1 ≤ t ≤ t2}, kur r = {∑n
i=1 x

2
i }1/2 ir konstanta

% < 1 yra parinkta taip, kad cilindras Q1 ⊂ D ir apatiniame cilindro pagrinde
u(x, t1) < m1. Cilindre Q1 panagrinėkime funkciją

ω(x, t) = m− (m−m1)(ρ2 − r2)2e−α(t−t1) − u(x, t).

Parodysime, kad konstanta α > 0 gali būti parinkta taip, kad L(ω) < 0 cilindre Q1.
Iš tikrųjų,

∂

∂xi
(ρ2 − r2)2 = ∂

∂xi

(
ρ2 −

n∑
i=1

x2
i

)2

=

2(ρ2 −
n∑
i=1

x2
i )(−2xi) = −4xi(ρ2 − r2),

∂2

∂xi∂xj
(ρ2 − r2)2 = ∂

∂xj
(−4xi(%− r2)) = −4δij(%2 − r2)− 4xi2xxj

=
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8xixj − 4(%2 − r2)δij, δij =

1, i = j

0, i 6= j
.

L(ω) = cm− (m−m1)e−α(t−t1)
{

8
n∑

i,j=1
aijxixj − 4(%2 − r2)

n∑
i=1

aii−

−4(%2 − r2)
n∑
i=1

bixi + c(%2 − r2)2 + α(%2 − r2)2
}

≤ −(m−m1)e−α(t−t1){8µr2 + (%2 − r2)f1(x, t) + α(%2 − r2)2},

kur f1(x, t) yra aprėžta funkcija. Kai µ > 0, %1 < r ≤ %, funkcija f2(x, t) =
8µr2 + (%2− r2)f1(x, t) +α(%2− r2)2 yra teigiama cilidro Q1 šoninio paviršiaus taškų
aplinkoje, %1 < r ≤ %. Likusioje cilindro dalyje, kur r ≤ %1, funkcija (%2 − r2)
yra aprėžta iš apačios teigiama konstanta ir todėl f2(x, t) yra teigiama, jeigu tik α
pakankamai didelis. Tokiems α reiškinys L(ω) < 0 cilindre Q1.

Lengva patikrinti, kad funkcija ω(x, t) yra neneigiama cilindro šoniniame pavir-
šiuje ir jo apatiniame pagrinde. Išties, kai r = %, gauname, kad ω = m− u ≥ 0. Kai
t = t1 ir r ≤ %, gauname

ω(x, t) = m− (m−m1)(%2 − r2)2 − u ≥

m− (m−m1)%4 −m1 ≥ m− (m−m1)−m1 = 0.

Remiantis (2.1) teorema, funkcija ω(x, t) ≥ 0 visur cilindre Q1. Taigi

ω(0, t2) = m− (m−m1)(%2 − 02)2e−α(t2−t1) − u(0, t2) =

m− (m−m1)%4e−α(t2−t1) − u(0, t2) ≥ 0

ir

u(0, t2) ≤ m− (m−m1)%4e−α(t2−t1) < m.

Teorema yra įrodyta.

2.10 teorema. Tarkime, kad funkcija u(x, t) yra tolydi aibėje D ir aibėje D\Γ tenki-
na (3) lygtį. Tegu lygties koeficientai tenkina (2.9) teoremos prielaidas. Tarsime, kad
kiekvienam taškui P ∈ S egzistuoja rutulys AP , P ∈ AP , kurio visi taškai, esantys
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srityje 0 < t < T, išskyrus tašką P , priklauso aibei D\Γ, be to šio rutulio spindulys,
nubrėžtas į tašką P, nėra lygiagretus ašiai t.

Tarkime, kad funkcija u(x, t) maksimumą įgyja taške P1(x1, t1) ∈ S. Tada arba
funkcija u(x, t) yra pastovi taško P aplinkoje, kai t ≤ t1, arba ∂u(P1)\∂γ < 0, kur
γ kryptis sudaro smailų kampą su rutulio AP1 spinduliu, išeinančiu iš taško P1 į jo
centrą.

Įrodymas. Tegu t1 < T . Jei taško P1 aplinkoje, kai t ≤ t1, u(x, t) nėra konstanta, tai
remiantis (2.9) teorema

u(P ) < u(P1) (8)
kiekvienam rutulio AP1 taškui, esančiam P1 aplinkoje. Tegu koordinačių pražios
taškas sutampa su rutulio AP1 centru ir tarsime, kad spindulys R yra tiek mažas,
kad (8) nelygybė išlieka teisinga rutulyje AP1 ir AP1 ∈ D. Nagrinėkime funkciją

v(x, t) = e−α(r2+t2) − e−αR2
,

čia r = (∑n
i=1 x

2
i )1/2. Tada

L(v) = {−2α
(

n∑
i=1

aii−t+
n∑
i=1

bixi

)
+4α2

n∑
i,j=1

aijxixj+c
}
e−α(r2+t2)−ce−αR2

> 0 (9)

kai r > δ, α > 0.
Nagrinėkime sritį ω, kuri aprėžta ta rutulio AP1 paviršiaus dalimi, kuriai priklauso

taškas P1, ir plokštumos, kuri yra statmena spinduliui OP1 ir tiek artima taškui P1,
kad srityje ω būtų teisinga (9) nelygybė. Nagrinėkime pagalbinę funkciją w(P ) =
u(P1) − u(P ) − βv(P ), β > 0. Ši funkcija yra neneigiama rutulio AP1 paviršiuje,
nes šiame paviršiuje v(P ) ≤ 0, u(P ) ≤ u(P1). Kadangi likusioje paviršiaus ω dalyje
teisinga (8) nelygybė, tai pakankamai mažiems β, funkcija w(P ) ≥ 0, ∀P ∈ ∂ω.
Kadangi L(w) = cu(P1)−βL(v) < 0, tai remiantis (2.1) teorema, funkcija w(P ) ≥ 0,
∀P ∈ ω. Be to, w(P1) = 0. Vadinasi ∂w(P1)\∂γ ≥ 0 ir

∂u(P1)
∂γ

≤ iβ
∂v(P1)
∂γ

= 2βαe−α(r2+t2)√r2 + t2 cos(−−→OP1, γ) < 0.

Jeigu t1 = T , tai pateiktas įrodymas nesikeičia. Reikia tik imti tuos rutulio AP1

taškus, kuriems t ≤ T. Teorema įrodyta.

Naudojantis 2.10 teorema, galima įrodyti trečiąjį kraštinį uždavinį ir vienaties
teoremą.
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2.3 Pozityvumo lema
Šiame skyrelyje nagrinėjama C.V. Pao knygos "Nonlinear Parabolic and Elliptic Equ-
ations" medžiagos dalis (žr. pav [2]).

Norint įrodyti pozytivumo lemą, pirmiau reikia suformuluoti teoremas, kurių
prireiks įrodinėjant.

2.11 teorema. Tegu ω ∈ C2,1(QT ) tenkina nelygybę

ωt − Lω ≥ 0, (x, t) ∈ QT .

Jei ω įgyja minimumą m0 kokiame nors taške, esančiame cilindre QT , tada ω(x, t) =
m0, (x, t) ∈ QT . Kitu atveju, ω įgyja minimumą kokiame nos taške (x0, t0) ∈ ST ,
tada tame taške teisinga nelygybė ∂ω\∂ν.

2.12 teorema. Tegu ω ∈ C2,1(QT ) tenkina nelygybę

ωt − Lω + cω ≥ 0, (x, t) ∈ QT ,

čia c ≡ 0 aprėžta funkcija cilindre QT .

2.13 lema (Pozityvumo lema). Tegu ω ∈ C(QT )⋂C1,2(QT ) tenkina nelygybes:

ωt − Lω + cω ≥ 0, (x, t) ∈ QT

α0
∂ω

∂ν
+ β0ω ≥ 0, paviršiuje ST (10)

ω(0, x) ≥ 0, x ∈ Ω,
kur koeficientai α0 ≥ 0, β0 ≥ 0, α0 + β0 > 0 paviršiuje ST , o funkcija c yra aprėžta
aibėje QT . Tada ω(t, x) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ QT .

Įrodymas. Iš pradžių nagrinėsime atveji, kai c ≥ 0 cilindre QT . Tarkime priešingai.
Tada egzistuoja taškas (x0, t0) ∈ QT toks, kad ω(x0, t0) įgyja neigiamą minimumą
cilindre QT . Kadangi ω(x0, 0) ≥ 0 sąlyga išpildyta, tai taškas (x0, t0) yra arba srities
QT viduje, arba paviršiuje ST . Kadangi yra tokių atvejų, kai ω yra neneigiama, tai
(2.12) teorema parodo, kad (x0, t0) ∈ ST . Tada

α0(x0, t0)∂ω(x0, t0)
∂ν

+ β0(x0, t0)ω(x0, t0) ≥ 0.

Jei α(x0, t0) = 0, tai β(x0, t0) > 0 ir ω(x0, t0) ≥ 0. Remiantis (2.11) teorema,
gauname prieštarą, kad ω(x0, t0) < 0. Jeigu α0(x0, t0) > 0, tai ∂ω(x0,t0)

∂ν
> 0. Iš to

išplaukia, kad ir ω(x, t) ≥ 0.
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Nagrinėsime antrąjį atvejį, kai γ ≥ −c. Apibrėžkime naują funkciją

v(x, t) = e−γtω(x, t).

Tada nelygybė

ωt − Lω + cω = (veγt)t − L(veγt) + c(veγt) =

vte
γt + γveγt − Lveγt + cveγt ≥ 0.

Suprastinkime iš eksponentės. Tada

vt − Lv + (γ + c)v ≥ 0.

Be to, funkcijai v yra teisinga kraštinė sąlyga

α0
∂v

∂ν
+ β0v ≥ 0

ir pradinė sąlyga

v|t=0 = u(x, 0) ≥ 0.

Kadangi γ + c ≥ 0, tai v ≥ 0. Iš to išplaukia, kad ir ω ≥ 0.

3 Aprioriniai įverčiai
3.1 apibrėžimas. Sistemos (1), (2) sprendinys a1, a2, θ1, θ2 yra klasikinis sprendi-
nys, jei ai ∈ C2,1(Ω× (0, T ])⋂C(Ω× [0, T ]), θi ∈ C2,1(S2 × (0, T ])⋂C(S2 × [0, T ]),
i = 1, 2 ir ∂a\∂n yra tolydi paviršiuose S1× [0, T ], S2× [0, T ], o normalinė išvestinė
∂θ\∂ν yra tolydi paviršiuje ∑×[0, T ].

Norint įrodyti sistemos (1), (2) klasikinio sprendinio egzistavimą ir vienatį iš
pradžių reikia gauti šios sitemos sprendinių apriorinius įverčius.

3.1 Sistemos (2) aprioriniai įverčiai
3.2 lema. Tarkime, kad funkcijos ai = a(x′, t), i = 1, 2 yra tolydžios ir neneigiamos
paviršiuje S2 × [0, T ] ir θi, i = 1, 2 yra (2) sistemos klasikinis sprendinys. Tada
visiems x′ ∈ S2 ir t ∈ [0, T ] galioja šie įverčiai:
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0 ≤ θi(x′, t) ≤ max
{

max
x′∈S2

θi0(x′), κim
′
i

κim′i + κii

}
:= θ∗i , (11)

kur

m′i = max
(x′,t)∈S2×[0,T ]

ai(x′, t).

Įrodymas. Tarkime, kad (3.2) lemos prielaidos yra tenkinamos. Tada sistemos (2)
pirmąją lygtį galime perrašyti taip

θ′i − k̂i∆θi + (κiai + κii + κ12θj)θi = κiai ≥ 0
Ši nelygybė yra teisinga, nes ai yra neneigiama funkcija, o κi teigiama konstata. Be
to funkcija θi tenkina kraštinę sąlygą

∂θi
∂µ

= 0, (x, t) ∈ Σ× (0, T ]

ir pradinę sąlygą

θi
∣∣∣t=0 = θi0 ≥ 0, (x, t) ∈ S2.

Remiantis pozytivumo lema, funkcija θi paviršiuje S2 × [0, T ] negali įgyti neigiamo
minimumo ir θi(x′, t) ≥ 0 paviršiuje S2 × [0, T ].

Tegu pi = θ∗i − θi. Tada θi = θ∗i − pi

−p′i + k̂i∆pi + (κiai + κii + κ12θj)(θ∗i − pi) = κiai

ir

p′i − k̂i∆pi + (κiai + κii + κ12θj)pi = −κiai + (κiai + κii + κ12θj)θ∗i =

(κiai + κii + κ12θj)
(
θ∗i −

κiai
κiai + κii + κ12θj

)
≥ 0,

nes

κiai
κiai + κii + κ12θj

≤ κim
′
i

κiim′i + κii
.

Be to, funkcija pi tenkina kraštinę sąlygą
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∂pi
∂µ

= 0, (x, t) ∈
∑
×(0, T ],

ir pradinę sąlygą

pi
∣∣∣
t=0

= θ∗ − θi0 ≥ 0, kai x ∈ S2.

Remiantis pozityvumo lema , funkcija pi paviršiuje S2 × [0, T ] negali įgyti neigiamo
minimumo. Todėl pi = θ∗i − θi ≥ 0 ir

θi(x′, t) ≤ max
{

max
x′∈S2

θi0(x′), κim
′
i

κim′i + κii

}
.

Lema įrodyta.

3.2 Sistemos (1) aprioriniai įverčiai
3.3 lema. Tegu funkcijos θi ∈ C(S2×[0, T ]), i = 1, 2 tenkina nelygybes 0 ≤ θi(x′, t) <
1, ∀x′ ∈ S2, t ∈ [0, T ]. Taip pat tegu ai yra klasikinis (1) uždavinio sprendinys.
Tuomet kiekvienam x ∈ Ω ir t ∈ [0, T ] yra teisingi aprioriniai įverčiai

0 ≤ ai(x, t) ≤ max
{

max
x∈Ω

a0(x), κiiθ
∗
i

κi(1− θ∗i )

}
:= mi, (12)

kur

θ∗i = max
(x′,t)∈S2,t∈[0,T ]

θi(x′, t).

Įrodymas. Tegu (3.3) lemos prielaidos yra tenkinamos. Tada

ai − ki∆ai = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

ki
∂ai
∂ν

= 0, (x, t) ∈ S1 × (0, T ),

ki
∂ai
∂ν

+ κiρ(1− θi)ai = κiiρθi ≥ 0, (x, t) ∈ S2 × (0, T ),

ai
∣∣∣
t=0

= ai0, (x, t) ∈ Ω.
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Pagal lemos prielaidą κiρ(1 − θi) > 0. Remiantis pozityvumo lema, funkcija ai
cilindre Ω × [0, T ] negali įgyti neigiamo minimumo. Taigi ai(x, t) ≥ 0 ∀ ∈ Ω, t ∈
[0, T ], i = 1, 2. Tegu qi = mi − ai. Tada ai = mi − qi

−qi + ki∆qi = 0 ⇒ qi − ki∆qi = 0.

Funkcija qi tenkina kraštines sąlygas

ki
∂qi
∂ν

= 0,

ki
∂qi
∂ν
− κiρ(θi − 1)qi = mi(κiρ− κiρθi)− κiiρθi =

mi(κiρ(1− θi))− κiiρθi = κiρ(1− θi)
(
mi −

κiiθi
κi(1− θi)

)
≥ 0,

nes

κiiθi
κi(1− θi)

≤ κiiθ
∗
i

κi(1− θ∗i )
.

Pradinė sąlyga taip pat yra teisinga

qi
∣∣∣
t=0

= m− ai0 ≥ 0

Remiantis pozityvumo lema, qi = mi−ai ≥ 0 cilindre Ω× [0, T ] negali įgyti neigiamo
minimumo. Todėl galima teigti, kad a(x, t) ≤ m kiekvienam x ∈ Ω, t ∈ [0, T ] ir
lemoje suformuluoti įverčiai yra teisingi.
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Summary
In this thesis the main problem is described as a coupled system of parabolic equ-
ations. The main goal is to get a prior estimates for solutions of that system. The
way of solving this problem is based on positivity lemma and maximum principle.
Those theorems have been formulated and proved in the theory part of this thesis.
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