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Ivadas

Per pastaruosius 300 mety, diferecialinés lygtys buvo naudojamos aprasant ir ana-
lizuojant jvairiy mokslo sri¢iy uzdavinius. Krastiniai uzdaviniai tiesinéms ir netiesi-
néems parabolinéms lygtims bei ju sistemoms yra gerai iSnagrinéti (7r. pav. [3], [4]).
Pastaruoju metu daug démesio skiriama susietoms paraboliniy bei paraboliniy ir pa-
prastyjy diferencialiniy lygéiy sistemoms. C.V. Pao bei kity matématiky darbuose
(zr. pav. [2], [6]) nagrinéjamos susietos paprastujy ir paraboliniy lygé¢iy sistemos
bei susietos parboliniy lygciy sistemos toje pacioje srityje. Taciau praktikoje daznai
tenka susidurti su tokiomis sistemomis, kuriy viena dalis yra nagriné¢jama duotoje
apréztoje srityje, o kita - tos srities pavirsiaus dalyje. Siame darbe ir nagrinésime
tokio tipo susiety paraboliniy lygéiy sistema. Darbo tikslas yra gauti Sios sistemos
sprendiniy apriorinius jvercius.

Pirmajame skyriuje formuluojamas pagrindinis sio darbo uzdavinys. Antrajame
skyriuje nagrinéjami jvarus maksimumo principo aspektai homogeniniy ir nehomoge-
niniy lygciy atveju. Treciajame skyriuje gaunami nagrinéjamos susietos paraboliniy
lygciy sistemos sprendiniy aprioriniai jverciai.



1 Problemos formulavimas

Tegu €2 yra aprézta sritis erdvéje R™, n > 3, S = 02 yra glodus pavirsius erdvéje
R", Sy C S yra sritis erdvéje R"™! esanti plokstumoje x, = 0, S; = S\Sy, 95 =
0S5 = X - n-2 dimensijos pavirSius erdvéje R,

Nagrinésime uzdavinj: reikia rasti funkcijas a;, 6;, © = 1, 2, tokias, kad

a; — k?zACLZ =0, (l’,t) € x (O,T),
a(li
kl% - 07 (Jf,t) € Sl X (OaT)a
]{315 + /-ii,oai(l — 01) = liil‘pgi, (I’,t) € SQ X (07T),
a; o = G0, x € ﬁ

kur k; > 0 yra difuzijos koeficientas, o k; bei k;; yra teigiamos konstantos, p =
p(x’) > 0 - tolydi funkcija, da;/0v - normaliné iSvestiné pavirsiui S, iSoriné srities 2
atzvilgiu,

n
Aa; = Z Qizjz;,
j=1

9; - ]ACZA@ = K~ia;(1 — 0;) — K;0; — k120165,  (x,t) € S x (0,7T),
00;
- O? x? t E E X O’ T )
TR )
il,eg = Oio(z"), =z € Sa,

kur k; - difuzijos koeficientai , x; bei k;; yra teigiamos konstantos, 96;/dp - normaliné
iSvestiné konturui Y, iSoriné srities Sy atzvilgiu,

n—1
Aez = Z Qia;j:vj-
j=1



2 Maksimumo principas

Siame skyriuje nagrinéjama A.M. Ilyin, A.S. Kalashnikov ir O.A. Oleynik "Linear
second - order partial differential equations of the parabolic type" straipsnyje esanti
medziagos dalis (Zr. pav. [5]).

2.1 Pagrindiniai zyméjimai ir uzdaviniy formulavimas

Tegu D yra aprézta sritis erdéje R™™!, esanti tarp plokstumy t = 0 ir t = T, o
D = DD, kur D yra srities D krastiniy tasky aibé. Tegu aibé Dy = DN{t =
0} # @. Pazymékime S aibés 0D tasky uZdarinj kurie néra plokStumose ¢t = 0 ir
t = T. Aibés S taskus, kurie néra plokstumoje ¢t = 0 Zymeésime raide S. Visuma
tasky, kurie priklauso S Dy zZymésime I'.

Atskiru atveju, kai negrinéjama sritis D yra cilindras Q x (0,7, ja zZymésime
raide Qr. Siuo atveju Dy = QUo, ¥ =SUQUo, o0 = 09.

Nagrinésime paraboline lygti

n

L(u) = > aij(@, g, + Y bi(@, t)ug, + c(z, t)u —u = f(x, 1), (3)

ij=1 i=1
kur funkcijos a;;, b;, ¢ ir f yra realios bei apréztos, o koeficientai a;; = a;; tenkina
salyga 271 aij(7, t)asay > 0, Yo = (ay, ..., o) € RM\ {0},

Pati paprasciausia tiesiné antros eilés paraboliné lygtis yra silumos laidumo lygtis

Z“wm —u; = 0. (4)

Viena svarbiausiy (4) lygties sprendiniy savybiy yra maksimumo principas. Siame
skyrelyje parodysime, kokiomis formomis maksimumo principas islieka teisingas ant-
ros eilés parabolinéms lygtims. Kaip ir silumos laidumo lygciai, taip ir jvairioms ant-
ros eilés parabolinéms lygtims, maksimumo principas garantuoja pagrindiniy kras-
tiniy uzdaviniy sprendiniy vienatj. Sie uzdaviniai antros eilés parabolinéms lygtims
sudaromi taip pat kaip ir silumos laidumo lygciai.

Suformuluosime pagrindinius uzdavinius lygciai (3).

Reikia rasti funkcija u = u(z, ), kuri srityje D\I tenkina (3) lygti, pradine salyga

u,_, = d(x)
ir krastine salyga



U‘ g = L/J(QZ, t)?
kur ¢, ¢ ir a zinomos tolydzios funkcijos. Taip suformuluotas uzdavinys vadinamas
pirmuoju krastiniu uzdaviniu.
Reikia rasti funkcija u, kuri sirtyje D\I" tenkina (3) lygti, prading salyga

ir krastine salyga

(g: +alz, m) - W(w,b),

kur ¢, ¥ ir a zinomos bei tolydzios funkcijos, v - nelie¢iamoji kryptis pavirsiui S. Taip
suformuluotas uzdavinys vadinamas treciuoju krastiniu uzdaviniu. Atskiru atveju,
kai a = 0, toks uzdavinys yra vadinamas antruoju krastiniu uzdaviniu.

2.2 Maksimumo principas apréztoje srityje

Siame skyrelyje apibendrinsime Zinomus teiginius, kurie yra teisingi Silumos laidu-
mo lygciai cilindre Q)7, gana placiai paraboliniy lygciy klasei ir pakankamai bendro
pavidalo srityje D.

2.1 teorema. Tarkime funkcija u(x,t) yra tolydi aibéje D, turi tolydZias isvestines,
ieinancias § operatoriy L ir tenkina nelygybe L(u) < 0 aibéje D\T', be to c(x,t) < M,
M - konstanta. Tada, jei u(x,t) > 0 pavirsiuje T, tai u(z,t) >0, kai (z,t) € D.

Irodymas. Pirmiausia, nagrinésime atvéji, kai M < 0, t.y. c(z,t) < 0. Jei funkcija
u taskuose (z,t) € D jgyja neigiamas reikSmes, tai egzistuoja taskas (xg,to) € D,
kuriame funkcija u jgyja maZiausia neigiama reiksme : u(xg, to) < u(x,t),V(z,t) € D.

Todeél, siame taske turime u,, = 0, ¢ = 1,...,n, vy < 0, cu > 0. Be to, Siame
taske 31,1 @iy, > 0. IS tikryju vietoje kintamuju 1, .. ., z, apibrésime naujus
nepriklausomus kintamuosius

n
yi = ZC’ijxj, 1=1,...,n;
=1

o matricg {C;;} parinksime taip, kad

n n n
Z QijUzg;z; = Z Akluykyl - Z Akuykyk'
k=1

1,7=1 k=1



kadangi minimumo taske w,,,, > 0, tai Siame taske szzl ajjux;xy > 0.

Tacdiau tada minimumo taske L(u) > 0. Gauta priestara, jrodo teorema, kai
c(z,t) <0.

[Snagrinésime bendra atveji. Tegu koeficientas c¢(x,t) < M ir M > 0. Darome
keitinj u(z,t) = v(z,t)eM!. Tuomet

n n
L(u) = L(veM) = M}~ Ve, Vz, + M v, + eMev — e My, — Mo M
ij=1 i=1

Dauginamasis e? > 0. Suprastine i$ jo, gauname, kad funkcija v tenkina nelygybe

> Vgia, + D bivg, + (¢ — M)v — v, <0,
ij=1 i=1
pavirsiaus 'y taskuose v(z,t) > 0 ir (¢ — M) < 0. Todél galime tvirtinti, kad
v(z,t) >0, V(z,t) € D. Kartu galima teigti, kad ir funkcija u(z,t) > 0, V(z,t) € D.
Teorema jrodyta.

[

2.2 pastaba. Akivaizdu, jei (2.1) teoremos salygos yra ispildytos ir L(u) > 0 aibéje
D\T bei u(z,t) <0 pavirsiuje T, tai u(z,t) <0, kai (z,t) € D.

2.3 isvada. Is (2.1) teoremos jrodymo isplaukia, kad

1. Jei L(u) < 0 ir ¢ < 0 srityje D, tai u negali jgyti neigiamo minimumo aibéje

D\T;

2. Jei L(u) > 0 ir ¢ < 0 srityje D, tada u negali jgyti teigiamo maksimumo aibéje
D\T.

2.4 teorema. Tarkime, kad u(x,t) € C(D) ir aibéje D\T', tenkina (3) lygti, funkcija
f yra aprézta, funkcija ¢ yra neteigiama. Tada

lu(z,t)| < Nt+m, V(z,t)€D. (5)

Cia N = max, y5 | [ (2, 1)], m = max(er [u(z, )]

Irodymas. Nagrinésime funkcija wy(z,t) = Nt +m + u(z,t), (z,t) € D. Pagal
teoremos prielaida ¢ < 0. Tuomet

— . aQW:I: = 8W:I: &ui
L(wi) = Z.;l aij(ac, t)m + Zzzlbz(‘%',t)aixz + C(.T,t)w:t — W =

6



n n

+ Y ai(z, ) uge, £ iz, t)ug, + c(z, t) (Nt + m+u(z,t) — (Nt £uy) =

ij=1 i=1

( + > (@, g, £ Y (2, 0)uy, £ c(z, t)u F ut> +c¢(Nt+m)— N =

ij=1 i=1
+L(u) +e(Nt+m)—N<—-N+|f| <O0.
Remiantis (2.1) teorema, abi funkcijos wy(z,t) yra neneigiamos srityje D. Taigi
yra teisinga (5) nelygybe. ]

2.5 iSvada. Tegu teoremos (2.4) prielaidos yra tenkinamos ir f(x,t) = 0. Tada

) < t V(x,t D. 6
e, ) < max )], V(o) € ©)
2.6 teorema. Tarkime, kad funkcija u € C(D) ir tenkina (3) lygti aibéje D\I'. Be
to, tegu max, p 5| f(x, )] < N irc(z,t) < —cg < 0. Tada

uz, 1)) < max{N,m}, V(1) € D.

Co

¢ia M = MaX(y p)er u(x,t)|.

Irodymas. Pazymeékime N; = max{N/cy, m}. Nagrinekime funkcija wy(z,t) = Ny +
u(x,t), (z,t) € D\I'. Tuomet

" 8%& " Gwi

_ Ow .
L(wy) = Z a”(x’t)axiaxj + Zbl(x,t)ﬁ + c(z, t)we — 5 =

i,j=1 i=1 (

+ Z AijUy,e; T Z biug, + cu(z,t) Fup + cNy =
ij=1 i=1
+L(u) +cNy = £f +cVy

Pasinaudojus prielaida ¢(x,t) < —cy gauname

L(wi) = :|:f—|—CN1 < —N1Co + N S 0.

Reimiantis (2.1) teorema, funkcijos w. (x,t) yra neneigiamos V(z,t) € D. Kartu yra
teisinga (6) nelygybe.
UJ



Jeic=0ir f =0, tai is (2.4) teoremos gauname tokius teiginius.

2.7 teorema. Tarkime (2.4) teoremos prielaidos yra tenkinamos, f =0, ¢ = 0 ir
u(z,t) yra (3) lygties sprendinys. Tada

my = mrinu(x,t) <u(x,t) < mgxu(:z:,t) =my, V(z,t)€D.

Irodymas. Pirmiausia pastebésime, kad funkcijos u(z,t) —my ir ms —u(x,t) tenkina
(3) lygtj ir pavirsiaus " taskuose yra neneigiamas. Pasinaudojus 2.4 teoremos isvada,
gauname:

u(z,t) —my < max {u(z,t) —myi} =mg — my.

(z,t)el’
me — u(x,t) < (g&)xgr{mg —u(z,t)} = me —my.

Teorema yra jrodyta. O]

2.8 teorema. Tarkime (2.4) teoremos sglyga ¢ < 0 pakeista j c(x,t) < M, kur
M > 0. Tada

lu(z,t)| < eM (Nt +m), Y(x,t)€D. (7)

Irodymas. Norint jrodyti §ig teorema, reikia padaryti keitinj u = ve? bei pritaikyti
(2.4) teorema siai funkcijai v. O

Naudojantis (7) jver¢iu, galime jrodyti vienaties teorema pirmajam krastiniam
uzdaviniui, jei koeficientas c(x,t) yra apréztas is virSaus.

Tas pats jvertis leidzia tvirtinti, kad pirmo krastinio uzdavinio sprendinys u to-
lygiai priklauso nuo pradiniy salygy. I3 tikrujuy, |u(z, )| < eMT(T +1)e, jei || f|] < &,
]l < < ir 6] < e.

2.9 teorema (Grieztas maksimumo principas). Tarkime, kad funkcija u(z,t) €
C(D) ir tenkina lygty L(u) = 0 aibéje D\TI'. Be to, tequ Visi lygties koeficientai
yra aprézti ir c(x,t) <0, kai (x,t) € D ir

n n
Z a;joio > uZa?, V(ag,...,ap) € R
i=1

ij=1
> 0 - kokia nors konstanta. Tegu funkcija u(x,t) jgyja teigiamg maksimumg taske
(2°,t%) € D\T', t.y.



u(2°,t°) = max u(x,t) =m > 0.
(z,t)eD
Tada u(x,t) = m, Y(x,t) € D, kai t < t° ir kurj galima sujungti su tasku (z°,1°)
tolydZia kreive x = z(t) C D\T.

[rodymas. Tarkime prieSingai: kokiame nors taske P;(x!,#'), kuris yra sujungtas su
tasku Py(z%,1°), ¢! < t° tolydzia kreive x = z(t) C D\I', funkcijos u(z,t) reikime
yra mazesné uz m, kai t < t. Taskus (z',#!) ir (2°,¢") galime sujungti lauZte, kurios
virgunes yra Py(al,th), Py(a?,t2), ..., Pu(zF, t%), Py, kur t < 2 < ... < t* < 10, Jeigu
irodysime, kad i§ nelygybes u(z®,t*) < m galima gauti nelygybe u(x**1 t*71) < m
(s =1,2,...,k — 1), tai einant nuo tasko P,(x*, %) iki tasko Py (2°T!, t5%1) gausime
nelygybe u(2?,t9) < m. Gauta priestara ir jrodyty teorema.

Paprastumo délei, galime teigti, kad s = 1. Taigi tarkime, kad u(z!, ') < m; <
m ir jrodysime, kad u(x?,t?) < m.

Tegu x' = 22 = 0. PrieSingu atveju tokia situacijg gausime atlike tiesine kinta-
myjy transformacija.

1 s o t—tt
T =1, fz:xz_wz _(xz_qu)ﬂ (Z:L...,n).

Lygtis L(u) = 0 su naujais kintamaisiais (£, 7) taip pat tenkina visas teoremos saly-
gas.

Nagrinekime cilindra Qi {r < p, t! <t < *}, kur r = {&" , 22}'/2 ir konstanta
o < 1 yra parinkta taip, kad cilindras )y C D ir apatiniame cilindro pagrinde
u(z,t') < my. Cilindre Q; panagrinékime funkcija

w(z, t) =m— (m —my)(p? — r2)2e ) —y(x, t).
Parodysime, kad konstanta a > 0 gali buti parinkta taip, kad L(w) < 0 cilindre Q).
Is tikryjy,

0 B no\?
(p* —1?)? = <p2 - x?) =

n

2(p* = D7) (=2m:) = —dwi(p* —1%),

(p* —1r?)? = i(—lla:i(g — %)) = —46;;(0® — r?) — dx;22,, =



l,i=j

8xixj — 4(@2 — ?"2)5ij, 51']' = {O ; 7&]

L(w) =cm— (m — ml)eo‘(ttl){S > ajwimy — 4(0* —r?) > ai—
i=1

ij=1
—4(0* —1?) Z biz; + c(0® — r)? + ao® — 7’2)2}
i=1

< —(m—my)e {8 + (0 = r) filx, 1) + ald® = r*)*},

kur fi(z,t) yra aprézta funkcija. Kai p > 0, o1 < r < p, funkcija fo(z,t) =
8ur? + (0> —r?) fi(x,t) + a(0® — r?)? yra teigiama cilidro Q; Soninio pavirSiaus tasky
aplinkoje, o1 < r < p. Likusioje cilindro dalyje, kur r < py, funkcija (0* — 7?)
yra aprézta i$ apacios teigiama konstanta ir todél fo(x,t) yra teigiama, jeigu tik a
pakankamai didelis. Tokiems « reiskinys L(w) < 0 cilindre Q.

Lengva patikrinti, kad funkcija w(z,t) yra neneigiama cilindro Soniniame pavir-
siuje ir jo apatiniame pagrinde. ISties, kai r = p, gauname, kad w = m —u > 0. Kai
t =t ir r < p, gauname

w(z,t) =m—(m—my)(0o® —1*)? —u>

m— (m —mq)o* —my >m— (m—my) —m; =0.

Remiantis (2.1) teorema, funkcija w(z,t) > 0 visur cilindre @);. Taigi

w(0,82) =m — (m —my)(0® — 0%)2e~ 1) — (0, 42) =

m — (m —my)ote @ — (0,12 >0
ir
w(0,8%) < m — (m —my)o'e @) < m,
Teorema yra jrodyta. O

2.10 teorema. Tarkime, kad funkcija u(x,t) yra tolydi aibéje D ir aibéje D\I' tenki-
na (3) lygti. Tegu lygties koeficientai tenkina (2.9) teoremos prielaidas. Tarsime, kad
kiekvienam taskui P € S egzistuoja rutulys Ap, P € Ap, kurio visi taskai, esantys

10



srityje 0 < t < T, isskyrus taskq P, priklauso aibei D\, be to Sio rutulio spindulys,
nubréztas j taskqg P, néra lygiagretus asiar t.

Tarkime, kad funkcija u(x,t) maksimumq jgyja taske Py(x',t') € S. Tada arba
funkcija u(z,t) yra pastovi tasko P aplinkoje, kai t < t', arba Ou(Py)\dy < 0, kur
v kryptis sudaro smaily kampg su rutulio Ap, spinduliu, iseinanciu i§ tasko Py § jo
centrq.

Irodymas. Tegu t' < T. Jei tasko P, aplinkoje, kai t < t!, u(z,t) néra konstanta, tai
remiantis (2.9) teorema

u(P) < u(P) (8)

kiekvienam rutulio Ap, taskui, esanc¢iam P; aplinkoje. Tegu koordinaciy prazios
taskas sutampa su rutulio Ap, centru ir tarsime, kad spindulys R yra tiek mazas,
kad (8) nelygybeé islieka teisinga rutulyje Ap, ir Ap, € D. Nagrinékime funkcijg

) _ e—a(r2+t2) . 6—O¢R2

vz, ,

éia r = (X0, 22)/2. Tada

L(v) = {—204(2%-—13—1—2 bixi> +40* ) aai; +c}e‘o‘(’"2+t2) —ce " >0 (9)
i=1 i=1 inj=1
kair >4, a > 0.

Nagrinéekime sritj w, kuri aprézta ta rutulio Ap, pavirsiaus dalimi, kuriai priklauso
taskas Py, ir plokStumos, kuri yra statmena spinduliui O P, ir tiek artima taskui P,
kad srityje w buty teisinga (9) nelygybé. Nagrinékime pagalbine funkcija w(P) =
u(Py) — u(P) — Bv(P), B > 0. Si funkcija yra neneigiama rutulio Ap, pavirsiuje,
nes siame pavirsiuje v(P) < 0, u(P) < u(P;). Kadangi likusioje pavirsiaus w dalyje
teisinga (8) nelygybé, tai pakankamai maziems [, funkcija w(P) > 0, VP € Ow.
Kadangi L(w) = cu(P;) — fL(v) < 0, tai remiantis (2.1) teorema, funkcija w(P) > 0,
VP € w. Be to, w(P;) = 0. Vadinasi dw(P;)\0y > 0 ir

ou( P, ov(P
(1) <if v(Py)
0y 0y
Jeigu t' = T, tai pateiktas jrodymas nesikei¢ia. Reikia tik imti tuos rutulio Ap,
taskus, kuriems ¢ < T'. Teorema jrodyta.

= 2Bae N/ 12 L2 cos(O P, ) < 0.

]

Naudojantis 2.10 teorema, galima jrodyti treciaji krastinj uzdavinj ir vienaties
teorema.

11



2.3 Pozityvumo lema

Siame skyrelyje nagrinéjama C.V. Pao knygos "Nonlinear Parabolic and Elliptic Equ-
ations" medziagos dalis (zr. pav [2]).

Norint jrodyti pozytivumo lemg, pirmiau reikia suformuluoti teoremas, kuriy
prireiks jrodinéjant.

2.11 teorema. Tegu w € C*1(Qr) tenkina nelygybe

we— Lw >0, (x,t) € Qr.
Jei w jgyja minimumag mg kokiame nors taske, esanciame cilindre Qr, tada w(x,t) =
mo, (x,t) € Qr. Kitu atveju, w jgyja minimumg kokiame nos taske (xo,ty) € Sr,
tada tame taske teisinga nelygybé Ow\Ov.

2.12 teorema. Tegu w € C*(Qr) tenkina nelygybe

w— Lw+caw >0, (z,t)€Qr,
cia ¢ = 0 aprézta funkcija cilindre Q.

2.13 lema (Pozityvumo lema). Tegu w € C(Qr) NCY*(Qr) tenkina nelygybes:

w— Lw+cw >0, (x,t)€Qr
ow o
o + Bow >0,  pavirsiuje St (10)
v

w(0,2) >0, z€Q,

kur koeficientai oy > 0, By > 0, ag + ﬁL> 0 pavirsiuje S, o funkcija ¢ yra aprézta
aibéje Qr. Tada w(t,x) >0, V(x,t) € Qr.

Irodymas. 18 pradziy nagrinésime atveji, kai ¢ > 0 cilindre Q7. Tarkime priesingai.
Tada egzistuoja taskas (zg,ty) € Qr toks, kad w(wo,ty) igyja neigiama minimuma
cilindre Q7. Kadangi w(zg,0) > 0 salyga iSpildyta, tai taskas (zg,to) yra arba srities
Qr viduje, arba pavirsiuje S. Kadangi yra tokiy atvejuy, kai w yra neneigiama, tai
(2.12) teorema parodo, kad (xg,ty) € Sr. Tada

Ow(xg, t
(820) + Bo(wo, to)w (o, tg) > 0.

Jei a(xg,tg) = 0, tai B(xg,to) > 0 ir w(we,to) > 0. Remiantis (2.11) teorema,
gauname priestara, kad w(zo,ty) < 0. Jeigu ap(wo,to) > 0, tai W > 0. Is to
isplaukia, kad ir w(z,t) > 0.

ao(zo, to)
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Nagrinésime antrajj atvejj, kai v > —c. Apibrézkime naujg funkcija
v(z,t) = e Mw(x,t).

Tada nelygybeé

wy — Lw + cw = (ve); — L(ve™) + c(ve™) =

et + yve’ — Lve + cve? > 0.

Suprastinkime is eksponentés. Tada
vy — Lv+ (y+c)v > 0.
Be to, funkcijai v yra teisinga krastiné salyga

9,
Oéoafz + Bov >0

ir pradiné salyga

V|t—o = u(x,0) > 0.

Kadangi v+ ¢ > 0, tai v > 0. IS to isplaukia, kad ir w > 0.

3 Aprioriniai jverciai

3.1 apibrézimas. Sistemos (1), (2) sprendinys ay, as, 01,0y yra klasikinis sprendi-
nys, jei a; € C*1(Q x (0, T])NC(Q x [0,T)), 6; € C*1(Sy x (0,T)) NC(S2 x [0,T7]),
i = 1,2 ir da\On yra tolydi pavirsiuose Sy x [0,T], Se x [0,T], 0 normaliné isvestiné

00\0v yra tolydi pavirsiuje Y- x[0,T].

Norint jrodyti sistemos (1), (2) klasikinio sprendinio egzistavima ir vienatj is

pradziy reikia gauti Sios sitemos sprendiniy apriorinius jvercius.

3.1 Sistemos (2) aprioriniai jverciai

3.2 lema. Tarkime, kad funkcijos a; = a(2',t), i = 1,2 yra tolydZios ir neneigiamos
pavirsiuje Sy x [0, T] ir 0;, i = 1,2 yra (2) sistemos klasikinis sprendinys. Tada

visiems ¥’ € Sy irt € [0,T] galioja Sie jverciai:

13



m/
0 < 6:(2/,1) < max{mwcez-o@’),’w} =6, (11)

!
2'€S, Kimy + Ky

kur

/ /
m; = max  a;(2,t).
(2/,£)€52 x[0,T]

Irodymas. Tarkime, kad (3.2) lemos prielaidos yra tenkinamos. Tada sistemos (2)
pirmaja lygti galime perrasyti taip
9; — /{AZAGl + (/‘iiai + Ki; + /ﬁg@j)&- = R;Q; > 0

Si nelygybé yra teisinga, nes a; yra neneigiama funkcija, o &, teigiama konstata. Be
to funkcija 6; tenkina krastine salyga

gil =0, (x,t)eXx(0,T]
ir prading salyga
Oili=0 = 00 >0, (z,t) € Ss.

Remiantis pozytivumo lema, funkcija 6; pavirsiuje Sy x [0, 7] negali jgyti neigiamo
minimumo ir 6;(z’,t) > 0 pavirsiuje Sy x [0, 7T].
Tegu p; =07 — 6;. Tada 0; = 0] —p;

—pi + kilAp; + (Kia; + K + K120;) (0] — pi) = Kia;

ir
P — kilAp; + (kia; + ki + K120;)pi = —kia; + (Kia; + ki + F120;)0; =
KiQ;
Ki@; + Ki; + K120;) | 0F — Gt >0,
( 2 J)< ! KiQ; + Ki; + R129j> o
nes

!
RiQ; < Ry,
p— / .
R;Q; + Ri; + /43129]' KT + Rii

Be to, funkcija p; tenkina krasting salyga

14



Ip;
o

=0, (z,t)e> x(0,T],
ir pradine salyga

t_ozﬁ*—@oz(), kaixébj.

Di

Remiantis pozityvumo lema , funkcija p; pavirSiuje Sy x [0, 7] negali jgyti neigiamo
minimumo. Todél p; =607 —6; > 0 ir

/
KM,
6,(a/,) < max { max Oig(a'), — i |,
z'E€So Iiimi —f- Ri;

Lema jrodyta.

3.2 Sistemos (1) aprioriniai jverciai

3.3 lema. Tegu funkcijos 0; € C(Syx[0,T]),i = 1,2 tenkina nelygybes 0 < 0;(z',t) <
1, Vo' € Sy, t € [0,T] . Taip pat tegu a; yra klasikinis (1) uZdavinio sprendinys.
Tuomet kiekvienam x € Q) irt € [0,T] yra teisingi aprioriniai jverciai

il
0 < a;(z,t) < max { rile%xao(x), M} = m, (12)
kur
07 = max  6;(2 ).

(@ ,t)€Sa,t€[0,T]

Irodymas. Tegu (3.3) lemos prielaidos yra tenkinamos. Tada
a; — klACLz = 0, (x,t) € Qx (0,T>,

8ai
Z% = Oa (l’,t) € Sl X (OvT)v

8ai
kz% -+ Iizp<1 — 01)(11 = Ii“pez > 0, (.T,t) € Sg X (0,T)7

= Q,p, ([L’,t) € Q.

a.
"lt=0
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Pagal lemos prielaida kip(1 — 6;) > 0. Remiantis pozityvumo lema, funkcija a;
cilindre € x [0, 7] negali jgyti neigiamo minimumo. Taigi a;(x,t) > 0V € Q, t €
[0,7],i=1,2. Tegu q¢; = m; — a;. Tada a; =m; — ¢

—qi +kiAg; =0 = ¢ —kAg=0.

Funkcija ¢; tenkina krastines salygas

9q;
k’i = 07
v
dq;
kg = kip(0s = 1) = mi(kip — Kipbh) — rispli =

nes

Kiil; kil
ri(1—0;) = k(1 —6F)
Pradiné salyga taip pat yra teisinga

=m — a; >0

@i, _,

Remiantis pozityvumo lema, ¢; = m; —a; > 0 cilindre Q x [0, T negali jgyti neigiamo

minimumo. Todél galima teigti, kad a(x,t) < m kiekvienam z € Q, t € [0,T] ir
lemoje suformuluoti jverciai yra teisingi. ]
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Summary

In this thesis the main problem is described as a coupled system of parabolic equ-
ations. The main goal is to get a prior estimates for solutions of that system. The
way of solving this problem is based on positivity lemma and maximum principle.
Those theorems have been formulated and proved in the theory part of this thesis.
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