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Ivadas

Tegul, kaip visada, s = o + it yra kompleksinis kintamasis, o a,, yra kurie nors
kompleksiniai skai¢iai. Tuomet eilutes
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m:lm

yra vadinamos Dirichlé eilutémis. Siomis eilutémis yra skleidziamos taip vadinamos
beveik periodinés funkcijos, kuriy klasé néra plati. Todél Dirichlé eilutés placiai yra
nagrinéjamos ne bendroje analizéje, o analizinéje skaiciy teorijoje. Dirichlé eiluciy
svarba skaiciy teorijoje yra paaiskinama tuo, kad Siomis eilutémis yra apibréziamos
dzeta funkcijos. Yra zinoma, kad Dirichlé eilutés konvergavimo bei absoliutaus
konvergavimo sritis yra pusplokstumeé. Pavyzdziui, garsioji Rymano zeta funkcija
((s) pusplokstuméj o>1 yra apibréziama eilute
x

()= —.

m=1 m

Funkecija ((s) pusplokstuméje o > 1 galima uzrasyti begaline Oilerio sandauga pagal

pirminius skaicius

Funkeij ((s) yra analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokstuma iSskyrus pa-
prastajj poliy taske s = 1. Siam analiziniam pratesimui yra naudojama funkcijos
((s) funkciné lygtis, kuri surisa kintamajj s su 1 —s. Tegul I'(s) yra Oilerio gamma

funkcija. Tuomet ta funkciné lygtis turi pavidalg

S ss1_ 1 —s

2)6(s) =TT T(—

miD( (1 - ).



Si funkciné lygtis yra naudojama ir kity uzdaviniy sprendimui. Paminétus ir kitus

rezultatus galima rasti [1] knygeléje, arba [5] monografijoje.

Be funkcijos ((s) bei kity analogiskuy funkcijy, turin¢iy Oilerio sandauga pagal
pirminius skaicius, yra ir dzeta funkcijy kurios tokios sandaugos neturi. Viena is
tokiy funkcijy yra Hurvico dzeta funkcija. Tegul a, 0<a <1, yra fiksuotas paramet-
ras. Tuomet Hurvico dzeta funkcija ((s,«) pusplokstuméje o>1 yra apibréziama

Dirichlé eilute

mZ:O (m+ a)
IS Sio apibrézimo turime, kad
(s, 1) = ¢(s)
ir
1 S
5, 5) = (2" = 1))

Taigi, kai a=1 arba o = %, tai ((s, ) turi Oilerio sandauga pagal pirminius skaicius,
nes tokia sandauga turi funkcija ((s). Funkcija ((s, @), kaip ir funkcija ((s), yra
analiziSkai pratesiama j visa kompleksine plokStuma, iSskyrus paprastaji poliy s = 1.
Paminésime dar vieng funkcija, kuri priklauso nuo dviejy parametry ir bendruoju
atveju negali buti uzrasyta sandauga pagal pirminius skaic¢ius. Tai yra Lercho dzeta
funkcija. Tegul A yra dar vienas realusis parametras, o « yra tas pats kaip ir Hurvico
dzeta funkcijos atveju. Tuomet Lecho dzeta funkcija L(A, «, s) pusplokstuméje o>1

yra apibréziama Dirichlé eilute

00 271'1)\3
L(\ a, s)
mz—:o (m+a)s

Matome, kad jei A yra sveikasis skaicius, tai funkcija L(\, o, s) tampa Hurvico dzeta
funkcija, nes e*"*™=1 su kiekvienu sveikuoju k. Funkcija L(),«,s) taip pat yra
analiziskai pratesiama j visg kompleksine plokstuma, iSskyrus paprastajj poliy s = 1,
kai A = k. Funkeijy ((a, s) ir L(\, «, s) teorija yra iSdéstyta [2] monografijoje.
Bakalauro darbo objektas yra Lercho dzeta funkcijos apibendrinimas, vadinamoji

periodiné Hurvico dzeta funkcija. Tegul

a={an,:meNy=NU{0}}
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yra periodiné kompleksiniy skai¢iy seka su minimaliuoju periodu ¢ € N | tai yra, su

visais m € Ny yra teisinga lygybe

am+q = Q-

Pavyzdziui, a,, = (—1)™ yra periodiné seka su periodu ¢ = 2. Seka a,, = "™,

i = +/—1, yra taip pat periodiné su periodu ¢ = 4, nes i® = 1,i! = ,i®> = —1,i3 =
—i,i* = 1. Periodiné Hurvico dzeta funkcija ((s, A, a) pusplokStuméj o>1 yra api-
bréziama Dirichlé eilute

[e.o]

((s,o,a) = >

m=0

m+a)

Cia a kaip ir anks¢iau apibréztose funkcijose yra fiksuotas parametras, 0 < a < 1.
IS sekos a periodiskumo turime, kad visi jos nariai a,, yra aprézti baigtine kons-
tanta ¢>0, tai yra |a,,| < ¢, nes sekoje a yra tik baigtinis skaiCius ¢ skirtingy
nariy.
Vel remdamiesi sekos a periodiskumu, isreiksime funkcija (s, v, a) Hurvico dzeta
funkcijomis. Tegul o>1. Tuomet

[e.9]

((s,,a) = )

m=0

m+a)

Visus skaic¢ius m € Ny suskaidome j klases moduliu ¢ = m (mod ¢). IS ¢ia turime,

kadm=k+rgsuk=0,1,....g — 1, o r € Ny. Taigi

q—1
Aftrq
((s,a,a) = —_ =
( ) ,;)Tg)(k+rq+a)s
q—1 [e%s) q—1
1 k+ «
= a — a 1
- Sl - o Y m

Kadangi Hurvico dzeta funkcija ((s, «, a) turi analizinj pratesima j visa kompleksine
plokstuma (isskyrus paprastaji poliu taske s = 1), tai i$ ¢ia gauname, kad ir funkcija
((s, a, a) taip pat gali buti pratesiama j visa kompleksine plokstuma iSskyrus galima
poliy taske s = 1.

Yra zZinoma [2], kad

Ress—1 ((s,a) =1



Todeél is gauname, kad

19

Ress—1 ((s,a,a) = Zak

Jeigu pastaroji suma yra lygi 0, tuomet funkcijos (s, «r, a) reziduumas taske s = 1
yra lygus 0, todél Siuo atveju funkcija ((s, a,a) visoje kompleksinéje plokstumoje
neturi ypatingy tasky, ji yra analiziné visoje kompleksinéje plokstumoje.

Daugelis dzeta funkcijy, tarp kuriy ir musy minétos Hurvico dzeta ir Lercho
dzeta funkcijos, turi funkcines lygtis, kurios surisa kintamajj s su 1 — s. Bakalauro
darbo tikslas yra gauti funkcine lygtj periodinei Hurvico dzeta funkcijai. Naudosime

Zymenis

T=1-A{z},

1 kai x € Z,
3’;_ —=
{z} kaix ¢ Z,
ir
q—1 kta
ay, = > ap exp{E2mi—2-}.
k=0 q

Cia {r} Zymi realaus skai¢iaus 2 trupmenine dalj. Jrodysime tokia teorema.

1 teorema. Tarkime, kad o < 0. Tuomet yra teisinga funkciné lygtis

C(1—-s,a,a) = L I(s) (exp(_ms) i ;L; +exp(7r2is) i a’_”>.

s
2 m=1 m=1 m

Teoremos jrodymui naudosime analogiska funkcine lygti Hurvico dzeta funkcijai,

kuri iSplaukia is funkcinés lygties Hurvico dzeta funkcijai.



1 skyrius

Funkcine lygtis Lercho dzeta

funkcijai

Primename, kad Lercho dzeta funkcija L(A, a, s) pusplokstumeéje o > 1 yra apibre-

ziama Dirichlé eilute

0o 2m>\m
L(\ a,s)
mz_o (m +a)*

ir yra meromorfiskai pratesiama i visa kompleksine plokstuma. Cia A € R, 0 0 <

a < 1. Funkcinei lygciai formuluoti naudosime zZymenis

f=1-{a)
ir
1 kai x € Z,
{z} kai x & Z.
Yra teisingas toks tvirtinimas.
1 lemma. Tarkime, kad o < 0. Tuomet yra teisinga funkciné lygtis:

I(s)
()’

LA\ a,1—s)= (exp(?m’(i - a/\_))L(/\_, —a, s)+

+exp (27m'(—§ + oz)\+)) LA, a, s).

Sia lygtj jrodé M.Lerchas [3] . Matome, kad funkciné lygtis Lercho dzeta funkcijai

surisa ne tik kintamuosius s ir 1 — s, bet ir parametrus A ir «

7



2 skyrius

Funkcine lygtis Hurvico dzeta

funkcijai

Kadangi Hurvico dzeta funkcija yra atskiras atvejis Lercho dzeta funkcijos, tai jos

funkcine lygtis iSplaukia i 1 lemmos. Teisingas yra toks tvirtinimas:

2 lemma. Tarkime, kad o < 0. Tuomet yra teisinga funkciné lygtis:

£ ) = ) 5 S

—Tis, <= exp(2miam)
DY )

+exp( 5 .

m=1

Pastebime, kad lema galima jrodyti ir tiesiogiai. Tai yra padaryta [2] ir [4]
monografijose.

Irodymas. Hurvico dzeta funkcijg gauname paéme Lercho dzeta funkcijos api-
brézime A € Z. Taigi, Siuo atveju turime, kad At =1, o A= = 0. Jrase Sias reikSmes

i 1 lemma, gauname, kad

['(s)

L(l1—s,a)= n):

(exp(QmZ)L(—a, 0,s)+ exp(2m’(—i +a))L(a, 1, s)) (2.1)

o0 exp J— 27‘(‘ O

s
m=1 m



ir

> exp(2mima) >, exp 27rzma)
L(a, 1, s) = exp(—2miq) .
mZ::O (m+1)s p( mz,:l
Irase Sias reiksmes j (2.1)) gauname, kad
['(s) s > exp( 2mma) S X exp(2mima)
C(1—s,a)= @) (exp mz mZ:l —+ exp(—m§) m§::1 T)



3 skyrius

Funkcine lygtis periodinei Hurvico

dzeta funkcijai

Siame skyrelyje jrodysime jvade suformuluota pagrindinj bakalauro darbo rezultata-
funkcine lygtj periodinei Hurvico dzeta funkcijai.

teoremos jrodymas. Remsimeés formule

q—1
C(Svaa Cl) - ls Zakg(sa bt Oé)
— q

ir funkcine lygtimi Hurvico dzeta funkcijai (2 lemma).I$ ¢ia gauname, kad

k
C(1—s,a,a) = = Zak{l—s +a) (3.1)
s q
Is 3.1 lemmos turime, kad
ca k+ a) I'(s) <7ris> > eXP{W}+ (—m's) > eXP{M}
—s = exp(—— ex :
T g (2m)s P — ms P — m#
Irase Sia iSraiska i (3.1]), gauname
—27mim( k+a)}

J I N {
((1—s,a,a) = a” ex
( ) qlfs ];] (27-[-)3




Soho ak exp{=

—2mim( k—l—a) }

mS

(1= sa,0) = —— LG (exp{m} >

+ exp{— ' }Z

Kadangi esame pazymeéje

mS

kta
Z ag exp{:l:2ml}

tai jrase Sias iSraiSkas j (3.2) lygybe gauname, kad

C(1—-s,a,a) =

Teorema jrodyta.
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Functional equation for the periodic Hurwitz zeta-function

Dominykas Dabuzinskas

Summary

Let s = 0 +it be a complex number, and a = {a,, : m =0,1,2,3,...} be a sequence of
compex numbers with minimal period ¢ € N. The periodic Hurwitz zeta-function (s, «, a)

is defined, for o > 1, be the series

o0

saa Z

0 (m + a)
and is meromorphically continued to whole complex flone.
In the bachelor work, we prove the functional equation for the function ((s,c,a).

Suppose that o < 0. Then

S Y T E Tt |

Here
q—1 kt+a

Z ag exp{i2m }.

k=0

12



Literatura

[1] A. LAURINCIKAS, Rymano dzeta funkcijos teorijos pagrindai,

Vilniaus universiteto leidykla, Vilnius, 1990.

[2] A. LAURINCIKAS, R. GARUNKSTIS, The Lerch Zeta- funkction,

Kluwer, Dordrecht, Boston, 2002.

[3] M. LERCH, Note sur la fonction K(w,\,s) = > pap{2minA}(n + w)~%,

Acta Math, 11(1887), 19-24.

[4] J. STEUDING, Value-Distribution of Lerch Zeta- funkctions,

Lecture Notes of Math, Springer, Berlin, 2007.

[5] E.C. TiTcHMARSH, The Theory of the Riemann Zeta- Function,

Oxford University Press, Oxford, 1986.

13



	Ivadas
	Funkcine lygtis Lercho dzeta funkcijai
	Funkcine lygtis Hurvico dzeta funkcijai
	Funkcine lygtis periodinei Hurvico dzeta funkcijai
	Summary
	Literatura


