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Ivadas

Algebriniy skai¢iy teorijos istorija visai atsitiktinai prasidéjo XIX a., detaliai nagri-
néjant jprastg skaiciy teorija. Atradimas buvo labai sékmingas ir jau XX a. tokios
savokos kaip abstrakéioji ziedy, lauky bei vektoriniy erdviy teorija papildé algebriniy
skaiciy tyrinéjimy atradimus.

Siame darbe nagrinéjami algebriniai skai¢iai - kompleksiniai skaiciai, kurie yra
vieno kintamojo nenuliniy polinomy su racionaliaisiais koeficientais saknys.

Pagrindinis darbo tikstas yra pristatyti aibés
{a,a+1,a+2,...}, (1.1)

kur « — fiksuotas algebrinis skaic¢ius, multiplikatyviojo priklausomo problemg. Ma-
noma, kad §i aibé yra multiplikatyviai priklausoma su kiekvienu algebriniu skai¢iumi
a. Dubickas [3] jirodé, kad (1.1) aibé yra multiplikatyviai priklausoma su kiekvienu
sveikuoju kvadratiniu algebriniu skai¢iumi a. Siame darbe pristatomas Drungilo ir
Dubicko [1] jrodymas, kad (1.1) aibé yra multiplikatyviai priklausoma su kiekvienu
kvadratiniu algebriniu skai¢iumi «.

Taip pat tiriamas ir aibés {o + r: r € Q} multiplikatyvusis priklausomumas.
Darbe pristatytas jrodymas, kad si aibé yra multiplikatyviai priklausoma su kiek-
vienu kubiniu algebriniu skai¢iumi o.

Si algebriniy skai¢iy multiplikatyvaus nepriklausomumo teorija glaudziai susijusi
bei yra taikoma sprendziant ir kitas matematikos problemas. Pavyzdziui, (1.1)
tipo aibés multiplikatyvusis priklausomumas susijes su Lercho dzeta funkcijos nuliy
pasiskirstymo ir universalumo savybémis. Be to, (1.1) tipo aibés multiplikatyvusis
priklausomumas susijes su Proke-Teri-Eskoto (Prouhet-Tarry-Escott) bei ErdioSo-

Strauso hipotezémis.



1.1 Algebriniai ir transcendentieji skaiciai

1 apibrézimas ([4]). Kompleksinis skaicius « vadinamas algebriniu, jei jis yra
kokio mors nenulinio polinomo su sveikaisiais koeficientais saknis, t.y. jei egzistuoja
toks nenulinis polinomas f (x) € Z |x], jog f (o) = 0. Jei polinomo f (x) vyriausias

koeficientas lygus 1, tai skaicius o vadinamas svetkuoju algebriniu skaiciums.

Pavyzdziui skaidiai 2 ir v/3 yra sveikieji algebriniai skai¢iai, nes jie yra atitinka-

mai polinomy x — 1 ir 22 — 3 Saknys.
2 pavyzdys. [sitikinsime, jog skaicius 1/2 yra algebrinis, bet néra sveikasis algeb-
rinis skaicius.

Sprendimas. Skai¢ius 1/2 yra algebrinis, nes jis yra polinomo 2z — 1 Saknis.
Tarkime, jog skaicius 1/2 yra sveikasis algebrinis skaicius. Tuomet egzistuoja toks
polinomas

f (ZE) ="+ an—lxn_l + ...+ a1x + ao, a; S Z,
jog f(1/2) =0, t.y.

() bom (3) v (5) v
9 Ap—1 9 aq B ag = U.

Abi sios lygybés puses padaugine is 2", gauname
14+ ap 12+ ... +a;2" 1 + 492" = 0.

Taciau sios lygybés kairéje puséje gavome nelyginj skaiciy, o desinioji lygybeés puse

yra 0. Priestara.

3 apibrézimas ([4]). Tarkime, jog o — algebrinis skaicius. MaZiausio laipsnio nor-
muotas polinomas (kurio vyriausias keoficientas lyqus 1) p (z) € Q [z], kurio Saknis
yra «, vadinamas algebrinio skaiciaus o minimalivoju polinomu, o jo laipsnis

vadinamas algebrinio skaiciaus a laipsniu ir Zymimas deg ().

Pavyzdziui, bet kuris racionalusis skaic¢ius » € Q yra pirmojo laipsnio algebrinis

skaicius.

4 apibrézimas ([4]). Kompleksinis skaicius vadinamas transcendenciuoju, jei jis

néra algebrinis, t.y. néra jokio polinomo su racionaliaisiais koeficientais Saknis.



.....

dangi C — kontinuumo galios aibé, tai ,beveik visi“ kompleksiniai skaiciai yra trans-
cendentieji. Taciau jrodyti, kad pasirinktas konkretus skaicius yra transcendentusis
dazniausiai yra sunku.

1873 m. Ermitas jrode, kad skaicius e yra transcendentusis, o 1882 m. Linde-
manas jrodé, kad skaic¢ius 7 yra transcendentusis.

Jeigu a — transcendentusis skaicius, tai su bet kokia aibe M C Q skaicius a yra

M-nepriklausomas. Sveikyjy skaic¢iy didesniy arba lygiy ¢ aibe Zymésime Z;.

1.2 Multiplikatyvusis priklausomumas

Tegul Z, Q, R ir C — atitinkamai sveikyjy, racionaliyjy, realiyjy ir kompleksiniy
skaiciy aibés.
5 apibrézimas ([1]). Sakykime, kad M - bet koks racionaliyjy skaiciy aibés poaibis.
Kompleksinis skaicius o vadinamas M -priklausomu, jei egzistuoja tokie du skirtingi
skaiciy rinkiniai x1, ..., € M iry1, ..., Ym € M (ty. x1,...,2, NETQ Y1, ..., Yn
perstata), kad

(a+xy)...(a+x,) = (a+y1)...(+Yn). (1.2)

Jei m = 0, tai laikysime, kad (1.2) lygybés desinioji puse lygi 1. Maziausias
skai¢ius n + m, su kuriuo teisinga (1.2) lygybé zymimas ¢ (o, M).

Pavyzdziui, bet kuris sveikasis skaicius a € Z yra Z-priklausomas. IS tikryjuy,
teguln=1,2;=1—a€Zirm=0. Tada o+, = 1. Taigi ¢ (a,Z) = 1.

Skai¢ius v/2 yra {—1,1}-priklausomas, nes (\/§ — 1) (\/§+ 1) = 1. Be to, gali-
ma nesunkiai jsitikinti, kad ¢ (\/5 {-1, 1}) =2

Manoma (zr. [3, 1]), kad teisinga tokia hipotezé.

Hipotezé. Kiekvienas algebrinis skaicius yra Zo-priklausomas.

Jei o yra Saknis iS vieneto, tai egzistuoja toks n € N, kad a,, = 1. Todél a yra
Zo-priklausomas skaicius ir ¢ («, Zg) < n.

Tarkime, kad « yra kvadratinis (antrojo laipsnio) sveikasis skai¢ius. Tada egzis-
tuoja tokie sveikieji skai¢iai a ir b, kad o + aa+b = 0. Sia lygybe galime perrasyti
taip:

ala+a+1)=a-—0.

Taigi v yra Z-priklausomas ir ¢ (o, Z) < 3.
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6 teorema ([3]). Tegult — bet koks sveikasis skaicius.
1. Kiekvienas racionalusis skaicius o yra Zy-priklausomas ir £ («, Z;) < 4.

2. Kiekvienas sveikasis kvadratinis algebrinis skaicius yra Z;-priklausomas ir

E(@,Zt) < 5.

Jei a € C yra Z-priklausomas ir (1.2) lygybéje n # m, tai « yra sveikasis al-
gebrinis skaic¢ius. Vadinasi, jei « yra algebrinis skaic¢ius, bet néra sveikasis algebrinis

skaicius, tai n = m, t.y. £(«,Z) — lyginis skaicius.

7 teorema ([1]). Tegul t € Z. Kiekvienas kvadratinis algebrinis skaicius o yra

Zy-priklausomas. Be to, { (a, Zy) < 8.

8 teorema ([1]). Kickvienas kubinis algebrinis skaicius o yra Q-priklausomas. Be

to, L (a,Q) < 8.

Siame darbe pateikiami 7 ir 8 teoremy jrodymai.

1.3 Kvadratiniy polinomy multiplikatyvus priklau-
somumas

Tegul M C C yra kompleksiniy skai¢iy aibé. Sakoma, kad aibé M yra multiplikaty-
viai priklausoma, jeigu egzistuoja tokie x1, o, ..., x5 € M (x; # x;) bei ky, ko, ..., ks

(ne visi lygus nuliui), kad
II x?j =1
j=1

Tegul o yra d laipsnio algebrinis skaic¢ius, kurio minimalusis polinomas yra
P(x)=a(r—a1)(z—ag)...(z — ay),

kur a > 0. Aibés {n + a: n € Zy} multiplikatyvusis priklausomumas yra glaudziai
susijes su polinomo P (x) reikSmiy sveikuosiuose taskuose aibés multiplikatyviuoju
priklausomumu.

Tarkime, kad

[T (& +a) =1.
j=1



Tada aisku, kad
[M@+a)v=1,r=23,...,d
j=1

Taigi gauname lygybe
s d , s k;
1=TITI (& + )" = T ()" P (=a) /a) " .
j=14=1 7j=1

Jei Z]”f:l k; =0, tai

Taigi aibe {...,P(=2),P(-1),P(0),P(1),P(2),...} yra multiplikatyviai pri-
klausoma.

Tarkime, kad « yra racionalusis skaicius o = ¢/b, kur ¢ € Z, b € N. Tada su
kiekvienu sveikuoju ng aibé {n + a: n € Z,n > ng} yra multiplikatyviai priklauso-
ma. Tai iSplaukia i$ tapatybes

(t+2) ((t+1)(b+1)+c+2) = (t+1+2) <t(b+1)+c+g>.

1.4 Teoremy jrodymai

7 teoremos jrodymui reikes tokio klasikinio rezultato:

9 teorema (Dirichlé). Tegul a ir d — tarpusavyje pirminiai sveikieji skaiciai. Tada

aritmetinéje progresijoje a + dn,n € N, yra be galo daug pirminiy skaiciy.

10 apibrézimas. Tegul p — nelyginis pirminis skaicius. Sveikasis skaicius a vadi-
namas kvadratine liekana moduliu p, jei lyginys 2> = a (mod p) yra issprendZiamas.
Priesingu atveju skaicius a vadinamas kvadratine neliekana moduliv p. ApibréZkime

funkcijg (5) :Z — {—1,0,1}:

1 jei a — kvadratiné liekana moduliv p ir a 20 (mod p)
a
(p) =49 —1 jeia - kvadratiné neliekana moduliu p
0 jeia=0 (mod p)

Si funkcija vadinama LeZandro simboliu.

Lezandro simbolis yra atskiras atvejis bendresnés funkcijos — Jakobio simbolio.



11 apibrézimas. Teguln > 1 — nelyginis naturalusis skaicius. Jakobio simboliu va-
dinama funkcija (=) : Z — {—1,0, 1}, apibrézta tokiu budu: jei naturaliojo skaiciaus
n kanoniné israiska yra n = p{*p3* ... pL*, tai

(-G GG

kur () — LeZandro simboliai.

7 teoremos jrodymas. Turime lygybe aa® + ba + ¢ = 0, kuroje a, b ir ¢ yra sveikieji
skai¢iai, tenkinantys salygas: a > 0,c # 0 ir lygties diskriminantas D = b? — 4ac #
0. Pirmiausia jrodysime, kad egzistuoja toks teigiamas sveikasis skaicius k, kad
b2 k? + 2ck yra kvadratiné lieckana moduliu 2ak + 1.

Tarkime, kad h € Z ir nelyginis sveikasis skaic¢ius P > 1. Tegul (%) — Jakobio
simbolis.

IS tapatybés

da? (0K + 2ck) = b* (2ak +1)* = 2 (b — 2ck) (2ak + 1) + D

b?k? + 2ck _< D )
2ak +1 | \2ak+1/)"

Remiantis Dirichlé teorema, galima parinkti tokj &' € Z, kad Dk’ > 0 ir skaicius

gauname, kad

p = 4aDK 41 buty pirminis. Tegul k = 2DFk’. Tada p = 2ak+ 1. Uztenka parodyti,

(?) —1. (1.3)

Kadangi p — pirminis skaicius, ¢ia Jakobio simbolis tampa Lezandro simboliu.

jog

Pazymékime D = 2°D’e, kur s € Zg, D' > 0 yra nelyginis skaiéius ir ¢ = +1.

B)-()E)0

Kadangi p =1 (mod 4) ir p = 1 (modD’), tai

(3)-(5)-

ir (;) = 1. Taip pat su kiekvienu lyginiu s teisinga lygybé

o

Jeigu s yra nelyginis, pastaroji lygybe isplaukia is (5) =1, nes p = 1 (mod 8).

Tada gauname

Gauname, kad visi trys Lezandro simboliai desiniojoje (1.4) lygybeés puséje yra lygus
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1. Todél teisinga ir (1.3) lygybé. Vadinasi, b*k*+2ck yra kvadratine liekana moduliu
2ak + 1.

Toliau parodysime, kad lygtis
(2ak + 1) (o + x1) (a0 + 22) = (v + y1) (0 + y2) (1.5)

turi be galo daug sveikyjy sprendiniy x1, 22,1, v2 > t. Kadangi aa® = —ba — ¢, tai

(1.5) lygybé yra teisinga, jeigu
y1 + Y2 = (2ak + 1) (z1 + x2) — 2bk
ir
Y1y = (2ak + 1) zy29 — 2ck.
Jeigu y; ir yo pazymeésime atitinkamai y; = xo—1,yo = (2ak + 1) x1+2akxs—2bk+1,
gausime, kad uzrasyta suma yra teisinga.

Pakanka jrodyti, jog lygtis
((2ak 4+ 1) x1 4+ 2akxy — 2bk + 1) (xg — 1) = (2ak + 1) zy29 — 2¢ck

turi sprendiniy su pakankamai dideliais z1, x5 € Z. Pastaraja lygybe uzrasykime

forma
1 (2ak +1) = (2ak + 1) 2y (x3 — 1) — (25 — 1 + bk)® + b?k® + 2ck. (1.6)

Pagal ja, egzistuoja toks zy € Z, kad x3 — b*k?* — 2ck dalijasi i3 2ak + 1. Atitinkamai,
egzistuoja toks pakankamai didelis 2, € Z, kad (2o — 1 4 bk)® — b%k® — 2ck dalijasi
is 2ak + 1. Aisku, kad su tokiu x5 ir su

(20 — 1+ bk)® — b?k? — 2ck

z
(2ak + 1) €

1'1:1}2(.1'2—1)—

lygybé (1.6) yra teisinga. Aisku, jei xo yra pakankamai didelis, toks yra ir .
Paimkime du sveikuosius (1.5) lygties sprendinius, 1, o, y1, Yo > tir ys, Y4, T3, T4 >

max {1, T2, y1, Y2 }. Panariui sudaugine lygybes
(2ak + 1) (a + 1) (o + 22) = (@ +y1) (@ + 42)
ir
(2ak + 1) (a +y3) (@ 4+ y4) = (o + 23) (0 + 24)
bei abi antros lygybés puses suprastine is 2ak + 1 gauname
(a+21) (a+zo) (a+23) (0 +24) = (@ + 1) (@ + y2) (a0 + y3) (@ + y4)

9



kur y3 # x1,xe. Taip pat y3 # x3, nes priesingu atveju (2ak + 1) (o + y4) = a + x4,
o taip buti negali, nes o ¢ Q. Panasiai gauname, kad ir y3 # x4. Todél z1, 9, x3, 24

néra skaiciy 1, y2, y3, Y4 perstata. Teorema jrodyta. O]

8 teoremos jrodymas. Prie o pridedant racionalyjj skaiciy, galime tarti, jog a yra
lygites 2% +pz+ ¢ =0, kur p,q € Q,q # 0, Saknis. Jeigu p = 0, tada o® = —q ir
tapatybé

(a+ 1) (@ =10 = (a +q)’

parodo, jog o yra Q-priklausoma ir £ (o, Q) < 6+2 = 8. Jeigu p # 0, tada panaudoje
lygybe o = —pa — ¢, gauname tapatybe

(o +2q/p)° (o — 2¢/p) = & (Oz +4q (4q2 +p3) /p4) .

Taigi ir Siuo atveju a yra Q-priklausoma ir ¢ (o, Q) < 4 + 4 = 8. Teorema jrodyta.
O

1.5 Rysiai su kitomis problemomis

Algebriniy skaic¢iy multiplikatyvusis priklausomumas yra pritaikomas sprendziant

kitas matematines problemas. Pavyzdziui, Hurvico dzeta funkcijos
Clays) =) (j+a)”
j=0

teorijoje svarbu, ar algebrinis skaic¢ius a yra Zg-priklausomas. Jis taip pat svarbus

tiriant Lercho dzeta funkcijos

0 exp {27r)\j\/—_1}

L (A =

nuliy pasiskirstyma ir universalumo savybe (zr. [5, 6]).

Toliau parodysime, kad kai kurie algebriniy skaic¢iy multiplikatyvaus nepriklau-
somumo atvejai apie multiplikatyvaus priklausomumo ilgj yra glaudziai susije su
Proke-Teri-Eskoto bei Erdiofo-Strauso peoblemomis.

Is pradziy panagrinésime Proke-Teri-Eskoto problema, kuri yra ekvivalenti to-
kiam klausimui: ar egzistuoja du skirtingi vektoriai X = (x1,...,2q) € Z% bei

Y = (y1,...,yq) € Z* tokie, kad

o1 (X)=01(Y),...;001(X) =041 (Y) ir 04(X) #04(Y),

10



Ciaoy(X) =ax14+ ...+ xq, 02(X) = ;o + 1123+ ... + T4 12g, ..., 0g(X) =
T1%s ... Tq i atitinkamai o; (Y),j = 1,2,...,d, yra elementarieji simetriniai poli-
noma.

Si problema jrodyta visiems d < 10, taciau neaisku, ar ji teisinga su d > 10 (Zr.
2)).

Tarkime, kad « yra algebrinis skaicius su laipsniu d — 1, kuris néra algebrinis
sveikasis skai¢ius, t.y. aa® !+ ba?2 + ...+ ea + f = 0 su sveikuoju skai¢iumi
a>2, f#0,b,...,e. Tuomet (1.2) lygtis su sveikaisiais =1, ..., Zp, Y1, .., Ym gali
buti teisinga tik tuo atveju, jei n = m > d. Todél ¢ (a,Z) > 2d tada ir tik tada,

jeigu egzistuoja tokie du skirtingi vektoriai X € Z% ir Y € Z% ir t € Z, kad

(0‘1 (X) — 01 (Y) 02 (X) — 02 (Y)a"'aad(X) _O-d(Y)) = (atvbta"'aetaft)‘

Pavyzdziui, paémus reikSmes d = 3, X = (1,1,16) ir Y = (0, -3, —11), gausime

(0'1 (X) — 01 (Y) , 09 (X) — 02 (Y) ,03 (X) — 03 (Y)) = (2t,0,t) .
Taigi, abiems lygties 2a? + 1 = 0 Saknims gauname tapatybe
(a+1)* (@ +16) = a(a —3) (a — 11).
Tai reigkia, kad [ (o, Z) = 6, kai a = y/—1/2. Taip pat, « tenkina lygybe aa?+c =0
sua > 2, ¢ # 0, kurios Z — priklausomumas isplaukia i$ tapatybeés
(a+2¢) (a+1-2¢)(a+2c)(2c—1) =a? (a+4ac(20— 1)% +2¢(2c — 1)—1—1) :

Taip pat gauname [ («,Z) = 6, kai a = /—c/a.

Toliau panagrinésime Erdioso-Strauso problema. Ji yra ekvivalenti teiginiui, jog
kiekvienam pirminiam skaic¢iui p egzistuoja trys teigiami sveikieji z1, x9, x5 tokie,

kad
1wz +1/xe+1/x+3=4/p.
Tegul o yra o? + 4a + p = 0 Saknis. Tada klausimas: ar egzistuoja teigiami
sveikieji skaiciai x1,x9, x3 bet yy € Z tokie, kad
(a+21) (a + z2) (@ +3) = @® (a + 1),

yra ekvivalentus Erdioso-Strauso problemai.

7 teorema reiskia, kad kubinio Q[z] polinomo Q(z) = 2* + bz + cz + ¢ €
Q [2] neiSpaprastinamos racionaliosios reikSmeés yra multiplikatyviai priklausomos.
Dar tiksliau, egzistuoja daugiausiai astuoni racionalus skaiciai rq, ..., rs tenkinantys

lygybe Q (r)™'...Q (rs)™' = 1.

11



1.6 Keletas tapatybiy

Metodas taikytas 7 teoremos jrodyme kelia prielaida, jog egzistuoja leketas su-
détingesniy tapatybiy tiriant, ar kiekvienas kvadratinis algebrinis skaicius yra Q-
priklausomas. Norint tai iSsiaiskinti, reikia rasti (1.2) lygties racionaliuosius spren-
dinius panaudijant lygybe a* + pa? + qa+1r =0, kur p,q,r € Q ir r # 0.

Tegul ¢ = +1. Paprasciausias ketvirtojo laipsnio atvejis, su kuriuo 7 turi ne
trivialy sprendinj yra p = 0,q = e. Tuomet o® = (o + er)”.

Panagrinésime atveji su p = —3/2,¢ = 0. Gauname (a — 1/2)° (o +3/2) =
a —r — 3/16. Pasirinkus p = —6t%,¢q = ¢ — 8¢, kur t € Q, gauname

(a+1)° (a—3t)* = (a +e€ (31&4 + 7’))2 :

Panasiai ir su reikSmémis p = — (1 +u+u?)t?, ¢ = € — (u+u?) 3, kur u,t € Q,
gauname

a?(a+t) (a+ut)’ (a—1+u)t) = (a+er).

Pagaliau, su reikSmémis p = —t2, ¢ = 0, r = e + 4t* (v® —uw)” / (u® + 1)*, kur

u,t € Q, reikiama tapatybé yra
(o +vt)? (a — vt)? (a + wt)® (a — wt)® =1,

kur v = (u* — 1) / (u* + 1), w = 2u/ (u? + 1). Su visais ketvirtojo laipsnio «, kaip

ir paminéta virsuje, gauname ¢ («, Q) < 10.

12



1.7 Summary

This work presents the problem of multiplicative dependence of shifted algebraic
numbers, which is related to the theory of Hurwitz zeta-function as well as the
zero-distribution and the universality property of the Lerch zeta-function. Dubickas
[3] proved that the set {a, o+ 1, 4+ 2,...} is multiplicatively dependent for every
quadratic algebraic integer o. The proof of a more general statement, obtained by
Drungilas and Dubickas [1], is given. More precisely, it is shown that the set obtained
by adding all sufficiently large integers to a fixed quadratic algebraic number is
multiplicatively dependent. The same applies to the set obtained by adding rational

numbers to a fixed cubic algebraic number.
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