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1 jvadas

Tegu s = o+it yra kompleksinis kintamasis, o a, 0 < o < 1, yra fiksuotas pa-
rametras. Hurvico dzeta funkcija (s, a) pusplokstumeéje o > 1 apibréziama

Dirichlé eilute [2]

= 1
((s,a) = Zm

m=0

Be to, si funkcija yra analiziSkai pratesiama j visg kompleksing plokstuma,
isskyrus paprastajj poliy taske s=1 su reziduumu 1.

Kai a = 1, tai gauname Rymano dzeta funkcijag

kuri taip pat turi analizinj pratesima j visa kompleksine plokstuma, isskyrus

taska s=1, kuris yra paprastasis polius su reziduumu 1.



Tiek funkcija ((s), tiek ir ((s,a) yra klasikines analizinés skaiciy teorijos
funkcijos, naudojamos jvairiy uzdaviniy sprendimui. Svarbesné yra Rymano
dzeta funkcija, ji yra pagrindinis analizinis jrankis pirminiy skaiciy pasiskirs-
tymo nagrinéjime. Hurvitzo dzeta funkcija yra susijusi su Dirichlé funkcijo-
mis, kurios yra naudojamos nagrinéjant pirminius skaicius, kurie priklauso
duotai aritmetinei progresijai [3]. Funkcija ((s, «) iSreikstiniu pavidalu yra
apibrézta tiktai pusplokstuméje o > 1. IS Dirichlé eiluciy savybiy isplau-
kia, kad funkcija (s, @) yra analiziné toje pusplokstuméje. Kadangi funkcija
((s, ) priklauso dar ir nuo parametro «, tai Sio parametro aritmetinés sa-
vybés taip pat turi jtakos funkcijos analizinéms savybéms. Srityje, esancioje
kairéje pusplokstumes o > 1 puséje, funkcija ((s, a) yra apibréziama analizi-
nio pratesimo pagalba, todeél yra sudétinga nagrinéti jos analizines savybes,
bei jg taikyti jvairiy uzdaviniy sprendimui, todél stengiamasi gauti funkcijos
((s, ) nors ir apytiksles isreikstines iSraiskas srityje, kuri nepriklauso pusp-
lokstumei o > 1. Tokios israiskos yra vadinamos funkcijos ((s, ) artutinémis
funkcinémis lygtimis. Bakalauro darbo tikslas yra jrodyti paprasc¢iausia tokia
funkcine lygti kuri dar yra vadinama funkcijos (s, ) aproksimacija baigtine
suma.

Tegul u(z) = 1 —{z}, ¢ia {z} Zymi skaiCiaus z trupmenine dalj. Pavyzdziui,
{5,3} = 0,3, 0 {-3,2} =0,8. Irodysime tokia teorema.

1.1 teorema. Tarkime, kad o > 0, o n € N. Tuomet yra teisinga lygybé

B 1 1 1 s < u(z)de
((s,a) = (m+a>8+8_1(n+2+a) +S/(n+§)(x+a)s+1'

m=0



Sudétingesne artuting funkcine lygti galime rasti [1] monografijoje. Prime-
name, kad lygybé f(x) = O(g(x)), g(z) > 0, x € X, reiskia, kad egzistuoja

tokia konstanta ¢>0, kad su visais € X yra teisinga nelygybé

Taigi, f(z)=0(g(x)) is tikryju yra ne lygybeé, o nelygybé arba jvertis.
IS 1.1 teoremos isplaukia toks jvertis funkcijai (s, ).

1.2 teorema. Tarkime, kad 0 > 0, o n € N. Tuomet yra teisingas jvertis




2 Sumavimo formulés

1.1 teoremos jrodymui yra reikalinga dalinio sumavimo formulé. Dalinis su-
mavimas Cia reiskia, kad j formule jeina nariai, nusakomi integralais, taigi
suma nera galutinai tiksliai suskai¢iuojama. Pradzioje jrodysime vieng pa-
galbinj rezultata.

2.1 lema. Tarkime, kad g(z) yra funkcija, apibrézta intervale [a,b] ir Sia-
me intervale turinti tolydzig isvestine. Tegul a,, yra bet kokie kompleksiniai

skaiciai ir

Tuomet yra teisinga lygybé

> anglm) = A®)®) - [ Aw)ga)ds

a<m<b



Lemos formulé yra naudinga, kai zinome sumag A(z). Tuomet galime ap-
skai¢iuoti sandaugy a,,g(m) suma. Pirmasis formulés narys yra tikslus, o
antrasis yra isreiskiamas integralu. Si formulé yra naudinga, kai funkcija
g(r) turi savybes, leidziancias jvertinti formules antraji narj uzrasyta integ-
ralo pavidalu.

Irodymas. Integralas, turintis pavidala

[ rwar

yra vadinamas funkcijos f(z) Styltjeso integralu pagal funkcija F(z). Jis
yra apibréziamas panasiai kaip ir Rymano integralas, tik vietoj kintamojo
z pokyc¢iy integralinéje sumoje yra imami funkcijos F(xz) pokyciai. Styltje-
so integraly egzistavimo salygy mes nenagrinésime, taciau pastebésime, kad
jei funkcija F(z) yra truki, tai tas integralas yra lygus sumai funkcijos f(z)
reikSmiy funkcijos F(z) trukio taskuose, padauginty i$ funkcijos F(z) trukio
dydzio. Remdamiesi Sia savybe ir pastebéje, kad funkcija A(z) yra truki

sveikuose taskuose, o trukio dydis taske m yra lygus a,,, gauname, kad

Zawmﬁjﬁwﬂ@-

a<m<b



UZrasyta integralg integruojame dalimis ir gauname, kad

b

b b
/g(w)dA(x)Zg(w)A(m) —/ A(z)dg(x) = g(b)A(b) — g(a)A(a)

a

- / A(x)gi(x)dz = g(b) A(b) — / A(z)g/(x)dz,

nes A(a)=0. Is ¢ia ir (2.1) gauname lemos tvirtinima.

Dabar jrodysime sumavimo formule

2.2 teorema. Tarkime, kad g(z) yra funkcija apibrézta intervale [a,b] ir
tame intervale turi tolydZiq iSvesting. Tegul r(z) = x — (2] — L, Cia [1] Zymi

skaiciaus x sveikajg daly. Tuomet yra teisinga formulé

Irodymas. Taikome 2.1 lemg su a,, = 1. Tuomet turime, kad



Todeél, pritaike 2.1 lema, gauname, kad

Remdamiesi Zymeniu r(z) =  — [z] — 1, galime parasyti, kad



[rase sita iSraiska j (2.2) formules integrala ir integruodami dalimis, randame

kad

Irase Sig integralo iSraiska i (2.2), randame, kad

—~
=
|
=
~—
Q
—~
=
~—
+

b
a)(g(b) — g(a)) — bg(b) + agla) + / g(x)da+

ot [ r@gado—g(a)(d-a+ )
o) (fal =l +0=5+18) = [ gl@da+ [ r(@gre)de +r(algta) —r D)oo

Teorema jrodyta.
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3 1.1 teoremos jrodymas

Imame du skai¢ius M, N € N. Tegul apibréztumo délei M >N. Taikome 2.2

teorema funkcijai

sua=N + % irb=M + % Pritaike sig teorema, gauname, kad

1 M—l—% du M—i—% 1
T s — + r(u)(———)/du+
X by w0

N+3i<m<M+3

1 1 1 1

Y Y Y G ey

Kadangi

() = 5~ {a},

tai turime, kad

11



ir

1
r(M+ -) =0.
2
Todeél i$ (3.1) lygybes randame, kad
Y e
N+i<m<M+3 (m +a)
(3.2)
M+3 g4 M+1 1
/ 2—u—s/ 27’(u)—+1du
vit (ut ) N+1 (u+a)

Pirmajj integrala (3.2) lygybéje galime suintegruoti. Integruodami gauna-

me

M+35  du M+3 w4 a)l—s | M+d
/ —s:/ (u+oé)*8d<u+oé):Q P =
Nyt (Ut o) N+1 1—s Intl
1 1 1 1
M - 1-s N - l—s'
1_5( —|—2+a) +S_1( +5+a)
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I$ ¢ia ir (3.2) randame, kad

1 1 1 1
= M _ 1-s N - 1-s
2 O T T W g e
T (3.3)
M+% 1
s r(u)———du.
fooy O

Dabar laikome, kad o(realioji dalis s)>1 ir (3.3) lygybéje pereiname prie
ribos, kai M — oco. Kadangi Re(l —s) =1— 0 < 0, tai

1
lim (M + 5+ a)'7F =0.

M—o0

Todeél (3.3) lygybé su o > 1 tampa lygybe

>

L (m+a)s
m>N+§
(3.4)
1 1 _ * r(u)du
Nt=ta)— _rweu

Kai o > 1, tai
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Todel

[rase Sia iSraiska j (3.4), gauname, kad, kai o > 1,

N
B 1 1 1 —s [T r(u)du
C(s,a)—n;(m+a>s+S_1(N+2+oz) S/N+; (@t

Kadangi funkcija r(u) moduliu nevirsija 1, tai (3.5) formuléje integralas kon-
verguoja tolygiai, kai ¢ > € su kiekvienu € > 0, todél pusplokstumeéje o > 0
apibrézia analizine funkcija. Taigi, (3.5) lygybé yra teisinga pusplokstuméje

o > 0. Teorema jrodyta.
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4 1.2 teoremos jrodymas

Is 1.1 teoremos isplaukia, kad pakanka jvertinti tos teoremos formules narj

S/OO r(u)du
n-l—% (U + a)s+1 .

Tai gana paprasta, nes |r(u)| <1, o

’(u+a)s+l‘ — (U_‘_a)a-i-l.

Todél

| <ol [ < 1 | du___
Sn%(u—f—@s"_l_ s—l—l u u+a)a+1_

(u+1)77 o0 (n+3)=

_ !sl -
*O(O_n )7

5] =0+]s|

[N

nes 0 >0, ir (u+1)"7 — 0, kai u — 0.
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Summary

Approximation of the Hurvitz zeta-function by a finite sum
Justinas Adomynas

Let s = o + it be a complex variable, and let o, 0 < g < 1, be a fixed
parameter. The Hurvitz zeta- function ((s, «) is defined, for o > 1, by the

series

= 1
((s,a) = Zm,

m=0

and is meromorfically continued to the whole complex plane with unique
simple pole at the point s=1 with residue 1.

In the bachelor work, we obtain the following formula

S 1 1 1 1- = %—{x}
— - ’ g
((s,) Z(m+a)s+s_1(n+2+oz) +S/n+%(l‘+05)5+1 T,

m=0
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where @ > 0, n € N and {z} is the fractional part of . From this, the

formula

((s,a) = Z m ! + ! (n+ ! + )7 + O(Mn_")

+a)s  s—1 2 o

m=0

follows.
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