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Hierarchinés Archimedo kopulos ir juy taikymai

Anotacija

Siame magistro darbe analizuojamos hierarchinés Archimedo kopulos. Hierarchiné struktiira
susieja dvi ar daugiau dvimaciy ar didesniy dimensijy jprastas Archimedo kopulas. Tokiu bu-
du sukuriama keliy lygiy Archimedo kopula, kuri atspindi skirtingas priklausomybes tarp kopulos
kintamyjy. Darbe radome dvylika jprasty Archimedo kopuly pory, su kurioms galima konstruo-
ti hierarchines strukturas. Praktinéje darbo dalyje pristatéme algoritmg pagal kurj naudojant
ARMA-GARCH modelj, IFM metoda ir hierarchine kopula optimizuojamas finansiniy priemoniy

portfelis ir prognozuojamos jo ateities grazos.

Raktiniai zodzZiai: Archimedo kopula, hierarchiné struktura, optimizavimas, ARMA-GARCH,

IF.



Nested Archimedean Copulas and Their Applications

Resume

In this paper we seek to examine nested Archimedean copulas and demonstrate their practical
application in finance. First of all, we have investigated nested Archimedean copulas theoretical-
ly. After that, we have found twelve pairs of Archimedean families which satisfies the sufficient
condition for a nested Archimedean structures to be proper copulas proven by McNeil [8]. Using
these pairs of copulas we are able to create more than fifty four—-dimensional Archimedean copulas,
or even more if we want to create copulas of higher dimensions. Moreover, we have presented an
algorithm to forecast returns of a portfolio and choose an optimal portfolio allocation using time
series and nested Archimedean copula. To reach this aim we use ARMA-GARCH model, IFM,
conditional inversion methods and nested Ali-Mikhail-Haq copula with inner copulas Gumbel and
No.13 of Nelsen [10]. Unfortunately, the predictions of our algorithm do not match historical re-
turns correctly. So, for further research we suggest using nested Clayton copula, but first of all

finding its Laplace—Stieltjes transform with negative parameter.

Key words: nested Archimedean copulas, ARMA-GARCH, IFM, optimal portfolio allocation.



Ivadas

Nagrinéjant finansy rinkas vienas aktualiausiy ir dazniausiai uzduodamy klausimy yra
susijes su optimizavimu. Sios rinkos dalyviams aktualu zinoti, kaip pasickti didZiausia nau-
da kuo maziau rizikuojant. Norint atsakyti i §j klausima, reikia zinoti finansiniy portfeliy
priklausomybés struktura, jei portfelj sudaro daug aktyvy, tai rasti bendra portfelio pa-
siskirstyma gali buti ganétinai sunku. Sioje situacijoje gali pagelbéti kopuly teorija, kuri
leidzia atskirti portfelio aktyvy elgesj nuo bendros priklausomybés strukturos.

Viena didziausiy kopulos teorijos klasiy sudaro Archimedo kopulos. Sios kopulos yra ne-
sunkiai modeliuojamos, nes jos priklauso nuo vieno parametro. Tiesa, butent si savybe, kuri
atrodyty turéty buti privalumas, daznai kritikuojama. Analizuojant finansinius portfelius
sudarytus i skirtingy aktyvy grupiy, susiduriama su problema, kad visos aktyvy poros turi
koreliuoti vienodai. Realybéje pasiekti tokig situacija praktiskai nejmanoma. Sios problemos
sprendimui buvo pasiulytos hierarchinés Archimedo kopulos. Tokio tipo kopulos suteikia ga-
limybe lengviau nagrinéti portfelius, kurie sudaryti is daugiau nei 3 aktyvy. Kaip ir visur,
sita kopuly grupé turi ir trukumy. Hierarchinés strukturos ne visada buna kopulos. Ties
sia problema Siame magistro darbe ir koncentruosimés. Musy tikslas, rasti kuo daugiau
Archimedo kopuly pory su kuriomis bus galima konstruoti hierarchines strukturas. Tikslo
sieksime pasinaudodami McNeil [8] jrodyta teorema, kuri apibrézia tokios kopulos egzistavi-
mo salyga.

Taigi, pirmiausia trumpai pristatysime, kas yra kopulos ir kokios jy pagrindinés savybés.
Véliau apibrésime Archimedo kopulas ir hierarchines strukturas. Po to pereisime prie jro-
dymy su kokiomis Archimedo kopuly poromis galime konstruoti hierarchines strukturas. O
kadangi pradéjome kalbeéti apie optimizavimo problema, tai praktinéje dalyje parodysime,

kaip hierarchines kopulas galime pritaikyti sprendziant Sig problema.



1 Kopulos ir juy savybés

Kopuly teorija pradéta nagrinéti dar 1959 metais, kai Sklar pristaté terming ,kopula®
Sis matematikas ne tik pradéjo naudoti nauja terming, bet ir jrodé viena pamatiniy kopuly
teorijos teorema, kuri leidzia atskirti atsitiktiniy dydziy marginaly elgesj ir priklausomy-
bés struktura nuo ju daugiamateés pasiskirstymo funkcijos. Paprastai kalbant, kopula yra
daugiamaté pasiskirstymo funkcija, kurios kiekvienas vienmatis marginalinis skirstinys yra
tolygusis [0, 1] intervale. Kopula galime apibrézti ir funkcijy terminais.

1.1 Apibrézimas. Funkcija C : [0,1]¢ — [0, 1] vadinsime kopula, jei

o C(ug, ... ui—1,0,u41,...,uq) = 0, t.y. kopula lygi nuliui, jei bent vienas argumentas

nulinis;

e C(1,...,1,u,1,...,1) = u, t.y. kopula lygi u, jei vienas argumentas lygus u, o kiti
lygus vienetui;

e (C yra d-didé¢janti, t.y., kiekviena aibé B = Hle[a:i,yi] C [0,1] teisinga nelygybe:

fB dC(“’) = Zzexf:l{xi,yi}(_1)N(Z)C(Z) > 07 Cia N(Z> = #{k PRk = Z‘k}

1.1 Teorema. (Sklar)[10] Tarkime, F' yra d-macio a.d. pasiskirstymo funkcija su vienma-

témis marginalinémis pasiskirstymo funkcijomis Fi, Fs, ..., F,;. Tada egzistuoja tokia kopula
C, kad su visais x1,...,xq € R galioja:
Flar,...,20) = C(Fi(21), ..., Fa(za). (1.1)

Be to, jei marginalinés pasiskirstymo funkcijos yra tolydzios, tada C yra vienintelé.
Ir atvirksciai, jei C' yra kopula ir Fi, Fy, ..., F; vienmatés pasiskirstymo funkcijos, tuomet
F apibrézta ([1.1]) lygybe yra pasiskirstymo funkcija.

Sekancios teoremos autoriai Fréchet ir Hoeffding nepriklausomai vienas nuo kito jrodeé,
kad kopulos yra apréztos, t.y. turi apatini (zym. W) ir virsutinj (zym. M) rézj.
1.2 Teorema. (Fréchet—Hoeffding réziai) [10] Kiekvienam d > 2 pazymékime W (u) :=
max {Z?Zl u; —d+ 1,0} ir M(u) := min<j<q{u;}, u € [0,1]%. Tuomet

W) < Clu) < M(u).

Be to, W yra kopula tik, kai d = 2, o M yra kopula Vd > 2.

Kopulos priklausomybés matai buvo pradéti studijuoti dvimaciu atveju ir iki Siol yra daug

populiaresni nei jy daugiamaciai apibendrinimai. D¢l Sios priezasties pateiksime priklauso-

mybés maty apibrézimus kopuly teorijoje tik dvimaciu atveju.



1.2 ApibréZimas. Kendall 7 atsitiktiniam vektoriui (X,Y)T apibréziamas formule
(X, V) =P{(X - X")(Y-Y') >0} -P{(X — X') (Y —-Y') <0}, (1.2)

¢ia (X', Y")T yra nepriklausoma vektoriaus (X, Y)” kopija.
1.3 Teorema. (5.1.3 teorema is [10]) Tarkime, (X,Y)7 yra tolydziyjy atsitiktiniy dydZiy
X ir Y vektorius, kuris apibrézia kopula C. Tuomet Kendall 7 galima apskaic¢iuoti pagal

formule

A(X,Y) =4 / OO —1 (13)

Auksdiau esantis integralas yra vidurkis atsitiktinio dydzio C'(U, V), ¢ia U,V ~ U(0,1) su
jungtine pasiskirstymo funkcija C, taigi 7(X,Y) = 4E[C(U, V)] — 1.

1.3 ApibréZimas. Spearman p, atsitiktiniam vektoriui (X, Y)? apibréziamas formule
p(X,Y) = B(P{(X = X")(Y = V) > 0} — P{(X — X")(¥ — V) <0}), (1)

¢ia (X, V)T (X7, YT ir (X', Y")T yra nepriklausomos kopijos.
1.4 Teorema. (5.1.6 teorema is [10]) Tarkime, (X,Y)7 yra tolydziyjy atsitiktiniy dydziy
X ir Y vektorius, kuris apibrézia kopulg C'. Tuomet Spearman ps galima apskaic¢iuoti pagal

formule

ps(X,Y) = 12// C(u,v)dudv — 3. (1.5)
[0,1]2

Nagrinéjant ekstremaliy reikSmiy priklausomybe, svarbi savoka yra uodegos priklauso-
mybeé.
1.4 Apibrézimas. Apatinés uodegos priklausomybés parametras A, kopuly teorijoje apibré-

ziamas formule

Az, yra ribiné salyginé tikimybé, kad vienas kopulos kintamyjy jgis ,labai mazg* reiksme,
jei kitas kintamasis jgijo ,labai maza“ reikSme.
1.5 Apibrézimas. Virsutinés uodegos priklausomybés parametras Ay kopuly teorijoje api-
bréziamas formule

1—-C(t,t
A =2 — tim L= C0,
t—1— 1—1¢

Ay yra ribiné salyginé tikimybeé, kad vienas kopulos kintamyjy jgis ,,labai didele® reiksme,

jei kitas kintamasis jgijo ,labai didele* reiksme.



2 Archimedo kopulos

Archimedo kopulos sudaro viena i$ pagrindiniy kopuly klasiy. Joje apibrézti kopuly
generavimo metodai naudojant vieno parametro funkcijas.
2.1 Apibrézimas. Archimedo kopulos generatoriumi E](toliau - generatoriumi) vadinsime
tolydzia, mazéjancia funkcija 1 : [0, 00] — [0, 1], tenkinancia salygas ¥ (0) = 1,
P(00) = limy_y00 () = 0 ir grieztai mazéjancia intervale [0, inf{¢ : ¢ (t) = 0}]. Visy gene-
ratoriy aibe Zymeésime W.

d-maté kopula vadinama Archimedo, jei ji yra pavidalo

Clu; ) = (W™ (w) + - + ¢ (ua)), we0,1]" (2.1)

su generatoriumi 1, kurio atvirkstiné funkcija =10, 1] — [0, oo] ir v~ (0) = inf {¢: ¢ (¢)= 0}.

2.1 Pavyzdys. Pateiksime kelis dvimaciy Archimedo kopuly pavyzdzius:

Nr. Co(u,v) (1) () 0

1 [max(u=? + v~ — 1;0)] (14 6t)~1/0 L(t=0 —1) [=1,00)\{0}
3. w/[1—0(1 —u)(1 - v)] [1—0]/[e" — 0] 1@@} ~1:1)
4. exp{—[(~Inu)? + (= Inv)’]"/?} exp {—t'/%} (—Int)’ [1,00)

10. uv/[1 4 (1 —u?)(1 — o))"’ 2/lexp{t} + 1) m(2=¢%)  (0,1]

12, (14 [ = 1)+ @ = 1Y) 11+ /9] (1/t—1°  [1,00)

13. exp{l— [(1—Inu)’+(1 —Inv)’—1] 1/9} exp {1—(1+t)%} (1 —Int)? —1 (0,00)

14, (14+[(w 0 = 1) 4 (00 = 1)7]7) 0 (810 4 1) (9 — 1) [1.oo)

19. 6/In[ef* 4 /v — €] 0/In[t + €] e/t — ef (0, 00)

20. [In(exp{u®} +exp{v?}—e)] " (mft+e) "  exp{t?}—e (0,00

1 lentelé: Archimedo kopuly pavyzdziai

Lenteléje palikome tg pacia kopuly numeracija kaip Nelsen knygoje [10]. Taip elgiamés dél
to, kad nagrinéjamuose straipsniuose [2], [4] taip pat naudojama numeracija paimta i$ Sios
knygos, todél bus lengviau palyginti musy ir straipsniy autoriy gautus rezultatus. Svarbu
paminéti, kad pirmosios trys lentelés kopulos dar vadinamos ir jy autoriy garbei.

Nr.1 — Clayton kopula, Nr.3 — Ali-Mikhail-Haq kopula, Nr.4 — Gumbel kopula, Siuos pava-

dinimus naudosime ir mes.

'Kai kurie autoriai (pvz. Nelsen [I0]) generatoriy apsibrézia kaip funkcija ¢ = ~!. Dél patogumo

naudosime v, nes bus nagrinéjamos Sios funkcijos savybés.



Toliau nagrinéjant Archimedo kopulas mums bus svarbi JAV matematiko Kimberling
1974 m. jrodyta teorema.
2.2 Apibrézimas. Funkcija f vadinsime wisiskai monotonine (toliau - VM) intervale I,
kai f yra tolydi intervale ir visos funkcijos igvestinés tenkina nelygybe (—1)* % ft) =0,
Vk €Ny, t € 1.
2.1 Teorema. (Kimberling)[5] Tarkime, ¢» € W. Tuomet funkcija apibrézta lygybe
yra d-maté Archimedo kopula Vd > 2 tada ir tik tada, kai ¢ yra VM intervale [0, 00).

Kai turime VM generatoriy ¢, tai pagal Berstein’o teorema jis yra pasiskirstymo funkcijos
F' Laplace-Stieltjes transformacija (toliau-LST) teigiamoje realioje pustieséje (zym. 1) =
LS[F1]). Visy tokiy generatoriy klase Zymeésime W,.
2.2 Teorema. (Bernstein)[4] Funkcija ¢ : [0, 00] — [0, 1] yra pasiskirstymo funkcijos
F :[0,00] — [0,1] LST tada ir tik tada, kai ¢) yra VM ir ¢(0) = 1.

Archimedo kopulos populiarios dél savo paprastos strukturos, kuri priklauso tik nuo vieno
parametro. Deél Sios priezasties §i klasé yra tinkamas pasirinkimas generuojant dvimacius
pasiskirstymus.

2.3 Teiginys. (5.1.4 iSvada is [10]) Tarkime, (X,Y)T yra tolydZiyju atsitiktiniy dydziy
X ir Y vektorius, kuris apibrézia kopula C' su generatoriumi 1. Tuomet Kendall T galime
apskaiciuoti pagal formule:
11
(X, Y)=1+ 4/0 %dt. (2.2)

Uodegos priklausomybe taip pat galime apskaic¢iuoti naudojantis kopulos generatoriaus
israiska.

2.4 Teiginys. (5.4.3 iSvada i$ [10]) Tarkime, C(u,v) yra Archimedo kopula su generato-
riumi ¢). Tuomet apatinés ir virsutinés uodegos priklausomybés koeficientus Ay ir Ay galima

apskaiciuoti pagal formules:

A= lim YETO) o 9(2)

t—0+ t T—00 w(:t)

ir
_ o 1=p(207(t) .1 —1(2x)
=2l e T T

Nagrinéjant aukstesnés dimensijos Archimedo kopulas, galima pastebéti Sios strukturos
trukuma: tarp visy kopulos kintamyjy pory gaunama ta pati priklausomybé. Bet kuri

kintamyjuy pora koreliuoja vienodai ir néra galimybés atsizvelgti | tai, kad galime turéti



situacijy, kai atsitiktiniai dydziai vienas kitg veikia skirtingai. Sia problema galime iSspresti
konstruodami hierarchines Archimedo kopulas. Hierarchiné struktura susieja dvi ar daugiau
dvimaciy ar didesnés dimensijos jprastas Archimedo kopulas. Tokiu budu sukuriama keliy
lygiy Archimedo kopula, kuri dar vadinama jdétine.

2.3 Apibrézimas. d-maté kopula C' vadinama hierarchine (jdétine) Archimedo kopula, jei
ji yra Archimedo kopula, kurios argumentai yra kitos Archimedo kopulos.

Kopulg C' galime uzrasyti rekursine formule, kai d > 2

C(u; 0o, U1, - -, Ya2) = Yo(Pg (ur) + g H(C(ua, . . . ug; b, . .., Ya2))), ue It (2.3)

Taip aprasyta struktura dar vadinama wisiskai jdétine Archimedo kopula. Tokios kopulos
kintamyjy poras sieja d — 2 skirtingy priklausomybés parametry. Praktikoje dazniau nag-
rinéjamos paprastesnés strukturos, kurias sieja maziau priklausomybés parametry. Tokios

kopulos vadinamos pusiau jdétinémis ir jos yra pavidalo

C(u) =C(Clury, ..., u1a; Y1), -, Clugt, . ., Usa,; s ); Wo)
=0 [Py (Y1 (1 (uan -7 (uag,)) 405 (s (5 () + -+ + 07 (usa,)))]

tho(izs;%_l<¢i(i¢[l(uzj))>)a uel

éa s sektoriu (lygiu) skai¢ius, d = Y5, d; yra kopulos dimensija. Sia kopula sieja s + 1
skirtingy priklausomybés parametry.

2.2 Pavyzdys. Keturmatés pusiau jdetinés kopulos pavyzdys
C(u) = Co(Ch(ur, ug; 1), Calus, us; Pa); o), u € [0, 1]4, (2.4)

¢ia Cy, Cy, Cy yra Archimedo kopulos, o 1y, 11,1y — atitinkami juy generatoriai (zr. 1 pav.).

1 pav.: Keturmatés hierarchinés Archimedo kopulos struktura

Konstruodami hierarchines strukturas, susiduriame su problema, jog ne visada pavyksta

gauti Archimedo kopulg.



2.3 Pavyzdys. Imkime kopula C(u,v) = max {u +v — 1,0} su generatoriumi ¢(t) =1 —¢
(Clayton kopula su parametru § = 1). Tuomet, konstruodami ({2.4)) struktura su pasirinkta

kopula, gauname

C(u) = max{max{u; +us — 1,0} + max{uz +uy — 1,0} — 1,0}

= maXx {U1 + Ug + U3z + Ug — 3,0} = W(u), kai u € [0, 1]4

Gavome apatinj kopulos rézj. IS teiginio zinome, kad jis néra kopula, kai d = 4.

Toliau siame darbe koncentruosimes j atvejus, kada hierarchiné struktura yra Archimedo
kopula.
2.5 Teiginys. (4.4 teorema i§ [8]) Jeiv; € U, i = {0,...,d} ir kompoziciju 1, ' oty ()
iSvestines yra visiSkai monotoninés funkcijos k = {0, ...,d—1}, tai hierarchiné struktura

yra Archimedo kopula.

Matematiko J. M. Hofert [2] darbe pateiktoje 3 lenteléje galime rasti generatoriy poras,
kurios tenkina anks¢iau paminéta salyga tinkamai kopulai sugeneruoti. Sis matematikas,
nagrinédamas poras su Clayton ir Ali-Mikhail-Haq kopulomis, taré, kad jy parametrai yra
tik teigiami. Pagal Siy kopuly apibrézimus, ju parametrai gali jgyti ir reikSmes is inter-
valo [—1,0). Parodysime, kad egzistuoja hierarchiniy kopuly ir tada, kai parametrai jgyja

neigiamas reiksmes.

Visy pirma, patikrinsime, ar generatoriy kompozicijy isvestinés yra VM funkcijos, kai
vienas i$ generatoriy yra Clayton ir jo parametras jgyja ir neigiamas reikSmes. Pazymékime

funkcija f; : [0, 00] — [0, 1],

filt) = (g o) (), (2.5)

¢ia vy ir (1), i = 1,2 yra Archimedo kopuly generatoriai.

2.6 Teiginys. Tarkime, ¢y(-,6y) yra Clayton kopulos generatorius, o 1;(+,0;) Gumbel ko-
pulos generatorius. Funkcija fi(t) apibrézta formule yra VM tada ir tik tada, kai
0o € [-1,0).

Irodymas. Nagriné¢jamu atveju

A0 = At 00,00 = (05 0 )0, = (golexo (67737 1))

0

= Ql exp {Qot/ M}/,
1

10



,="“ Zinome, kad fi(t) yra VM, t.y. (—1)*<; “fit) > 0 Vk € Ny, t € [0,00]. Tarkime
priesingai, kad 6y > 0. Raskime f;(¢) pirmaja iSvestine:

1
filt) = o exp {6 tl/gl} t2/91 2 1 exp {6y t1/91}( 1) 21

1 0 1
_ = Ot 1/01141/01-2 _Otl/el ~ 1l
5 exp {fo } 0, + o

Kad buty tenkinama VM salyga, tai turime gauti, kad [g—i’tlwl + % — 1] <0, Vt € [0,00].
Pereidami prie ribos, kai t — oo, gauname, jog {g—?tl/el + % — 1} — 00, nes pagal Gumbel

> 0.

kopulos apibrézima 6, > 1. Tai reiskia, kad egzistuoja toks ¢y, kad [g—?té/ oy % —1
Gavome priestara.

<= Pazymeékime h(t) := exp {6ot}, 0 g(t) := t'/%1. Tuomet fi(t) = (hog)( /%=1 Pagal
teiginio a) dali fi(¢) bus VM, kai (h o ¢)(¢) ir t'/%=! bus VM. Pastaroji funkcija yra
tokia, nes kai ¢, > 1, gauname visiskai monotoniska elementariaja funkcija (zr. m teiginj).
Toliau nagrinékime funkcija (ho g)(t). Pagal - teiginio b) dalj $i kompozicija bus VM, kai
g'(t) bus VM, nes g(t) neneigiama ir h(t) yra VM, nes 6, < 0 (zr. teiginj). Gauname,
kad ¢'(t) = %tl/ 9171 vyra VM, nes 0; > 1. Apibendrine turime, kad nagrinéjamu atveju f;(¢)
yra VM, kai 0y € [—1,0). O

2.7 Teiginys. Tarkime, (-, 6y) yra Clayton kopulos generatorius, o (-, 0s) yra Nr.13
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 6y € [—1,0) ir 0 > 1, funkcija fo(t) (zr.

yra VM.

Irodymas. Nagrinéjamu atveju

R0 = (it o)) = (ol L= (1401 " - 1))
_ glexp{ Bo + Oo(1 + )P} (1 + 1)1/,

Pastebékime, kad fo(t) = e~ f1(1+t, 00, 05), ¢ia f; funkcija nagrinétateiginyje, kuriame
parodéme, kada $i funkcija yra VM. Kadangi e=% > 0, 6y € [-1,0), 6y > 1 ir (1 +1t) yra
VM, tai pagal teiginio a) ir b) dalis, gauname jog f> taip pat bus VM. ]

2.8 Teiginys. Tarkime, (-, 6y) yra Clayton kopulos generatorius, o ¢s(+,60s) yra Nr.13
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 6y > 0 arba kai 6, € [0,1) ir § € [—1,0)
ir 0y < 1+ 6y, tai funkcija fo(t) (Zr. néra VM.
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Irodymas. Rasime f5(t) pirmaja iSvestine:

1 0 1
f(t) = 0 exp{—0o+6(1 +t)1/92}6—0(1 +1)2/02-2 exp{—90+90(1+t)1/92}(9— ~1) (1—|—t)1/92_2]
2 2 2

1 0 1
= ——exp{—6o + 6o(1+ 1)/} (1 +0)V2 72 | 2 (1 4+ 0% + — —1].
Reiskinio zenklg nulems lauztiniuose skliaustuose esantis israiska, nes kiti nariai yra nenei-

giami. Pereidami prie ribos, kai t — oo ir §y > 0 gauname, jog [g—g(l +1)1/02 ¢ % - 1] — 0.

Tai reigkia, kad egzistuoja toks t,, kad [3—2(1 + to)1/02 4 é — 1] > (. Taigi gavome priesta-
ravima VM funkcijos apibrézimui.
Dabar imkime t=0, tuomet {g—g + % — 1} >0, kai 0, € [0,1) ir 6 € [-1,0) ir 2 < 1 + 6.

Taigi, vél netenkinamas VM funkcijos apibrézimas. O]

2.9 Isvada. Tarkime, Cy yra Clayton, C; Gumbel, o Cy yra Nr.13 kopula apibrézta
pavyzdyje. Kai 0y € [—1,0), 0 > 1, tai struktura yra Archimedo kopula.

2.10 Teiginys. Tarkime, ¢y(+,0y) yra Clayton kopulos generatorius, o ¥1(+,0;) yra Nr.12
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 0y € [—1,1], tai funkcija fi(t) (Zr.
yra VM.

Irodymas. Nagriné¢jamu atveju

1 1 —bo S| 1 —bo+1
) = (= (—=+) 1)) = (—) /"N
90 1+ t1/91 ‘ 61 1+ t1/91

Pazymékime h(t) = t%~" ir g(t) := 1+ ¢"/%. Tada fi(t) = 5-(hog)(®)t"/"~". Kadangi
t1/0=1 yra VM (7r. teiginj), tai pagal teiginio a) dalj, kai (h o g)(t) bus VM, tai ir
nagrinéjama funkcija f;(¢) bus VM. Kadangi ¢'(t) = %tl/el_l yra VM, nes 6; > 1, tai kai

0o € [—1,1] h(t) bus VM, todeél ir (ho g)(t) bus VM (zr. teiginio b) dalj). O

2.11 Teiginys. Tarkime, (-, 6y) yra Clayton kopulos generatorius, o 9;(+,6;) yra Nr.14
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 1 > 6,0y, tai funkcija fi(t) (Zr. yra
VM.

Irodymas. Nagrinéjamu atveju

—010
fl(t) _ i ( 1/64 + 1)9190 _q / _ tl/el—l 1 1 o
90 t 1+ tl/el '

Siuo atveju jrodymas bus analogiskas ankstesnio teiginio jrodymui. Tik dabar imsime, kad

h(t) = t%% =1 & funkcija bus VM, kai 1 > 6,6;. O

12



2.12 Teiginys. Tarkime, ¢y(+,0y) yra Clayton kopulos generatorius, o ¥;(+,0;) yra Nr.19
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 6y € [—1,1], tai funkcija fi(¢) (zr.
yra VM.

Irodymas. Nagrinéjamu atveju

(1 0, N g o\
f1<t>_ (Q_O(IH(t+691)) _1>t— {1 e (ln(t—i-e )) .

0; %
t+ef1

In (t+ €’). Jei kompozicija (h o g)(t) bus VM, tai ir f,(¢) bus VM (zr. teiginio a)

Pastebékime, kad yra VM (7rfA.1| teiginj). Pazymékime h(t) := t%~ 1 ir g(t) =

dalj). teiginyje parodéme, kad h(t) yra VM, kai 6y € [—1, 1], kadangi ¢'(t) = ﬁ yra
VM, tai ir (ho g)(t) bus VM (7r. b) dalj). O

2.13 Teiginys. Tarkime, (-, 0y) yra Clayton kopulos generatorius, o 1y(+, ;) yra Nr.20
kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 6y < 6y, tai funkcija fi(t) (Zr. yra
VM.

Irodymas. Nagriné¢jamu atveju

0= (g (me0) =) - g (mera)

Siuo atveju jrodymas bus analogiskas ankstesnio teiginio jrodymui. Tik dabar imsime, kad

h(t) = t%/%1-1 & funkeija bus VM, kai 6y < 6;. H

Toliau patikrinsime, ar yra tokiy generatoriy kompozicijy, kuriy isvestinés yra VM funkci-
jos, kai vienas is generatoriy yra Ali-Mikhail-Haq ir jo parametras jgyja neigiamas reikSmes.
2.14 Teiginys. Tarkime, 1o(+, 6y) yra Ali-Mikhail-Haq kopulos generatorius, o ¢ (-, 6;) yra
Clayton kopulos generatorius. Kai 6y € [—1,0) ir ¢; > 0 funkcija fi(t) (7r. yra VM.

Irodymas. Nagriné¢jamu atveju

wo = (m ()

= (In (1 =6 +0(1+6:0)"%) —In(1+6:8)V/"))’

—0o(1 + 0,1) /071 L !
1 —604—90(14—9115)71/01 1+ 0t
1
1/91+1
m (1) (909_31 — ml/6 (t)) +m(t),
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Pagal [A.2 teiginj gauta funkcija bus VM, kai m!'/01+1(¢), (+> ir m(t) bus

On—
Lo —mM ()

VM. Kai #; > 0 gausime, jog m/%+1(t), m/%(t) ir m(t) yra VM elementariosios funkcijos
(7r. teiginj). Lieka issiaiskinti ar skliaustuose esantis reiskinys taip pat VM. Pagal
teiginj, kai fy < 0, imdami p = 1 ir A := 90931

esantis reiskinys bus VM. Taigi, kai #; > 0 ir 0y < 0, tai fi(¢) (2.5) yra VM funkcija. O

> 11(0) = 1 gauname, kad skliaustuose

Pastaba. [Hofert J. M. (2008)] taip pat jrodyta, kad teiginyje nagrinéjamos kom-
pozicijos iSvestiné yra VM, kai 6y € [0,1) ir 6; > 1. Taigi, nagrinéjama isvestiné gali nebuti
VM, tik kai # € [0,1) ir 61 € (0,1).

2.15 Teiginys. Tarkime, 1y(-, 0y) yra Ali-Mikhail-Haq kopulos generatorius, o ¥s(+, 62) yra
Gumbel kopulos generatorius. Kai 6, € [—1,0), tai funkcija fo(?) yra VM.

Irodymas. Nagriné¢jamu atveju

sy = ([t )y

= (In[1—0p(1 —exp {—t"/}] + /%),

_ L ea exp {—tl/QQ}[ —0o ] n 1 1/6,1

92 1-— 00 + 90 exp {—tl/OQ} 92
1 1 1
92 Q/)2( ) 909_;1 o ¢2(t> 02

907—1_1/)2 (t)

)

ling teoremos Zinome, kad vy (t) yra VM. Taip pat, kadangi 8, > 1 tai ir ¢t*/%2~1 bus VM (zr.
teiginj). Lieka iSsiaiskinti ar skliaustuose esanti funkcija taip pat VM. Pagal teiginio

Pagal |A.2| teiginio a) dali fo(t) bus VM, kai t1/%271 ), (¢) ir [é] bus VM. I§ Kimber-

a) dalj, kai 6y < 0 imdami, jog p = 1, ir A := 90931 > 1h5(0) gauname, kad nagrinéjama

funkcija yra VM. O]

2.16 Isvada. Tarkime, Cy yra Ali-Mikhail-Haq, C; — Clayton, o Cy — Gumbel kopula.
Kai 0y € [—1,0) ir 6; > 0, tai struktura yra Archimedo kopula.

2.17 Teiginys. Tarkime, 1)o(+, 6y) yra Ali-Mikhail-Haq kopulos generatorius, o ¢ (-, 6;) yra
Nr.13 kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje. Kai 6y € [—1,0) ir ¢; > 1, tai funkcija

fi(t) yra VM.
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Irodymas. Nagrinéjamu atveju

At = (m [1—90(1—exp{1—(1+t)1/91}D’ (2.6)

exp{l — (1 +t)/01} .

B (m [1—6o(1 —exp{l— (1 +6)""} —(1—(1+ t)l/‘%))/ (2.7)
fpexp {1 — (14 1)/} —(1 4 t)/0—1 (14 )10
1— 0+ Ogexp{l — (1 +¢)1/01} ( 0, ) + 0, (2.8)
_ (@4t 1- 6,
N 0 (1 — 6 + foexp {1 — (1 + t)l/el}) (2.9)
(L4t 1— 6,
- 01 (1 — 0+ 90%(15))' (2.10)

I ankstesniy teiginiy jau Zinome, kad (1 4 ¢)/%1~! yra VM, kai 6; > 1. Taigi, pagal
teiginio a) dalj f1(¢) bus VM, kai m bus VM. Is Kimberling teoremos zinome, kad
¥1(t) yra VM. Todél pagal [A.3| teiginio a) dalj imdami p:= 1, A :=1—6p, f(t) := —0p11(t)
ir y < 0 gauname, kad nagrinéjama funkcija fi(t) yra VM. ]

Savo iskelty tiksla, parodyti, kad galime rasti hierarchiniy kopuly naudojant Clayton ir
Ali-Mikhail-Haq kopulas su neigiamais parametrais jgyvendinome. Bet neapsiribojome tuo.
Suradome naujy Archimedo kopuly pory, kurios nebuvo paminétos Hofert [2] darbe.

2.18 Teiginys. Tarkime, ¢)(+,0y) yra Nr.10 kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje,
0 Y1 (-, 61) yra Gumbel kopulos generatorius, tuomet funkcija apibrézta lygybe yra VM.

Irodymas. Nagrinéjamu atveju

fl(t> = (ln (2(exp{_t1/91})700 . 1));

= (In(2exp {ft"/"} — 1));
TS Ty S L A
2@t1/9171 ]'
0, 2 —exp {—90151/91} .
I ankstesniy jrodymy jau zinome, kad ¢/~ yra VM, todél pagal teiginj f(t) bus VM,

: 1
kai 2—exp {—0t'/01}

1/g(t) bus VM, kai ¢'(¢) bus VM.

bus VM. Pazymeékime g(t) := 2 —exp {—60pt'/%}, tuomet pagal |A.2| teiginj,

Jgit) = z—?tl/el_lexp{—%tl/el},o i§ 2.2 teiginio jrodymo jau zinome, kad tokio pavidalo
funkcijos yra VM. Taigi, apibendrinus gavome, kad f(t) yra VM. O]
2.19 Teiginys. Tarkime, 1y(-,6y) yra Nr.10 kopulos generatorius, o (-, 6y) yra Nr.13
kopulos generatorius, kurie apibrézti pavyzdyje. Kai 6y > 1, tai funkcija apibrézta ([2.5))
lygybe yra VM.
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Irodymas. Nagrinéjamu atveju

B = (I (2exp{l— 1+ 1)),

— (ln (2 exp {0 + Oo(1 + t)1/92} . 1));

= 05(2 exp {—by —|-29000(1 ey 1) (1+ t)l/eg—l exp {—0p + 0p(1 + t)1/92}
1

2 —exp {90 — 60(1 + t>1/92}‘

:2@(1+t)1/"2—1
02

I§ anksciau jau zinome, kad (1 + ¢)/%~! bus VM, kai 6, > 1, tad pagal a) dalj lieka

patikrinti ar trukmena bus VM. Pagal |A.3|teiginio a) dalj imdami p := 1,

1
2—exp {60—00(1+1)1/%2}
A= 2ir f(t) := exp {6y — Op(1+1)'/2} gausime, kad trukmena bus VM kai 6, > 1, nes

tada f(t) bus VM. Taigi, kai #5 > 1 nagrin¢jama funkcija fo(t) yra VM. ]

2.20 Teiginys. Tarkime, (-, 0y) yra Nr.10 kopulos generatorius apibréztas pavyzdyje,
0 1s(+,02) yra Clayton kopulos generatorius. Kai 6, > 0, tai funkcija apibrézta (2.5) lygybe
yra VM.

Irodymas. Nagrinéjamu atveju

/
t

fa(t) = (In(2(1 + 621)"/% — 1))

290 0 —
— 1 o/02—1
2(1 + Ost)00/0> — p(L+6:0)
(1+65t)7"

051 — (200>_1(1 —+ Hgt)_OO/QQ i

IS ankstesniy jrodymu jau Zinome, kad %Qgt yra VM, kai 6, > 0. Taigi, pagal |A.2[a) dalj

I T 1 C e
mums reikia iSsiaiskinti, ar trukmena 6T (200) T (120007 Y@ VM. Pagal |A.3| teiginio a)

dalj imdami, jog p =1, A := 6, ir f(t) := (200) "' (1 + Oot)~%/% gausime, jog trukmena
yra VM, kai f(t) bus VM, nes A > f(0). Imdami 0 > 0 gauname, jog f(t) yra VM ir taip

pat parodome, kad Siuo atveju ir nagrinéjama funkcija fo(t) yra VM. [

Zemiau esancioje lenteléje pateiktos visos musy darbe rastos ir nepaminétos [2] kopuly

kombinacijos, E|kurios tenkina pakankama salyga hierarchiniai kopulai gauti (Zr. teiginj).

2Kopuly numeracija paimta i§ pavyzdzio.
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Kopuly kombinacija 6o 01 (Yot oy (t))) yra VM
(1.4) ~100\ {0} [1,00) b € [-1,0)
(1,12) [=1,00\{0}  [1,00) 0 € [-1,1)
(1,13) [—1,00)\{0}  (0,00) 0o € [-1,0)ir 6, > 1
(1,14) [—1,00)\{0} [1,00) 1 > 6obh
(1,19) [—1,00)\{0} (0, 00) 6 € [-1,1)
(1,20) [—1,00)\{0} (0, 00) 6 = 0y
(3,1) [—1,1)  [~1,00)\{0} 6 € [-1,0)ir6; >0
(3,4) —1,1) [1,00) 6p € [-1,0)
(3,13) ~1,1) (0,00) By e[-1,0)ir 6 >1
(10,1) (0,1] [—1,00)\{0} 6, >0
(10,4) (0, 1] [1, 00) Y6y, 0,

(10,13) (0, 1] [1,00) 6, >1

2 lentele: Kopuly kombinacijos tenkinancios VM salyga

3 Praktinis taikymas

Sioje darbo dalyje spresime portfelio optimizavimo problems, pasinaudodami pirmoje
darbo dalyje gautais rezultatais apie hierarchines kopulas. Parodéme, kad konstruojant hie-
rarchine strukturg ir imant isorine Ali-Mikhail-Haq kopulg, jos parametras neigiamas, tai
reiskia, kad priklausomybé tarp vidiniy hierarchijos kopuly turi buti neigiama. Finansy
rinkose tokia tendencija pastebima tarp obligacijy ir zaliavy kainy. Viena is priezasciy, kodel
taip yra — infliacija. Zaliavy kainy kilimas reiskia visy produkty kasty augima, atitinkamai
tai didina infliacijos lukescius, kas savo ruoztu didina rinkos paluikany normas. Kadangi ob-
ligacijy kainos juda priesingai nei juy palukany normos, tai didéjanti infliacija bei didéjancios
palukany normos smukdo obligacijuy kainas. Kad buty islaikyta neigiamos priklausomybés
salyga, portfelj sudarysime is dvieju JAV obligaciju indeksy (IBOXIG,ITRROV) ir dvie-
ju zaliavy indeksy (SPGSCITR,CRYTR). Indeksy vertés paimtos is terminalo Bloomberg

laikotarpiui nuo 2007 m. sausio mén iki 2015 m. lapkric¢io meén.

3.1 Portfelio optimizavimo problema

[eskodami optimalios kombinacijos investuoti j pasirinktus indeksus, sieksime maksimi-

zuoti portfelio graza ir minimizuoti rizika. Siam tikslui pasiekti pasinaudosime Sharpe ro-
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dikliu, kuris apibrézia santykj tarp siekiamos grazos ir rizikos.

E(R)—r
SR(R) = L, (3.11)
OR
¢ia R — laukiama portfelio graza, r -— nerizikinga palukany norma ir o — portfelio standar-
tinis nuokrypis.

Siame darbe laikysime, kad investuotojas pasieks didZiausig nauda, kai maksimizuos Sharpe

rodiklj. Taigi, ieSkosime su kokiais indeksy svoriais gausime didziausia rodiklio reiksme.
max SR(wR), (3.12)

¢ia vektorius w = (wy,ws, w3, wy) atitinka indeksy svorius portfelyje, kurie tenkina salygas:
St wi = 1irw; € [0,1]. Vektorius R = (Ry, Ry, Rs, Ry)” atitinka portfelj sudaranciy
indeksy tiketinas grazas. Vektorius R priklauso nuo ateities rezultaty, kuriy mes neturime,
todél reikia apsibrézti algoritma, kaip iS turimy istoriniy duomeny prognozuosime ateitj ir

kartu konstruosime optimaly portfelj.

3.2 Busimy grazy modeliavimas

Kaip jau uzsiminéme ankstesniame skyrelyje, mums reikalingas metodas, kaip progno-
zuoti busimg indeksy elgesj. Pirmiausia, turimas istorines indeksy vertes transformuojame j
logaritmines grazas. Taip elgiamés, nes logaritminés grazos nepriklauso nuo indeksy mata-
vimo vienety, yra maziau koreliuotos nei patys indeksai, todél su jomis bus lengviau dirbti.

3.1 Apibrézimas. Logaritmine grgza, arba tiesiog grgZa, vadinsime kainos transformacija
r(t) :=1InS; — InS;_,

ciat=1,...,n, 0.5 kaina laiko momentu t.

Taip pat, naudosime prielaida, kad bet kuriems t;, ...t ir s vektoriu {r(t1),...,r(tx)}
ir {r(t; +s),...,r(ty + s)} tikimybiniai skirstiniai yra lygus.

Toliau, patikrinsime, ar gautos grazos yra pasiskirséiusios pagal normalyjji désnj. Indek-
sy grazoms pritaikysime Kolmogorov—Smirnov ir Jarque-—Bera testus su nuline hipoteze,
jog indeksy grazy pasiskirstymas yra normalusis. Pagal toliau esancioje lenteléje, gautoje
naudojant R programa, pateiktus testy rezultatus matome, kad nuliné hipotezé atmetama
su reikSmingumo lygmeniu 0,05. Tai reiskia, jog nagrinéjamy indeksy grazos néra pasiskirs-

¢iusios pagal normalyjj désnj. Be to, musy nagrinéjamos indeksy grazos pasizymi ir kitomis
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CRYTR SP IBOXIG ITRROV

Kolmogorov—Smirnov <2,2e-16 <2,2e-16 <2,2e-16 <2,2e-16
Jarque—-Bera <2,2e-16 <22e-16 <2,2e-16 <2,2e-16

3 lentelé: Normalumo testy p—reiksSmes

finansiniams duomenims budingomis savybémis: sunkiomis uodegomis, klasterizacija.
Dél sios priezasties indeksy grazas modeliunosime naudodami ARMA-GARCH model;.
3.2 Apibrézimas. Tarkime, X;; yra i-ojo indekso graza laiko momentu ¢, tuomet
ARMA (p, q)-GARCH(m, s) modelj apibréZiame lygybémis

P q
Xiy = a; + Z VijXit—j + Z 0i kO t—kEit—k + Oit€it, (3.13)

j=1 k=1
m S
2 _ 2 2 2
O = Qiot E :O‘i,jai,t—jei,t—j + E :5i,k0t—k7
j=1 k=1

¢ia i={SPGSCITR, CRYTR, IBOXIG, ITRROV}, a;¢ > 0, o ; = 0,
> (m+s)(ai7j + fi;) < 1,ir € yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy dydziy seka su
vidurkiu 0 ir dispersija 1.

Kintamasis ¢; dar vadinamas modelio standartizuotomis liekanomis. Siekdami iSsaugoti
pradine priklausomybés strukturg tarp indeksy grazy, (3.13) modelyje gautas indeksy lie-
kanas apjungsime naudodami hierarching kopula. Kad galétume jvertinti, ar musy modelis
yra tinkamas, jo parametry radimui naudosime istorinius duomenis be paskutiniy penkiy
reikSmiy, kurias méginsime prognozuoti. Gautas prognozes palyginsime su istoriniais duo-
menimis ir jvertinsime, ar modelis veikia tinkamai. Modeliavimas susidés is keliy daliy. Visy
pirma, turésime rasti modelio parametry jvercius kiekvienai indekso grazai naudojan-
tis istoriniais duomenimis. Kai tai bus padaryta, turésime istorines liekany sekas ir joms
sukonstruosime hierarchine kopulg. Yra galimi trys budai sumodeliuoti kopulg: tikslus di-
dziausio tikétinumo metodas (angl. exact maximum likelihood method (EMLM)), dvizings-
nis didziausio tikétinumo metodas (angl. inference function for margins (IFM)), ir kanoninis
didziausio tikétinumo metodas (angl. canonical maximum likelihood (CML)). Naudojantis
EMLM metodu, vienu metu reikéty ieskoti visy nezinomy parametry, t.y. parametry, ku-
rie apibrézia liekany pasiskirstyma ir parametry, kurie aprago kopula. Sis metodas uzima
pakankama daug laiko, kai dirbama su dideliu kiekiu duomeny. CML metode neieskoma
marginaliniy pasiskirstymy, vietoj to, naudojama empiriné pasiskirstymo funkcija gauna-
ma i$ istoriniy duomeny. IFM metodas susideda iS dviejy zingsniy. Pirmame zingsnyje

didziausio tikétinumo metodu radami marginaliy skirstiniy parametrai, o paskui jie naudo-
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jami kopulos parametrams rasti. Siame darbe naudosime IFM metoda, nes manome, kad
tai kompromisas tarp tikslumo ir skaic¢iavimy trukmés. Daugiau apie modeliavimo metodus

galima rasti [1].

3.2.1 Grazy modeliy parametry radimas

Ieskodami parametry (3.13) modeliui, naudojomés statistine programa R. Visy pirma tu-
rime issiaiskinti, kokios eilés modelis mums labiau tinka. Pirmiausia radome ARMA dalies

eiliy parametrus su R funkcija auto.arima (). Gauti rezultatai zemiau esancioje lenteléje.

CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV
p 0 0 1 0
q 0 0 0 0

4 lentelé: ARMA eilés parametrai

Pereikime prie GARCH dalies, kadangi aukstesni negu trecios eiles GARCH modeliai
praktikoje naudojamas retai, todél patikrinome visas galimas poras, kai m,s € {1,2,3}.
Tinkamiausia pora pasirinkome pagal maziausia kriterijaus AIC reikSme. Pagal §j kriterijy
visas nagrinéjamas indeksy grazas geriausiai atspindi GARCH(1,1). Kadangi jau zinome
(3.13) modelio eile, tai galime rasti ir trukstamus parametrus, tai padarysime naudodamiesi

R funkcija garchFit(). Gauti rezultatai uzfiksuoti zemiau esancioje lenteléje.

CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV
[vertis p—reiksmé  Ivertis p-reikSme Jvertis p-reikSme [vertis p-reikSme
a -1,08923e-04 0,568  -6,47e-05 0,787 2,054e-04 5,16e-06  1,313e-04 0,0157
A - - - - 0,1958 < 2e-16 - -

ay 4,27307e-07 0,017 6,28e-07 0,014 2,768e-07 0,000151 4,86e-08 0,0158
ap 0,04934107 5,63e-12 0,04842 3,72e-12  0,1383  8,63e-12  0,04628 1,191e-11
By 0,948841 < 2e-16 09501 < 2e-16 0,8477 <216 09491 < 2e-16

5 lentele: ARMA-GARCH modelio parametrai

Kadangi jau turime modelio parametrus, dabar turime ieskoti hierarchinés kopulos paramet-

ry, kuria apjungsime modelio liekanas.
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3.2.2 Kopulos parametry radimas

Kaip jau buvome uzsiming anksciau, kopulos modeliavimui naudosime IFM metoda. Pir-
miausia nustatysime gauty liekany marginaliuosius pasiskirstymus. Jau anksé¢iau parodéme,
kad nagrinéjamos grazos néra pasiskirsc¢iusios pagal normalyjj désnj, todél naudosime Stu-

dent pasiskirstymus, o skirstiniy parametrus rasime naudojantis R funkcija fitdistr ().

CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV
i 2,421886e-04 1,237932e-04  -3,311613e-06  4,53383e-05
8,4563311e-03  1,04079624e-02  2,64875e-03  2,835744e-03
3,6971589952  3,331409966 4,512311 11,71393

&> Q>

6 lentele: Modelio liekany pasiskirstymy parametrai

Is tankiy grafiky galime matyti, kad gauti parametrai pakankamai tiksliai aproksimuoja ti-

riamy liekany empirinius tankius.

CRYTR SPGSCITR
Q- S
z & 2 o
2 5 2 &
O N D) —
o & o |
o _| —
H —
© T T T - R T T
-0.05 0.00 0.05 -0.10 0.00 0.05 0.10

2 pav.: Modelio liekany tankiai

Toliau rasime optimalius hierarchinés kopulos, apibréztos formule , parametrus. Za-
ly indeksus modeliuosime su Gumbel kopula, obligacijy indeksus su kopula Nr.13, o iSorinei
kopulai modeliuoti naudosime Ali-Mikhail-Haq kopula. Vidiniy kopuly parametrus rasime
nepriklausomai viena nuo kitos, po to ieskosime iSorinés kopulos. Parametry jverciai randa-

mi pagal formules

~

0 = arg max {2?21 log 1 (Feryrr(ToryTry), Fspascrrr(Tspascirry); 6h) }
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ty = arg max {2?21 log co(Froxia(zrpoxia): Frrrrov(Zirrrov,e); 02) }
2

90 = arg n}’ax {Z?—l IOg CO(CI(xl,t)a CQ (.7)2715); 90)}

¢ia ¢ kopulos tankis apibréziamas formule c¢(F(x1), Fy(z2)) = 625;11?(;(316)5?;3))

Zemiau esancioje lenteléje pateikti nagrinéjamy hierarchinés struktiiros kopuly parametry
iverciai. Kaip matome, gauti parametrai tenkina pirmoje darbo dalyje jrodytas hierarchinés

strukturos egzistavimo salygas.

Gumbel Nr.13  Ali-Mikhail-Haq
0 4826363 4,519437 —0,2814679

7 lentelée: Kopuly parametrai

Is zemiau esanciy grafiky, galime pastebéti, kad gautos kopulos, pakankamai tiksliai atvaiz-

duoja indeksy grazas.

Modelio liekanos Modelio liekanos
= >
O O «©
D o o
) o
o =
n o
o
00 02 04 06 08 1.0 00 0.2 04 06 08 1.0
CRYTR IBOXIG
Gumbel kopula Nr.13 kopula
= >
O O «©
D o o
0] o
o =
w o
o
0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0
CRYTR IBOXIG

3 pav.: Liekany ir kopuly palyginimas

3.2.3 Vieno momento prognozé

Prognozés radimo procedura yra priesinga, lyginant su parametry radimo procedura.
Visy pirma sugeneruosime keturis atsitiktinius dydzius vy, vq, v3, v4 ~ UJ0, 1]. Siuos atsitik-

tinius dydzius transformuosime j indeksy grazas pasinaudodami rasta kopulos struktura ir
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liekany pasiskirstymais. Galiausiai gausime indeksy grazas pasinaudodami ARMA-GARCH
modeliu su rastais parametrais.

Taigi, pradékime nuo pradziy. Pasirenkame metoda, kaip rasti realizacija vektoriaus
(Uy, Uy, Us, Uy), kurio pasiskirstymo funkcija yra nagrinéjama kopula. Naudosimés salyginés
atvirkstinés metodu (angl. conditional inversion method) [I1].

Salyginés atvirkstinés metodas Tarkime, Cy(uq, ..., ux) = C(uy, ..., ug, 1,...,1), cia
k= {1,2,...,d}. Salygineé U, pasiskirstymo funkcija, kai zinome Uy, ..., U, — 1 vertes,

apibréziama funkcija

Cr(uglur,...,upg—1) = PUp < uglUy = uq, ... Upoq = ug—1)

_ 8’“_10k(u1, . ,uk) 8"’_10k,1(u1, o ,uk,l)
ouy - - Oup_q ouy -+ - Oup_q

Generavimas susideda is keliy zingsniy:
1. Sugeneruojami keturi a.d. vy, ve, v3,v4 ~ UJ0, 1] (musy atveju 10000 realizaciju);
2. Pazymime u; = vy;
3. Likusias vektoriaus realizacijas randame i lygybés uy, = Cp H(ug|ug, . . ., up_1),

dia k ={2,...,d}.

Siuo algoritmu gauta vektoriaus (U, Uy, Us, Uy) realizacija uy, ug, us, uy atspindi nagri-
néjamy grazy modeliy liekany pasiskirstymus, kuriuos jungia hierarchiné kopula. Turédami
juos, nesunkiai randame ir pacias liekany reikSmes, bei prognozuojamas vienos dienos grazas,

kurios yra 10000 realizacijy vidurkis.

CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV
X1 -1,08923e-04 —6,470268¢-05 2,378971e-04 1,313225¢-04

8 lentelé: Prognozuojama vienos dienos graza

Kadangi jau turime prognozuojamuy grazas galime rasti ir optimalius kiekius investuoti }
pasirinktus indeksus. Kaip jau minéjome, optimalumo siekiame maksimizuodami Sharpe
rodiklj. Gauti rezultatai rodo, kad dominuoja IBOXIG indeksas, o CRYTR indeksg reikéty

parduoti.

CRYTR SPGSCITR  IBOXIG ITRROV
w  —0,03825937 0,01924843 0,92128761 0,09772333

9 lentelé: Optimalus vienos dienos indeksy svoriai
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ISvadas, kuris indeksas dominuoja galime susidaryti ir pagal efektyvumo kreivés (angl.

efficient frontier) grafika.

(9]
o -
o IBOXIG

8 — o ITRROV

— O

" o

N

9 p—

—

O o _ SPGOSCITR
o CRYTR
|
™
o |
9

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
Rizika*100

4 pav.: Efektyvumo kreive
Kadangi jau apibrézéme prognozés radimo algoritma, lieka patikrinti, ar musy naudoja-

mas modelis veikia tinkamai. Zemiau esancioje lenteléje pateikiame paskutiniy penkiy dieny

grazas i8 nagrinéjamy istoriniy duomeny. Siy grazy prognozes noréjome rasti.

Diena CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV
1 ~7,281838e-03  —8,049647¢-03  —6,0526955e-03  —4,9921524e-03
2 -9,546362e-03  —1,0710878e-02  1,774034e-04  —3,707824e-04
3 1,000869e-03  —1,666364e-03  1,8279674e-03  1,5285919e-03
4
d

—-1,56867873e-02  2,9090821e-02  -2,0118371e-03  —3,240516e-04
-8,919515e-03  —1,2300084e-02  2,5674774e-03  1,8503105e-03

10 lentelé: Indeksy istorinés grazos

Kaip bebuty gaila, bet musy modelis prognozuoja grazas, kurios skiriasi nuo istoriniy dau-
giau nei 10 karty. Nors atrodé, kad modelis parinktas tinkamai ir kopulos pakankamai
tiksliai atvaizdavo liekanas, tac¢iau galutiniai rezultatai nepatenkino lukesciy. Galimos kelios

priezastys, kodel taip jvyko. Turbut svarbiausia priezastis realybés dinamiskumas. Indeksus
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Diena CRYTR SPGSCITR IBOXIG ITRROV

Prognoze Prognoze Prognoze Prognozeé
1 —1,08923e-04 —6,470268e-05 2,378971e-04 1,313225e-04
2 —1,098749e-04 —-7,233681e-05  2,96978e-04 1,304745e-04
3 —1,076362e-04 —7,278622e-05 3,181457e-04 1,321014e-04
4
5

~1,088337e-04 —5.899238e-05 3,077684e-04 1,296195e-04
-1,044012e-04 —6,835001e-05 3,000268e-04 1,307795e-04

11 lentelé: Indeksy prognozeés

veikia daug iSorés faktoriy, j kuriuos mes neatsizvelgéme t.y kity finansy rinky jtaka, valiuty
kitimo jtaka, indeksus sudaranciy finansiniy priemoniy vidinis verc¢iy kitimg, politiné situ-
acijg ir pan. Kita svarbi priezastis, liekany analizé. Galbut reikéjo pasirinkti kita algoritma
nagrinéti liekanas arba kita hierarchine kopula. Tiesa, patikrinome ir kitas galimas kopuly
kombinacijas su Ali-Mikhail-Haq kopula ir rezultatus gavome panasius, tad reikéty pame-
ginti skaié¢iavimus atlikti imant iSorine kopulg Clayton. Tik Siuo atveju, reikeés pasirinkti visai
kitg algoritma kopulos generavimui, nes Calyton kopulos funkcija néra diferencijuojama vi-
soje apibrézimo srityje, ir todél sqlyginés atvirkstinés metodas netinka. Kopulai generuoti
buty galima naudoti McNeil [§] pasiulyta metoda, naudojant Laplace—Stieltjes transformaci-
ja. Taciau, jrodéme, kad Clayton kopulos parametras turi buti neigiamas ir siuo atveju néra
zinoma tiksli LST israiska. Sios iSraiskos paieskos galéty buti Sio darbo tesinys ir tolimesnis

kopuly tyrimo etapas.

3.3 ISvados

Siame magistro darbe buvo nagrinéjamos hierarchinés Archimedo kopulos. Teorinéje
dalyje bendrais bruozais pristatytos pagrindinés Archimedo kopuly savybés ir hierarchiné
struktura. Taip pat, buvo ieSkoma Archimedo kopulos Seimy, kurios tenkino hierarchinés
strukturos egzistavimo pakankama salyga, kurig jrodé McNeil [8]. Darbe rasta dvylika Ar-
chimedo kopulos Seimy pory su kuriomis galima konstruoti hierarchines strukturas. Rastas
poras maisant tarpusavyje, galima sukonstruoti daugiau nei penkiasdesimt skirtingy ketur-
maciy hierarchiniy kopuly. Didinant kintamuyjy skaic¢iy, kombinacijy galima rasti dar dau-
giau.

Praktinéje darbo dalyje buvo konstruojamas finansinis portfelis, kurj sudaré du JAV

obligacijy indeksai (IBOXIG,ITRROV) ir du Zaliavy indeksai (SPGSCITR,CRYTR). Siam
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portfeliui buvo konstruojamas ARMA-GARCH modelis, pagal kurj prognozuojamos busi-
mos portfelio grazos. Modelio liekany analizei naudojama hierarchiné kopula, kuria sudare
Gumbel kopula, kopula Nr.13 ir Ali-Mikhail-Haq kopula. Taip pat, buvo ieskoma optimaliy
indeksy svoriy portfelyje maksimizuojant Sharpe rodiklj.

Gautas prognozes palygine su istoriniais duomenis, pastebéjome, kad jos tinkamai neat-

spindi indeksy grazy. To priezastys gali buti kelios:
1. Sukonstruotas modelis tinkamai neatspindi realybés ir jos kintamumo;
2. Pasirinkta netinkama kopula ir algoritmas liekany analizei;
3. Hierarchinés kopulos tiesiog netinka nagrinéjamiems duomenims.

Priezastys, dél kuriy negavome norimy rezultaty leidzia toliau nagrinéti sig tema ir rasti
sprendimus j iskilusias problemas. Visy pirma, reikéty praplésti ARMA — GARCH modelj
ivedant papildomus parametrus, kurie atspindéty daugiau iSorés veiksniy. Taip pat, buty
galima nagrineéti kitas hierarchines strukturas. Pasirinkus iSorine kopula Ali-Mikhail-Haq ir
Clayton su neigiamu parametru buty galima ieskoti LST transformacijos, o radus jg pritaikyti
McNeil algoritma hierarchinés strukturos generavimui. Galbut tokiu budu buty galima rasti
tikslesnes prognozes.

Statistikas George E. P. Box pasaké, kad ,,visi modeliai yra blogi, nors kai kurie naudingi*
(angl. All models are wrong, though some are useful). Tad, nors su pristatytu modeliu ir
nebuvo gauta norimy rezultaty, bet pristatyti algoritmai gali praversti konstruojant kitus

modelius.
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Priedai

A Visiskai monotoninés funkcijos

A.1 Teiginys. [9] Kai a, \,p,v > 0, b > 1, ¢ > 01ir A su g néra vienu metu nuliai, tai

elementariosios funkcijos

1 c
—ax - - . 1 b _
e, Ot jx)” ir In( +m)

yra visiskai monotoninés.
A.2 Teiginys. (Visiskai monotoniniy funkcijy savybés)(2.1.5 teiginys is [4])
a) Jei f ir g visiskai monotoninés funkcijos, tai fg ir af + bg, kai a,b > 0 yra visiskai

monotonines.

b) Jei f visiskai monotoning, o g neneigiama ir ¢’ visiskai monotoniné, tai fog yra visiskai

monotonine.
c) Jei f neneigiama ir f’ visiSkai monotoniné, tai 1/f yra visiskai monotoniné.

d) Jei f absoliuc¢iai monotoning, o g visiskai monotoniné, tai fog yra visiskai monotonine.
A.3 Teiginys. (2 isvada is [9]) Jei f(z) aprézta is virSaus, visiskai monotoniné funkcija,tai

zemiau isvardintos funkcijos yra visiskai monotoninés, kai A > f(0),

a)

_f=)
A=)

visiskai monotoniska, nes ** yra tiesiog * iSvestiné su minuso Zenklu.
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B R programos kodas

# reikalingi paketai
library (tseries)
library (calibrate)
library (forecast)
library (fGarch)
library (MASS)
library (FinTS)

#nuskaitome duomenis

mydata= read.csv("C:/Users/Modesta/Desktop/mydata2.csv"

data=mydata[,1]
CRYTR=mydata[ ,2]
SPGSCITR=mydata [ , 3]
IBOXIG=mydata [ ,4]
ITRROV=mydata[ ,5]
#Logoritmuojame grazas
A=diff (log (CRYIR))
B=diff (log (SPGSCITR))
C=diff (log (IBOXIG))
D=diff (log (ITRROV))
#Tikriname duomenu normaluma
ks.test (A, "pnorm")

ks. test (B, "pnorm")

ks. test (C, "pnorm")

ks. test (D, "pnorm")
jarque.bera. test (A)
jarque.bera. test (B)
jarque.bera. test (C)
jarque . bera. test (D)
# ARMA dalies eiles nustatymas
tsdisplay (A[1:2181])
auto.arima(A[1:2181], ic = "bic", d = 0)
# rezultatas ARMA(0,0)

tsdisplay (B[1:2181]

,header=TRUE)

auto.arima(B[1:2181], = "bic", d = 0) # rezultatas ARMA(0,0)

auto.arima(C[1:2181], ic = "bic

)
]
tsdisplay (C[1:2181])
]
tsdisplay (D[1:2181])

]

", d=0) # rezultatas ARMA(1,0)

auto.arima (D[1:2181], = "bic", d = 0) # rezultatas ARMA(0,0)

# Parenkame GARCH dalies eiles
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40| GARCHIl=function (X) {

41 a=0

42 p=0

43 q=0

44| for (i in 1:3) {
45 for (j in 1:3) {
46 A=garch (X, order = c(i, j))
a7 B=AIC(A)

48 if (a<=B) {
49 a=a

50 1 else {

51 a=B

52 p=i

53 a=J

54 }

55 j=j+l

56 }

57 i=i+1

58] )

59| return(cbind(p,q,a))
60| }
61|A garch=GARCHI(A[1:2181])

62|A_garch # rezultatas GARCH(1,1)

63|B_garch=GARCHI(B[1:2181])

64|B_garch # rezultatas GARCH(1,1)

65/C_garch=GARCHI1(C[1:2181])

66|C_garch # rezultatas GARCH(1,1)

67/D_garch=GARCHI1(D[1:2181])

68|D_garch # rezultatas GARCH(1,1)

69|# Sujungiame ARMA ir GARCH dalis

70| # indeksas CRYTR

71| Agacll = garchFit (formula=~arma (0,0)+garch(1,1), data =A[1:2181])
72|summary ( Agacll)

73|A_coef=coef(Agacll)

74|A liekanos=residuals (Agacll)

75| sigmaA=Agacl1@sigma .t

76| #indeksas SPGSCITR

77| Bgacll = garchFit (formula=~arma(0,0)+garch(1,1) ,data =B[1:2181])
78| summary (Bgacl1)

79/B_coef=coef(Bgacll)

30




80|B_liekanos=residuals(Bgacll)

81|sigmaB=Bgacl1@sigma .t

82|# indeksas IBOXIG

83| Cgacll = garchFit (formula=~arma(1,0)+garch(1,1),data =C[1:2181])
84 |summary (Cgacll)

85|C_coef=coef(Cgacll)

86|C _liekanos=residuals (Cgacll)

87| sigmaC=Cgacll@sigma .t

88|# indeksas ITRROV

89| Dgacll = garchFit (formula=~arma(0,0)+garch(1,1),data =D[1:2181])
90| summary ( Dgacll)

91|D_coef=coef(Dgacll)

92|D liekanos=residuals(Dgacll)

93| sigmaD=Dgacl1@sigma .t

94|# Ieskome Student skirstinio parametru liekanu pasiskirstymui
95| par (mfrow = c¢(1,4))

96| plot (density (A liekanos) ,main="CRYIR" ,xlab="")

97| fitA<—fitdistr (A _liekanos,"t")$estimate

98| x=seq(—0.05,0.05 , 0.0001)/fitA [2]

99|Y=dt (x, fitA[3], fitA[1])/fitA[2]

100| lines (seq(—0.05,0.05 , 0.0001),Y, col="red")

101|Z1 = pt(A_liekanos/fitA [2], fitA[3], fitA[1])

102| plot (density (B _liekanos) ,main="SPGSCITR" ,xlab="")
103| fitB<—fitdistr (B _liekanos ,"t")$estimate

104| x=seq(—0.05,0.05 , 0.0001)/fitB [2]

105|Y=dt (x, fitB[3], fitB[1])/fitB [2]

106| lines (seq(—0.05,0.05 , 0.0001),Y, col="red" 6 xlab="")
107|Z2 = pt(B_liekanos/fitB[2], fitB[3], fitB[1])

108| plot (density (C_liekanos), main="IBOXIG",6 xlab="")

109| fitC<—fitdistr (C_liekanos ,"t")$estimate

110| x=seq(—0.05,0.05 , 0.0001)/fitC [2]

111|Y=dt (x, fitC[3], fitC[1])/fitC [2]

112| lines (seq(—0.05,0.05 , 0.0001),Y, col="red")

113|Z3 = pt(C_liekanos/fitC[2], fitC[3], fitC[1])

114| plot (density (D_liekanos), main="ITRROV' , xlab="")

115| fitD<—fitdistr (D_liekanos ,"t")$estimate

116 x=seq( —0.05,0.05 , 0.0001)/fitD [2]

117|Y=dt (x, fitD[3],fitD[1])/fitD [2]

118|lines (seq(—0.05,0.05 , 0.0001),Y, col="red")

119|Z4 = pt(D_liekanos/fitD [2], fitD[3], fitD[1])
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# Funkcija, kuri randa dvimates kopulos parametrus
fitCopula = function(x, y, copula, initial , lower = —Inf, upper = Inf, metho
= "BFGS") {

u = pmin(x, 0.9999)

v = pmin(y, 0.9999)

h = 0.0001

minuslogl <— function(pars) {

C = copula(pars)

d

mixed_deriv = (C(u + h, v+ h) = C(u + h, v) — C(u, v + h) + C(u, v))/h™2

—sum( log (mixed_deriv))
}
optim(par = initial , minuslogl, lower = lower, upper = upper, method =
method )
}
# atvirkstine funkcija
.inverse <— function (f, lower = 0, upper = 1) {
function(y, ...) uniroot((function(x) f(x, ...) — y), lower = lower, upper
upper )8$root
}
# dvimates kopulos generavimas pagal salygines atvirkstines metoda
rCopula <— function(n, C) {
#mn.v.p toludus a.d.
u <— runif(n)
t <~ runif(n)
h <~ pmin(0.0001, 1 — u)
v <— sapply(1l:n, function(i) {
1 < function(v) (C(u[i] + h[i], v) — C(uli], v))/h[i]
.inverse (1) (t[i])
)
# output
matrix (c(u,v), nrow = n)
}
# Kopulu funkcijos
Gumbelo=function (pars) function(u,v) (exp(—((—log(u)) pars[l]+(—log(v)) pars
[1]) ~(1/pars[1])))
nrl3.copula=function (pars)function (x,y){exp(1—((1-log(x)) pars[l]+(1—-log(y))
pars[1]—1)"(1/pars[1]))}
AMB=function (pars)function (x,y){x*y/(1—pars [1]*(1—-x)*(1—y))}
# Liekanoms konstruojame hierarchine kopula

#grafikai
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par (mfrow = ¢(2,2))
plot(Z1,7Z2,xlab = "CRYTR' ,ylab = "SPGSCITR" ,main="Modelio liekanos"',pch=16,col
=alpha ("black" ,0.5))
plot (Z3,7Z4,xlab = "IBOXIG'" ,ylab = "ITRROV" ,main="Modelio liekanos"' 6 pch=16,col=
alpha ("black" ,0.5))
plot(r1[,1],r1[,2],main = "Gumbel kopula",6xlab="CRYIR",fylab = "SPGSCITR",pch
=16,col=alpha ("black" ,0.5))
plot(r2[,1],r2[,2],main="Nr.13 kopula', 6 xlab = "IBOXIG",fylab = "ITRROV'  pch=16,
col=alpha("black" ,0.5))
# zaliavu indeksu liekanoms randame Gumbel kopulos parametra
fitGumbelo <— fitCopula(Zl, Z2, Gumbelo, initial=2)
fitGumbelo$par
Gumbel=Gumbelo ( fitGumbelo$par) (Z1,72)
# Obligfaciju indeksu liekanoms randame Nr13 kopulos parametra
fitNR13 <— fitCopula(Z3, Z4, nrl3.copula, initial=1)
fitNR13$par
r2 = rCopula (2000, nrl3.copula(fitNR138$par))
plot (r2[,1],r2[,2])
plot (Z3,74)
nrl13=nrl13.copula (fitNR138$par) (Z3,74)
#Randame isorines kopulos parametra
fitAMH<— fitCopula (Gumbel, nrl3, AMH, initial=-1)
fitAMHS$par
r_AMH = rCopula (2000, AMH(fitAMH$par))
#liekanu prognozes funkcija
residuals_forecast=function (pairs)function(x){
Y=qt (x, pairs [3], pairs[1])*pairs [2]
return(Y)
}
#vieno momento grazu prognozes funkcija
forecast_function=function (pars)function(residuals_Garch,residuals_forecast ,
sigma_ Garch){
pars=as.numeric(pars)
sigma=pars[2]+ pars [3] *residuals_Garchxresiduals_Garch*sigma_Garch*sigma__
Garch+pars [4] *sigma_ Garch*sigma_ Garch
X=pars[l]+residuals_forecast+*sqrt(sigma)
return (cbind (X, sqrt (sigma)))
}

# nagrinejamos hierarhines kopulos funkcija
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Copulal = function (x1,

x2), nrl3.copula(fitNR13$par) (x3,

x2, x3,

x4))

x4 )AMH(fitAMHS$par) (Gumbelo (fitGumbelo$par) (x1,

# keturmates kopulos generavivas naudojant salygines atvirkstines metoda
rCopulad4 <— function(n, C, h0 = 0.0001) {
#n.v.p toludus a.d.

u <—
t <
s <—

runif(n)

runif(n

)

runif(n)

r <— runif(n)

h <-

v <— sapply (1:n,
1 <= function(v) (C(ul[i] + h[i], v, 1,
.inverse (1) (t[i])

)

vV =

pmin(h0, 1 — u)

function (i) {

ifelse (v = 1, 1-0.0000001,
0.0000001, v)

1 —v)

1 V)

v = ifelse(v = 0,

h2 <— pmin(h0,

w <— sapply (1l:n, function(i) {

1 <— function(w) {

(C(uli] + h[i], v[i] + h2[i],
v[i] + h2[i], 1) + C(
h2[i], 1, 1) — C(u[i] + h
1) + C(uli], v[i], 1, 1))

}

.inverse(1)(s[i])

1y

w = ifelse(w

1) — C(u
vii],
vii], 1,

[i] + hli], 1) = C(uli],
1)) /((C(uli] + hli],
1) — C(uli], v[i] + h2[i],

W, v[i],

uli],
(i,
)

w,

W, W, v[i] +
1

)

1, 1-0.0000001, w)
0, 0.0000001,
h3 <— pmin(h0, 1 — w)

w = ifelse(w

w)

:n, function(i) {
i], v[i] + h2[i],
1) = C(u[i] + h[i
v 1) = C(u[i], v|
, 1)+ Culi],

x <— sapply
w[i] + h3[i],
], v[i] + h2][i
i] + h2[i], w][

v[i] + h2[i],

1) = C(u[i] + h[i],
I, wli], 1) + C(uli
i] + h3[i],

wli], 1) = C(ul[i

]l <— function(x) {
(C(u[i] + h[i],
i] + h3[i],

i], v[i], wli],

I vli],

v[i] + h2[i
x) — C(u [i]

x) — [i
w[i] + h3[i], x)

[i] + h3[i], x) — C(u[i] + h[i],
, v[i] + h2[i], x) + C(u
[i] + h2[i], w[i] + h3[i],
uli], + h2[i],

vii], wi
[i] + b
x) + C(uli

x) = C(uli],

wli],

v[i] wli],
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v[i], w[i], x))/apacia
217 }

218 .inverse (1) (r[i])

219 })

220| x = ifelse(x = 0, 0.0000001, x)
221| x = ifelse(x 1, 1-0.0000001, x)
222  # Output

223| cbind(u,v, w, x)

224}

225|# apsibreziame pradines reiksmes
226|X1_sigma=sigmaA [2181
227|X2_sigma=sigmaB[2181
228|X3 sigma=sigmaC[2181
229| X4 sigma=sigmaD [2181
230| X1=NULL

231 | X2=NULL

232| X3=NULL

233 X3 1=C[2181]

234| X4=NULL

235/ X1 _liekanos=A liekanos[2181]/sigmaA [2181]
236|X2_liekanos=B liekanos[2181]/sigmaB[2181]
237|X3_liekanos=C liekanos[2181]/sigmaC[2181]
238|X4_liekanos=D liekanos[2181]/sigmaD [2181]

]
}
}
]

239|# randame 5 momentu prognoziu realizacijas
240| for (i in 1:5){
241|Q1 = rCopula4 (10000, Copulal)

242|Y11 AMH=residuals_forecast (fitA)(Q1[,1])
243/ Y12 AMH=residuals_forecast (fitB) (Q1[,2])
244|/Y13 AMH=residuals_forecast (fitC) (Q1[,3])
245/ Y14 AMH=residuals__forecast (fitD) (Q1[,4])

246|# prognoze indeksui CRYTR

247/ XA AMH=forecast_function (A coef) (X1 liekanos ,(Y1l AMH-mean(Y1l AMH))/sd (Y11 __
AMH) ,X1_sigma)

248| X1=cbind (X1,XA AMH][ ,1])

249 X1_sigma=XA AMH] , 2]

250/ X1 _liekanos=(Y1l AMH-mean(Y1l AMH))/sd (Y11l _AMH)

251|# prognoze indeksui SPGSCITR

252|XB AMH=forecast_function (B_coef) (X2 liekanos , (Y12 AMH-mean(Y12 AMH) ) /sd (Y12 _
AMH) ,X2 sigma)

253| X2=cbind (X2,XB AMH[ ,1])
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X2 sigma=XB AMH]|,2]

X2 liekanos=(Y12 _AMH-mean (Y12 AMH) ) /sd (Y12 _AMH)

# prognoze indeksui IBOXIG

C_coef=as.numeric(C_coef)

sigma_Ct=C_coef[3]+C _coef[4]*X3 liekanos*X3 liekanos*X3 sigma*X3 sigma+C_coef
[5]*X3 sigmax*xX3 sigma

XC_AMHE=C coef[1]+ (Y13 AMH-mean(Y13 AMH) ) /sd (Y13 _AMH)*sqrt (sigma_Ct)+C_coef[2]x
X3 1

X3 1=XC_AMH

X3=cbind (X3,XC_AMH)

X3 sigma=sqrt (sigma_Ct)

X3 liekanos=(Y13_AMH-mean(Y13_AMH) ) /sd (Y13 _AMH)

# prognoze ITRROV

XD AMH=forecast_function (D _coef) (X4 liekanos ,(Y14 AMH-mean(Y14 AMH))/sd (Y14 _
AMH) ,X4 sigma)

indeksui

X4=cbind (X4,XD AMH[ ,1])

X4 sigma=XD AMH],2]

X4 liekanos=(Y14 AMH-mean (Y14 AMH))/sd (Y14 AMH)
i=i+1

}

# indeksu prognoziu vidurkiai ir kovariacijos
prognoze_AMH 1=cbind (X1[,1],X2[,1],X3[,1],X4[,1])
prognoze_AMH 2=cbind (X1[,2],X2[,2],X3[,2],X4[,2])
prognoze_AMH 3=cbind (X1[,3],X2[,3],X3[,3],X4[,3])
prognoze_AMH 4=cbind (X1[,4] ,X2[,4],X3[,4],X4[,4])
prognoze_AMH 5=cbind (X1[,5] ,X2[,5] ,X3[,5] ,X4[,5])

averet_AMH 1 = matrix(colMeans(prognoze_AMH 1) ,nrow=1)
rcov_AMH 1

cov(prognoze AMH 1)

averet_AMH 2 = matrix(colMeans(prognoze AMH 2) ,nrow=1)
rcov_AMH 2

cov(prognoze AMH 2)
averet_AMH 3 = matrix(colMeans(prognoze_AMH 3) ,nrow=1)
rcov_AMH 3 = cov(prognoze AMH 3)

averet_AMH 4 = matrix(colMeans(prognoze_AMH 4) ,nrow=1)

rcov_AMH 4 = cov(prognoze_AMH 4)

averet_AMH 5 = matrix(colMeans(prognoze_AMH 5) ,nrow=1)

rcov_AMH 5 = cov(prognoze AMH 5)

#efektyvuvo kreives funkcija

effFrontier = function (averet, rcov, nports = 1000, shorts=T, wmax=1)
{

mxret = max(abs(averet))

36




291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307

308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323

324
325
326
327
328

mnret = —mxret
n.assets = ncol(averet)
reshigh = rep(wmax,n.assets)

if ( shorts )
{

reslow = rep(—wmax,n. assets)
} else {
reslow = rep(0,n.assets)
}
min. rets = seq(mnret, mxret, len = nports)

vol = rep(NA, nports)
ret = rep(NA, nports)
for (k in l:nports)
{
port.sol = NULL
try (port.sol <— portfolio.optim(x=averet, pm=min.rets[k], covmat=rcov,
reshigh=reshigh , reslow=reslow ,shorts=
shorts),silent=T)

if ( !is.null(port.sol) )

vol [k] = sqrt(as.vector(port.sol$pw %% rcov %+% port.sol$pw))
ret [k] = averet %% port.sol$pw
}
}
return(list (vol = vol, ret = ret))

}

#Sharpe rodiklio maksimizavimo funkcija
maxSharpe = function (averet, rcov, shorts=T, wmax = 1)

{

optim. callback = function (param,averet ,rcov,reshigh ,reslow ,shorts)
{
port.sol = NULL
try (port.sol <— portfolio.optim(x=averet , pm=param, covmat=rcov,
reshigh=reshigh , reslow=reslow , shorts=
shorts), silent = T)
if (is.null(port.sol)) {
ratio = 1079
} else {
m.return = averet %% port.sol$pw

m.risk = sqrt(as.vector(port.sol$pw %% rcov %% port.sol$pw))
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ratio = —m.return/m. risk
assign ("w' ,port.sol$pw,inherits=T)
}
return(ratio)
}
ef = effFrontier (averet=averet, rcov=rcov, nports = 100, shorts=shorts, wmax
=wmax )
n = ncol(averet)
reshigh = rep(wmax,n)
if ( shorts ) {
reslow = —reshigh
} else {
reslow = rep(0,n)
}
max.sh = which . max(ef$ret/ef$vol)
w = rep(0,ncol(averet))
xmin = optimize (f=optim. callback , interval=c(ef$ret [max.sh—1], upper=ef$ret |
max.sh]) ,
averet=averet ,rcov=rcov ,reshigh=reshigh ,reslow=reslow ,shorts
=shorts)
return (w)
}
#efficient frontier ir Max Sharpe ratio radimas pirmajai prognozei
frontas_l=effFrontier (averet_AMH 1, rcov_AMH 1)
plot (frontas_18$vol*100,frontas_18ret+*100,type="1" ,xlim=c(0.2,1.6) ,ylim=c
(—0.03,0.04) ,xlab="Rizika*100" ,ylab="Grazax100")

points (sd(X1[,1])*100,mean(X1[,1])*100,type="p" ,col="green")
textxy (sd(X1[,1])*100 ,mean(X1[,1])*100,"CRYIR ")
points(sd(X2[,1])*100,mean(X2[,1])*100,type="p",col="blue")
textxy (sd(X2[,1])*100—-0.1,mean(X2[,1])*100—-0.001, "SPGSCITR" )
points(sd(X3[,1])*100,mean(X3[,1])*100,type="p",col="red")
textxy (sd(X3[,1])*100,mean(X3[,1]) %100, "IBOXIG")
points(sd(X4[,1])*100,mean(X4[,1])*100,type="p",col="purple")
textxy (sd(X4[,1])*100,mean(X4[,1])*100, "TTRROV")
w_l=maxSharpe(averet_AMH 1, rcov_AMH 1)

w_ 1

#patikrinama ar gauta portfelio sudetis yra ant efektyvumo kreives

sdl=sqrt(as.vector (w_1 %% rcov_AMH 1 %% w_1))
EP = averet_ AMH 1 %% w_1
points(sd1%100,EP+100,type="p",col="black")
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