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Anotacija

Idéja, rasyti baigiamajj darba butent Sia tema, kilo paskaitos metu spren-
dziant uzdavinj, kuriame buvo prasoma rasti bankroto tikimybe rizikos at-
statymo modelyje. Bandant rasti sig tikimybe, taikant tik bankroto tikimy-
bés apibrézima, buvo ganétinai komplikuota ir sudétinga. Turint rekurenti-
ne bankroto tikimybés formule, tikimybés radimas tampa zymiai lengvesnis,
taigi buvo nuspresta pabandyti iSvesti sia formule. ISvedimui buvo naudota
pagrindinés, elementarios tikimybiy teorijos savokos, bei rizikos atstatymo
modelio savybés. leskant bankroto tikimybés formulés atskiru atveju, pir-
miausiai radome Sios tikimybés iSraiska pirmais trimis laiko momentais, pa-
stebéjome bendra principa tarp gauty rezultaty ir taip radome rekurentine
formule bendru atveju. Formule pritaikéme atskiriems modelio atvejams ir
nubraizéme baigtinio laiko bankroto tikimybés grafikus.

Gautos formulés pagalba, naudojantis programine jranga, galima grei-
tai ir patogiai rasti bankroto tikimybe jvairiems rizikos atstatymo modelio
atvejams.



Abstract

Risk reconstruction model describes the change of the insurer’s surplus
with respect to time. This model fix insurer’s capital level only in discrete
time moments. In year 1957 E. Sparre Andersen offered to hold, that time
intervals between claims are independent identically distributed random va-
riables, which can acquire just positive values. The new, enhanced model
usually is called risk reconstruction model or E. Sparre Andersen model.
This model is widely explained in source [2].

Definition:
Let U(t) denote the insurer’s surplus at time moment t > 0. We say that
insurer works according to the risk recontruction model if:

N(t)
Ult)=u+ct— ZZi'
i=1

for each t>0. Here:
e u > 0 is an insurer’s initial surplus.
e Z1,Z5,.. are independent copies of a non-negative random variable Z.

e ¢ > 0is a rate of premiums income per unit time. It is assumed, that
this rate is constant and do not depend on time.

o N(t) is the number of claims in interval [0, t].

N(t) = Z L©,+05+..+0,<t)

n=1

N is computational process for copies ©1, O3, O3, ... of random variable
O, which is independent, non - negative, non -degenerate in point 0.
Random variable ©; is time moment of first claim, random variables
©;,7 > 0 is time moment between claim positions : i and (i-1).

e The sequences of random variables ©1, 09, O3, ... and Z1, Z, Z3, ... are
mutually independent.

Probabilty of bankrupcy in continous time moment [0,t] is defined as:

N(t)

Y(u,t) = P(T, <t)=Plu+t—Y Zyte{1,2,3,..}).
i=1



Here uw € Ny = {0, 1,2, }zr t > 0.

The main purpose of this work is to find recurrent formula for the proba-
bility of bankrupcy. For derivation of this formula, we were using elementary
conceptions of probability theory and properties of risk reconstruction mo-
del. Primarily we were analyzing seperate case in which random variable
© acquires just two values. We estimated probability of bankrupcy in first
three time moments and noticed, that from second time moment we will
have recurrent formula, than we found reccurent formula for the probability
of bankrupcy in finite time at common case.



Ivadas

Sio darbo tikslas yra i$vesti rekurentine baigtinio laiko bankroto tikimy-
bés formule rizikos atstatymo modeliui. ISvesta formule bus galima naudoti
norint greitai ir patogiai rasti bankroto tikimybe rizikos atstatymo mode-
lyje. Formulés iSvedimui buvo naudojami elementarts tikimybiy teorijos
metodai. ISvedinéjant formule pirmiausiai nagrinéjome atskira atvejj, kai
zaly skaiciy aprasantis atsitiktinis dydis jgyja tik dvi reiskmes. Siam atvejui
radome bankroto tikimybés iSraiskas pirmiems trims laiko momentais. IS
gauty israisky pastebéjome, kad nuo antro laiko momento gauname reku-
rentine formule. Tuomet remiantis gautas rezultatais iSvedéme rekurentine
bankroto tikimybés formule bendru atveju, t.y tuo atveju kai zaly skaiciy
aprasantis atsitiktinis dydis yra diskretus su baigtine atrama. Gautai for-
mulei nubraizéme kelis grafikus, taip patikrinome, kad formulé yra teisinga.

Pirmoje darbo dalyje yra aprasomas rizikos atstatymo modelis, bei jo
sudedamosios dalys. Apibréziamas jvykis, kurj vadinsime bankrotu.

Antroje darbo dalyje apibréziama bankroto tikimybé rizikos atstatymo
modelyje.

Trecioje dalyje yra iSvedinéjama rekurentiné baigtinio laiko bankroto
tikimybés formulé. Pirmiausiai yra nagrinéjamas atskiras atvejis, véliau is
gauty rezultaty yra gaunama rekurentiné bankroto tikimybés formulé bend-
ru atveju.

Ketvirtoje dalyje yra apibendrinami gauti rezultatai ir apibréziama re-
kurentiné bankroto tikimybés formulé.

Penktoje dalyje yra pateikiami pavyzdziai.

Sestoje dalyje yra pateikiamos $io darbo i$vados.

Septintoje dalyje yra pateikiamas literaturos sarasas.

Astuntoje dalyje yra pateikiama nagrinéty pavyzdziy reiksSmiy lentelés
ir programos kodas.



1. Rizikos atstatymo modelis

1.1 Modelio sudedamosios dalys

Rizikos atstatymo modelis, panasiai kaip diskretaus laiko rizikos modelis
ir klasikinis rizikos modelis apraso draudiko kapitalo kitimg bégant laikui.
Diskretaus laiko rizikos modelis fiksuoja draudiko kapitalo verte vien tik
diskreciais laiko momentais. Tuo tarpu klasikinis rizikos modelis, nusako
draudiko kapitalo dydj bet kokiu laiko momentu. Tacéiau zaly pasirodymo
skaiciui klasikiniame rizikos modelyje pasirinktas specialaus pavidalo pro-
cesas. Butent klasikinio rizikos modelio atveju laikome, kad zaly skaiéius
N(t) laiko intervale [0;t] yra homogeninis Puasono procesas su tam tikru
teigiamu intensyvumu A. Tai gauname tada ir tik tada, kai laiko tarpai tarp
zaly yra nepriklausomi eksponentiskai pasiskirste atsitiktiniai dydziai. Toks
apribojimas laiko tarpams klasikinj rizikos modelj daro sunkiai pritaikoma
realioms draudimo veikloms aprasyti. Diskretaus laiko rizikos modelj galime
rasti [1], [4], [5] literaturos Saltiniuose, tuo tarpu klasikinis rizikos modelis
iSsamiai aprasSytas Saltiniuose - [5], [6], [7]. 1957 metais E. Sparre Andersen
(ziurekite [2]) pasiulé laikyti, kad laiko tarpai tarp zaly yra nepriklausomi
vienodai pasiskirste, teigiamas reikSmes jgyjantys, atsitiktiniai dydziai. Toks
klasikinio modelio pakeitimas kolektyvinés rizikos modelj paverté lengviau
pritaikomu realioms trumpalaikio draudimo veiklos rusims aprasyti. Antra
vertus, naujasis modelis matematiskai sudétingesnis, nes yra priklausomas
nuo vadinamojo skaiciuojancio atstatymo proceso, kuris savo elgesiu gero-
kai skiriasi nuo homogeninio Puasono proceso. Naujasis patobulintas rizikos
modelis paprastai vadinamas rizikos atstatymo modeliu arba E.Sparre An-
dersen modeliu. Beabejo ir Sis rizikos atstatymo modelis yra tam tikras
tikrovés supaprastinimas. Neatsizvelgiama j pajamy atsitiktinuma, kapitalo
investavimo galimybe, galima ieskiniy priklausomybe ir panasiai. Visgi, kaip
jau mineéta, rizikos atstatymo modelis gali buti taikomas tam tikry draudi-
mo veiklos rusiy analizei dazniau uz klasikinj rizikos modelj.

1.1.1 Apibrézimas. Sakoma, kad draudiko valdomas turtas U(t) kinta
pagal rizikos atstatymo modelj, jeigu bet kuriam laiko momentui ¢t > 0 :

N(#)
Ut) =u+ct—> 7. (1)
=1



Sioje lygybéje:
e u > 0 yra draudiko pradinis turtas.

e 71,75, Zs,... yra nepriklausomos neneigiamo atsitiktinio dydzio kopi-
jos. Atsitiktinis dydis Z; nusako draudiko i - osios zalos dydj.

e ¢ > 0 yra premijy surinkimo greitis per laiko vieneta. Laikome, kad
Sis greitis yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko.

N(t) yra zaly skaicius intervale [0,t]. Laikoma, kad N yra skai¢iuojantis
atstatymo procesas, t.y.

N(t) = Z ﬂ(®1+®2+...+®n§t)

n=1

nepriklausomoms kazkokio neneigiamo, neissigimusio taske 0, atsitik-
tinio dydzio © kopijoms O1, O, Ogs, ... Atsitiktinis dydis ©1 yra pir-
mosios zalos pasirodymo laikas, o atsitiktiniai dydziai ©;,¢ > 0 nusako
laiko tarpa tarp i-osios ir (i-1) - osios zaly.

o Atsitiktiniy dydziy sekos ©1, 09, O3, ... ir Z1, Zs, Z3, ... yra tarp saves
nepriklausomos.

2. Bankroto tikimybé rizikos atstatymo modelyje.

Sakykime draudiko valdomas turtas U(t) yra aprasomas pagal (1) formule.

Jeigu kuriuo nors laiko momentu t>0 draudiko turto verté nukrenta zemiau
0, tai laikoma, kad jvyko bankrotas. Kitaip tariant, bankrotu vadinamas
ivykis:
B:U{w:U(w,t)<0}.

>0
Laiko momentas, kai draudiko turtas pirma kartg nukrenta zemiau nulio,
vadinamas bankroto laiku. Butent bankroto laikas yra apibendrintas atsi-
tiktinis dydis nusakytas lygybe:

inf{tZO:Uw,t <O}, jeigu w e B
T, =T,(w) = @?) -
0, jeigu w ¢ B



Indeksa u simboliui T}, raSome norédami pabrézti bankroto laiko priklauso-
mybe nuo pradinio draudiko kapitalo u.

2.1 Apibrézimas.

Bankroto tikimybe baigtiniu laikotarpiu [0,t] vadinama tikimybeé:

N(t)
Gu,t) =P(T, <t)=Plu+t— Y Z;<0,te{1,2,3,...}). (2
=1

Cia u € No={0,1,2,...}ir t > 0.

Bankroto ir bankroto tikimybés apibrézimai buvo aprasyti naudojantis
Saltiniu [5].

3. Rekurentinés formulés iSvedimas.

Sio darbo tikslas yra iSvesti rekurentine baigtinio laiko bankroto tiki-
mybés formule rizikos atstatymo modelyje. ISvedimui naudosime formule,
kuri yra apibrézta 2.1 apibrézime. Rizikos atstatymo modelis yra nusaky-
tas 1.1.1 apibrézime. ISvedinéjant rekurentine bankroto tikimybés formule
rizikos atstatymo modelyje, remsimés rekurentinés bankroto tikimybés for-
mulés isvedimu diskretaus laiko rizikos modelio atveju, kuris yra pateiktas
[1] saltinyje.

Rekurentinés formulés iSvedime, sveikareiksmiui atsitiktiniui dydziui Z
aprasyti, naudosime tokius zyméjimus:
o Atsitiktinio dydzio Z lokaliosios tikimybés:
P(Z=k)=hg, , k=0,1,2,3, ...
o Atsitiktinio dydzio Z pasiskirstymo funkcija:

H(u) = P(Z <u) = > hy.
{ke(0,1,2,..),k < u}



Rekurentinés formulés iSvedimas i esmés yra paremtas pilnos tikimybés for-
mulés panaudojimu, suformuluojamu is teiginio:

Pilnosios tikimybés formulé. Jei jvykiai jvykiai Hy, Hy, Hs, ..., H, sudaro
pilnaja ivykiy grupe, t.y. H; + Ha + Hs + ... = . Tai jvykio A tikimybé
yra lygi:

P(A) = P(A(\Hy) + P(A( | Ha) + P(A( ) Hs) + ...

Pilnos tikimybeés formulé placiai aprasyta knygoje [3].

3.1 Atskiras atvejis

Nagrinékime atveji, kai zaly skai¢iuje N(t) esantis atsitiktinis dydis ©
igyja tik dvi reikSmes © = 1,2. Su tikimybémis P(© = 1) = p ir
PO =2)=1-p. Cia 0 < p < 1. Taigi atsitiktinis dydis © turi tokj
skirstinj:

© 1 ]2
P |p |Ip

Prisiminkime, kad zaly skaic¢ius N(t), intervale [0,t] , yra skai¢iuojantis
atstatymo procesas, t.y.

Nt = Lo +05+.10.<t)-

n=1

Kai t=1, turime:

N1) =Y Lo 10,4, 10,<1) =

n=1

1, kai© =1
0, kai © =2

Pagal 2.1 apibrézimag, laiko momentu t=1 turime:

N(1)
Y(u,1) =P(T, < 1) =P(u(1) <0) = Plu+1- > Z <0) =
=1
N(1) N(1)
Plu+1-> 7 <0,0;=1)+Plu+1-)Y 7 <06;=2)=
i=1 =1



Plu+1-2Z; <0)p+Pu+1<0)(1-p)=Plu+1-2Z1 <0p=P(Z1 >u+1)p=

p Y hi=p(l—Hu)).

i=u+1

Laiko momentu t=2, turime:

kai ©1 = 09 = 1;
kai ©1 =2,05 =1;
kai @1 = 1,@2 :2;
, kai ©1 = ©9 = 2.

N@2) =) Lo +0,+.10,<2) =

n=1

—_ = =N

Taikydami ta pacia procedura, kaip ir ¥ (u, 1) atveju turime:

N(1) N(2)

V(u,2) = Plu+1— Zzigmup(ujuz— ZZ <0)=
P({..},61=1,09 zlll) +P({..},01 = 2,@;:1 1)
+P({..},01=1,0,=2)+P({..} 01 =2,0, =2) =
=P{u+1-2 <0}]U{u+2—-(Z1+ Zy) <0})p?
+P{u+1<0}U{u+2- 21 <0})p(1l—p)
+P{u+1-21 <0yU{u+2— 21 <0})p(l—p)
+P{u+1<0}U{u+2-2, <0})(1 —p)*=

PU{Zrzu+1}U{Z1+ Za >u+2} N {Z1 < u})p?

+P(Z1 >u+2)(p(l—p)+ (1 —p)?*) + P(Z1 >u+1)p(l —p) =

inP({Zl2u+1}U{Zl+Z2Zu+2}m{Z1=k})

+P(Z1>u+2)(p—p*+1-2p+p*) + P(Z1 > u+1)p(l —p) =

10



:inP({kzuH}U{kJr%2u+2}ﬂ{21:k}

—p) Y ht+p(l—p) > hi=
k=u-+2 k=u+1

:inP({k:Zu—l—l}U{ZgZu+2—k;})hk
Z hi, +p(1 = p) Z hy =

k=u-+2 k=u+1
ZP@U{ZQ>u+2—k} Yhy + Z P J{Z > u+2—k})h)
k=u+1
- p) Z hie+p(l—p) > hi=
k=u-+2 k:u+1
ZPZQ>u+2—khk+ th th
k=0 k=u+1 k=u+2
+p(l—p) Y b=
k=u+1
=p*> P(Zy>u+2—kh+ > h(@+p-p)+1-p) > hp=
k=0 k=u+1 k=u+2

=p* Y (1= H(u+1=k)hy +p(1 - H(u)) + (1= p)(1 - H(u+1)).

Laiko momentu t=3, turime:

kai ©; = 02 =03 =1;

kai @1:@2:1,@3:2,
kai()lzzl,Ch :ZQ,Ch ::L
kai ©1 =2,0, = 03 = 1;
kai ©1 =1,09 =2,03 = 2;
kai @1:2,@2:1;@3:2;
kai O = Oy = 2:03 = 1;
kai O] = Oy = O3 = 2.

N@B) =) 10,400+ 16,<3) =

n=1

RN NN NN W

11



Rasime 9 (u, 3):

N(t)
Y(u,3) = Plu+t— ZZi <0,te{1,2,3})

vy N(2) N(3)
=P({u+1— ZZZ-SO}U{uM— ZZiSO}U{U—F?)— Zzigo})
=P{..}.6: ;_11,92 =1,03=1) . .
+P({..},01=1,0,=1,03=2)+P({...},0: =1,0, =2,03 =1)
+P({.},01=2,0,=1,05=1)+P({...},0: =1,0, = 2,03 = 2)
+P({..},01=2,0,=1,05=2)+P({...},61 =2,0,=2,03 =1)
+P({..},01=2,0,=2,05=2)
=P{u+1-2Z <0}U{u+2—-(Z1+ Z) <0} U{u+3—(Z1+ Zo+ Z3) <0})p?
+P{u+1-2Z1<0}U{u+2-(Z1+2) <0}U
U{u+3—(Z1+ 2Z2) <0})p*(1 - p)

+P({u+1-2; <0}U{u+2-21 <0} U{u+3—(Z1+ Z) <0})p*(1—
p)

+P{u+1<0jU{u+2-21<0}U

U{u+3—(Z1+ Zs) <0})p*(1 —p)

+P({u+1-2 <0}U{u+2-21 <0}

U{u+3—(Z1+ %) <0})p(1 —p)?

+P{u+1<0}U{u+2-21 <0}U{u+3—(Z1+ Z2) <0})p(1 — p)?

+P{u+1<0jU{u+2-2 <0}U{u+3-2 <0})p(l—p)?

12



+P{u+1<0}Uf{u+2-2Z1 <0}U{u+3-21 <0})(1-p)®
=P{Z1>u+1}U{Z1+ Zo > u+2} U{Z1 + Zo + Z3 > u+3})p?
+P{Z12u+1}U{Z1+ Ze > u+ 2} U{Z1 + Zo > u+ 3})p?(1 — p)
+P{Zv 2 u+1U{Z1 2 u+2} U{Z1 + Zo > u+3})p*(1 — p)
+POU{Z > u+2YU{Z + Zo > u+3})p*(1 - p)
+P{Z1>u+1}U{Z1 > u+2}U{Z1 + Zo > u+3})p(1 — p)?
+POU{Z > u+2YU{Zi + Z > u+3})p(1 - p)?

+ POU{Z > u+2YU{Z > u+3})p(1 — p)?

+ POU{Z > u+2}U{Z > u+3})(1—p)3
=P{Z1>u+1}U{Z1+ Zo > u+2} U{Z1 + Zo + Z3 > u+3})p?
+P{Zy >u+1YU{Z1 + Z2 > u+2})p*(1 - p)

+P{Z1 > u+1}YU{Z1 + Z2 > u+3})p2(1 - p)

+P{Z1 > u+2YU{Z + Z2 > u+3})p2(1 - p)

+P{Zy >u+1YU{Z1 + Z2 > u+3})p(1 — p)?

+P{Zy >u+2YU{Z1 + Z2 > u+3})p(1 — p)?

+P({Z1 > u+2})p(1 —p)* + P({Zy > u+2})(1 - p)?

=P{Z1 >u+1}U{Z1 + Zo > u+2YU{Z1 + Zo + Z3 > u+ 3} )p
+P{Z1 > u+1}U{Z1 + Zo > u+2})p*(1 - p)

+P{Z1 2 u+1}U{Z1 + Z2 > u+3})(p* - p* +p — 20> +1°)

+P({Z1 >u+2yU{Z1 + Z2 > u+3})(p*(1 — p) +p(1 — p)*)

13



+P({Z1 = u+2})(p(l —p)* + (1 -p)*)

:P({ZlZu—i—l}U{Zl—i—ZgZu—l—Q}U{Zl—i—ZQ—l—ZgZu—I—?)})p?’

+P{Zy >u+ 1} U{Z1 + Z2 > u+2})p*(1 - p)

+P({Z1 > u+1}U{Z1+ Zo > u+3})(p— p?)

+P{Zy >u+2yU{Z1+ Z2 > u+3})(p—p?)

+P{Z1>u+2})(p? —2p+1)

:iP({Zl >ut+ 1} J{Z1+ Z>u+ 2} {21+ 2o+ Zs > u+3} ({21 =k}’
k=0

+3 P{Z1 > u+ 1} J{Z + Zo > u+2} ({21 = k})p*(1 - p)
k=0

+Y P Zr = u+ 1} J{Z1 + Zo 2 u+ 3} ({21 = k})p(1 - p)
k=0

+§:P({Z1 Zu+2}U{Z1+ZQZu+3}ﬂ{Z1:k})p(1—p)
k=0

+3 P{Z1>u+2} ({2 =k} (p—1)?
k=0

oo N(t)
=Y Plu+t—> 7z <0,te{1,2,3},Z1=k)P(Z1 =k) =
k=0 =1
oo N(t)
=Y Plu+t—> Z<0,te{1,2,3},21 =k)h.
k=0 =1

Nagrinékime sumos gautos sumos narius atskirai. Imkime Z; = 0. Siuo
atveju turime:

PUZv 2 u+ 1} U{Z1+ Zo > u+ 2 U{Z1 + Zo + Z3 > u+ 3} )p°
+P({Z1 2 u+1}U{Z + Z2 > u+2})p*(1 - p)

+P{Zy 2u+1}U{Z1+ Z2 > u+3})p(1 —p)

14



+P({Z1 2 u+2}U{Z + 22 > u+3})p(1—p) + P({Z1 > u+2})(p—1)?
= (PUO = ut 13U {2 2 ut 2 UL + 25> u 3]0
+P{0>u+1}U{Z > u+2})p*(1 - p)

+P{0>u+1}U{Z > u+3})p(l-p)

+P{0>u+2}U{Z > u+3})p(l—p))P(Z =0)
+P{0>u+2})(p—1)?

= (POU{Zs >u+2}U{Z+ Z3 > u+ 3})p?

+POU{Z: > u+2})p*(1 —p) + POU{Z2 > u+3})p(1 —p)

POU{Z2 > u+3})p(1 —p))P(Z1 =0)

=Y Pz >u+2} | J{Z+ Zs > u+3} ({2 =j})p°
=0

+ P(Zy > u+2)p*(1 —p) + P(Zo > u+3)2p(1 — p))P(Z; = 0)

u+1 ')
=P _P{izu+2}U{i+Zs=u+3})h+ > PG zu+2}J{i+ 25 > u+3})hy)

7=0 Jj=u+2
Zh+2pl— Zh (Z,=0) =
Ju+2 j=u+3
u+1
ZP@U{]+Zg>U+3}h+Z QUi+ 2 >u+3hny)
Jj=u+2

(1— p)(1 = H(u+1)) +2p(1 = p)(1 — H(u +2)))P(%1 = 0) =

u+1

ZP{Z3>u+3—j}h + Z hj +

j=u+2
+p (1— p)(1—H(u+1)) +2p(1 —p)(1 — H(u+2)))P(21 = 0) =

u+1
=Y PU—H(u+2-j)hj+p*(1 - H(u+1))+

15



+p*(1=p)(1 = H(u+1)) +2p(1 —p)(1 — H(u+2)))P(Z1 = 0) =

u+1
=@P*Y P —H(u+2-j)hj+p*(1 - H(u+1)) +
§=0

+2p(1 — p)(1 — H(u+2)))P(Z, = 0).

Imkime 7, =1 :

(P Z1 >u+1}U{Z1+ Zs > u+ 2} U{Z1 + Zo + Z5 > u+ 3})p?
+P({Z1 > u+1}U{Z1 + 2, > u+2})p*(1 - p)

+P{Zy >u+1YU{Z1 + Z2 > u+3})p(1 - p)

+P{Z1 > u+2yU{Z1 + Zo > u+3})p(1 —p)

+P({Z1 >u+2})(p—1)*)P(Z1 =1)
=P{1zu+1}U{1+Z >u+2} U{1+ Zo+ Z3 > u+3})p*
+P{1>u+1}U{1+ Zo > u+2})p2(1 —p)
+P{1>u+1}U{1+Z2 > u+3})p(1 - p)
+P{1>u+2}U{1+ 22 >u+3})p(l - p)
+P{1>u+2})p—1)*P(Z1 =1)

= (POU{% 2 u+1}U{% + Zs > u+2})p°

+POU{Z: 2 u+1})p* (1 —p) + POU{Z2 > u+2})p(1 - p)

+POU{Z2 > u+2})p(1 —p))P(Z1 = 1)

- (ip({zg >ut 1} J{Z+ Zs > u+2} ({2 = i}p®
=0

+ P(Zy > u+1)p*(1 — p) + P(Za > u+2)2p(1 — p))P(Z; = 1)

16



u

= _P{izu+1}U{i+Z>ut+2b)h+ > PG zu+1}J{i+ %5 > u+2})hy)

j=0 j=u+l
Zh—i—?pl— Zh P(Zy=1) =
j=u+1 Jj=u+2
ZP@U{J+Zg>u+2}h—I— Z P J{i+ 25 > u+2})hy)
Jj=u+1

+p*(1 —p)(l —H(u)) +2p(1 = p)(1 = H(u+1)))P(Z1 = 1) =

ZP{Zg>u+2—]}h + Z hj +

j=u+1
+p?(1 —p)(l —H(u) +2p(1 =p)(1 - Hu+1)P(Z1 =1) =

= (p?’ZP(l — H(u+1-j))h; +p*(1 = H(u)) +

+p°(1=p)(1 = H(w)) +2p(1 = p)(1 = H(u+1)))P(Z1 = 1) =

= (p3ZP(1 — H(u+1—j))h; +p°(1 — H(u))
+2p(1 —p)(1 — H(u+1)))P(Z1 =1).

Imdami Z; = 2 analogiskai gautume tokia israiska:

u—1

(p? ) P(1—H(u=j))hj+p* (1= H(u=1))++2p(1-p)(1—H (u))) P(Z1 = 2).
§=0

Taigi i gauty musy nagrinéjamos sumos pirmy nariy israisky matome, kad

k-tasis narys turéty tokia israiska:

u+1—k
(* > PA-H(u+2—-k—j)h;+p*(1 - H(u+1-k))
j=0

+2p(1 —p)(1 = H(u+2—-k)))P(Z1 = k).

IS ¢ia matome, kad miusy suma daugiausiai gali buti sumuojama iki k=u+1.
Vadinasi, turime:
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u+1 N(t)

Y(u,3) = Plu+t—> Z;<0,te{1,2,3},7 =k)

k=0 =1
u+1
= (p® Y P(1—H(u+2—j))hj+p*(1 - H(u+1)) +2p(1—p)(1 - H(u+2))
j=0

+9° Y P(L—H(u+1—j)h;+p*(1 - H(u) +2p(1 = p)(1 — H(u +1))
5=0

u—1
+p*> P(1— H(u+ j)hj +p*(1 = H(u— 1)) + 2p(1 — p)(1 — H(u))
=0

+ PP P(L— H(L)hy + p*(1 — H(0)) + 2p(1 — p)(1 — H(1)))P(Z = k)

u+1 u
= P* O P(U—H(u+2-j))hj+> _ P(1—H(u+1-j5))hj+..+P(1—H(1)))
j=0 j=0

+p’(1—H(u+1)4+1—H(u) +...4+1— H(0))

+2op(1—p) L+ Hu+2)+1—Hu+1)+...+1— H1)P(Z =k)

u+lut+l—Fk ut1
=p*> " Y PA-Hu+2—k—j)hihe +p*(O_(1— H(u+1—k))h
k=0 j=0 —0
u+1
+2p(L—p)(u+1—Y (1—H(u+2—k)hy
k=0
u+1ut+l—k u+1
=Y Y (U -H@u+2—k—j)hj+p* (1~ H(u+1—k))hy,
k=0 j=0 P
u+1
+2p(1—p) > (1= H(u+2—k))h
k=0

u+1 ut+1—k

=p> (0¥ Y (A—H(u+2-k—j))hj+p(l—H(u+1-k)h
k=0 Jj=0

+2(1-p)(1 = H(u+2—k))h)

18



u+1 ut+l—k

=p> ¥ > (—Hu+2-k—j)hj+p(l—H(u+1-k)
k=0 J=0

+(1=p)(A-Hu+2-k)+ 1 -p)(1 - H(u+2-Fk)))h

u+1 u+1—=k
=p> Z (1—Hu+2—k—5)hj+p(l —H(u+1—-k)

k=0 7=0
u+1
+(1=p)(1 = H(u+2—k)h +p(1—p) Y (1 — Hu+2—k))h
u+1 u+1 =
—p> (1= k2 +p(1—p) S (1= H(u+2 - k)))hy.
k=0 k=0

Taigi gauname, rekurentine bankroto tikimybés formule, kai t=3.

u+1 u+1
Y(u,3) =pY Plu+1—k2h+p(l—p)> (1-H(u+2—k)))h.
k=0 k=0

Pabandysime isvesti rekurentine bankroto tikimybés formule, kai t>3.

N(t)
P(u,t) = P(ut+t— Y Z; <0, kazkokiam t€ {1,2,3,...,t})

i=1

N(1) N(2) N(t)
:P({u-l-l—ZZi<0}U{u+2—ZZi<0}U'--U{u+t—ZZi<0})
i=1 =1

i=1

0 N(1) N(2)
:ZP({U+1_ZZiSO}U{u—FQ—ZZigO}...

k=0 =1 =1

N(¢)
U u—l—t—ZZiﬁo},Zl:k)

=1

0 N(1) N(2)

:ZP({U+1— ZZiSO}U{u—G—Q—ZZigO}...

k=0 i=1 i—1
N(®)

u+tZZZ§0},Zl_k7@1_1)

=1

0 N(1) N(2)
+ZP({u+1— >z SO}U{u+2— >z go}...
k=0 i=1

i=1

-
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N(t)
u+t—ZZ¢§0}7zlzk,@1=2)
=1

f
>

k

0

N(2)
Plu+1-2zi <0} JSu+2-21— > Z<0;..
N(1)+1

N(t)

Ugu+t— > Zi<o},zlk,@11)

i=N(1)+1

5 N(3)
+> P{ut1-0<o}| J{ut+2-zi <0} u+3-21 - Z; <03 ...
k=0 i=N(2)+1

N(t)
U{u+t Z ZZ‘<0},Z1/€,@12)

i=N(2)+1

0 N(2)
ZZP({U+1—21§0}U{u+2—Zl—Zzigo}...
=0 =2

N()
U u+tleZi§0},Z1:k,@1:1)

=2

0 N(3)
+ZP(®U{U+2—ZlSO}U{U-F?)—Zl—ZZZ-SO}...

k=0 o =2
U{U‘H—Zi—zzi§0}721=/€,@1=2)

1=2
N(2)
— Z P(Q,21:k,61:1)+ZP({u+2—k— ZZiSU}U"'
k>u+1 k<u =2
N(t)
U{u+tkzzi§0},21:k,@1:1)+ Z P(Q,Z) =k, 0, =2)
i=2 E>u+2
N(3)
+ ) P({u—l—S—k;— Zzigo}u...
k<u+1 1=2

N(t)
U{u—i—t—k—ZZigO},lek,@1:2)

=2
Pazymeékime, H(u) = 1 — H(u) ir
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oo
d
- Z ]l(él-f-ég—i-...—f—é"gt)? cia e1 @2, ey @ =0,_1
k=1

Teskime pries tai naginéta lygybe, turime:

Y(u,t) = pH(u) + (1 - p)H(u+1)

+3 P {u+2—k— 22):12 <0}U

k<u

N(t)-1
U{u+t—k— 3 Zigo},lek,G)l:l)

i=1

N(3)—1
+ > P({u—l—S—k— > Zigo}U...

k<u+1 i=1
N(t)—1
U{u+t—k— > Ziso},zlzk,@lzm
i=1
=pH(u) + (1 —p)H(u+1)

N(t-1)

+p Y P {u+2kZZ <0}U U{u+1k:+t1 Z Z<0}

k<u

+(1-p) > P({u+3kZZi<O}U--U{u+2k+t2 i Zi<0})hk:
i=1 =1

k<u+1
=pH(u) + (1 - p)H(u+1)

+pY Gu+l—kt—Dhp+(1—p) > (u+2—kt—2)h.
k<u k<u+1
3.2 Bendras atvejis

Tarkime, kad zaluy skaiciuje N(t) esantis atsitiktinis dydis © turi tokj skirs-
tinj:
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Remiantis 3.1 skyrelio skai¢iavimais, buvo pastebéta, kad bendru atveju, kai
t > 3 rekurentiné bankroto tikimybés formulé turés tokia israiska:

W(u,t) = prH(u) + poH(u+1) + psH(u+2) + ... + ppH(u+ D — 1)

+p1 Y putl—kt—Dhp+pr D blu+2—kt—2)h,+ ...
k<u k<u+1

+pD Z Y(u+ D —k,t — D)hy.
k<u+D-1
Arba:

Zle (u+1-1) +Z > lutl—kt—hp.
=1 k<u+l—1
3.1 skyrelyje nagrinéjant atvejj, kai atsitiktinis dydis © turéjo tokj skirs-
tinj:

O 1 2
P p |l-p

gavome, kad pirmu laiko momentu bankroto tikimybé turés tokig israiska:
¥(u,1) = pH(u), o antru laiko momentu tokia israiska:

=p? > (1= H(u+1—k)h+p(l— H(w)) + (1 - p)(1 — H(u+1)).

Pabandykime rasti bankroto tikimybe Siam skirstiniui, kai t=2. Remiantis
gauta rekurentine formule ir bankroto tikimybés israiska, kai t=1, turime:

2

2
Gu,2) = pHuAL=1)+Y Y plu+1—kt—Dhp =
=1 =1 k=0
B u+1

pH (u)+(1—p)H (u+1) +pZ¢ (ut1—k, Dhp+(1—p) Y (u+2—Fk,0)hy, =
k=0 k=0

pHu)+ (1 —p)Hu+1)+p> pH(u+1—k)hy
k=0

—pQZ (w+1—k)he +p(H (u) + (1= p)(H(u+1)).

Taigi gauname, kad musy isvesta formulé yra teisinga ir kai t=2.
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4. Rezultatai

Apibendrinkime gautus rezultatus. Sakykime patenkintos visos jprasti-
nés rizikos atstatymo modelio salygos. Zaly skai¢iuje N(t) esantis atsitiktinis
dydis © turi tokj skirstinj:

0 |1 2 ... D
P pt |p2 |.. |pD

Tada bankroto tikimybé pradiniu laiko momentu t=1 turés tokia israis-
ka:

Y(u,1) = pLH (u). (3)

O visiems u=0,1,2,... ir visiems t=2,3,4,... baigtiniu laiko momentu
tikimybeé ¥ (u, t) tenkina lygybe:

D D

Ylut) =Y pHu+I-1)+Y " > plutl—kt—Dhp. (4
=1 =1 k<u—+Il—-1

Sioje lygybéje:

o p; atstitiktinio dydzio © tikimybés. Atsitiktinis dydis ©1 yra pirmosios
zalos pasirodymo laikas, o atsitiktiniai dydziai ©;,¢ > 0 nusako laiko
tarpa tarp i-osios ir (i-1) - osios zaly.

o H(u)=1-— H(u).

Cia H(u) = P(Z < u) = > R
{ke(0,1,2,..),k <u}

Cia hy = P(Z = k), atsitiktinis dydis Z; nusako draudiko eilinés
zalos dydj.
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5. Pavyzdziai

Naudodami iSvesta rekurentine formule ir programa "RStudio’, nubraizéme
kelis baigtinio laiko bankroto tikimybés grafikus.

5.1 pavyzdys

Nagrinékime atvejj, kai pradinis turtas u=3. Atsitiktinis dydis © turi tokj
skirstinj:

e |1 |2
P (0.5 (0.5

O atsitiktinis dydis Z jgyja tokias reikSmes:

Z 011 2 3B 4 [ [6
P [1/7 [1/7 /7 /7T |1/7 17 [1]7

Tuomet naudojant (3) ir (4) formules, kai t=1,2,..,25 gauname tokj baigtinio
laiko bankroto tikimybés grafika:

psi(3, 1)

1.0

o oo 0B B OO o0oOo0D
oo ®
o

0.4
I

psi

0.4

0.z
1

0.0
I
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5.2 pavyzdys

Nagrinékime atvejj, kai pradinis turtas u=0 ir atsitiktinis dydis © turi tokj
skirstinj:

e |1 |2
P (0.5 (0.5

O atsitiktinis dydis Z pasiskirstes pagal Puasono skirstinj su parametru
A = 1. Taigi atsitiktinio dydzio Z pasisikirstymo funkcija turi tokj pavidala:
e(=M )k 1

Kl exkl’

f(kvA) =

Tuomet turime tokj grafika:

psi(o, 1)

i.0

0.6
I

0.6
I

o0 o2 e
nﬁﬁnnqﬁooﬂﬂﬂﬂ
o

o

o

psi

0.4

0.z
I

0.0
1
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5.3 pavyzdys

Nagrinékime atvejj, kai pradinis turtas u=0 ir atsitiktinis dydis © pasiskirs-
tes pagal pastumta binominj skirstinj:

n! Koy o\ (n—k+1)
Hin— kel P

f(k,n,p) =
,kai n=5, p=0.1.
O atstitiktinis dydis Z pasiskirstes pagal binominj skirstinj:

n! e
f(k,n,p) = pH(1—p)

kl(n — k)

kai n=3 ir p=0.25. Taigi gauname tokj bankroto tikimybés grafika:

psi(o, t)
= _|
=
L]
w=
=
z
Dﬁnnﬂﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁl}él}é
;_
o
-~
=
= _]
=
1 I I I I
5 10 15 20 25
T

Visy nagrinéty atvejy reiksmiy lenteles, kai u=0,1,...,15 ir t=1,2,..,25, galima
rasti 8.2 skyrelyje.
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6.Isvados

Siame darbe nagrinéjamas rizikos atstatymo modelis, kai zalos yra sveika-
reiksmeés, o tarplaikiai sveikareikSmiai su baigtine atrama. Darbo metu buvo
pasiekti Sie rezultatai:

o Rasta bankroto tikimybeés israiska pradiniu laiko momentu t=1.

o ISvesta rekurentiné bankroto tikimybés formulé rizikos atstatymo mo-
delyje, kai t > 2.

e Naudojant gauta formule istirti keli atskiri modelio atvejai ir nubrai-
Zyti baigtinio laiko bankroto tikimybés grafikai.

Gauta rekurentine formule galima naudoti norint greitai ir patogiai rasti
bankroto tikimybe rizikos atstatymo modelyje. Formulé lengvai programuo-
jama bet kuria programavimo kalba.
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1

8. Priedai

8.1 Programavimo kodas

6 skyrelyje pateikti grafikai buvo gauti naudojant $j programavimo koda
(programuota programavimo kalba R):

hi matrix <— function(Z, theta, u, T) {

2 D = length(theta$val)

3

~

10

16

phi <— function(u,t) {
if (t <= 0) return(0)

if (is.na(Flu+1,t])) {

if(t = 1) {
Flu+1l,t] <<— (1 — CDF(Z, u)) #* prob(theta, 1)
} else {

# Pirma suma
Al = t(theta$prob) %«% (1-CDF(Z, u + 1:D — 1))
# Antra suma
A2 =0
for (1 in 1:D) {
for(k in 0:(utl-1)) {
A2 = A2 + prob(theta, 1) * phi(ut+tl-k, t—1) % prob(Z, k)
}
}
Flu+1,t] <<— Al + A2

}
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33

o

36

40

Flu+1,t]

}

F <— matrix (nrow = T+u, ncol = T)

for(j in 1:T)

phi(0,j)

; for(i in 1:u)

phi(i,T)

: G <— data.frame(F[1:(u+1),

names (G) <— paste0("T",

1:T)

rownames (G) <— paste0('U", 0:u)

G

D=5

Z <— Discrete.RV(val =

1:T])

0:6, prob = rep(1/7, 7))

theta <— Discrete .RV(val = 1:2, prob = rep(1/2, 2))

Ml = phi_matrix(Z, theta, 15, 25)
png(filename = "pvzl.png", width
"px")
plot (1:25, M1[4,], type = "p", xlab
"psi(3, t)", ylim = ¢c(0, 1))

dev. off ()

480,

llTll
)

height = 480, units

ylab = "psi", main

phi_matrix_pois <— function (lambda, theta, u, T) {

D = length (theta$val)

phi <— function(u,t) {
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44

46

49

if (t <= 0) return(0)
if (is.na(Flu+1,t])) {
if(t = 1) {
Flu+1,t] <<— (1 — ppois(u, lambda)) * prob(theta, 1)
} else {
# Pirma suma
Al = t(theta$prob) %% (1 — ppois(u + 1:D — 1, lambda))
# Antra suma
A2 =0
for (1l in 1:D) {
for(k in 0:(utl—-1)) {

A2 = A2 + prob(theta, 1) * phi(utl-k, t—1) % dpois(k, lambda

Flut+1,t] <<— Al + A2

}

60 Flu+1,t]

63

}

F <— matrix (nrow = T+u, ncol = T)

for(j in 1:T)
phi(0,j)

for (i in 1:u)
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66

68

69

70

\

~

-3

81

82

83

phi(i,T)

G <— data.frame(F[1:(u+1), 1:T])

names (G) <— paste0('T", 1:T)
rownames (G) <— paste0('U", 0:u)
G
}
theta <— Discrete .RV(val = 1:2, prob = rep(1/2, 2))
lambda =1
# Poisson

M2 = phi matrix pois(lambda, theta, 15, 25)

76 png(filename = "pvz2.png", width = 480, height = 480, units = "
px")
plot (1:25, M2[1,], type = "p", xlab = "T", ylab = "psi", main =

"psi(0, t)", ylim = ¢c(0, 1))

dev. off ()

# Binominis. n = 3. p = 0.25

72 <— Discrete .RV(val = 0:3, prob = round(dbinom(0:3, 3, 0.25),
6))

# Theta. n = 5. p = 0.1

theta2 <— Discrete .RV(val = 1:6, prob = round(dbinom(0:5, 5,
0.1), 6))

M3 = phi_matrix(Z2, theta2, 15, 25)

png(filename = "pvz3.png", width = 480, height = 480, units =

px")
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s5 plot (1:25, M3[1,], type = "p", xlab = "T", ylab = "psi', main =
"psi(0, t)", ylim = c(0, 1))

s6 dev. off ()
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8.2 Reiksmiy lentelés

5.1 pavyzdzio reikSmiy lentelé (reiksmeés suapvalintos):

10

11

12

13

14

15

0.428

0.357

0.285

0.214

0.142

0.071

0

0.811

0.688

0.561

0.428

0.29

0.147]0.076

0.051

0.03

0.015

0.005

0

0.88

0.793

0.691

0.574

0.442

0.304/0.211

0.143

0.089

0.049

0.023

0.012

0.007

0.003

0.001

0.931

0.868

0.787

0.687

0.571

0.447)0.339

0.249

0.173

0.113

0.072

0.045

0.027

0.014

0.007

0.003

0.953

0.908

0.846

0.765

0.669

0.561|0.457

0.362

0.274

0.2

0.141

0.096

0.063

0.039

0.023

0.014

0.968

0.935

0.888

0.825

0.746

0.654(0.559

0.465

0.375

0.293

0.222

0.163

0.116

0.0802

0.053

0.034

0.977

0.953

0.917

0.867

0.804

0.727|0.643

0.557

0.47

0.386

0.309

0.241

0.182

0.134

0.096

0.067

0.984

0.965

0.938

0.899

0.848

0.784/0.713

0.636

0.555

0.473

0.395

0.322

0.256

0.199

0.15

0.111

0.988

0.974

0.953

0.922

0.882

0.83(0.769

0.702

0.629

0.553

0.476

0.402

0.332

0.269

0.213

0.165

0.991

0.98

0.964

0.94

0.908

0.865|0.815

0.757

0.692

0.623

0.551

0.478

0.408

0.341

0.28

0.225

0.993

0.985

0.972

0.954

0.927

0.893|0.851

0.802

0.746

0.684

0.617

0.549

0.48

0.413

0.349

0.29

0.995

0.988

0.979

0.964

0.943

0.915

0.88

0.839

0.79

0.736

0.676

0.613

0.547

0.482

0.417

0.356

0.996

0.991

0.983

0.972

0.955

0.932/0.904

0.869

0.828

0.78

0.727

0.669

0.609

0.546

0.483

0.421

0.997

0.993

0.987

0.978

0.964

0.946

0.923

0.894

0.858

0.817

0.771

0.719

0.664

0.605

0.545

0.484

0.997

0.994

0.99

0.982

0.972

0.957

0.938

0.913

0.884

0.849

0.808

0.762

0.712

0.658

0.602

0.543

0.998

0.995

0.992

0.986

0.997

0.965

0.95

0.93

0.905

0.875

0.84

0.8

0.755

0.706

0.653

0.599

0.998

0.996

0.993

0.989

0.982

0.972

0.959

0.943

0.922

0.897

0.866

0.831

0.792

0.748

0.7

0.649

0.998

0.997

0.995

0.991

0.985

0.978

0.967

0.953

0.936

0.915

0.889

0.859

0.824

0.784

0.741

0.694
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0.999

0.998

0.996

0.993

0.988

0.982

0.973

0.962

0.948

0.93

0.908

0.881

0.851

0.816

0.778

0.735

20

0.999

0.998

0.996

0.994

0.991

0.985

0.978

0.969

0.957

0.942

0.923

0.901

0.875

0.844

0.81

0.771

21

0.999

0.998

0.997

0.995

0.992

0.988

0.982

0.975

0.965

0.952

0.936

0.917

0.894

0.868

0.837

0.803

22

0.999

0.999

0.998

0.996

0.994

0.99

0.986

0.979

0.971

0.96

0.947

0.931

0.911

0.888

0.862

0.831

23

0.999

0.999

0.998

0.997

0.995

0.992

0.988

0.983

0.976

0.967

0.956

0.942

0.926

0.906

0.882

0.856

24

0.999

0.999

0.998

0.997

0.996

0.994

0.99

0.986

0.98

0.973

0.964

0.952

0.938

0.92

0.9

0.877

0.999

0.999

0.999

0.998

0.996

0.995

0.992

0.989

0.984

0.978

0.97

0.96

0.948

0.933

0.916

0.895
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5.2 pavyzdzio reikSmiy lentelé (reikSmeés suapvalintos):

P(u, t)
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w
—
N
—
[@)

0.316

0.132

0.04

0.009

0.001

0 0

0.472

0.203

0.07

0.021

0.005

0.001] 0O

0.517

0.244

0.095

0.032

0.01

0.002/0.001

oo} Rewll el LN

0.543

0.27

0.113

0.042

0.014

0.004/0.001

0.56

0.288

0.127

0.05

0.018

0.006/0.002

0.001

0.571

0.302

0.138

0.057

0.022

0.008/0.003

0.001

(o) Nenll Hen) Nenll Hen) Ran) 0 o}

0.58

0.312

0.146

0.063

0.026

0.01 |0.003

0.001

0.586

0.32

0.154

0.068

0.029

0.012/0.005

0.002

0.001

0.592

0.327

0.159

0.073

0.032

0.013/0.005

0.002

0.001

0.595

0.332

0.164

0.076

0.034

0.015/0.006

0.003

0.001

0.598

0.336

0.168

0.079

0.035

0.016/0.007

0.003

0.001

(=] Nen)l Hen) Nen] Hen) Nev) o) Hen] Heo) Hen) Han) INo)

0.601

0.334

0.172

0.082

0.038

0.012/0.007

0.003

0.001

)

0.604

0.343

0.174

0.084

0.039

0.012/0.008

0.003

0.002

0.001

0.605

0.345

0.172

0.086

0.04

0.012/0.008

0.004

0.002

0.001

0.606

0.347

0.179

0.088

0.042

0.019/0.009

0.004

0.002

0.001

0.608

0.349

0.18

0.089

0.043

0.02 |0.009

0.004

0.002

0.001

0.609

0.35

0.182

0.09

0.0.043

0.02 |0.009

0.004

0.002

0.001

0.61

0.352

0.184

0.092

0.045

0.021]0.01

0.005

0.002

0.001

0.611

0.353

0.185

0.093

0.045

0.021,0.01

0.005

0.002

0.001

0.611

0.354

0.186

0.093

0.046

0.022/0.01

0.005

0.002

0.001

0.612

0.355

0.186

0.094

0.046

0.023/0.011

0.005

0.002

0.001

0.612

0.356

0.187

0.094

0.047

0.023/0.011

0.005

0.003

0.001

0.613

0.356

0.188

0.096

0.048

0.023/0.011

0.006

0.003

0.001

0.613

0.358

0.188

0.096

0.048

0.023/0.011

0.006

0.003

0.001

0.614

0.358

0.189

0.096

0.048

0.024/0.011

0.006

0.003

0.001

(=] Nen) N} Hen) Heu) Hen) Heo) Hen] Heo) en] Heo) Hen) Neo) o] Heo) Hen) Heo) Hen) Neo] Hen) Heo) Hen) Nev) en) Na)

(=] Nen) Hen) Hen) Heu) Hen) Heo) Hen] Heo] Hen) Hen) Hen) Neo) Jen] Heo) Hen) Heo) Hen) Neo] Hen) Heo) en) Neo) e ] Nan]
(=] Hen) Hen) en) Heu) Hen) He) Hen) Jen] Hen) Hen] N en) Neo) en) Heo) Hen] Heo] Hen) Heo] Hen) Heo) Hen) Heo) Han) e}
[en] Henll Hen) Hen)l Heo) Hen) Heo] Nen) Heo] Hen) o] Hen) Neo) Jen) Neo) Hen) Heo] Hen) Heo] Hen) Heo)l Hen) Neo) Ren) Naw}

[en] Nen)l Hen) Hen) ool Hen) Heo) Hen) Heo) Hen) Heo) Hen) Neo) o] Heo) Hen) Heo] Hen) Neo] Nen) Neo) Hen) Nev) Nen) Na]

(=] Nen) Hen) Hen) Heu) Hen) Heo] Hen) Heo) Hen) Hen) Hen) Neo) en] Heo) Hen) Heo] Hen) Neo] Hen) Heo) Hen) Neo) en] Na]
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5.3 pavyzdzio reikSmiy lentelé (reikSmeés suapvalintos):
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0.341

0.092

0.009

0.416

0.122

0.019

0.002

OO =~

0.438

0.138

0.025

0.003

0.449

0.147

0.029

0.004

0.001

0.454

0.152

0.032

0.005

0.001

0.458

0.155

0.034

0.006

0.001

0.46

0.157

0.035

0.007

0.001

0.462

0.158

0.036

0.007

0.001

0.462

0.159

0.037

0.007

0.001

0.463

0.16

0.03

0.007

0.001

0.464

0.16

0.037

0.007

0.001

0.464

0.161

0.038

0.007

0.001

0.464

0.161

0.038

0.007

0.002

0.464

0.161

0.038

0.007

0.002

0.464

0.162

0.038

0.008

0.002

0.464

0.162

0.038

0.008

0.002

0.464

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002
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0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

0.465

0.163

0.038

0.008

0.002

0.465

0.162

0.038

0.008

0.002

(=] Feoll Hen) Feoll Hen) ool Hen) Heol Hen) ool Hen) ool Hen) H ool Hen) ool Hen) Newll el Henll Heo] Hew) Neol Ren) Neanl i)

[e=] Nev]l Hen) ool Hen) Nev) ) Hev] o) Heo] He) Hen) Hes) Hen) ] Hen) o) Nev) Neo) Hen] Heo] Hen) Heo] Nen] Nen] Re))

(o] Neull Hen) Fenll Hen) Henll o) Hevl Hen) ool Hen) Hen)l Hen) Hen) o] Hen) Hen] Nevl ool ool Heo] Hen) Neo) Ren) Nan) BN |

(=] Foll Hoo) Feoll o) ool o) Heol Heo) ool Hen) ool ool Henll Hen) Henll Hen) Hew)l ool Henll Hen] Hen) Neol Ren) Nanl lo'e)

[e=] Nev]l Hen) ool Hen) Nev) en) Hev] o) Hev] Heu) Hev) He) Hen] ] Hen) eo) Hev) Heo) Hen] Heo] Hen) Heo] Nen] Hen) INe)

(o] ool Hen) Feull Hen) Henll Hen] Heol Hen) Heoll Hen) Hen)l Hen) ool Hen) ool Hen) Hevll o) Henll Hen) Hev)l Hen) Nenll s}

(=] Holl Hell Heol Heol Heo) Hen] Hon) Heo) Hoo) Heo) Heol Heol Heol Heol Hool ool Heoll Heol ool Heo) Hen) Heo) Hean) Naw)

[en] Nenjl Hen) ool Hen) Hev) Hen] Heo] Ren) ev] Hen) Hev) Hen) Hev) Hes) Hev] o) Hev) Jen) Hev] Hen) o) Hao) el e}

(o] ool Hen) Feull Hen) Henll Hen) Henl o) Hooll Hen) Henll Hen) ool Hen) ool Hen) Henll Fen) Henll Hen) Hen)l Hen) Renll s

(=] Hell fel Heol Heol Heu) o] Ho) Heo) o) Heo) Hool Heol Hool Heol Hool ool ool Heol ool Fon) Hon) Heo) Hen) Naw)

[en] Nenjl Hen) ool Hen) Hev) Hen] Hev] Hen) ev] Hen) Hev) Hen) Hev) Hen) ool o) Hev) Hen) Hev] Hen) el Hen) Nel e}
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