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Atsitiktiné skirtingy O - eksponentiniy skirstiniy sgsiuka

Santrauka
Tarkime, kad &;1,&9, ... yra nepriklausomi, neneigiami atsitiktiniai dydziai su pasiskirstymo funk-
cijomis F¢,, Fg,,.... Tarkime, kad 1 - neneigiamas, neiSsigimes taske 0, sveikareiksmis atsitiktinis

dydis, nepriklausantis nuo {£1,&2,...}. Pazymékime Sp =0, S, = &+ &+ ... + &, n € N, ir
Sy =&+ &+ ... +&,. Pagrindinis Sio darbo tikslas - rasti salygas atsitiktiniams dydziams &;, &, ...

ir 1, kurioms galiojant pasiskirstymo funkcija Fg, priklauso klasei OL.

Raktiniai zodziai: O - eksponentinis skirstinys, atsitiktiné sasuka, atsitiktiné suma, nevienodai

pasiskirste atsitiktiniai dydziai

Random convolution of different O-exponential distributions

Abstract
Assume that &1, &9, ... are independent non-negative random variables with distribution functions
F¢,, F,,.... Suppose that 7 is a non-negative non-degenerate at zero integer-valued random variable

independent of {&1,£2,...}. Assume that Sp = 0, S, = &+ &+ ..o+ 6, n € N, and S, =
&1+ &+ ...+ &, The main goal of this paper is to consider the conditions for the random variables

£1,&2, ... and n under which the distribution function Fyg;, remains in the class OL.

Key words: O - exponential distribution, random convolution, random sum, non-identically dist-

ributed random variables
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1 Ivadas

Siame darbe nagrinéjami atsitiktiniai dydziai, kuriy pasiskirstymo funkecijos priklauso O -
eksponentiniy skirstiniy klasei (Zymima OL). Skirstiniy klasée OL yra naturalus skirstiniy
klasiu £, L(y) ir D apibendrinimas. Klasé OL buvo jvesta ir pradéta nagrinéti Shimura,

Watanabe ir Yamamuro darbuose (ziurékite [11], [12]).

1.1 Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcija F' yra O - eksponentiné (F' € OL), jei kiekvienam
fiksuotam y € R:
F
0< hminf% < limsupfx——i_ < o0, (1.1)

kur F(r) =1— F(z) Vz €R.

1.2 Apibrézimas. Tarikime, v > 0. Sakoma, jog pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei
L(7) (eksponentiniy skirstiniy klasei), jei kiekvienam fiksuotam y € R:

lim M =e Y,

S T (2)

1.3 Apibrézimas. Sakoma, jog pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei £ (ilgauodegiu
skirstiniy klasei), jei kiekvienam fiksuotam y € R:
lim TV
1.4 Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei D, jei bet kuriam fiksuotam
y € (0,1):
F(ay)

lim sup — < 00

Tarp klasiy D, L(v) ir OL galioja tokie sarysiai:

DcOL, LcCOL, Uzt coc.

v=>0

Standartiniais metodais (ziurékite, pavyzdziui, [2] monografija 1 - 2 dalis) galima paro-



dyti, kad (1.1) nelygybés ekvivalencios nelygybei:

: F(x —1)
limsup ———= < oo.
Tarkime, kad &;,&, ... yra nepriklausomi, nebutinai vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai su pasiskirstymo funkcijomis F¢ , F,,..., o n - neneigiamas, neissigimes taske 0,

sveikareiksmis atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo {;, &, ...}
Pazymékime Sy =0, S, =&+ &+ ... +&, ne N ir 5, =& + & + ... + &, Pagrindinis
sio darbo tikslas - rasti salygas atsitiktiniams dydziams &;, &, ... ir 7, kurioms galiojant

pasiskirstymo funkcija:

Fs,(z) =PG+&+.. +§ <)

=> Plp=nP(&+&+ ..+ & <)
n=0

= P(n=n)(Fg % Fe, % ..  F, ) (@)

n=0

priklauso klasei OL. Cia Fe % Fe, % ... x I, zymi atsitiktiniy dydziy &, &, ..., &, pasiskirstymo
funkcijy sasuka. Sasukos elgesio tyringjimai labai svarbus tokioms tikimybiy teorijos sritims
kaip besiSsakojantys procesai (branching processes), rizikos teorija, eiliy teorija (queueing
theory) ir kt.

Pagrindinis Saltinis, kuriuo daugiausiai buvo remtasi §iame darbe - J. Siaulio ir S. Dani-
lenko straipsnis "Random convolution of O - exponential distributions' [5]. Jame jrodyta,
jog tuo atveju, kai atsitiktiniai dydziai &;,&s, ... yra nepriklausomos O - eksponentinio at-
sitiktinio dydzio £ kopijos, atsitiktinés iy dydziy sumos S, pasiskirstymo funkcija yra O -
cksponentiné. Siame darbe suformuluoti ir jrodyti panasis rezultatai, tik néra reikalaujama,

kad nagrinéjami atsitiktiniai dydziai buty vienodai pasiskirste.

1.1 Teorema. Sakykime, &1, &, ... yra nepriklausomi, neneigiamsi atsitiktiniai dydziai, o n -
sveikareiksmis, neneigiamas, neissigimes taske 0 ir nepriklausantis nuo {&1, s, ...} atsitiktinis

dydis. Jei atsitiktiniai dydZiai &1, &, ... tenkina tokias sqlygas:

(1) Fe, € OL kuriam nors k € supp(n)\{0} = {n € N: P(n=n) > 0},

(2) Bet kuriam k € {1,2,...,k — 1} lim @) _ 0 arba Fe, € OL,

z—00 Fex (=)

(8) supsup L)

< 00,
230 keN  Fenyr (@)



tai an e OL.

1.2 Teorema. Sakykime, &1,&o, ..., p yra nepriklausomi, neneigiami atsitiktiniai dydziai, o
n - sveikareiksmis, neneigiamas, neissigimes taske 0 ir nepriklausantis nuo {&1,&s,....Ep}

atsitiktinis dydis. Jei patenkintos sqlygos:
(1) P(n< D) =1,

(2) Fe, € OL kuriam nors k € supp(n)\{0},

3) Bet kuriam k € {1,2,...,D} lim Py @ _ 0 arba Fe, € OL,
&k

z—r00 Feu (z)

tai an e OL.

1.3 Teorema. Tequl &1,&s, ... yra nepriklausomi, neneigiami atsitiktiniai dydzZiai, turintys
pasiskirstymo funkcijas Fe , Fg,, .... Tarkime, kad 1 - neneigiamas, neissigimes taske 0, svei-
kareiksmis ir nepriklausantis nuo {&1, &, ...} atsitiktinis dydis su pasiskirstymo funkcija F,.

Jei tenkinamos sios sqlygos:

(1) F, € OL kuriam nors k € supp(n)\{0},

(2) lim &(i) =0 arba F, € OL bet kuriam k € {1,2, ...,k — 1},

T—00 F&n( )

k
(3) lim sup %Zsupx (Fﬁm-z(x - 1) - FSN-H (33)) <1,

k—o0 =1

F, z—1
(4) limsup supM < 0,
rz—oo k>1 Ffﬁ-&-k (z)

(5) F,(6x) = O(\/aF¢, () bet kuriam § € (0,1),
tai an e OL.

1.4 Teorema. Sakykime, &1, &s, ... yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste, neneigiami atsi-
tiktiniai dydziai su pasiskirstymo funkcija Fr € OL. Tada, bet kuriam neneigiamam, neissi-
gimusiam taske 0, sveikareiksmiam atsitikniam dydZiui n, nepriklausanciam nuo {&, &, ...},
Fs, € OL.

Sekanciuose darbo skyriuose pateikiama glausta litaraturos, susijusios su nagrinéjama

tematika, apzvalga, pagalbinés lemos ir pagrindiniy darbo rezultaty jrodymai.



2 Literaturos apzvalga

Yra nemazai moksliniy straipsniy, nagrinejanciy atsitiktiniy dydziy skirstiniy sasuky savy-
bes. Dazniausiai nagrinéjamos kiek siauresnés skirstiniy klasés lyginant su OL. Pavyzdziui,
klasé D arba klasé L(7).

Cline [3] ir [4] darbuose teige, kad Fs, € L(), jei Fr € L(7) ir n yra bet koks neneigiamas,
neissigimes taske 0, sveikareiksmis atsitiktinis dydis. Ta¢iau Albin (ziurekite [1]) pastebéjo,
jog Cline rezultatai néra teisingi. Anot Albin, Fs, € L£(7), jei Fr € L(7) ir Ee’ < oo bet
kuriam 6 > 0. Visgi Albin jrodymai taip pat néra teisingi visiems atvejams. Tai parodeé
Watanabe ir Yamamuro (ziurékite [12], 6.1 Pastaba).

Leipus ir Siaulys darbe [8] nurodé salygas, kurioms galiojant, i fakto, jog F € D, F € L
arba ' € DN L, isplaukia, kad pasiskirstymo funkcijos F' atsitiktiné sgsuka su savimi taip
pat priklauso atitinkamai klasei. Panasiy rezultaty klasei £ galime rasti ir Xu, Foss ir Wang
darbe (ziurekite [13]).

Is klasiy £, D apibrézimy matosi, kad uzdarumui tirti jvairiy operacijy atzvilgiu labai
praveréia asimptotinés skirstiniy uodegy savybés. Pavyzdziui, Ng, Tang ir Yang darbe [9]
nagrinéjo asimptotines nepriklausomy atsitiktiniy dydziy daliniy sumy maksimumo uodegos
funkcijy savybes. Siame straipsnyje gauti rezultatai parodé, jog kai kuriose sunkiauodegiy

skirstiniy klasése (ju tarpe ir klasése £, D) visiems k,n € N galioja sarysis:

P<lr£3§<ns,€ > x) ~ P(S, > x).
Klasé OL yra pati placiausia ir apima visas Siame skyriuje paminétas klases. Be to, néra
daug rezultaty apie atsitiktinés sasukos savybes Sioje klaséje. Taigi klase OL pakankamai
atvira gilesniam nagrinéjimui ir tolimesniems tyrimams.
Pries jrodant pagrindines teoremas, kurios buvo suformuluotos jvade, sekanc¢iame skyriuje

pateikiamos pagalbinés lemos.

3 Pagalbinés lemos

1.3 Teoremos jrodymui reikia vienos koncentracijos funkcijos savybés. Toliau pateikiamas
koncentracijos funkcijos apibrézimas ir mums reikalinga Kolmogorov - Rogozin nelygybé. Jos
irodyma bei daugiau koncentracijos funkcijos savybiy ir nelygybiy, skirty nepriklausomy at-
sitiktiniy dydziy sumos koncentracijos funkcijai jvertinti, galima rasti [10] knygoje (ziurékite
63 - 76 psl.).



3.1 Apibrézimas. Atsitiktinio dydzio X Lévy koncentracijos funkcija Q(X; \) apibréziama

lygybe:
QUX; ) = supP(a < X <+ \),

¢ia A > 0. Akivaizdu, kad Q(X; \) yra nemazéjanti A atzvilgiu funkcija, tenkinanti nelygybes
0 < Q(X;\) <1 kiekvienam A > 0.

3.1 Lema (Kolmogorov-Rogozin nelygybé, [10], 2.15 Teorema). Tequl X, ..., X,
yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, S, = > o_; Xi. Tegul A\i,..., N, yra tokie teigiami
skaiciai, kad Ay < X\ (k=1,...,n). Tada:

D=

Q(Sn,A) < AA{ > )\2<1 — Q(X; Ak))} ;

k=1
kur A - absoliuti, teigiama konstanta.

[rodydami pagrindinius darbo rezultatus laikysime, kad A\; = Ay = ... = A\, = A. Tokiu

atveju gauname:

(NI

QS A) < A{ > (1- QX A))} . (3.1)

k=1
Ne maziau svarbi ir kita lema. Jos jrodyma galima rasti [6] darbe (7r. (2.12) nelygybe).
3.2 Lema. Sakykime, F ir G yra dvi pasiskirstymo funkcijos, tenkinancios sqlygg F(x) > 0,
G(x) >0, x € R. Tada visiems v € R, v € R ir t > 0 galioja nelygybé:
FxG(x—t Fy—t Gy —t
* Gz )Smax{ (y—1) (y )}_

— Sup ———=, sup —
FxG(z) vzo F(y) yze—vre G(y)

Toliau suformuluosime ir jrodysime keletg lemy, kurios taip pat bus reikalingos pagrindi-

niy teoremy jrodymui.

3.3 Lema. Jeigu atsitiktiniai dydziai &;,&s yra nepriklausomi, Fe, € OL, o & turi baigting
atramgq, tai Fe, x Fe, € OL.

Irodymas. 18 tiesy, jeigu supp(&2) = [0, D], tai:

F51 *F&(CE) :P(€1+§2 >£If)

400
/_ P(&, > 2 — y)dP(& < y)

o0

/ Fe (2 — y)dFs, (y)
[0,D]



visiems xz > 0.

Is cia:
— Fe (z =1 = y)dFg,(y)
Fo s Fo(x—1) A,D] ! ¢
Fe x F; =
R A A LX)
[0,D]
= Fe, (z—y)
Fe (v —1—y)=L dFe,(y)
) [P JEal g
| Fal-yaraw
[0,D]
Fe(z—1
z2x—D FEl <Z>
Vadinasi,
Fe, x Fey(x — 1 Fe(z—1
lim sup éﬂlj ) < limsup sup Falz—1)
T—00 F& * F& (.T) r—o0 z>x—D F51 (Z)
Fe(y—1
= lim sup # < 00.
Y—00 F§1 y)

Taigi Fe, * Fe, € OL.

3.4 Lema. Jeigu &,& yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, Fe, € OL ir

F_
lim sup L) (z) =0,
r—00 F£1 (;U)

tai F& * F§2 € O£

Irodymas. Atsitiktinio dydzio & atrama gali buti baigtiné, gali buti ir begaliné. Jeigu atsi-
tiktinio dydzio &, atrama baigtiné, tai F¢, * e, € OL pagal 5.8 Lemq. Pastebim tik, kad
siuo atveju irgi

Fe, ()

lim su =0

Toliau tarkime, jog supp(&) = [0,00), t.y. Fg,(z) > 0 visiems z € R. Bet kuriam = > 0



turime:

P Folo) = | (e — y)dFa )

—00

- [ - ira)
[0,00)
Vadinasi, bet kuriems 0 < M < x — 1 turime:

F *ngx—l (/ / )Fgll’—l— )ngz()
[0,z—M] (z—M,00)

Fe(z —y)
<[ Falr =1 n) iR )+ T M)

< Sup F£1 (Z B 1)
>M Fg (2)

o Fala) / i (2 — y)dFe(y),
[0,z—M]

FoToz [ Tl ndfu
M
> Pyl M) [ dFu()
(M,00)
= Ffl(z - M)F&(M)'
IS jveréiy (3.2), (3.3) ir (3.4) gauname, kad bet kuriems 0 < M < x — 1:

Fo s Fe(v—1) _ 1 Fe (2 - 1)

sup —== / Fe,(z — y)dFy,(y)
[0,2—M]

F *Fﬁz( ) Fgl*F&((Ii) zzM FEl(Z)
+ F&(l’— M)
FE1 *F§2<x)

Fe\(z — y)dFg,(y)

P2 o
< sup gﬁ R
22M Fe(2) / Fe (x —y)dFg (y)
[0,z—M]

e
Fﬁl(x - M)F&(M)

| Fle - i) + Fale - 1),
[0,z—M]

(3.2)

(3.4)



< F§1(2_1)+ F&Q(x_M)
< sup —— — — .
zzM Fﬁl(z) Fﬁl(x - M)F£2<M>

Todel, bet kuriam M > 0:

Fe, x Fey(x — 1 Fe(z—1
lim sup 6t Fe(@ )Ssup @,

T—00 Fﬁl * F§2 (I) z2M F€1 (Z)

o i$ dia:
Fe, * Fe,(z —1 Fe(z—1
lim sup 51*—52@ ) < lim sup & < oo0.
T—00 F& * F§2 (l‘) z—00 Fgl(z)
Taigi Fe, x Iy, € OL. O

3.5 Lema. Jeigu &1, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, Fe, € OL ir F, € OL, tai
FE1 * F§2 e OL.

Irodymas. 1S 3.2 Lemos turime:

Fofple—1) _ { Fo(:— 1) oz - 1>}

F€1 *F&(.T)

sup —&———, sup
>M Fe(2) ea-mt1 Fg(2)

bet kuriems 0 < M < oo.

Vadinasi,
Fe, x Fey(x— 1 Fe(z—1 Fe(2—1
lim sup 51*—52@ ) < max{ sup &, limsup sup L)}
T—00 F§1 * F§2 (l‘) z>M F&(z r—00 z>r—M+1 F§2 (Z)

Ty 1 =
= max{ sup &, lim sup M}
=M Fe (2 y—oo  Fe,(y)

bet kuriam M > 0.

Peréje prie ribos, kai M — oo, gauname:

Fe, * Fey(z — 1 Fe (M -1 Fe(y—1
lim sup 51*—62@ ) < max { lim sup M, lim sup L} < 00,
oo By ¥ Fy (1) Moo Fg (M) yoee Fg(y)

nes Fg, ir Fg, yra iS klases OL. Taigi F¢, * Fe, € OL. O

3.6 Lema. Sakykime, &1, &o, ..., &, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, Fe, € OL ir kiek-
vienam k € {2,3,...,n}:

Fék(x) o

T—00 F_&CC)

10



arba
ng e OL.

Tada Fg, * Fe, * ... x Fy, € OL.

Irodymas. Remsimeés indukcijos metodu. Kai n = 2, jrodymas iSplaukia is pries tai jrodyty
lemy. Tarkime, jog lema teisinga, kai n = m. Parodysime, kad ji teisinga ir kai n = m + 1.

IS indukcijos prielaidos turime, kad:

F&l * F& X ...k Fgm c Oﬁ,

o i$ lemos salygy turime, kad Fg, ., € OL arba

lim Fe, . (2) — lim Fe, (z)
T—00 Fgl *F&**Fgm(.f) T—00 P(€1++€m >$)

z—oo P(& > 1)

F
= lim —fi“(x) =
Lo Fﬁl(x)

Remdamiesi tuo, jog lema teisinga, kai n = 2, gauname:
(Fe, ¥ Fey e oox Fe ) Fy = Fe % Feyx . ox Fe o x Fe € OL.

Taigi lema teisinga visiems n. [

4 Pagrindiniy rezultaty jrodymai

Siame skyriuje pateikiami detalts rezultaty, suformuluoty darbo jvade, jrodymai.

1.1 Teoremos grodymas. 18 3.6 Lemos turime, kad Fg_ € OL. T.y.:

Fs,(x = 1)

lim su < 00. 4.1
ar:—>oop Fig'N (.Z') ( )
Is sios nelygybeés isplaukia, kad:
F, -1
sup s =1) & (4.2)

kazkokiai teigiamai konstantai c;.

11



Aisku, kad bet kuriam x > 0:
P(S,>z)=P(S, >z,n<k)+P(S, >z,n>kK).

Todél visiems = > 1:

P(S,>z—-1)
P(S, > z)

= Jl(l') + JQ(:L'),

kur

P(S, >z —1,n<k)
P(S, > x) ’
P(S,>x—1,n>k)
P(S, > x) ‘

Jl (ZL‘) =

JQ(JI) =

Kai x > 1, turime:

ZP(Sn >x—1)P(n=n)
Jl(l') = n=L

ZP(Sn > z)P(n=n)

nes K € supp(n), k > 1.
Is (4.1) isplaukia, kad:

lim sup J;(z) < oo.

T—>00
Pagal 3.2 Lemg gauname, kad:
P(S, -1 P(S.,>z-1 Fe (2 —
G220 {ap PE222D) Tl
P(S,1 > ) =M P(Se>2) oemn e,

bet kuriam 0 < M < x.

IS trecios teoremos salygos turim, kad:

12

(4.3)



kazkuriai teigiamai konstantai c;.

Vadinasi, (4.5) nelygybéje parinke M = 7, gauname:

su P(Sn—i-l > T — ].)
>0 P(SnJrl > LL’)

< max{cy, o} = c3.

Pagal 3.2 Lemg galime uzrasyti:

P(S,s > 7) -y

> P(Se1 >2) Tosevn Fe,

P(Sep2 >z —1) _ max{ qup PS> 2= 1) Foaz—1) }
a (2)

Velgi, pasirinke M = £, i (4.2) ir (4.6) nelygybiy galime gauti:

P(SH_;'_Q > T — 1)

su 3.
20 P(Sen>a)
Tesdami procesg randame, kad:
P(Sn+k > T — 1)
sup 3

visiems k = 1,2, .... Todél:

Jo(z) = S =7 ZP Sex >z —1)P(n=r+k)
k=1

< P(S, "
< g PG> P =
<03P(S77>£C>

- P(S, > ) -G
visiems x > 0.
I$ (4.3), (4.4) ir (4.8) iSplaukia, kad:
-1
lim sup P, >z )

< Q.
eooo  P(S, > 1) >

Taigi Fs, € OL.

13
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k

1.2 Teoremos jrodymas. Kadangi Sy = &, + Z &, visiems k > k, tai, pagal 3.2 lemg,

n=1
nesupp(n)\{x}
Fs, € OL Vk > k. Vadinasi, visiems z > 1:

P(S, > z) D
Z P(S, > z)P(n=n)
negu:ml?(n)
D
PS>z -1Pn=n)+ > P, >z-1)P>n=n)
n<k n=r+1
< B nGDsuzJp(n)
P(S,. > 2)P(n=k) + Z P(S, > z)P(n=n)
ng;’;;(ln)
D
P(S,>x—1)P(n<k)+ Z P(S, >z —-1)P(n=n)
< ngsfz;(ln)
P(S. >x)P(n=k)+ Z P(S, > xz)P(n=n)
ngz;;:(ln)
P(S, >z —1)P(n < k) P(S,>z—1)
< .
= max{ P(S. > 2)P(1 = ) mf&i% P(S, > 1)
nesupp(n

Kaip minéta, Fg, € OL visiems n > k. Todeél i§ gauto jvercio iSplaukia, kad:

P -1
lim sup (Sy > ) < 00.

eooe  P(S, > 1)

Taigi FSn e OL.
1.8 Teoremos jrodymas. Reikia parodyti, kad:

lim su P(Sn >z —1) < 00
ol P(S, > ) '

14



Tegul z > 2, tada gauname:

P(S, > ) ZPS>:1: =n)

>P

S, > z)P(n = k)

51 +&+ .+ &> )P =k)

> z)P(n = )

sﬂ(l’)P(ﬁ = K). (4.10)

Laisvai pasirinkime K > 1. Tada, kai § > K, gauname:

P(S,>z—1)=)Y P(S,>z—1)Pn=n)+ Y P(S,>z—1)P(n=n)

n<k n>k

= ZP(Sn >z —1)P(n=n)
n<k

+ Y P(Seu>r—1D)P=r+k)
1<k<2=L

+ Z P(Siir >z —1)P(n=r+k)

+ Z P(Seix > 2)P(n =k + k)

n<k
+ Y P(Seu>r— 1P =r+k)
1<k< =%
+ Y Pa-1<Sex <z)Pn=r+k)
k>2=L
+ Z (Sesr > 2)P(n = K + k). (4.11)

Remiantis teoremos salygomis ir 3.6 Lema, Fs, € OL. Todél:

. P(SN>$—1)<OO
im su .
ol P(S, > z)
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Is sios nelygybeés isplaukia, kad:

P(S,>z—-1)
< 4.12
PS> o @12

kur c; - teigiama konstanta.

Remiantis (4.12) ir 1.1 Teoremos jrodymu (zr. (4.4) nelygybe), turime:

Y o<k PS> 2 —1)P(n =n) < P(S.>x—1) P(n<k)

P(S, > z) - P(S.>z) Pnp=k)
< 62% = Cp. (4.13)

Toliau nagrinékime suma Z P(Siix >2—1)P(n=r+k). I8 (4) teoremos salygos
1<k< 75
turime, kad egzistuoja tokios konstantos ¢; > 1 ir ¢3 < oo, kad:

1
sup e (® — 1) < 3 (4.14)
$ZC1 §n+k <I>
visiems k£ > 1.
Pagal 3.2 Lemg turime:
P(S, —1 P(S. -1 Fe  (z—1
i 2l { sy P22 4, Fenle- 1)
P(SEJA > .T) z>x—c1+1 P(SH > Z) z2cy th‘,+1 (Z)

visiems r > ¢;.
Vadinasi, i$ (4.12) ir (4.14) gauname, kad:
P(S,.;Jrl >xT — 1)

su < maxqcy, C3t 1= C4.
R T

Vel pritaike 3.2 Lemg sumai Sy 1o = Sky1 + &tz (laikydami, kad v = § + %), gauname:

P(SK+2 > — 1) { P(SK+1 >z — 1) an+2(z — 1)}
< max4 sup , sup —/————— ;.
P(SK+2 > IB) z2§+% P(SH+1 > Z) zZ%Jr% F5m+2(2)
Kaiz >2(c; —1)+1=2¢; — 1, tai 5+ % > c¢1. Vadinasi, iS gautos nelygybés isplaukia,
kad:

sup P(Sﬁ+2 > T — 1) < e
e>2c1-1)+1  P(Sey2>1)
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Analogiskai galime gauti, kad:

— — F —1
P(Swy3>2—1) < max{ sup P(Sky2 > 2 1)’ 5 Ems(z )}

P(Spts > x) 2> 41 P(Sii2 > 2) 2>%+2 Fe,5(2)
Jeigu z > 3(c; — 1) + 1, tai £+ 2 > ¢;. Todél:

P<SH+3 > — 1)

sup < Cyq.
a>3(c1—1)+1 P(S.i3 > 1)
Tesdami gausime, kad visiems k:
P(Sﬁ+k > T — 1)
sup Cy.

ock(e-141  P(Sepr >1)

Taigi lygybéje (4.11) reikia imti K = ¢;. Tada gauname:

Y PS>z —1)Pn=r+k)

1Sk< 274
P(S, > z)
> P(Sesk > 2)P(n=r+k)
1<k< 224
< o P(S, > z)
< 4. (4.15)

Lygybéje (4.11) liko jvertinti suma Z Pz —1< Sk <2)P(n =K+ k). Remiantis

r—1
k> 2k

3.1 Lema, nesunku pastebéti, kad:

Z Plz-1< S <z)P(n=r+k)

x—1
k> 2

<y AP(n =k + k) i
k>3 (Zle (1 —sup, P(z —1 <&y < x)))

Y

kur A - absoliuti, teigiama konstanta. Be to, teoremoje reikalaujama, kad:

k
. 1 — —
lim sup % E sup (Fe, ., (x — 1) — F¢,,,(2)) < 1.

k—o00
=1

17



Tai reiskia, jog:

k
. 1 — —
lim sup % E sup (Fe,, (x—1) = F¢_,,(z)) =1-A,
!

k—o00
=1

kur 0 < A < 1. Pakankamai dideliems £ turésime:

o=

k
1 — —
EZ Sl;;p (F£m+l (f]: - 1) - FéﬁJrl (.T)) S 1 -
=1

Taigi nagrinéjama sumag galime jvertinti taip:

Yosamt P =1 < Sepp <2)P(n =K+ k)

c1—1

P(S, > x)
A 2 Pin=r+k)
: W\/; - F
A 2(c; — 1) r—1
=P, > ) A(x—1>P<”>“+c1_1)' (4.16)

Galiausiai, i$ (4.10), (4.11), (4.13), (4.15) ir (4.16) gauname, kad kiekvienam 1 < ¢; < §:

P(S,>z—-1) A 2(01—1)—( :15—1)
< oo+ 4+ 7y 5+ +1.
P(S,>7) TR @Ph=m\ A1) " 1

Peréje prie ribos bei pasinaudoje (1) ir (5) teoremos salygomis gauname:

, P(S,>x—1)
1 n
el TP(S, > a)

AR -0 Fes@-Dfe-1),  Fale-1)

§1+CO+C4

+ lim su lim su < 00.
P(n = FJ) :Jc%oop VI — 1F§K(I — 1) xﬁoop Fgﬁ (ZL’)
Taigi (4.9) tenkinama ir Fg, € OL. O

1.4 Teoremos jrodymas. Kadangi n neissigimes taske 0, tai egzistuoja kazkoks x € supp(n),
k > 1. Kadangi F' € OL ir a. dydziai &, &, ... vienodai pasiskirste, tai visos 1.1 Teoremos
salygos patenkintos. Vadinasi, Fs, € OL. n
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5 Pavyzdziai

Siame skyriuje pateikiama keletas atsitiktiniy dydziy pavyzdziy, tenkinanciy jrodyty teore-
my salygas.

5.1 Pavyzdys. Tarkime, kad nepriklausomi atsitiktiniai dydziai &, € {1, ..., k} turi Pareto

skirstinj su parametrais m > 0 ir @ > 0. Tada Fg, (z) = (-2-)" ir:

+m
Fe(z—1 °
lim sup —52(x ) = limsup (—x om ) = 1.

Taigi F, € L. C OL.
Tegul &,k pasiskirste pagal Eksponentinj skirstinj su parametru A > 0 kiekvienam k£ > 1.
Tada Fy,_,, (z) = e ir:

F, z—1

= et < o0
220 keN  Fg _ (7)

Jeigu P(n = k) > 0, visos 1.1 Teoremos salygos tenkinamos ir Fs, € OL.

5.2 Pavyzdys. Tegul atsitiktinis dydis n yra toks, kad P(n = k) = % kiekvienam £k €
{1,...,D}. Tarkime, kad &, pasiskirstes pagal Weibull skirstinj su parametrais A > 0 ir
1

0 < I < 1 kuriam nors & € supp(n)\{0}. Tada Fy_(z) = ef(f) ir:

T l 1
lim sup M = lim sup e_(xTil) +(§) =1.

T—00 X T—00
e (2)

Talgl an e OL.
Tarkime, kad & tolygiai pasiskirste intervale (a,b) bet kuriam k € {1,2, ..., D}\{x}, ¢ia
—00<a<b<oo. Fg(r)=0,kaiz>bir

F () _

£—00 F_&<I>
Visos 1.2 Teoremos salygos tenkinamos, todel Fs, € OL.

5.3 Pavyzdys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai & turi Burr skirstinius su parametrais
B,m,7 >0 visiems k € {1,...,x}. Tada F, (z) = (-2 )5 ir:

xT+m

F_ -1 T B
limsup& = lim sup (&> =1
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Talgl F&k e OL.
Tegul F,,, (z) = e, X > 0 kiekvienam k > 1. Tada:

lim sup — Zsup Fg +l( —1) _F&H(%))

k—o00
=1

— sup(eED _ g2
—1l-et<1.
Be to:
lim sup sup (@~ 1) =t < 00.

rz—oo k>1 Ffm—k (l‘)

Tarkime, kad atsitiktinis dydis 7 yra toks, kad P(n = k) = 5 kickvienam k € N. Tada
F, () = 55 ir bet kuriam 6 € (0, 1):

r _(595) e 2~ [%7]
imsup ——="— = limsup —————
9—[0z]
~ limsup ——
rree \/_(:ET )
) 1
= lim sup

o0 20-5—78y89[67]

=0.

Jeigu P(n = k) > 0, atsitiktiniai dydziai &, &, ... ir ) tenkina visas 1.8 Teoremos salygas.
Taigi an e OL.

6 ISvados ir rekomendacijos

Galima teigti, kad pagrindinj darbo pradzioje iskelta tiksla pasiekti pavyko. Buvo suformu-
luotos 4 teoremos su salygomis, kurias tam tikrais atvejais turi tenkinti atsitiktiniai dydziai
&1, &2, ... ir n, kad atsitiktinés sasukos pasiskirstymo funkcija Fs, priklausyty klasei OL.
Atveju, kai atsitiktinis dydis n turi baigtine atrama, gavome, kad i$ dydziy &, &, .. rei-
kalaujama maziausiai salygy. Kitais atvejais prireikia papildomy reikalavimy atsitiktiniams
dydziams &k, k > 1. Remiantis 1.1 Teorema, buvo padaryta iSvada (1.4 Teorema), jog tuo

atveju, kai atsitiktiniai dydziai &3, &, ... yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste, Saltinio [§]
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pagrindinéje teoremoje nebereikia reikalavimo F,(0z) = O(y/zF¢, (x)) V 6 € (0,1).

Galbut, ateityje atlikus daugiau tyrinéjimy, buty jmanoma kai kurias salygas atsitikti-
niams dydziams &, &, ... ir 1 susvelninti arba jy isvis atsisakyti. Taip pat buty naudinga
atrasti ir panagrinéeti daugiau atsitiktiniy dydziy pavyzdziy, iliustruojanciy siame darbe jro-

dytus rezultatus.
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