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Singuliariy paraboliniy lygciy, susijusiuy su stochastinémis
diferencialinémis lygtimis, sprendiniy egzistavimas

Santrauka

Siame darbe tiriame singuliariy paraboliniy lygéiy, susijusiy su stochastinémis di-
ferencialinémis lygtimis (SDL), sprendiniy egzistavima. Pirmiausiai modifikuojame ir
pritaikome Kunitos [5] teorija stochastinéms diferencialinéms lygtims su glodziais ko-
eficientais. Véliau nagrinéjamy SDL klase iSple¢iame ir gauname sprendinio tolydy
diferencijuojamuma pagal pradine salyga SD lygtims, kuriy sprendinys yra grieztai
teigiamas bei koeficientai tenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas. Tuo pa-
sinaudodami, jrodome atgalinés Kolmogorovo parabolinés lygties su CIR proceso gene-
ratoriumi glodaus sprendinio egzistavima.

Raktiniai ZodZiai: paraboliné singuliari lygtis, stochastiné diferencialiné lygtis, CIR pro-
cesas, tolydus diferencijuojamumas pagal pradine salyga, atgaliné Kolmogorovo lygtis.

Existence of Solution of Singular Parabolic Equations Related to
Stochastic Differential Equations

Abstract

We consider the existence of solutions of singular parabolic equations related to
stochastic differential equations (SDE). We have modified and applied Kunita [5] the-
ory of stochastic flows to SDE with smooth coefficients. Then we extend the class of
considered SDE to a class of SDEs with strictly positive solutions. Using the obtained
result, we prove, in particular, the existence of a smooth solution of the Kolmogorov
backward equation corresponding to the CIR process.

Keywords: singular parabolic equation, stochastic differential equation, CIR process,
continuous differentiability with respect to initial condition, Kolmogorov backward equ-
ation.
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1 Ivadas

Priminkime gerai Zinoma rysj tarp stochastinés diferencialinés lygties (SDL)
t t
Xy = 1:+/ b(X‘f)dt—b-/ b(XT)dBs, Xo=x,
0 0

ir parabolinés daliniy iSvestiniy lygties (vadinamos Kolmogorovo atgaline lygtimi) su pradine salyga

du Ay
ot ’
{u(O,m - (@) b

Cia Af =bf' + %02 /" — SDL sprendinio generatorius. Jei lygties koeficientai b ir o pakankamai
,geri“, o f € CZ(R) — tai funkcija u = u(t,z) := Ef(X7), yra (1.1) lygties sprendinys. I3 to
kaip isvada iSplaukia, kad atsitiktinis procesas M; := u(t, X7) + fot(% — Au)(s, XZ¥)ds, t >0, yra
martingalas. Pastarasis faktas yra esminis grieztai jrodant SDL silpnyjuy aproksimacijy konver-
gavimo eile. Deja, daugelio finansy matematikoje naudojamy SDL koeficientai néra pakankamai
»geri® ir todél joms nepritaikoma bendra teorija. Klasikinis pavyzdys yra gerai zinomas ir placiai
naudojamas Cox-Ingersoll-Ross (CIR) procesas [11], tenkinantis SDL

t t
X7 :x—i—/ 9(&—X§)ds+a/ VXzdB,s, te0,T], (1.2)
0 0

su parametrais 6, k,0 > 0, kurio difuzijos koeficientas o(x) = o+/x turi neapréztas iSvestines.

Alfonsi [1, Teorema 4.1], naudodamas zinoma CIR proceso peréjimo tankio iSraiska funkciju
eilute, techniskai sudétingais tiesioginiais skai¢iavimais jrodé, kad CIR procesui u = u(t,x) :=
Ef(X?) yra (1.1) lygties sprendinys. Sio darbo pagrindinis tikslas — jrodyti §j fakta paprasciau,
taikant Kunitos stochastiniy lauky teorija stochastinéms diferencialinéms lygtims, Siek tiek ja is-
pleciant nelipsiciniy koeficienty atvejui. Pagrindiné idéja yra tokia. Remiantis Kunitos teorija,
prie tam tikry salygy SDL sprendiniai X7 yra diferencijuojami z atzvilgiu tam tikra skaiciy kar-
ty. Tada galima jrodyti, kad prie tam tikry salygu funkcija u(t,z) := Ef(X7) taip pat galima
diferencijuoti x atzvilgiu po vidurkio zenklu:

du(t, x)
Ox

_ " T 8th 2 / T 82th .
_E[f (Xt)( 89:) XD S e

8th} O%u(t,x)
ox I 0z

Pagrindiniai Sio darbo rezultatai yra Sie:

1) Kunitos stochastiniy lauky teorija adaptuota stochastinéms diferencialinéms lygtims, ja su-
paprastinant ir iSvengiant pertekliniy savoky ir terminijos (1 teorema).

2) Irodytas SDL sprendinio diferencijuojamumas pradinio tasko atZvilgiu, kai sprendinys ne-
tenkina Kunitos teorijos salygu, bet zinoma, kad SDL (pavyzdZiui, CIR) sprendinys jgyja reiksmes
intervale (0, +00). Reikia pazymeéti, kad rezultatai galioja ir bendresnéms atviroms aibéms D C R¥,
taciau paprastumo délei apsiribota Siuo atveju (5 teorema).

3) Irodytas CIR lygties (1.2) sprendinio X tolydus diferencijuojamumas z atzvilgiu (be galo
daug karty) ir, kaip i§vada, parabolinés lygties (1.1) sprendinio egzistavimas, kai A — CIR proceso
generatorius Af(z) = 0(k — x) f'(x) + %f”(m), o o tenkina vadinamaja Felerio salyga o2 < 20k,
garantuojancia, kad CIR procesas lieka teigiamas visais laiko momentais (5 skyrius).

—E|/'(X)



2 Apibrézimai ir zyméjimai
Zyméjimai. Tarkime, jog k yra neneigiamas sveikasis skaic¢ius. Zymeésime C*9" [ karty tolydziai
diferencijuojamy funkcijy f : R4 — R erdve; C*44" D Cfdd* := {f ir jos i8vestinés yra apréztos}.

Tarkime, jog f € C*k44. Funkcijos f iSvestine taske x pagal i-taja koordinate Zymeésime agi;) =

D, f(x). Aukstesnés eilés iSvestines atitinkamai zymeésime % = Dpyooom, [ ().

Isivesime modifikuotg Kronekerio simbolio zyméjima:

5P — 1, jeip=1ire=yj;
& 0 kitais atvejais.

Salygos. (Sprendinio egzistavimas ir vienatis). Nagrinékime stochastiniy diferencialiniy lygciy
(SDL) sistema

d
dX}(x) = bs(Xp(2))dt + Y 03 (Xi(2))dB!, te[0,T],

j=1
Xi(x)=a; i=1,...,d; (2.1)
v d _ . . kdd . v . kdl . .
¢ia x € R%, b(xz) = (bi(x),...,ba(x)) priklauso klasei Cy**, o o0;;(x) yra i$ klases Cy*',

%) =
1,...,d. By = (B},...,B%) yra d-matis Brauno judesys. Tarkime, jog su visais i,j = 1,...,d, b;
ir 0;; tenkina Lipsico salyga:

[bi(@) = bi(y)|* + |oij (@) — 035 (y)|” < Cla =yl z,y € RY.

Tuomet pagal 7], 12.3 teorema, egzistuoja vienintelis tolydusis atsitiktinis procesas X (), kuris
yra (2.1) SDL sprendinys intervale [0, 00).
Taip pat pagal [7], 12.7 teorema, turime, jog atsitiktinio proceso X (z) generatorius lygus

d d

Af(e) = 1}{{} Ef(Xt($t)) —fl@) _ Z b;(x) gi_ (z) + % Z (a(x)g(m)T)ijé%(xy

jei tik f : R? — R yra du kartus tolydziai diferencijuojama ir turi apréztas pirmaja ir antraja
iSvestines.

1 apibrézimas. Stochastinés diferencialinés lygties

¢ ¢
Xt:x—i—/ b(s,XS)ds—i—/ o(s,Xs)dB,, t>0,
0 0

kurios koeficientai b ir o tenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas, sprendinys X vadina-
mas (Ito) difuziniu procesu. Koeficientas b vadinamas poslinkio, o o — difuzijos koeficientu.

2 apibréZimas. Tegul B = (B!, B%,..., B") yra n-matis Brauno judesys, n € N. Procesas

Ry = ||By|| =

vadinamas Beselio procesu su parametru n (BES™), o procesas p; := R2 = | B>, t > 0, —
kvadratiniu Beselio procesu su parametru n (BESQ™).



3 SDL su glodziais koeficientais sprendinio tolydus diferen-
cijuojamumas pagal pradine salyga

Sioje dalyje yra nagrinéjama stochastiné diferencialiné lygtis, kurios koeficientai tenkina Lipsico
salyga. H. Kunita ([5]) irodo, jog jei stochastinio srauto lokalios charakteristikos yra k 4+ 1 karta
tolydziai diferencijuojamos, tai stochastinis srautas yra C*-difeomorfizmas. Siame darbe H. Ku-
nitos teorija yra modifikuojama ir perrasoma stochastiniy diferencialiniy lygciy terminais taip ja
supaprastinant ir padarant pritaikomesne.

1 teorema. Nagrinékime (2.1) SDL. Tarkime, jog lygties koeficientai b; ir o5, 1,5 = 1,...,d,
priklauso klasei Cékﬂ)dl ir yra tenkinamos auksciau isvardintos sglygos. Tuomet (2.1) lygties
sprendinys yra k karty tolydziai diferencijuojamas pagal pradine sqlyge x ir lygty galima k karty
diferencijuoti po integraly Zenklais:
k yi
i) g [ (0. (2) s
Ty« - 0T, mel. 8xmp

of g () )t (1)
B (2

pe{l,. . kli=1,...,dmi,...,mp €{0,1,... k}, 38 my =k

Pastaba: ,Iskleistos* iSvestiniy (3.1) iSraiskos pateikiamos A priede.

Irodymas.
Zyméjimams supaprastinti apsiribosime atveju d = 1. Taip pat apsiribosime labiausiai mus do-
minciais ir svarbiausiais atvejais k£ = 1,2. Dalis jrodyme naudojamy techniniy lemy suformuluotos
ir jrodytos 6 skyriuje. Be to, mums reikalinga tokia teorema.

2 teorema. (Kolmogorovo—Totoki tolydzios modifikacijos kriterijus, [8] 4.1 teorema). Tegul Y (a),
a € D C R™, - atsitiktinis laukas. Tarkime, jog egzistuoja teigiamos konstantos v,C ir a;,1 =
1,...,d, su kuriomis Z?:l a;l <1ir

E|Y(a)-Y(b)|" <C (Z la; — b; a) , a,beDy

i=1

¢ia a = (ar,...,am), b= (br,...,bn). Tuomet Y (a) turi tolydZiq modifikacija aibés D uZdariny-

je D, t.y. egzistuoja toks tolydus atsitiktinis laukas Y (a), a € D, kad Y (a) = Y (a) teisinga beveik
tikrai su visais a € D.

Diferencijuojamumas, 1 atvejis: k = 1. Pazymékime
1
m(x,y) = " (Xe(z +y) — Xi(2));
CiaD={tel0,T],z € R,y € R\{0}}. Pagal 14 lemg turime, kad

2 2 2
EInn(ey) = no@’ )] < K {lt = sf” + o = 2|7 +ly =y},
p > 1, todél remiantis 2 teorema n:(z,y) gali buti tolydziai pratestas, kai y = 0, t.y.

0
li X X = —X,
s ” ( t(z+y) — Xi(2)) oz t(z)
egzistuoja visiems ¢, x, todél X;(x) yra b.t. tolydziai diferencijuojamas. Taip pat X;(x) turi modi-
fikacija, kuri yra tolydi pagal (¢,z) (Zr. 12 lema).



Diferencijuojamumas, 2 atvejis: k = 2.
Laikydamiesi ankstesniy 2yméjimq, turime

Pagal 15 lema turime, kad nelygybé

g |Om(@y)  Ons(@'.y) o
Oz oz’

SK{jt—sP+lz—2P+ly—y|*}, p>1

galioja kiekvienoje apréztoje aibéje, todél galime pritaikyti 2 teorema ir teigti, jog X;(x) yra dukart
tolydziai diferencijuojamas.
Diferencijuojamumas po integraly Zenklais. Jam pagristi mums bus reikalingas toks teiginys.

3 teiginys. ([6], 11.4 teoremos iSvada) Jei f(z,y), x € I C R, y € [a,b], yra tolydi ir turinti
tolydzig daline isvestine a%f(ac,y) aibéje I x [a,b] funkcija, tai

a [° b9
%/ f(amy)dy:/ afxf(x,y)dy, el

Turime

a);ix) _ a% <x+/0t b(Xs(ar)>d8+/0t"(Xs(m))st)

:1+/t3b(Xs(:E))ds+/t30(Xs(a:))st
0 0

ox Ox
t t
0Xs(x) / 0Xs(x)
=1 b (X, ds X dBs.
+ [ W) T as s [ o) S (¥
Lygybé (x) galioja nes
fo ))ds = fot Xs(z))ds pagal 3 teiginj, kadangi b(X;(x)) yra tolydi ir tolydZiai
dlferen01JuOJama pagal x
2. Parodysime, jog +- fo (z))dBs = fo 5-0(X,(z))dBs.
Pagal isvestinés aplbreznn@ turime
Xo(z+h)) — o(X, B _
o(Xs(x+h)) = o (X, (@) — —o(Xs(x)), kai h — 0.
h ox
Taip pat
t t t
X h))dBs — X dB;
O [ ox.aap, = puy o 7T = Sy 2L
[Pl ) —o(Xa(e)
h—0 J, h *
Toliau parodysime, jog fg (X, (;H'h)) oX:@)qp, =3 f 2 0(X,(z))dB,. Pasinaudodami

izometrijos savybe, turime:

. (/0* {O(XS@ : h)i)z SASE 8U(Xs($c))] st> 2

ox
M [o(Xs(x 4+ h) —o(X(x) O 2
_/0 E[ ) - 8xa()g,(an))] ds 0, h—0 (#)



Toliau pagrisime (#) peré¢jima. Parodysime, kad a.p. Seima

o(Xs(z +h) —o(Xs(z)) 9 ?
( ) —&yuwm07 b0,

yra L® apréZta su bet kokiu o > 1. Naudosimés paprasta nelygybe (a—b)? < 2(a?+b?). Miisy
nagrinéjamu atveju a = U(Xs(m+h),27”(Xs(x)), 0b = Zo(X,(z)). Turime (su C kintanéiu
kiekvienoje eilutéje)

t
/
0

o(Xs(z + h)) — o(X () [*

h

Lipsico salyga t X — X 2a
ds ’ S@yg C/E( S($+h})L S(x)) ds
0

= ' T 2@ 4s
—CAEWAJM a

14 lema
< E< oo,
) 20 t . 0X,(x)\**
]1«:/0 (X)) ds—/o E(o (X, () 2 ) ds
< C’/ <8X o( )> ds
0 8.’15
16 lema

< é<oo, s€]0,T],z€R,heR\{0}.

Beliko pritaikyti tokj Lebego teoremos apibendrinima:

4 teiginys. (7r. [14], 11.8 iSvada ir [14], 11.11 teiginys) Jei a.p. Seima &x(s),s € [0, T], h € A,
tenkina jvertj supy,¢ 5 fOTE|§h(s)|ads < +0o su kokiu nors a > 1 bei &,(s) — &o(t), t € [0,T7,
kai h — ho, tai [, E&(s)ds — [i Eé&(s)ds

Juo remiantis, gauname konvergavima (#), i$ kurio turime

ai/ (X, dB_/ JdB..

Antroji iSvestiné tenkina lygti

82;(152( 1+/t ab(X +/t ag(g(t(a:))st)
x 0 0 €
:/0 [b”(Xs( ) (‘”g( )> +b’(X5(m))62§;2(x)1 ds

Kaip ir ankstesniu atveju lygybé (xx) galioja, nes W yra diferencijuojamas pagal = bei

tolydus pagal (z,t), tuo tarpu stochastinio integralo atveju iSvesting ir integrala galima sukeisti
vietomis, nes turime

< o0,

80 (Xs(z+h))  8o(Xs(x 2a
E ( 8(90 ) (6 (z)) 820(X5(x))
h 02

¢ia o > 1 ir galime taikyti 4 teiginj.



4 SDL sprendinio diferencijuojamumas pagal pradine salyga

Siame skyriuje pirmos dalies rezultatas yra iSple¢iamas stochastinéms diferencialinéms lygtims,
kurios turi vienintelj teigiama sprendinj. Toks, pavyzdziui, yra CIR procesas, tenkinantis Felerio
salyga. Pasiremiant stochastinés eksponentés iSraisSka ir savybe, jog jos vidurkis nevirsija 1, jrodo-
ma, kad diferencijuojant funkcija u(t, x) galima sukeisti vidurkio ir iSvestinés Zenklus. Paskutinis
Sios dalies teiginys butinas nagrinéjant aukstesnés eilés iSvestines. Pasinaudodami tuo, jog CIR
procesas gali buti uzrasytas kaip kvadratinis Beselio procesas, kuriam pritaikyta atitinkama laiko
skalé, jrodome, kad bet kokios eilés X;(x) iSvestinés momentai yra aprézti (konstantomis, priklau-
san¢iomis nuo pradinés salygos ).

5 teorema. Tarkime, kad SD lygties

Xi(x) :er/O b(Xu(x))dqu/O o(Xy(x))dB,, x>0, (4.1)

koeficientai b,o € C°(R,) yra tokie, kad lygtis turi vieninteli sprending X¢(x) > 0, t > 0, su bet
kokiu x > 0. Tada jos sprendinys X¢(x), t > 0, x > 0, yra be galo tolydZiai diferencijuojamas
pagal x.

Pastaba. Teoremos salygas tenkina CIR lygtis

Xi(z) ==z +/0 O(k — Xy(z))du + /01 o/ Xu(x)dB,, x>0,

su koeficientais x, 8,0 > 0, tenkinandiais vadinamaja Felerio salyga 2k > o2.

Irodymas. Laisvai pasirinkime € € (0,1). Imkime bet kokias dvi funkcijas b.,0, € Cp°(R),
kurios sutampa su b, o intervale I, := [e, ¢ !] ir nagrinékime SDL

Xf(ac)::r—i—/o bG(XZ(x))du—&—/O o (X{(2))dB,, =€R. (4.2)

Trodéme (1 teorema), kad tokios lygties sprendinys X7 (x) yra be galo tolydziai diferencijuojamas
pagal z € R. Su bet kokiu z € I, apibrézkime stabdymo momenta

78 =inf{t > 0: X;(z) ¢ I.}.
Dél SD lygéiy (4.1) ir (4.2) sprendiniy vienaties jie sutampa, kol neieina is intervalo I, t.y.

Xi(z) = Xi(z), t<78

€

z € l.

Todél X (z) yra be galo tolydziai diferencijuojamas pagal x € I, su visais t < 7¥. Kadangi I. T R
ir [0,77] 1 (0,00) , kai € | 0, su visais > 0, tai X;(z) yra be galo tolydziai diferencijuojamas
pagal x visame intervale R . O

Tolimesniy teiginiy jrodymui reikés lokalaus integruojamumo apibrézimo bei teiginio apie dife-
rencijavima po integralo zenklu. Teiginys suformuluotas bei jrodytas [2] (3.2 teorema) Saltinyje.

3 apibrézimas. Tarkime, kad (E, A, 1) yra erdvé su matu. X C R¥ —atviraaibéir f : X xQ — R
yra mati funkcija. Sakysime, kad f yra lokaliai integruojama, jei

| 1@l < .
Q

K

su visomis kompaktiskomis aibémis K C X.



6 teiginys. (Diferencijavimas po integralo Zenklu, [2, 3.2 teorema]). Tarkime, kad funkcija f :
X x Q — R ir jos daliné isvestiné % yra lokaliai integruojamos bet tolydzZios pagal x € X. Tada

8(; / [z, w)p(dw) = / aii Fla, w)p(dw)
Q Q

su visais x € X.

7 teorema. Jei f € C;OI(RJF), tai funkcijg u(t,z) = E(f(X¢(2))), © > 0, galima diferencijuoti po
vidurkio Zenklu, t.y.

0

%Ef(Xt(x)) =E(f"(X¢(z)ni(z)), &> 0,¢>0; (4.3)
¢ia my(x) == %Xt(x) ir X; toks kaip 5 teoremoje su poslinkio koeficientu b, kurio isvestiné b’
aprézta, ir difuzijos koeficientu o, tenkinanciu tiesisko augimo sqlygas.

Irodymas. Procesas n.(z) tenkina lygti
m@) =1+ [ VX @@+ [ o0, @)n () B,
=1 +/ ns(z) (V' (Xs(z)) ds + o' (X(x)) dBy)
0

Todél ji galima uzrasyti kaip Ito proceso Y; = fot b(Xs(x))ds + fot o' (Xs(x))dBs stochastine
eksponente (zr. [7], 8 sk.):

() = efs VNI o { /Ot o (Xo(x)) dBs — ;/Ot(a’(Xs(x)))st}, £>0.

Gerai zinoma, kad antroji eksponenté exp{. ..} yra lokalusis martingalas, kurio vidurkis nevirsija 1.
Taip pat poslinkio koeficiento iSvestiné yra aprézta, todél

elo V(Xel@)ds < (OT 4 10,77,

Apjunge gauname B
En(x) < C, t €[0,T].

Todél, remiantis 6 teiginiu, (4.3) lygybé teisinga su visomis f € C}(Ry). Bendru atveju pastebé-
kime, kad kiekvieng funkcijg f € C;Ol (Ry) galima iSreiksti dviejy teigiamy didéjanciy funkeijy i$
C;Ol (Ry) skirtumu. Todeél (4.3) lygybe pakanka jrodyti teigiamoms didéjanc¢ioms (f/ > 0) funkci-
joms i$ C’;ol (R.). Kiekvienai tokiai funkcijai f egzistuoja funkciju seka {f,} C C}(R4), su kuria
fl 1 f'. Tada, remiantis Niutono-Leibnico formule, taip pat f,, 1 f. Perrasykime (4.3) ekvivalenciu
budu

Ef(X:(x)) = EF(X,(0) + / E(F (X)) dys @ >0, (4.4)

Isitikinome, kad si lygybé galioja visoms funkcijoms f,, t.y.

Ef(X,(x)) = Efo(X,(0)) + / E(L(X()m(y)) dy, = >0, n € N. (45)

Peréje prie ribos, kai n — oo, ir remdamiesi B. Levi teorema, gauname (4.4) lygybe funkcijai f.
Kairéje ribos — vidurkio E f(X;(x)) — baigtinuma garantuoja funkcijos f polinominis augimas kartu
su visy X;(x) proceso momenty baigtinumu (ta garantuoja teiginio salygos). Todél ir deSinés pusés
riba yra baigtiné. O



8 isvada. Jei Xi(x) Zymi CIR procesq su pradine selyga x ir f € C},(Ry), tai

0 6Xt(:v)> .

9 B f(X(x)) = E (f’(Xt ()

ox ox

Irodymas.
CIR procesas tenkina 7 teoremos salygas, nes poslinkio koeficiento iSvestiné

V(Xy(a)) = 0

yra aprézta ir visi CIR proceso momentai yra baigtiniai. O
9 teorema. PazZymeékime &(x) := %nt(x) = %. Jei En?(z) ir & (z) yra aprédti kiekviename
kompaktiskame intervale [a,b] C (0,00), tai
0? 9
1 /
@E(f(Xt(x))) = E(f"(Xe(@)n; (@) + f'(Xe(2))&e(2)) (4.6)

su visomis funkcijomis f € CZ(Ry) bei Xi(x), tokiu kaip ir 7 teoremoje. Jei, be to, En?te(x) bei
E&} T (x) yra aprézti su kokiais nors €, > 0, tai (4.6) lygybé teisinga, kai f € Czol (Ry).

Irodymas. Remdamiesi 7 teorema turime, kad

9? o
SSE(f(Xu(@)) = 5B (Xu(@) ().

Pazymeékime g(X;(x)) = f'(X¢(x))n:(x). Remiantis 6 teiginiu, reikia parodyti, kad E (¢(X;(x))) ir

E (W) yra aprézti. Pirmojo vidurkio apréztumas jrodytas 7 teoremoje. Nagrinékime

dg(X¢ (7))

e F"(Xe(@))ni (2) + f/(Xe(2))&(2) = J1 + Jo.

Tuomet

EJy = E(f"(Xo(2))ni () < CLEnj (z) < oo,
EJy = E(f'(X¢(2))& () < C2E&(x) < oo.

Vadinasi, (4.6) lygybé jrodyta, kai f € CZ(Ry).
Nagrinékime atvejj, kai f € CZOZ(R+)' Pasinaudodami Hiolderio nelygybe turime

N o 1 1
E(f(Xu@)n? () < (P (X)) (Bnf (@)™, -+ =1,
EN a 1 1
E(f'(Xe(x))&(x)) < (E(f(Xe(2)))P2) 72 (B (2)) 72, . + - =1
Pazymékime
b1 = 2—~:é > ]-7
E A
Q= 2—56 > ]-7
b2 = 1—":8 > ]-7
5
G=1+>1.

10



Tuomet, pasinaudojus proceso X;(x) visu momenty baigtinumu, gauname
2+£ ﬁ - P
E(f" (Xo(@)n (2) < (BO (X (@) 55) 7 (B e(2)
< C5 (En7+e( )“5 < +oo,
1
(

E( (X(@)e (@) < (B (X)) ™ (Bel ()

< Cy (B&H( )”f < +oo0.

O

Pastaba. Deja, kol kas nepavyko gauti paprasty bendry salygu koeficientams, kurios garantuoty
En?(z) ir E&(z) apréztuma. Kita vertus, galima jrodyti (zr. 10 ir 11 teoremas), kad CIR procesas
tenkina 9 teoremos salygas.

10 teorema. Tegul X:(x) Zymi CIR procesq su pradine reiksme x. Tuomet

_JcC jeii =11
— | Ci(z), jeii>1.

‘8Xt( )|’
Ox

Irodymas.
Atvejis, kai ¢ = 1, yra iSnagrinétas 7 teoremoje. Toliau laikysime, kad ¢ > 1. Jrodymg isskaidysime
i dvi dalis:

1. kai ‘f—f eN,
2. kai 4% ¢ N.

1 dalis:
Yra zinoma ([3] 6.3.1.1 teiginys), kad CIR procesas turi tokj patj skirstinj kaip kvadratinis Beselio
procesas (BESQ), kuriam pritaikyta tokia laiko transformacija:

2

X, (z) £ e 0 (Ze(e“ - 1)) 7

¢ia (p(s),s > 0) yra BESQ procesas su parametru n = 4@

Pazymekime f(t) = ( 9 —1). Tuomet CIR procesas gah buti uzrasytas tokiu pavidalu:

40
Xilo) £ ol 0) =[S (Bo)? + (V5 + B
=2

CIR proceso isvestinés egzistavimas = atzvilgiu buvo jrodytas 5 teoremoje, todél galime parasyti

OXi(x) a &=
or  Jx

(Ve + lef(t))
ir

—6ti ¢

(P L oS (Y (B

O (V) &

J

L Apréztumas gaunamas visiems procesams, kuriems galioja 5 teoremos salygos

11



Galiausiai gauname

ZINi  e—0ti P _ o
B2y S (A EBl < Crate) e ]

Jj=0

2 dalis:
Tarkime turime du nepriklausomus CIR procesus:

t

Xy (x —x+/ 0(k ac))du—i—/ o\ Xu(x)dB,, x>0,

X, (x )f:z:+/ 0(k — du+/ o/ Xu(z)dB,, = >0,
0

kad 400;2;% =nir ‘f—f =n+1bei Bir B yra nepriklausomi Brauno judesiai.

Parodysime, kad X;(z) = AX,;(z) + (1 — X)X, (), A € [0,1], irgi yra CIR procesas (analogiskas tei-
ginys jrodomas [3] knygoje (6.2.1.1 tg.) Beselio procesams. CIR procesui tokio teiginio literaturoje
rasti nepavyko, todél pateikiame éia jrodymo pilnumui). Turime

X (z) = AXy () + (1 = N X (z)

:Ax+(1—A)x+/tw(g—)?u(g;))du+/t(1—A)e(g—f(u(x))du
0 0

+/\o—/0 \/)?u(x)déu+(1—)\)a/o J/Xu(z)dB

—z+ /Ote ((m (1= N&) — O Xu(z) + (1 — A))?u(x))) du

. / t (\/)\Q)N(u(x)dl?u Ja A)qu(x)d§u> .

Procesas W apibréztas kaip

\/)\QX dB +4/(1=A dB

t
Wi :/ ]l{AX (@)+(1-X) Xy (2)>0}
VAZu(@) + (1= N Xo(a)

yra Brauno judesys, todél procesas X tenkina tokig SDL:

x)zx+/() Q(K—Xu(x))du—i—/o o/ Xu(x) dW,,

kai k = Ak + (1 — A\)k. Vadinasi, procesas X turi tokj patj skirstinj kaip ir svertiné nepriklausomy
BESQ procesy suma, t.y.

Xi(x) £ e OG(F(L) + (1 — NA(F(L)),

kur p ir p yra nepriklausomi BESQ procesai, ir tuomet galime pritaikyti 1 jrodymo dalj.

11 teorema. Tegul X;(x) Zymi CIR procesq su pradine reiksme x. Tuomet

Xy (z) |

Ok < Cz(llf), 1> 1,k>1.

i

12



Irodymas.
Kaip ir 10 teoremoje naudosimés tuo, jog CIR procesas pagal skirstinj sutampa su BESQ procesu,
kai pastarajam pritaikoma tam tikra laiko skalé f(¢). 10 teoremoje buvo parodyta, kad

OXi(x) a o™
or  Jx

kai CIR proceso koeficientai k, 6, o tenkina salyga (trumpumo délei, pazymékime ja Sall), jog

‘f—f € N. Aukstesniy eiliy iSvestiniy nagrinéjimas teisétas, nes juy egzistavimas jrodytas 5 teoremoje.

Jei tenkinama Sall salyga, turime

(Vz + B}(t)),

2k —2)! -
k71¥e—0t3}(t)x72’“2 fok> 1

8’“Xt(:c) d
ork (=1) ok—1

Pakéle laipsniu ¢ > 1 bei paéme vidurkj, gauname, kad jei salyga Sall ispildyta, tai CIR proceso
sprendinio aukstesnés eilés iSvestinés laipsnio vidurkis yra apréztas, t.y.

F Xy (2)\’ ey (k=2 ., e
B (Tpa) =t (B5eR) e mm e <o), te i)

Jei salyga Sall néra ispildyta, tai kaip ir 10 teoremoje, CIR procesa X;(z) galime uzrasyti kaip
suma dvieju nepriklausomy CIR procesy, tenkinanciy salyga Sall, ir ju tiesinei kombinacijai pri-
taikyti pirmaja jrodymo dalj.

O

13



5 Atgalinés Kolmogorovo lygties sprendinio
diferencijuojamumas pagal ¢

Remiantis [7] 9.9 iSvada (atgaliné Kolmogorovo lygtis)
Oou
A
ot o
kai u(t,xz) = Ef(Xi()), f € CZ(R) ir X;(x) koeficientai tenkina salygas, nusakytas 5 teoremoje.
Cia operatorius A taikomas funkcijai v = u(t, x) argumento z atzvilgiu.
Vadinasi, jei X;(x) Zymi CIR procesa su pradine salyga x, tai
ou(t, )
ot

1 1"
=0(k — z)ul(t,z) + 502xum(t,x).

Isvestiniy v/, (¢, 2), u.,(t,z) egzistavimas ir iSraiSkos buvo jrodytos 4 dalyje.

14



6 Papildomos lemos

Siame skyriuje pateikty lemy jrodymai remiasi jrodymais, pateiktais [5] bei [4], juos modifikuojant
ir pritaikant stochastiniy diferencialiniy lygéiy teorijai. Toliau Siame skyriuje, jei nepasakyta kitaip,

nagrinéjama SDL (2.1) sud =1 bei t € [0, T].

12 lema. Kiekvienam p > 1 egzistuoja tokia teigiama konstanta c¢ > 0, kad nelygybé

E[Xi(x) = Xs(2)* <c (|t = s + |o = 2']P),

galioja visiems x,x’,t,s.

Irodymas.

o Atvejis, kai s =t

E[Xi(z) = X¢(2")]F = E

a:—|—/0 b(Xo (2))du +

- (m’+/0t b(Xu(x’))dqu/Oto(Xu(x’))dBu>

dB,

.

< cE <x —2'|*P + ‘/Ot (Xu(z) = Xy(2)) du

/0 ' o(Xu(2))dB,

2p

2p

+ /0 (X (2) — Xo(a')) dBy

.

t ¢
= (|~’C — |+ / [Xu(@) = X (@) du + / X (@) = Xu (@) du)
0 0

¢
=c (x — 2| —|—/ E|X,(x) — Xu(a:’)|2p du)
0

Gronvolo lema
= clz — 2|,
o Atvejis, kai s <tirz =21’

E| X, (z) — Xs(2)]*’ = E

2p

<E +E

/s t b( X, (z))du

2p

<E /t b( Xy (z))du

<E

it — o] / b2(X,(2))du

<@t — s|?P + et — sfP
<clt — slP.

27r. pvz [12] 1 skyriaus 22 teiginj

15

[ otxuwnan,

+C,E

p

/: b(Xo(2))du + /: (X (z))dB,

+E

/S t o2 ( Xy (z))du

2p

2p

P
(BDG nelygybé?)

p

/: 0 (X, (z))du




Apjunge siuos du atvejus, turime:
E[X(z) — Xs(2")|* = E[X(2) — Xo(2') + Xy (2") = Xs (")
< E[X¢(2) — Xe(2")]* + E|Xy(2") — X (a")[*
< clle — '[P + |t = s|P).

13 lema. Pazymékime

1 1
g(21, 22, 23,24) = (21 — 22) — - (23 — 24),
h h
kur (21, 29,23, 24) € R4 h b’ fiksuoti nenuliniai realus skaiciai. Tegul f = |g|*", p > 1. Tuomet
egzistuoja tokios konstantos C; = C;(p), i = 1,2, kad

2p
l(zd — 24) y (62)

|Af (21,22, 23, 24)| < C1f(21, 22, 23, 24) + Cal|21 — 23| + |22 — Z4|)2p h

¢ia A yra 4d-macio proceso, sudaryto is 4-iy d-maciy (2.1) lygties sprendiniy kopijy (su skirtingo-
mis pradinémis sglygomis), generatorius.

Irodymas.
Paprastumo délei nagrinékime atveji, kai d = 1. Pagal generatoriaus apibrézima

4 4 2
Af(2172’2723,24) = Zb(zl)g—j(z) + % Z U(ZZ)J(ZJ)%(Z) =1 + L.
7 Cadiad)

i=1 ij=1

Turime, jog

I = p(2p — 1)|g|*~
{% (02(21) —20(21)0(22) + 02(22))
1
© hi

+ %(‘72(23) —20(23)0(24) + 02(24))}.

Pirmiausiai vertinsime [I;. Pasinaudodami Niutono—Leibnico formule, turime:

X

(0(21)0(23) — 0(21)0(24) — 0(22)0(23) + 0 (22)0(24))
I = 2p|g|2p—1 —/0 b’(zl + 9(22 — Zl))d9 X %(2’1 - ZQ) — /0 b/(23 + 9(24 — Z3))d9 X %(23 — 24):|

! 1 1
= 2P|9|2p*1 /0 V(21 + 0(22 — 21))df x <h(21 — 22) — E(ZS - Z4)>

L g
1
1
+/O (b’(zl + 9(2’2 — 21)> — b/(Zg + 9(24 — 2’3))) df x 5(23 — 2:4):| .
Pritaike Lagranzo vidutinés reikSmeés teorema, gauname:

b/ (21 + 0(22 — 21)) — V(23 + 0(22 — 23))| = [V (c)|(21 + O(22 — 21) — 23 — O(24 — 23))|
< " () (1 = O)|21 — 23] + O]22 — 24])
< C (|21 — 23| + |22 = 24));
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Cia c € (21 +0(22 — 21), 23 + 0(24 — 23)). Todél egzistuoja tokios teigiamos konstantos Cs, Cy, kad

1 _
— (23 — 24)| x |g]?P 7.

1] < C3f(21, 22,23, 24) + Ca (|21 — 23] + |22 — 24]) ¥ W

Naudosimeés Young (zr. [9] 1.1 lema) nelygybe ab < %—i—

2z —z)], b=g

b2 .. 1 1
oo Jelag,ap > 1,a,b>0ir ot =1L
‘2;0—1

, a1 = 2p, ag = 2;51. Pritaike

Mausy atveju a = (]z1 — 23| + |22 — 24]) ¥
nelygybe, turime:

1] < Caf( o Co (2 (o1 — 2ol oo = 2D x| e = z)| 4+ 22 g
21,292, 23, % — 21 — X 2o — Z. —I\Z3 — Z Ea—
11 = C3Jl21, 22,23, %24 4 2% 1 3 2 4 By \%3 4 % g
2 1 2
= C5f(21, 22,23, 24) + Co (|21 — 23| + |22 — 2a])™" X 5(23 — 24) (6.3)

Toliau vertinsime I5. Pastebékime, jog galioja lygybé:

1 1
(/0 o' (z +0(z — zi))df)) </0 o' (2 + T(2m — zk))d7> (zi — 2j) (2 — 2m) =
(0(z5) —0(21) x (0(2m) — (2k)) = 0(2;)0(2m) — 0(2;)0(2k) — 0(2i)0(2m) + 0(2i)0(2).
Pazymeésime
Cijkm (0,7) =0 (2 + 0(25 — 2:)) X o' (21 + T(2m — 21)),

1

U= E(zl — 22),

1
v = ﬁ(zg — 24).

Pritaike Niutono—Leibnico formule, I5 galime uzrasyti tokiu pavidalu:
1 1
I =p(2p— 1)|9\2p72/ / (§1212(0, 7)u® — 2&1934(0, T)uv + E3434(0, 7)v) dOdT
o Jo
1,1 1 1
= p(2p - 1)|g‘2p—2 |:/ / 51212(9, T)dedT(’U, — 1})2 — / / (61212(9, T) — 53434(0, 7’)) dedTU2
o Jo o Jo
1,1 1 1
+2/ / (61212(9, T) — 61234(9, T)) deTuv} = p(2p — 1)|g‘2p—2 |:/ / 51212(9, T)dedT(u — 7})2
o Jo o Jo
1 1
+/ / (€1212(0,7) — &1234(0,T) — E3412(0, 7) + E3434(0, 7)) dOdT0v?
o Jo
1,1
+/ / (261212(0,7) — &1234(0,7) — €3412(0, 7)) dfdTv(u — ’U)} = I3+ 14+ Is.
o Jo

Cia pasinaudojome tuo, jog

1,1 1 1
/ / 51234(9,7)(19(17:/ / €3412(0, 7)dOdT.
o Jo o Jo

Ivertinsime kiekvieng i I3, Iy, I5 atskirai. Turime:

|I3| < C7f(z1, 22, 23, 24),
14| < Cs(|21 — 23] + |22 — za])?| 9?72 |0)?,
[I5] < Co(|z1 — 23] + |22 — 24])|g[**~ o).
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Pasinaudoje jverciais, gauname:

[I| < Crf(21, 22,23, 24) + Cs(|21 — 23| + |22 — 24])?[g*P 72 |v[* + Co(|21 — 23| + |22 — 2a]) 9/~ v

2p
1 p—1
- ((z1—23|+|22—24|)2 ) +|g|2p]
p p

2p
2p -1 2p
) 5, lg]

2p
] . (6.4)

< Crf(21, 22,23, 24) + Cs h’( 3 — 21)

+ Cy — (23 — 24)

h’(

1
% (uzl ~al 4l - 5

1
= Crof (21, 22,23,24) + C11 | (|21 — 23| + |22 — 24\)2]0 ﬁ(&% — 24)

Apjunge (6.3) ir (6.4), gauname (6.2) nelygybe.

O
14 lema. Pazymeékime
mle.y) = = (Xia+3) = Xilw)) 3 €R\ {0,
Tada su kiekvienu p > 1 egzistuoja tokia teigiama konstanta C = C(p), kad
E[n(ey) = no@' )7 < C{lt = sl + 1o — /7 + ly = o/} (6.5)

su visais x, ' t,s iry,y" # 0. Be to, ni(x,y) yra LP apréztas.

Irodymas.
LP apréztumas isplaukia tiesiogiai iS 12 lemos:

Elne(x,y)|P < (Elne(z,y)[**)?

N|=

Toliau 13 lemoje apibréztai funkcijai f turime

F(Xe(z + ), Xe(@), Xo (@' + 1), Xs(2)) = |me(z,y) — ns(2’, )|

o Atvejis, kai s = t.
Pritaikome Dynkino formule funkcijai f:

Ef(Xi(z +y), Xe(2), Xe (2" + '), Xo(2)) = f(@ + y, 2,2 + ¢/, 27)

E / AF(Xu( 4 9), Xu(2), X' +¢), Xu(2'))du.
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Pritaike 13 lema, gauname:
t
2 2
E | (z,y) — (2’ y)|" < Cl/ E |nu(z,y) — nu(z’,y)| " du
0
t
+Co / E(|Xu(z +y) — Xu(@' +y)| + | Xu(z) = Xu (@) |na(a’,y)[7 du
0
[9] 1.2 lema t ,2p
Cl/ E 9y (z,y) — nu(z',y)]™ du
0
t
+ 6 / E (1Xu( + 1) — Xu(@' + )2 + | Xu(2) — Xo(a)?) (e, ) du.
0

Pritaike 12 lema, turime tokj jverti:

t
Cz/ E (|Xu(z +y) — Xu(@' +¢) " + [ Xu(@) = Xu(@) ) nu(@’,y)[* du
0

N|=

~ [t 1 1
<G [ B+ ) - Xula 4 1) + BN - X)) ] | B ) 17| du
0 N——
L*P apréztas
¢
< 03/ (|lz+y—a' — y|* + |z — x’|2p) du
0

<Cy(jlz =22+ |y -y + |z —2'|*P)
<Cs(lz =2+ 1y —y'*).

Apjunge gauname

t
2 2
E|ne(z,y) — m(a’,y)|" < 01/ E |nu(z,y) — nu(2’,y")|” du
0

+Co (o — ' + 1y — /).
Galiausiai pritaike Gronvolo lema, gauname (6.5) jvert].
o Atvejis, kai s < t.

2p

E |1z, y) — ne(z,y) [ = E ‘;u{t(x 1) - Xu(@) — Koo+ 1) + Xo(a))

t

: | (O(Xu(z +y)) = b(Xy(2)))du — /Os(b(Xu(x +9)) = b(Xu(2)))du

e

T / (0(Xu(z + ) — 0(Xo(2)))dB, - / (0(Xulx +9) — o(Xu(2)))dB,

- lg / (B(Xu(z + 1)) — B(X()))du + / (0(Xu(z + ) — 0(Xu(2)))dB,

B \yl2p .

< 1 (1t [ e — b(X(2)) P

/|a Wz +1) — (X <>>|du)p

! s s[p=t (x - *Pdu
< 1 (10— sl x o /|b T4)) — b(Xu (@) PP

2p

2p

e / 76+ 9) = o (Xl PP
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Lipsico salyga ] t
S e (lt— sl”/ E[Xu(x +y) — Xu(2)|*du

t
sl [ BN +y) —Xu<x>|2pdu)

12 lema ¢
< yTp (|t _ S|P+1y2p + |t — S‘prP)

<clt — s|P.

Apjunge siuos du atvejus, turime:

Elne(z,y) — ns(@',y)[* = Elne(2,y) — ne(@',y) + m(2’ ') — ns(2,)|*P

< Elmi(z,y) — me(2',y)|? + Elne(2,y') — ns(2',y) [P
<c(lz—21P+y—y PP+t —sP).

O
15 lema. Pazymeékime
1
m(z,y) = - (Xi(z+y) = Xi(@)),  y €RA{0}
Tada su kiekvienu p > 1 egzistuoja tokia teigiama konstanta C = C(p), kad
9 ’ ons (2, 2p
E ne(z y) o (=, ') §C{|t—8‘p+|$—xl|2p+|y—y/|2p} (6.6)
Ox ox'

su visais x,x’ iry,y’ # 0, kintanciais kompaktiskoje aibéje, nuo kurios priklauso konstanta C, bei
visais t,s. Be to, W yra LP apréZtas.

Irodymas.
Bet kokios funkcijos ¢(x) antroji iSvestiné yra lygi

¢ (x) = lim ploth) — 2<f;(2x) + (@ —h)

Pazymékime

Xi(z+y) —2Xi(x) + Xi (2 — y)

gt(x’y) = Y2

Tuomet pagal 13 lemos zyméjimus, gauname

f (nt(x7y)’77t(x7 _y)a ns(xlvy/)vns(m/’ _y/)) = |§t(x’y) - gs(xlvy/”?p'

Pirmiausiai nagrinékime atvejj, kai ¢t = s. Remiantis Dynkino formule, turime

Ef (n:(x,y), e (2, —y), (', y'), me (2", —y')) Z]E/O Af (nu(, ), 1, =), nu (2’ y'), nu(2’, —y')) du.
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Toliau turime

El&(z,y) — &2, y)|?P < Oy /OtEIEu(rﬂ,y) — &u(', )PP du
+ Co /Ot E (|nu(2,y) — 1u (@', ") + Iz, —y) — nu(z’, ")) [€u (@, y')| P du
e / Bleu(e9) — &ula’,y)Pdu
ves [ E (e, ) — ey s —9) — s~ )P) e o) PPl
<c / Bleu(e.9) — e’y du

+Cy /0 [(Elnu(:c, Y) — (@’ 1)) 7 + (Bl (z, —y) — nu(a’, —y')|") %}

N

< | El &ulz'y) || du (%)

L*P apréztas

t
c / El¢.(z,y) — (e, ) 2P du

14 lema
t
+ 05/ (Jlz = ' + |y — ') du.
0
Galiausiai pritaikome Gronvolo lemg ir gauname

El&(2,y) — &',y )P < C{lz —2' P + |y —y'[*} .

Pagrisime (%), t.y. parodysime, kad &/(z,y) yra LP, p > 1 apréztas. Turime

1
2p> 2

1
14 lema c 2 B
£ (sl - (7)) =

Bl (x,y)? < (Bl (xy))

y

= (E ‘ ! (e(z,y) — ne(, —y))

Atvejis, kai s < t.

E'ﬁt(may) - £5<xay)|2p =E

Y
[l - 2oX,lo) +oXals — 1) v
<clr / b(Xu(z +y)) - 25();(1;)) (Xl =), 7

2p

s [ 2Uale ) 220K oKale =) g,

y2
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Pagal 1 teoremos salyga turime, kad b(z) ir o(z) yra 3 kartus tolydziai diferencijuojami. Pasinau-
dosime Teiloro teorema su integralinio pavidalo liekamuoju nariu®. Pirmiausiai jvertinsime .J;.

2p

| [ Ml ) = Bl Kl =),

y2

1 ¢ / /!
=8| [ (M) R (XKl 4 9) = X)) + 51 () (K +9) — Xole)?

1"

(z+y) r
i /x P (a4 ) — ) — 26X () + B () (K (2) (Ko~ 9) — Ko(2)

(@) 3!
1 2
1 i 2 Xulo-y) b (7“) 3 "
+§b (Xu(2)(Xu(r —y) — Xu(2))” + . g (Xu(z —y) —r)’dr | du
Xu(x .
Xu(z +y) —2Xu(z) + Xu(z —y)
du
s y?
/t () Kele ) = K@)+ (Ko =9) = Xu@)?
Y2
z+y ///
// (Xu(a:—l—y)—r)gdrdu
Xu(z) !
w y) b/// 2p
/ / (X (x —y) —r)3drdu
Xu(z) !
¢ 2
<Cle—sPrt | [ B O @) o) du
° L?P apréztas
t B 2 N 212p
i [ Bl Bl DKl (Kl =) = Xt
s Yy
t Xu(z+y) p” (r) (Xulz +y) —1)° p
+/ E/ | 5 du
s Xu(z) 3! Y
t Xu(x—y) 1" X _ _\3 Zp
+/IE/ b(')( ul 2y) r)dr du
s X () 3! Y
P Ol = s [t — | + [t —
< Clt=s[P [t —s[+ [t — s
t Xu(m+y) b/// X _ 3 2p
+ [ By - P [ NGl 2
s Xu(z) . Yy
t s [P 0) (Kula =) = |
+/ E|X,(z —y) — Xu(z)|*P~ / i 5 drdu
s Xu(z) : Y
< Clt = sP(1+[y|2+?7). (6.7)

Analogiskai jvertiname ir Js.

2p
Jo=E

[ 2P ) 2ol o)
s y? “

3%r. pvz. [13] 1 teorema.
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=E

¢ x — X, (2))? W —1y) — Xy, (x))?
J%/ (X (x))(Xu( +y) — Xu(2)) ;(X( y) = Xu(2))

t wlzty) 5 (r) (Xu(z+y) —1)?
+/ / | 3 drdB,,
s J Xy () 3! y

. /t /Xu(:ry) o (r) (Xu(z —y) — T)SdrdB
. Jxow 3! Yy u

dB,

2p

2

<= st | [ Bl G el du

S

t B 2 N 22p
s Yy
| ) Koy - [
+/ E / | ¢ 5 dr| du
s Xu(l’) 3 y
t Xy(z—y) _ _\3 Zp
+/ E / 7 Er) (Xu( Qy) ) dr| du
s Xu(w) 3 y
< Clt = sP(14]y[3727). (6.8)

Laikome, kad x ir y kinta kompaktiskoje srityje, nuo kurios priklauso konstanta C. Tuomet pagal
jiveréius (6.7) ir (6.8), turime, kad

Jy+ Jp < CJt — s|P.
Apjunge siuos du atvejus, gauname norimag jvertj:
Elé(2,y) — & (@' y )| = El& (2, y) — &(2',y) + &' y) — &', y) P

< E|£t(x7 y) - Et(x/’ y/)|2p + E'&(xlv y/) - 53(-’13/’ y/)‘Qp
<l =2+ ly -y + [t = s|P).

O
16 lema. Su kiekvienu p > 1 egzistuoja tokia teigiama konstanta c, kad
0X,(z) |*
E 6.9
‘ ox - (6:9)

su visais x,t.

Irodymas.
Kadangi n;(z, h) is 14 lemos tenkina (6.5) nelygybe, tai pagal 2 teorema n.(x, h) gali buti tolydziai
pratestas taske h = 0. Vadinasi, riba

[ Xe(z+h) — Xi() 0Xy()
lim =
h—0 h Oz
egzistuoja visiems x,¢. Remdamiesi Fatu lema ([10] 5.3.2 teorema), turime:
2p _ 2p
Ox h—0 h
— 2p
<limianE'Xt(x+h) Xi(@) < ¢ < oo.
h—0 h
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7 ISvados
ou

Siame magistriniame darbe yra jrodoma, kad atgaliné Kolmogorovo lygtis 5 = Ausu CIR
proceso generatoriumi A ir glodzia pradine salyga u(0,z) = f(z) turi glodu sprendinj u(t, z).
Kitaip nei Alfonsi darbe [1], nesiremiama Zinoma gana sudétinga CIR proceso peréjimo tankio
iSraiska tam tikry funkcijy eilute, o pritaikoma H. Kunitos [5] stochastiniy srauty teorija.

Didziausias tokio jrodymo privalumas — universalumas, t.y. metodas tinka ne tik CIR procesui,
bet ir daugeliui SDL, apie kurias zinoma, kad ju sprendiniai neiSeina i$ intervalo (0,4o00) (arba
dar bendriau — i$ kokios nors atviros aibés daugiamatéje erdvéje).

Lyginant su Alfonsi darbu [1], kol kas nepavyko jrodyti, kad sprendinys u(¢, z), atitinkantis CIR
procesa, turi polinominj augima pagal x, jei tokj augima turi pradiné salyga. Sio fakto jrodymas
ne tik CIR procesui, bet ir bendru atveju yra artimiausias musy tyrimy tikslas.
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Priedai

A 1 teoremos k-tosios eilés iSvestiniy israiskos

Nagrinéjame SDL sistema, aprasyta 2.1 lygtimis. Pirmiausiai suskaiciuosime 2-a, 3-ig ir 4-3 iSves-
tines. Veéliau susisteminsime 4-os isvestinés iSraiska ir jsivesime pazyméjimus. Skyrelj pabaigsime
iSvesdami lygti, kuria tenkina k-toji iSvestiné.

d d
0X2(z) 0X (2 02Xl (z)
D = D ——=)d
8xm18xm2 / Z Z hizb z)) 0Ty,  OTpm, Jrz nb axmlaxm) s
l1=112=1 I1=1
d d
0Xlz(x)0X! (z 0?Xh(x)
E E E D zn s § D zn s — 3 7 )dB".
/ b= (z)) 0T,  OTpm, + 1T z)) O, O, ) s
n=1 11=11=1 h=1

; t Sheby 3(x 2(x g
o :/0 (Z > ZDlllzlgbi(Xs(x))aXH ) 0X'2(x) 9X1 ()

Oy 0Ty, O s 0Ly 0Ty, OLim,

+ Z Z Dlllzbz(Xs(x))aX?(x) 62X£1 ({E)

6xm2 &vml 855m3

+ Z ZDlllzbi(X( )) 82X12( ) aXh( )

0Ty 0Tpmy 0T,

+ Z Z Dlllgbi(XS(x))aXéS (z) 82X£1 (2)

axma axml 31;,”2

3 vl
0° X () )ds

Oy 0T OT g

d d d 8X§3 €T aXiz T 8X§1 z
/ Z(Z:: 2; z:: L lals Oin (Xs () 333,,1(3) 89%(2) 8xm(l)

8X§2 T 82Xé1 T
+ Z ZD1112017L s )) ( ) ( )

li=1l=1 0Ty O, Oy,

d d 2 yl2 T I z
+ Z Z Dlll20—in(Xs(117)) a Xs ( ) aXS ( )

li=11a=1 0Ty 0Ty Oy,

d d I3 T 2 vl -
+ Z Z Dlll3Um(Xs(:17))aXs (z) 07X ()

ammg 0xm1 axmz

+ 3 Dybi(Xo(x))

l1=113=1
0 X1 ()
D, 0in(Xs(2)) 5——==—>— ) dB{.
! lZl lla-”l( ° (z)) axml 6$m2 axmg ) s
1=

' X}(x) t d d d d OXl(z) 90X (2) 09Xk (x) X1 (2)
8xm1 ammg 8$m36$m4 a /O (lz—l [21 lg Z: lllzl3l4 (x)) 8xm4 ame aan2 6xm1
d d

* Z Z Z Dlll2l3bi(X5 (x))axmgaﬂfm4 3xm2 6377711

l1=11>=113=1
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Ed: zd: Dllblsbi(Xs(x))aXiB(x) O?’X2(x) 0X!1(x)

8xm3 6l‘m2 axm4 6377”1

+
M=
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=
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11*113711471 my m3 miy ma

+ Z Z Dui,bs 32X13( ) 92X (x)
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d d " o
+>. Dubi( X 22 X (@)
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li=114=1
d
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¢ d d d d OX 4 oXxls oX!le oxh
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d

d d
oXl 92Xz oXh
Z Z Z Dlll2l40in(Xs(.’K)) 5 (i) S ((E) s (.’L‘)
lo=114=1

8xm4 8377n2(9$m3 8$7n1

d
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83Xl2 8Xll
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1=112=1 axmzaxmg 6$m18$m4

d d d
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Susisteminsime (*) iSraiska jsivesdami specialy simbolj A, zZymintj tokia algebrine operacija:
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IS (%) matyti, jog yra skirtingos 8 sumos, tiksliau sumuojama pagal:

Deriniai po 4 | Deriniai po 3 | Deriniai po 2 | Deriniai po 1
lila, 15, ls li, 0,13 Lilp L
li,l2, 1 li,ls
l1,13,1la b1, 1y
e [ &g | &G [ ]

Toliau nagrinékime k-taja iSvestine. Isivesime tokius zyméjimus:
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Deriniy kiekis

Elementy deriniy indeksy
iSraiskos (elementy indek-
sai isdélioti didéjimo tvar-
ka)

Trukstamy elementy in-
deksai (elementy indeksai
isdelioti didéjimo tvarka)
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