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Stochastinés Verhulsto lygties sprendiniy momenty aproksimavimas Fourier
eiluciy dalinémis sumomis

Santrauka

Finansy matematikoje trumpojo laikotarpio palukany normy modeliavimui daznai
naudojama CIR procesa Mackevi¢ius [5] pasiulé keisti Verhulsto stochastine (SV) di-
ferencialine lygtimi. Taciau SV lygties sprendiniy momentai néra zinomi isreikstiniu
pavidalu. Dél Sios priezasties [5] buvo pasiulyta jvesti momenty uzdarumo salyga,
aprasoma lygtimi ¢(t) = EX?/EX,. Baravykas magistriniame darbe [1] funkcija ¢(t)
aproksimavo Fourier eilu¢iy daliniy sumy metodu. Siame darbe tesiame pradétus tyri-
mus, pirma, Baravyko metoda pagerindami optimaliy parametry radimu ir skaic¢iavimy
supaprastinimu. Antra, pasinaudodami tomis paciomis Fourier eilu¢iy daliniy sumuy
savybémis sukonstruojame nauja funkcijos ¢(t) aproksimacija, kuri ne tik duoda ge-
resnius rezultatus, bet ir yra paprasciau konstruojama. Skaiciavimai atlikti statistiniu
paketu R.

Raktiniai Zodziai: Verhulsto lygtis, CIR lygtis, momenty uzdarumo salyga, Fourier
eiluciy dalinés sumos, split-step metodas.

Approximation of moments of solutions to stochastic Verhults equation by
partial sums of Fourier series

Abstract

In financial mathematics, CIR process is widely used for modeling interest rates.
Mackevicius [5] proposed, instead, to use the stochastic Verhulst process. The main
its disadvantage is that explicit expressions of moments are not known. Therefore, the
moment closure condition ¢(t) = IElXt2 /EX,; was proposed. Baravykas in his master
thesis [1] analyzed ¢(t) approximations by the method of partial sums of Fourier series.
In this diploma project, first, we continue research in this direction by optimizing freely
chosen parameters and simplifying calculations. Second, using the same properties of
partial sums of Fourier series, we construct a new ¢(¢) approximation that gives more
accurate results and is easily implemented. For calculations, we use the statistical pa-
ckage R.

Key words: Verhulst equation, CIR equation, moment closure condition, partial sums
of Fourier series, split-step method.



Turinys

Ivadas 3
1 Teoriné dalis 4
1.1 Apibrézimai ir teoremos . . . . . . . .. L 4
1.2 Momenty uzdarumo salyga . . . . . . . ..o 6

2 Fourier daliniy sumy metodas I 7
2.1 Pirmo tipo aproksimacija . . . . . . ... Lo 7
2.2 Antro tipo aproksimacija . . . . . . ... 10

3 Fourier daliniy sumy metodas II 14
4 Rezultatai 18
4.1 Fourier daliniy sumy metodas I . . . . . . .. ... .. oo oo 18
4.1.1 Pirmas tankio tipas . . . . . ... L L L 18

4.1.2 Antras tankio tipas . . . . . . . ... 20

4.1.3 Trecias tankio tipas . . . . . . . ... 22

4.2 Fourier daliniy sumy metodas IT . . . . . .. ... .. Lo 26
4.2.1 Pirmas tankio tipas . . . . . ... 26

4.2.2 Antras tankio tipas . . . . . ... 28

4.2.3 Trecias tankio tipas . . . . . . . . L 29

4.3 Optimalaus 7 priklausomybé nuo parametry . . . . . . . . . .. ... ... ... 31
Isvados 33
Literatura 34
Priedai 35
A Fourier daliniy sumy metodas I 35
B Fourier daliniy sumy metodas IT 41



Ivadas

Finansy matematikoje trumpojo laikotarpio palukany normy modeliavimui daznai naudojamas
CIR procesas, nusakomas stochastine diferencialine lygtimi

dX; = Np—Xp)dt +o/XdBy, Xo=z>0, o, \,ucR™. (0.1)

Sis procesas patrauklus tuo, kad sprendiniai nejgyja neigiamy reikSmiy (esant teigiamoms pradi-
néms reiksméms), vidurkiai konverguoja j baigtine reikSme bei sprendinio momentai yra isreikstinio
pavidalo. Nepaisant to, procesas turi kelis esminius trukumus: néra zinomas isreikstinis sprendinio
pavidalas, o lygtyje esanti Saknis tik dar labiau apsunkina jo aproksimacijy radima. Dél Sios prie-
zasties Mackevicius [5] pasiulé CIR lygtj keisti Verhulsto stochastine (SV) diferencialine lygtimi,
pladiai naudojama jvairiose srityse [2],

dXt = )\Xt(ﬂ — Xt)dt+JXtdBt, XO =T > 0; (02)

Cla p=p+ g Sios lygties sprendiniai, kaip ir CIR, yra neneigiami, jy virdurkiai konverguoja j
baigtines reikSmes bei SV lygties sprendinio stacionarus tankis sutampa su CIR proceso staciona-
riuoju tankiu. Tai leidzia teigti, kad ilguoju laikotarpiu sprendiniy tikimybiné elgsena supanaséja.
Svarbiausia, kad SV lygties sprendinys yra lengvai randamas isreikstiniu pavidalu (Zr., pvz., [4]).

Kita vertus, lyginant su CIR, SV lygtis turi ir trukuma — sprendiniy momentai néra zinomi
isreikstiniu pavidalu. Dél Sios priezasties [5] buvo pasitlyta jvesti momenty uzdarumo salyga,
aprasoma lygtimi ¢(t) = EX?/EX,;. Kadangi SV lygties sprendiniy momentai gali buiti uzrasomi
rekurentiskai, tai sukonstrave funkcijos ¢(t) aproksimacijas, galime gauti apytiksles visy momenty
israiskas.

Baravykas [1] funkcija q(t) aproksimavo eksponentiniy funkcijy sistemos {e %7t k = 1,2,3}
tiesiniais dariniais, pasinaudodamas ty funkcijy sistemos ortogonalizavimu ir Fourier eilu¢iy daliniy
sumy savybémis. Gautos funkcijos ¢(t) aproksimacijos priklauso nuo laisvojo parametro 7, kuris
darbe parenkamas bandymy keliu, o gauta apytikslé ¢(t) funkcija pradine salyga ¢(0) =1 taip
pat tenkina tik apytiksliai. Musy darbo pagrindiniai tikslai — rasti optimaly laisvaji parametrg 7,
iSspresti ¢(t) ,,pradinio tasko“ problema bei supaprastinti reikalingus skaic¢iavimus.

Pagrindiniai sio darbo rezultatai yra Sie:

1) Minimizuojant paklaida tarp sukonstruotos aproksimacijos ir skaitiniais metodais gautos
funkcijos, gautas optimalus parametras 7 (2 skyrius);

2) Supaprastinti metodo skaic¢iavimai (2 skyrius);

3) Pasinaudojant tomis paciomis Fourier eilu¢iy daliniy sumy savybémis, sukonstruota nauja
funkcijos ¢(t) aproksimacija, kuri iSsprendé funkcijos ¢(t) ,pradinio tasko“ problema (3 skyrius).

Darbas sudarytas is 4 skyriy. Pirmame skyriuje pateikiama visa reikalinga teoriné medziaga
apie SV lygties savybes, reikalingas momenty aproksimacijy modeliavimui. Antrame skyriuje tesia-
mas Baravyko [1] pradétos aproksimacijos konstravimas. Metodas pagerinamas optimalaus laisvojo
parametro radimu bei supaprastintais skaiciavimais. Trec¢iame skyriuje konstruojama nauja funk-
cijos ¢(t) aproksimacija bei pateikiami detalus skaic¢iavimai. Taip pat gautai ¢(t) aproksimacijai
iSvedamos pirmojo momento israiSkos bendruoju ir iSimtiniais atvejais. Ketvirtame skyriuje ap-
zvelgiami gauti rezultatai. Galiausiai pateikiamos darbo isvados ir apibendrinti rezultatai. Priede
pateikiami programy kodai programavimo kalba R.



1 Teoriné dalis

Siame skyriuje pateiksime visa teorine medziaga, reikalinga tolimesniam Verhulsto lygties
sprendiniy momenty aproksimavimui. Pradésime nuo pagrindiniy apibrézimy ir teoremy, kuriy
mums prireiks.

1.1 Apibrézimai ir teoremos

1.1 Apibrézimas. Diskreciojo laiko atsitiktiniy procesy $eima X", h > 0 vadinama SDL sprendinio
X n-tosios eilés silpngja aproksimacija, jei su visais t € [0,7]

Ef(X{") —Ef (X)) =O(h"), h—0,
pakankamai placiai funkciju f: R — R klasei.

1.2 Apibrézimas. Stochastinés diferencialinés lygties

t t
Xt:xo—l—/ b(XS,s)ds—i—/ o0(Xs,8)dBs, t>0,
0 0

kurios koeficientai b,o tenkina sprendinio egzistavimo ir vienaties salygas, sprendinys X yra vadi-
namas difuziniu procesu.

1.3 Apibrézimas. Sakoma, kad difuzinis procesas X su peréjimo tankiu p(t,z,y) turi stacionaryjj
tankj po intervale (a,b), jei

b
/ p(t,x,y)dy=1, t>0, x € (a,b)
ir
b
po(y)=/ p(t,z,y)po(x)dz, >0, yE (a,b).

1.4 Teorema. Stochastinés Verhulsto lygties antros eilés split-step aproksimacija apibréziama ly-

gybe
XM =XMax,h)=D (S <D (az Z) ,h) ’;)
_ H
- Ll ho? _ il (E—1)) 1)
1+exp{ 2h)\u}(exp{ : UBh}(l—i—exp{ Thai} (£-1)) 1)
Cia:

Q
1+ (£ —1)exp{—Nit}

yra Verhulsto lygties deterministinés dalies sprendinys.

D(x,t):=

Daugiau informcijos galite rasti [5].
Sakykime, E yra realioji tiesiné erdvé su skaliarine sandauga (-,-).

1.5 Apibrézimas. Skaidiai ¢ := cx(z) = (x,¥r), k €N, vadinami elemento x € E Fourier koeficien-
tais ortonormuotos sekos (1, k € N) atzvilgiu, o eiluté

>kt
k

vadinama elemento x Fourier eilute.



1.6 Apibrézimas. Ortonormuotoji seka (¢, k € N) vadinama erdvés E ortonormuotaja baze, jei
kiekvienas = € E yra lygus atitinkamos Fourier eilutés sumai, t.y.

oo
>kt
k
1.7 Teiginys. Verhulsto lygties (0.2) stacionarusis tankis yra gama skirstinio tankis

po(x) = Fﬂ(:) z* Ltexp{—pa}, v >0;

Cia
2\ 2\
04272,,8:—2.
o o
Pastaba. Skiriami trys Sio tankio tipai:
2 o?
1) 0<a<l & 0<U—2“<1 & >\u<7;
2 o?
) l<a<2 & 1< P90 o T cxu<o?
o2 2
2\
3) a>2 & THs2 o au>o?
o
Atitinkamos tankio formos:
O<a<1 1<a<2 o>2
o |
Q
- < °
S o
. 3
> S ] ~
‘7'; O._
g S
S o | 2
o
N e 5
o 7 o
o o 8 |
O-l T T T T T o| T T T T T dl T T T T T
012 3 45 0123 45 012 3 45
X X X

1 pav.: Gama skirstinio tankio formos

1.8 Teiginys. Lygties (0.2) sprendinio momentus galima iSreiksti rekurentiskai. Pazyméjus
M;(t)=EX}, i=1,2,3...

turime:

M;(t) = x; +/OOO ((z’A,qu ie ; 1)02> M;(s) —z’)\MiH(s)) ds. (1.1)

1.9 Teiginys. Lygties (0.2) sprendinio pirmyju dvieju momenty ribos yra lygios
@

Jm M (1) = 5= (1.2)
2
tlggoMQ(t)=a(O;;rl)=uﬂ=u<u+;)- (1.3)

Siy teiginiy jrodymus galima rasti [5].



1.2 Momenty uzdarumo salyga

Stochastinés Verhulsto lygties momentai isreikstiniu pavidalu néra zinomi, todél naudosimeés
momenty uzdarumo salyga, kuri apibréziama

q(t) = i‘iﬁg t>0. (1.4)

Funkcija ¢(t) pilnai apibrézia visus momentus, taciau iSreikstiniu pavidalu néra zinoma. Gerai
parinkus apytikre ¢(t) iSraiska, galima rasti apytiksles visy Verhulsto lygties sprendiniy momenty
reikSmes.

1.10 Teiginys.
2

- 1+ 7
q(o0) := tli)rgoq(t) =1+ o

Irodymas. Isplaukia is riby (1.2) ir (1.3).
Pasinaudojus (1.1) lygtimi, gali buti iSvesta pirmo momento bendra israiska

M Y(t) = e (M11(0)+)\/0t q(s)e)‘“sds> . (1.5)

Lygties iSvedimas pateiktas [6].
Tuomet pasinaudojus momenty uzdarumo salyga gauname:

My (t) = q(t) M7 (t)



2 Fourier daliniy sumy metodas I

Baravykas savo darbe [1] funkcija ¢(t) aproksimavo eksponentiniy funkcijy fi(t) = e7#7¢,

k € N sistemos tiesiniais dariniais, pasinaudodamas tuy funkcijy ortogonalizavimu ir Fourier eiluciy
daliniy sumy savybémis. Taciau jis parametra 7 parinkdavo bandymuy keliu. Musy tikslas —
kiekvienam parametru (A, o, pu,zo) rinkiniui rasti optimaly parametra 7, kartu supaprastinant $io
metodo skaiCiavimus.

Pagrindiné sio metodo idéja — pasinaudojus skaitiniais metodais gautomis reikSmémis, atsi-
zvelgti | q(t) elgesi trumpuoju laikotarpiu. Taip pat Sis metodas remiasi faktu, kad maziausi
skirtumai nagrinéjamos normos prasme tarp funkcijos ir ortogonalios sistemos tiesiniy dariniy yra
realizuojami butent Fourier eilutés dalinémis sumomis (zr. pvz. [3], p. 178).

Aproksimuojant ¢ pagal erdvés L?[0,00) norma, neuztikrinama pradiné salyga ¢(0) = 1. Norint
iSvengti Sio trukumo, Lebesgue mato pustieséje [0,00) pridedamas diskretus matas, priskiriantis
teigiama reiksme taskui 0 (placiau [1]). Pazymékime

mgo = m—+ cdo;

¢ia m yra Lesbegue matas, o — Diraco matas, o ¢ € RT — konstanta, kuri bus parenkama véliau.
Tada erdvéje L%m [0,00), kuriai priklauso visos macios integruojamo kvadrato funkcijos f : [0,00) —
R mato mg atzvilgiu, norma yra

1= ([ stmaas)) " (P [~ Poas) -

o skaliariné sandauga N
(f,9) =cf(0)g(0) +/0 f(s)g(s)ds.

Tada eksponentiniy funkcijy fi(t) = e=*7t, t > 0, normos yra lygios
o 1/2 1
Il = (estos [Temrtar) U= yfer oo wen
0 2kt

2.1 Pirmo tipo aproksimacija
Zinodami ¢(t) riba begalybéje, ieskosime funkcijos

(a®)—1)22n
0'2 ’

f(t) =
kurios riba lim;_, o f(¢) = 0, aproksimacijos pavidalo
f®) = a1 fi(t)+asfa(t) =are T+ ase 2Tt

Tam pirma ortonormuosime dviejy funkcijy sistema {g1,g2}, po to funkcija f aproksimuosime tos
ortonormuotosios sistemos Fourier suma ir galiausiai griSime prie pradiniy funkciju {1, f2}.
Toliau, ieSkodami Fourier koeficienty, ortogonalizuojame pagal Schmidta:

g1:=f1, g2:=fatanfi, <g2,91>=0, =
C<fagp > ot i ePTds  A(3)

||ng2 - C+f000 e—ZTSdS - A<2)7
—27t

a21

Tt

g2 = fatasifi=e +asie”

> 1
A(m)::c+/ e MPds=c+—, kurm=1,2,3...
0 mT
A(3) 1 1

agl i =——-=,  G11 = =—.
A(2) A2) g

EN|



Pirmi du funkcijos f(t) aproksimacijos Fourier eilutés nariai atrodo taip:

f(t)zq# 1(t)+<f’i2> o(1). (2.1)
g1l g2l

Rasime [|gz]|?

ool = eg30)+ | " g (s)ds = ( - flg)2+ / h (e—2”jg§e—”>2ds

_ AB)\ 1 24B3)  AB)?
¢ <1 - A2)) T T 3740) T2

()2 () ()
—_——

A(4) A(3) A2)
A(3)?
N 1 A(2)
Pazymeékime ago := lo2> ~ ABAQR)-A(B)Z"

Rasime pirmajj funkcijos f(t) aproksimacijos narj:

< f791 > _ L c o0 s $)ds
R g1(t) = e < f(0)91(0)+/0 f(s)g1(s)d >gl(t)

=aye "t <cf(0) +/Ooo f(s)e—”ds> .

<[f.92>

llg2 2

St = e (om0 [ “”’Q(S)ds)

=a <(1+a21 cf(0 / f(s) (e +age™ ™) ds).

Rasime israiska:

Rasime antrajj funkcijos f(t) aproksimacijos narj:

< [f,92 > _
”fg”2292( ) = a2 ((1+a21 cf (0 / £(s) (72 +agie™ ™) dS) (e +ane™ ™).
92

Tada, pasinaudojus (3), rasime f(t) aproksimacijos iSraiska:



r = ane (04 [ f(S)e”dS)

+a2 ((1+a21 cf(0 / f(8) (72 +agie™™*) d8> (e +age” ™)

B <(a11 Fanan(l +a21))cf(o) +(an +a§1a22)/ f(s)e "%ds
_/_/ 0
B11

+a21a22/ f(8)6_2”ds> e~ Tt
B 0 (2.2)

oo o0
+ a22(1+a21)cf(0)+a21a22/ f(s)e ™ "*ds+ a22/ e 275ds | e 27t
—_ T == ~=Jo

B20 B21 B22

= <510f(0)+511/0 f(S)e_TsderﬂlQ/O f(S)e_szdS) e Tt

+ (520f(0)+521 /Omf(8)6_78d8+622 /Omf(s)e_275d5> e 27t

=:aje” "t +age 2T,

Rasime paklaida tarp skaitiniais metodais gautos funkcijos f(t) bei sukonstruotos funkcijos f(t)
pirmo tipo aproksimacijos:

2
(r) = [ ()= 7(0)) molar) = Hf _y i)
. 2 g
(- -y )

|2
:||f||2 Z<fvgz> +Z<fagz> I l” *Hf“ *Z<f,gl>2 (2.3)

4
=ollgll® = Nl =1 llgil

= I o o (000? = |71 s (er0)+ [ s 7eas)

— a2 <(1+a21)cf(())+a21 /Ooof(S)e_Tsds+/0 f(s)e_mds)

Si vidutiné kvadratiné paklaida priklauso nuo laisvojo parametro 7, kuris, kaip minéta, Baravyko
darbe [1] buvo parenkamas bandymo keliu. Musy tikslas — rasti optimaly parametra 7, su kuriuo
gauta paklaida buty minimali. Skaic¢iavimams atlikti naudosimeés programa R. Fourier koeficientus
galime apytiksliai apskaiciuoti integralus pakeisdami Riemano sumomis nagrinéjamame intervale
[0,T], o f(s) — skaitiniais metodais gautomis funkcijos aproksimacijomis. Optimalaus 7 radimui
naudosimés programos R funkcija optimize.

Pasinaudojus sukonstruota funkcijos f(¢) pirmojo tipo aproksimacija, gaunama ¢(t) aproksi-
macija pavidalo )

g
q()”l-i-ﬁ(l—‘roqe Tt+a2e 27-t)



Gautai ¢(t) aproksimacijai pirmo momento iSraiska randama pasinaudojus lygtimi (1.5):

1 t 2 _
]\4—1 () —Aut <x+)\/0 (14—%(14—@16 TS | e 27’8))e>\usd8>

t 2 2 2
_ At <1+/\/ (1+2‘7 )GAMS_FOZIU e*‘rs+)\ﬂs_~_a20' eQTSJr)\,u.SdS)
Z 0

Al 2\ 22\
_ e*Aﬁt(l 2\ +0° A t a0’ As—7s |t azo? Nis—27s t)
x 2N\ ufi 2u(Afp—T) 2u( A —27) 0
 2qu+o? (1 2\pu+o? a0 o At
O 2\k (l‘ Co 2w 2p(i—T) 2u(Aﬁ—2T)> ‘
alJQ —Tt Ct2(72 —27t

+ — e + —
2u(Ai—T) 2p(Aj—27)

IS cia:

22\+o?  (2u 2\u+o? 2 2 .
My(t) moop | ZATO0 (2 2T a10m | 420" )
At r AR AL—T  AL—271

(2.4)

2 2 -1

a10 —7t Q20 —27t

+_7€ +_7e .
AL —T AL — 21 )

Matome, kad pirmas momentas buty neapibréztas, jei 7 = i, todél, Siuo atveju, analogiskai
iSvedama kitokia pirmo momento iSraiska

M) ~ W( +A/ 1+— (1+are M +age 2”))&#%3)

B 2/\,u—|—a 1 2)\,u+a o102t a0 it
O 2)\pji x 2\ ufh 24 2u( g —27)
2
a20 —27t,
EETY S A
2+ o2 21 2 o2 9 a0’ it
My(t)mop| P2 (22 22T t——2 Z
1(2) M( ¥ +<m i +aio Ni—2r e

) —1
20~ o7t
* )\ﬂfQTe ) '

Kai 27 = \j1, taip pat turime neapibréztuma, kurj panaikinus, pirmo momento israiska atrodo taip:

2\ 2 2 2\ 2 2 -
M, (t) z2u<w+ (,u_ pro” a,la +a202t> e~ Mt

Al x Al AL—T

—1
+ 01102 eTt> .
AL—T

2.2 Antro tipo aproksimacija

Siekdami gauti tikslesnius rezultatus, funkcija f(¢) aproksimuosime trimis eksponentémis.
Naudodamiesi tuo paciu algoritmu, ortonormuosime triju funkcijy sistema {g1, g2, 93}, po to funkei-
ja f aproksimuosime tos ortonormuotosios sistemos Fourier eilutés daline suma ir galiausiai grisime

prie pradiniy funkcijy {f1, fo2, f3}.
Toliau analogiskai ortogonalizuojame pagal Schmidta:

10



g3 := fs+aszig1 +asg2, <g3,91>=<g3,g2>=0 =
<fs.g1> ot [ e Teds A4) .

as] = — = =— :
" P et fore s A@R)
< [3,92> < [f3,fo>+an <[f3,f1>
32— 7 2 2
llg2ll [l g2l
C+foo —57'Sd5 +U,21(C+fooo 6_47'st)
- 2
g2l
= a92 (A(5) =+ aglA(4)) .

Tada

—37t —T1t —27t —7t
93 = f3+azigi+azga = " +agie” " +aga (e +aze )

— ) —
—¢ 37t Tt+(a31+a32a21)e

+aszse
Pirmi trys funkcijos f(t) aproksimacijos Fourier eilutés nariai atrodo taip:

< f,g1> ) < f,g2> ) <f793>3(t).

f(t) 1 2 Y2 2
g1l g2l g3l

Rasime g3 norma:
oo oo 2
2 2 2 2 —3Ts —27s —T8
loall® = cg3 () + | gi(s)ds = cg(0)+ [ (e757" +ame™" + (as1 +azmaz)e ") ds

0 0

o0
= cg% (0) +/ (e_GTS + a%26_4” + (a31 + aszaz1)?e 27 4 2a30e 575 + 2(az1 + azgag; e 47
0

1 1
+2a32(as1 +a32a21)€_375>d8 =c(l+asza+as+ a32a21)2 +—+ <a§2 +2(as1 + a32a21)) yp

67
1 1
+ (as1 +aszaz1)? >t 2a32 — =t 2a32(az1 +aszaz21) o~ 3
(2.6)
Analogiskai kaip ir anks¢iau, pazymékime ass := Tosl?"
Pirmi du funkcijos f(t) aproksimacijos nariai mums jau zinomi. Rasime treciajj:
< f,g3> > _ _ _
figigg (t) = as3 (cf(O)gg(O) +/ f(s) (e 375 4 a30e 7275 + (a31 + aznas; e Ts)ds)
llgsl 0 (2.7)
* (e_STt + CL326_2Tt + (a31 + a32a21)6_”> .
Pasinaudoje (2.5) lygybe, gauname:
<fog1> </fg2> </fg3>
[y~ ——5—q1(t) + ——5—g2(t) + ——5—93(t)
gl g2 g3l
(510f / f ﬂlle TS +B o€ —27s 6/3 —37'3) dS) e—Tt
(2.8)

(ﬂ20f / f 621677'5 +62 —27Ts ﬂ2367375) dS) 6727'75

(ﬁSOf / f 16 —Ts +B3 —27s +Bé3673rs) dS) 6737'15.
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B1o = Bio + cass(as1 +aszaazn ) (1+ asz + asy +azeazy );
Bi1 = Bi1 +ass(as1 +aszaz1)’;

Bio = P12+ aszasz(az1 +azzao );

B15 = asz(az1 + ag2az1);

Bao = P20 + cazzasz(1+asz + as1 + aszaz: );
By = P21 + azzasz(as1 + aszaz1);

Bho = Baz +az3azy;

B3 = azzasz;

Bao = casz(1+asz +as1 + az2a21);

B31 = ass(asg1 + ag2a21);

B39 = az3az2;

B33 = ass.

Kaip ir pirmojo aproksimacijos tipo atveju, rasime paklaida tarp skaitiniais metodais gautos
funkcijos f(t) bei sukontruotos funkcijos f(t) antro tipo aproksimacijos:

(1) :/0 (F(&) = f(t,7))  mo(at) = | 7> =Y (f,gz)z

iz gl
= HJEH2 - (all < fo1 >% +azz < f,g2 >* +as3 < f,93 >2)

=] —an(Cf /f ‘Tsds>

— a292 ((1+a21)cf(0)+a21/0 f(s ngs—i—/ f(s 27—st>
—as3 (Cf(O)gg(O)—i—(a31+a32a21)/0 f(s)e*”ds—i—agg/o f(s)e 2Tsds+/ f(s 375(13)

Toliau analogiskai minimizave paklaida e, gausime optimaly parametra 7, kurj naudosime funk-
cijos f(t) antro tipo aproksimacijos radimui.

2
Pasinaudojus lygybe ¢(t) = (f(g)#)g +1, gaunama tokio pavidalo funkcijos ¢(t) aproksimacija:
o2
q(t) =1+ K (1 +are T 4 ape 2 Jrage_?’Tt) .

Siuo atveju, pirmo momento israiska, gaunama remiantis lygtimi (1.5), bendruoju atveju atrodo
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taip:

/1 t 2 _
M) e <x+)\/0 (1—!—;AN(I+0416_Ts—i—ocge_z”+a36_373))e)‘“sd8>

_ 2\ 4 o2 1 2\ + o2 ayo? aso?
2k x o 22pp 2u(Ma—7)  2p(Aa—27)
_ 0‘%‘72 ) =Nt | 04le2 et 04%02 e 27t
2p(Ap—37) 2p(Ap—1) 2p(Ap—27)
aso? (2.10)

=3¢

My () ~2 2)\u—|—02+ 2&_2)%—1-02_ a0 B oo B azo? oMt
el RSV x i Ni—T Mi—27 MNi—371
-1
+ a102 7Tt+ aQGQ 6727'15 0130'2 673715
AL—T AL — 27 AL — 371

Kaip matome, ir §j karta turime atsizvelgti i iSimtinius atvejus bei rasti kitokias momenty
iSraiskas, kai

o T=\u
20+ o 21 2Ap+o? 9 aga? azo? _\it
My(t)mop| 252 (22 2 t— — Z
1®) ”( N +<:c YD Vi =l v
-1
+ azo” o 2Tt aso’ o 3Tt
AL — 21 AL — 371
o 2T =\
20 +0? 2u 2 u+o?  ayo? 9 azo? it
Mi(t)m2u| 22522 4 (22— - t—— z
1®) “( Ni +<x DY b v =
—1
2 2
a10 —7t Q30 —37t
+/\ﬂ—7'e +)\ﬁ—37'e )
o 3T =\

2)\,u—|—02+ 2&_2/\;1—&:02_ 047102 B ?4202 +agolt) e Mt
x AL AL—T  Ap—21

-1
2 2
a20 —27t
+)\ﬂ—7'e +)\ﬁ—27'e )
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3 Fourier daliniy sumy metodas 11

Pries tai aprasytame metode pavyko optimizuoti laisvaji parametra 7 ir, kaip matysime véliau,
gauti pakankamai tikslias funkcijos ¢(t) aproksimacijas. Tac¢iau aproksimuotos funkcijos ¢ reiksme
pradiniame taske gaunama tik apytikriai lygi 1, nes ¢ aproksimuojama tik kvadratinio vidurkio
prasme. Sio tritkumo pavyksta isvengti funkcija ¢ aproksimuojant specialiai parinkta eksponentinio
tipo funkcijy seima, tenkinancia sia prading salyga.

Visy pirma yra zinoma, kad funkcija ¢(t), kuria aproksimuosime, tenkina tokias pradines saly-
gas:

+ ¢(0)=1
. 0'2
o limiooq(t) =1+ VIR

Pazymékime qo(t) :==1+a—ae™ ™!, a= g Sios funkcijos reik§més galiniuose intervalo (0, +00)
taskuose 0 ir 400 sutampa su funkcijos ¢ reiﬁémémis tuose taskuose.

Teskosime funkcijos h(t) := q(t) — qo(t) aproksimacijos Fourier eilu¢iy daliniy sumy metodu. Si
funkcija taskuose {0,400} lygi 0, todél ja aproksimuosime kvadratinio vidurkio prasme eksponen-
tinio tipo funkcijomis, kurios tuose taskuose taip pat lygios 0. Taip visuy pirma gausime funkcijos ¢
aproksimacija, kurios reikSmeés intervalo galuose automatiskai sutampa su pacios funkcijos ¢ reiks-
mémis. Antra, iSvengsime butinybés priskirti taskui 0 papildoma svorj, dél kurio anksc¢iau zenkliai
pasunkéjo skai¢iavimai. Taigi funkcija h aproksimuosime erdvéje L?[0,00) su jprastine norma

7=/ OOfQ(S)dS>1/2

(f.9)= /Ooof(s)g(s)ds.

Funkcijos h(t) aproksimavimui pasirinkome gana paprastas funkcijas

ir skaliarine sandauga

fl (t) _ e—'rt o 6—27'75 ir fQ(t) _ e—27’t o 6—37'257

kurios lygios 0 intervalo (0,+00) galuose. Sig pora ortogonalizuosime, gaudami dviejy ortogonaliy
funkciju pora {g1,92}, po to funkcija h aproksimuosime tos ortogonalios sistemos Fourier eilutes
daline suma ir galiausiai griSime prie funkcijos h aproksimacijos pradiniu funkciju {f1, fo} tiesiniu
dariniu.
Kaip ir anksciau, pora {f1, f2} ortogonalizuojame pagal Schmidta. Pazymékime
gri=fi=e T —e
g2 = fa+az fi1.

Pasinaudodami tuo, kad (g1,g2) = 0, randame

(91, f2) 2

a9] = — =—_=,
2t (91,91) )

R <917f2> _ fooo (e—rt 76_271) (e—QTt _ e—3Tt) dt = fooo (6—37-1& —9e—4rt +6_5Tt) dt

o (gug) = ol = fy7 (et —em2) dt = [ (72t —2e 3 et dt
1 2 1 _ 1

27 37 4r — 127
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IS ¢ia

g2 = f2 +a21f1 _ e—2‘rt . e—3‘rt . ge—‘rt + 26—2715 _ ze—Q‘rt . 6—37’15 - *G_Tt.
5 5 5
Randame funkcijos g2 norma erdvéje L2 [0,00):
llgoll” = /o (56_2” —e 37Tt 56_Tt> dt
(49 —47t 4 —27t —67t 28 —37t 14 —57t 4 —A4Tt
= — — - — - — - dt
/0 (256 +25e +e 256 56 +5e
S 41w 14
© 1007 ' 507 ' 67 75T 257 207 3007
Galiausiai, pirmieji funkcijos h(t) Fourier eilutés nariai randami is lygybeés
hvgl h792
()~ ) g, (o2
g1l g2l
= <127/ h(t)gl(t)dt) q1(t)+ <3OOT/ h(t)gg(t)dt> g2(t)
0 0
oo (o]
= <127‘/ h(t)g:1(t)dt— 1207’/ h(t)g2(t)dt> e Tt (3.1)
0 0

+ <_127 / h(£)g1 (£)dt + 4207 / h(t)gg(t)dt) et
0 0

- <3007'/ h(t)gg(t)dt) e 3T = ae” T fage 2T 4 aze 3T
0

Siuo atveju funkeija h(t) taip pat priklauso nuo parametro 7. Norédami ji optimizuoti, rasime

paklaida tarp skaitiniais metodais gautos funkcijos A (t) bei sukontruotos funkcijos h(t) aproksima-
cijos:

e(T)—/OOO (ﬁ(t)—h(t))th: h_iimgg 2
2 2
(1S i3 o)
= 1Al —22 ﬁgj" iﬁgfﬁi gl (32)
I3

:/OOO (q(t)—qo(t)) dt—12r (/OOO h(t)gl(t)dt>2—3007- (/OOO h(t)gz(t)dt>2.

Minimizuodami funkeija €(7), randame optimaly parametra 7, kurj toliau naudojame funkcijos h(t)
aproksimacijos reikSméms gauti.

Turédami funkcijos h(t) aproksimacijos reikSmes ir pasinaudoje lygybe h(t) = ¢(t)

—4qo0 (t)a gau-
name funkcijos ¢(t) aproksimacija pavidalo

2 2
g
a~1+ o +( 1M>e‘”+aze‘2”+age‘3”-
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Paprastumo délei Siame darbe Siuo budu gauta funkcijos ¢(¢) aproksimacija vadinsime tiesiog
trecio tipo aproksimacija.
Toliau siam ¢(t) aproksimacijos tipui rasime pirmo momento israiskas bendruoju ir iSimtiniais

atvejais.
Pirmo momento israiska, gaunama remiantis lygtimi (1.5), bendruoju atveju atrodo taip:

1 At (1 ! o? o? 2 3rs] A
M (t)me <w+)\/0 {1+ﬁ+ (alw) e TP 4 age T+ age” Ts]e “Sds>

1 t o2\ s t o2\ s
4 T+ — | eMsds+ A — | eMs—Tsg
2t /0 < +2Au)e T /o (al 2Au>€ ’

t

_ e—)xut

t
O/Qe)\l,LS—Z‘I‘Sds_’_)\/ ageAus—3T5d8‘|
0

+
N
h

2
t 2()‘1)‘/‘70 ALS—TS t

2
_ At [1+ 22\ u+o NS

T NI 0 2u(Ap—1) 0
@A Mis—2Ts t agA S —3Ts t
AL — 21 0 Au—3T 0
2 2
— it 1 + 2Ap +ff (eAﬂt _ 1) i 2a1)\lf— g (e)\ﬁt—Tt _ 1) (3.3)
T 2\ 2pu(A\i—7)
g (ekﬁt727't _ 1) n a3\ (e)\ﬁtffh't _ 1)
AL — 21 AL — 37
B 20+ o 1 20+ o? - 200\t — 02 o a2A oA oMt
2\l T NI 2udp—T)  Ap—21 Ap—3T
20‘1)‘/1' —o? e~ Tt a2 —27t azA 6—37't_
2N —T) i — 27 i — 3T ’
Mi(t) ~ 20+ o 1 20+ o2 - 2000\t — 02 o a2A oA v
n AN T NI 2udp—T)  Ap—27 Ap—31

—1
2&1)\/1, —o? —7t g —27t asA —37t
— V-~ € — (& ———¢€ .
2u(Ap—T1) At — 27 AL —3T

Is (3.3) lygties matome, kad pirmas momentas neapibréztas, kai 7 = A, 27 = A\jx arba 37 = Af.
Toliau iSvesime pirmojo momento israiskas Siais iSimtiniais atvejais.
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o T=\i:

1 it (1 ' o’ o i 2 3rs] i
My (t)~e <x+)\/0 [14—%4— (al_Q)\,u> e M fage” T+ age” Ts}e "Sds)

1 t o2 B t 52
—4+A 14+ —— ) eMsds+ A ———)d
P /0 ( +2Au)e o /o <O‘1 2/\u) s

t t
_|_/\/ a2e>\#5—278d5+/\/ OégeA“s_sTst]
0 0

— o Ait

t 20 -0 |
L AT O
0 21

2
_ it 14_2)\#‘*‘70 N
x AN

0

)

2 2
e A CLR R
I

t « A =
3
2/\/,LS 3Ts

0 Au—3T

az)\

e)\[LS*QTS
AL — 21

+

x 2\ [t

A (emt—zﬁ B 1) n agA (e,\pt—?,rt B 1) ]

AjL— 21 Ajt— 3T
B 20+ o 1_2)\u+02+2a1)\u—02t_ a2 azA ot
C 2)\pj T 2 \uj 241 Ni—27  Ai—3T
OQ)\ —27t Oég)\ 6_3Tt'
AL —2T1 AL — 37
M) ~ 20+ o 172)\p+02+2a1)\u702t7 @A agA oMt
ne= 2\ L0jh x 2\t 20 AL—27  Ap—37
—1
OQ)\ —27t 053)\ —37t .
+Aﬂ—276 +)\ﬂ—?n'e '
o 2T=MA\[1
2 2 /1 2 2 2 —o? .
T e e Y
2\ ufi x 2 it 2u(Ap—T) AL — 3T
) —1
+20é1)\}f—0' eth 7043)‘ e*37’t :
2u(Ap—T) AL — 37
o 3T=M\u
Mi(t) ~ 20+ o 172)\;#1—02720[1)\#—027 g\ ot ) et
n NI T 2\t 2u(Ap—T)  Ap—27 3

—1
20[1)\%702 e—‘rt+ ?QA 6—27'15 )
2u( AN —T) At — 27
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4 Rezultatai

Siame skyriuje patikrinsime Fourier eilutés daliniy sumy metodais gauty aproksimacijy tikslu-
ma. Aproksimacijas lyginsime su antros eilés split-step skaitiniu metodu Verhulsto lygciai (zr.[5])
gautomis reikSmémis. Bandymuy skaicius N, naudotas split-step aproksimacijoje, lygus 100000,
o zingsnio dydis h = 0.1. Nagrinésime tris parametry rinkinius (A, u,0,2), po viena kiekvienam
stacionaraus tankio tipui (toliau trumpumo délei vadinsime tiesiog tankio tipais). Norédami, kad
pirmo ir antro momenty grafikai prasidéty tame paciame taske, vietoj antrojo momento grafikuose
vaizduosime Mj(t) = /Mo(t) reiksmes. Toliau My (t) grafikus trumpumo délei vadinsime antro
momento grafikais. Modeliavimai atlikti naudojantis programa R, o programos kodai pateikti
priede.

4.1 Fourier daliniy sumy metodas I

Pradésime nuo pirmojo Fourier eilutés daliniy sumy metodo. Siuo atveju, pirmojo ir antrojo
tipo aproksimacijas lyginsime su skaitiniais metodais gautomis reikSmémis. Kiekvienam tankio
tipui vaizduosime funkcijy ¢(t), €(7), M1(t) ir /Ma(t) reiksmes.

4.1.1 Pirmas tankio tipas

N
AN
—~ ©0
=z 47
U —
< — ,
= — Bimedae o0
| —— Antras tipas
=
- I T T T 1
0 50 100 150 200
laikas, t

2 pav.: 29 = 0.03,A=1.2,0 = 0.3, 1 = 0.025

2 paveiksle matome funkcijos ¢(¢) pirmo ir antro tipo aproksimacijas, kurios modeliuotos su
parametrais xg = 0.03, A = 1.2, 0 = 0.3, = 0.025. Kaip matome is grafiko, pirmo tipo aproksi-
macija iki tam tikro laiko momento ne visai tiksliai aproksimuoja funkcija ¢(¢). Iki laiko momento
T = 50 pirmo tipo kreivé auga léciau, taciau nuo laiko momento 7' = 50 auga grei¢iau nei teoriné
funkcijos ¢(t) kreivé. Tuo tarpu antro tipo aproksimacija beveik idealiai sutampa su modeliuojama
trajektorija. Modeliavimui pasirinktas ilgesnis laiko intervalas T = 200 tam, kad jsitikintuméme,
jog galiausiai visos kreivés susilieja i viena pluosta. Nezymus skirtumai nuo sumodeliuotos krei-
veés gali buti stochastinés prigimties ir modeliuojant kita karta skirtumai gali atsirasti kitais laiko
momentais.

Vienas pagrindiniy darbo tiksly buvo optimizuoti Fourier eilu¢iy daliniy sumy metode nau-
dojama ir bandymo keliu parenkama parametra 7. Tam ieskojome tokio parametro 7, su kuriuo
paklaida €(7) buty maziausia. 3 paveiksle matome funkciju ¢(7) grafikus, gautus modeliuojant
pirmo ir antro tipo aproksimacijas su parametry rinkiniu zg = 0.03, A =1.2, 0 = 0.3, u = 0.025.
Siuo atveju pirmo tipo aproksimacijos optimalus parametras 7 = 0.0191, o antro aproksimacijos

18



tipo 7 =0.0197. Taip pat galime pastebéti, kad pirmo ir antro tipo aproksimacijy paklaidos op-
timaliame taske gerokai skiriasi. Pirmo tipo aproksimacijos paklaida, esant optimaliam 7, siekia
0.92, o antro tipo atveju nezymiai virsija nulj ir yra lygi 0.026. Tai iS dalies paaiskina gautus
skirtumus tarp pirmo ir antro tipo aproksimacijy.

&)

—— Pirmas tipas
—— Antras tipas

T T T T 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
T

3 pav.: g =0.03,A=1.2,0 =0.3, 1 =0.025

4 paveiksle pavaizduoti pirmo aproksimacijos tipo momentai. Siuo atveju tiek pirmas, tick
antras momentai jgyja lokalius maksimumus. Taciau, kaip ir buvo galima tikétis i$ stebétu ¢(t)
reiksSmiy, butent Siuos maksimumus pirmo tipo aproksimacija aproksimuoja gana netiksliai. 5 pa-
veiksle pavaizduoti antro tipo aproksimacijos momentai nuo pat pradziy daug tiksliau aproksimuoja
ieskomas trajektorijas. Stebimi nedideli skirtumai gali buti tik stochastinés prigimties.

Pirmo tipo momentai

o
Te)
— O 7
< o
é -
o
e 3
[ N 5 /U
5 .
c O . -
] —— Teoriniai momentai
4 = —— Pirmas momentas
=] —— Antras momentas
= O
T M
e 9
o
| | | | |
0 50 100 150 200
laikas, t

4 pav.: g =0.03,A=1.2,0 =0.3, 4 =0.025

19



Antro tipo momentai

o
L
o
—_ O
o -
E o
o <
o o R R LT RS NNt S L
> O . .
[ —— Teoriniai momentai
© - —— Pirmas momentas
= —— Antras momentas
3 o
(90]
g S
o
| | | | |
0 50 100 150 200
laikas, t

5 pav.: 29 = 0.03,A=1.2,0 = 0.3, 1 = 0.025

4.1.2 Antras tankio tipas

Siame skyrelyje pateiksime grafikus, modeliuotus su antra stacionaraus tankio tipa atitinkan-
¢iais pradiniais parametrais g = 0.03, A = 1.3, 0 = 0.25, u = 0.035. IS 6 paveiksle pavaizduoto
grafiko matome, kad abi funkcijos ¢ aproksimacijos elgiasi panasiai kaip 2 paveiksle. Pirmojo tipo
aproksimacija iki laiko momento 7' = 20 auga Siek tiek léc¢iau, o nuo T = 20 Siek tiek greiciau nei
sumodeliuota kreivé. Nepaisant to, kreivé ilgainiui jsilieja j bendra aproksimaciju pluosta. Antro
tipo aproksimacija elgiasi taip pat gerai, kaip ir pirmo tankio tipo atveju.

© |
—
~~ q: —
E -
U —
N
— —— Sumodeliuota q(t)
- —— Pirmas tipas
—— Antras tipas
e
— T T T T T T T

0 20 40 60 80 100 120 140
laikas, t

6 pav.: xg =0.03,A=1.3,0 =0.25,1=0.035
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7 paveiksle pavaizduoti minimizuojamos paklaidos €(7) grafikai pirmo ir antro tipo aproksima-
cijoms. Siuo atveju, pirmo tipo aproksimacijos optimalus parametras 7 lygus 0.0515, su kuriuo
e(7) = 0.1811. Tuo tarpu antrojo tipo aproksimacijos atveju gautas optimalus 7 lygus 0.0331, su
kuriuo paklaida yra labai artima nuliui ir siekia vos 0.0024.

®
o
— -
[
-
W
o
<
o

T T T T 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
T

7 pav.: g =0.03,A=1.3,0 =0.25, 4 = 0.035

Toliau pateikiami abiejy aproksimacijy tipy pirmo ir antro momenty grafikai. Kaip matéme
is 6 grafiko, pirmo tipo aproksimacija ne taip tiksliai aproksimuoja skaitiniais metodais gautas
funkcijos g reikSmes. Sie netikslumai taip pat atsispindi ir momenty grafike (7r. 8 pav.). Tuo
tarpu antro tipo aproksimacija (Zr. 9 pav.) ir Siuo atveju momentus aproksimuoja gana tiksliai.

Pirmo tipo momentai

o
Lo
o 7
_ ©
('Un AT e, —__
£
© o —— Teoriniai momentai
c —— Pirmas momentas
S5 O - —— Antras momentas
2 .
g ©
X
=) AT
©
o
2
L T T T T T T T
o

0 20 40 60 80 100 120 140
laikas, t

8 pav.: g =0.03,A=1.3,0 =0.25,1£ = 0.035
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Antro tipo momentai

o
n
o
_ O
< e T -
£
O o —— Teoriniai momentai
c F —— Pirmas momentas
S5 O - —— Antras momentas
2 )
G o
X
=) AL T
©
o
R
(=R T T T T T T T
o

0 20 40 60 80 100 120 140
laikas, t

9 pav.: 2o = 0.03,A = 1.3,0 = 0.25, u = 0.035

4.1.3 Trecias tankio tipas

Galiausiai pavaizduosime trecio tankio tipo grafikus modeliuotus su parametrais xg = 0.03, A =
1.4, 0 = 0.12, u = 0.05, kurie atitinka trecia tankio tipa. IS 10 grafiko matome, kad abiejy tipy
funkcijos ¢ aproksimacijy reiksmeés beveik sutampa su skaitiniais metodais gautomis reikSmémis.

[e0]
e
—
—
R}
< <
e
— —— Sumodeliuota q(t)
—— Pirmas tipas
—— Antras tipas
8
- | | | |
40 60 80 100
laikas, t

10 pav.: zg =0.03,A=1.4,0 =0.12, = 0.05
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Siuo atveju pirmo tipo aproksimacijos optimalus parametras 7 lygus 0.058, o antro — 0.066.
Paklaidos, esant optimalioms 7 reikSméms, abiem atvejais yra labai mazos ir vos siekia 0.0005
(Zr. 11 pav.).

)
S 4
o
- -
T <
w Q_
o
o
Q
o

T T T T 1
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
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11 pav.: 29 =0.03,A=1.4,0 =0.12,4. = 0.05

Toliau 12 ir 13 paveiksluose pateikiami pirmo ir antro momenty grafikai. Siuo atveju abiejy
tipy aproksimacijos labai artimos teorinéms reikSmeéms.
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12 pav.: g =0.03,A=1.4,0 =0.12,1. = 0.05
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Antro tipo momentai
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—— Teoriniai momentai
- —— Pirmas momentas
—— Antras momentas

palukanu norma, i
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T T T 1
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13 pav.: zo = 0.03,A=1.4,0 = 0.12,u = 0.05

Pabaigoje norime atkreipti démesj j skirtuma tarp rezultaty gauty siame ir Baravyko darbe.
Priminsime, kad Baravykas savo darbe parametra 7 kiekvienam tankio tipui parinko bandymy ke-
liu. Mes savo darbe optimizuodami parametra 7, ne tik atsikratéme rankinio parametro parinkimo,
bet ir pagerinome aproksimacijos tiksluma. Pavyzdziui, palyginkime rezultatus gautus su antro
tankio tipo atvejj atitinkanciais parametrais x¢g = 0.03, A = 1.3, 0 = 0.25, p = 0.035. Esant Siai
situacijai, Baravyko darbe pasirinktas 7 = Ap/1.3 = 0.035. Toks pat 7 naudojamas tiek pirmo, tiek
antro tipo aproksimacijoms. Siame darbe, optimizavus parametro 7 radima, gavome, kad pirmo
aproksimacijos tipo atveju optimalus 7 =0.0515, o antro tipo atveju 7 =0.0331. Jau pastébéjome,
kad antro tipo aproksimacija visais atvejais gana gerai aproksimuoja norimas funkcijas, todél nag-
rinésime tik pirmo tipo aproksimacijy skirtumus. 14 paveiksle pavaizduotos funkcijos ¢(t) pirmo
tipo aproksimacijos gautos su optimaliu ir analogiskai kaip Baravyko darbe parinktu parametru 7.
Kaip matome, musy gauta aproksimacija, nors ir nedaug, bet yra arciau prie skaitiniais metodais
gautos funkcijos. Taip pat 15 paveiksle pavaizduoti momenty grafikai dar karta patvirtina, kad
siame darbe gauta aproksimacija yra tikslesné.
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14 pav.: g =0.03,A=1.3,0 =0.25, 1 = 0.035. Juoda spalva — ¢ su Baravyko [1] parinktu 7 = 0.035,
meélyna spalva — su optimaliu 7 = 0.0515.

24



palukanu norma, i

0.040

0.030

Pirmo tipo momentai

S Eeorlmal momentai -
—— Pirmas momentas su optimaliu T

Antras momentas su optimaliu T
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15 pav.: 2o = 0.03,A = 1.3,0 = 0.25, u = 0.035
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4.2 Fourier daliniy sumy metodas I1

Sioje dalyje apzvelgsime rezultatus, gautus naudojant Fourier daliniy sumy metoda II (placiau
3 skyrius). Gauta trecio tipo aproksimacija lyginsime su antros eilés split-step skaitiniu metodu Ver-
hulsto lygéiai gautomis reiksSmémis. Analogiskai nagrinésime tris parametry rinkinius (A, u, o, ),
po viena kiekvienam stacionaraus tankio tipui. Kiekvienam tankio tipui vaizduosime funkciju ¢(¢),

€(1), Mq(t) ir \/Ma(t) reikSmes.

4.2.1 Pirmas tankio tipas

16 paveiksle pavaizduota funkcijos ¢(t) trecio tipo aproksimacija, modeliuota su parametrais
20 =0.03, A=1.2, 0 =0.3, . =0.025. Is grafiko matyti, kad dideliy skirtumy tarp aproksimacijos
ir skaitiniais metodais gauty reiksmiy néra. Stebimi nezymus nukrypimai gali buti tik stochastinés
prigimties.
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— T T T 1
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laikas, t

16 pav.: g =0.03,A=1.2,0 = 0.3, 4 = 0.025
Konstruodami trecio tipo ¢(t) aproksimacija, taip pat ieSkojome optimalaus laisvojo parametro 7.

Is 16 grafiko matyti, kad €(7) jgyja minimuma ir yra minimali, kai 7 = 0.01924. Gauta paklaida
optimaliame taske yra labai maza ir lygi 0.142.
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17 pav.: 2o = 0.03,A=1.2,0 = 0.3, 1 = 0.025

18 grafike pavaizduoti pirmo bei antro momenty grafikai. Matome, kad gautos momenty is-
raiskos yra gana tikslios ir dideliy nukrypimy nuo skaitiniais metodais gauty reikSmiy néra.
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18 pav.: g =0.03,A=1.2,0 = 0.3, 4 = 0.025
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4.2.2 Antras tankio tipas

Siame skyrelyje pavaizduoti rezultatai, gauti su antra tankio tipo atitinkan¢iu parametry
rinkiniu zg = 0.03, A=1.3, 0 = 0.25, = 0.035. Is 18 grafiko matome, kad Siuo atveju trecio tipo
funkcijos ¢ aproksimacija yra dar tikslesné. Néra dideliy skirtumy tarp aproksimacijos ir skaitiniais
metodais gauty reikSmiy.
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19 pav.: g =0.03,A=1.3,0 = 0.25, 4 = 0.035

20 grafike pavaizduotas paklaidos €(7) kitimas. Siuo atveju optimalus parametras 7 = 0.0352,
o su juo gauta paklaida dar mazesné nei ankséiau ir siekia 0.0025.

o
N o
o
-~ O
2 4
w o
8
o | | | | | |

001 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
T

20 pav.: xg =0.03,A\=1.3,0 =0.25, 4 = 0.035
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21 grafike pavaizduoti pirmo ir antro momenty grafikai. Kaip ir buvo galima tikétis i$ gauty
q(t) reikSmiy, momentai abiem atvejais aproksimuojami gana tiksliai.

o
n
o
._— O
o | S TTT———— I
E -
S
o —— Teoriniai momentai
< g —— Pirmas momentas
S O — Antras momentas
c .
c O
X
=) A/ T
©
o
o
™
O I T T T T T T T
o

0 20 40 60 80 100 120 140
laikas, t

21 pav.: g =0.03,A=1.3,06 =0.25, 4 =0.035

4.2.3 Trecias tankio tipas

Sioje dalyje apzvelgsime rezultatus gautus su parametrais zg = 0.03, A = 1.4, ¢ = 0.12, p = 0.05.
22 paveiksle pavaizduoti funkciju ¢(t) grafikai. Kaip matome, $iuo atveju trecio tipo aproksimacija
yra labai tiksli ir praktiskai sutampa su skaitiniais metodais gautomis reikSmémis.
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22 pav.: 29 =0.03,A=1.4,0 =0.12, = 0.05
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Siuo atveju gavome, kad optimalus 7 = 0.0698. Kaip matome i 23 grafiko, paklaida optimalia-
me taske yra labai arti nulio ir lygi 0.000014.
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23 pav.: 2o = 0.03, A\ =1.4,0 = 0.12, 1 = 0.05

Galiausiai, 24 paveiksle pavaizduotos gautos momenty reikSmeés. Kaip matome, tiek pirmas,
tiek antras momentai labai tiksliai aproksimuojami sukonstruota trecio tipo aproksimacija.
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24 pav.: x9g =0.03,A=1.4,0 =0.12, = 0.05
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4.3 Optimalaus 7 priklausomybé nuo parametry

Vienas i$ musy darbo tiksly buvo Fourier daliniy sumy metodui rasti optimaly parametra 7,
su kuriuo sukonstruotos aproksimacijos buty kuo tikslesnés. Toliau nagrinésime, kaip optimalus
7 priklauso nuo parametry x, A, o, 4. Naudosime trecio aproksimacijos tipo skai¢iavimuose nau-
dojama optimalaus 7 radimo algoritma. Taip pat visur naudosime pirmo tankio tipo parametry
rinkinj g = 0.03, A=1.2, 0 = 0.3, p=0.025.

25 grafike pavaizduota optimalaus 7 elgsena kei¢iant parametra p. Matome, kad didéjant
parametrui p, didéja ir optimalaus 7 reikSmé. Papildomai iSvedéme regresijos tiese ir gavome,
kad Siuo atveju regresijos koeficientas artimas 1 ir lygus 0.9923. Tai rodo, kad optimalaus 7
priklausomybé nuo p yra beveik tiesiné. Stebimi didesni 7 svyravimai susije su sumodeliuotos
funkcijos ¢ paklaidomis.
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25 pav.: 79 =0.03,A=1.2,0 =0.3

26 grafike matome, kaip optimalus 7 priklauso nuo parametro o. Cia situacija priesinga: di-
déjant parametro o reikSméms, optimalus 7 mazéja. Tiesiné priklausomybé Siuo atveju ne tokia
stipri, nes regresijos koeficientas mazesnis ir lygus 0.9667.
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26 pav.: xg =0.03,\=1.2,u=0.025
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27 grafike matome, kaip keic¢iantis A reikSmeéms, keiciasi optimalaus 7 reiksmeés. Galime paste-
beéti, kad nors optimalaus 7 reiksmiy kreivé svyruojanti, taciau regresijos koeficientas islieka gana
aukstas ir siekia 0.9848.
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Galiausiai 28 paveiksle matome, kaip optimalaus 7 reikSmés priklauso nuo pradinio tasko x

pasirinkimo. Cia taip pat galime jzvelgti tiesing priklausomybe, taciau ji ne tokia stipri, nes
regresijos koeficientas maziausias ir lygus 0.8965.
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28 pav.: A=1.2,0 =0.3,4=0.025
Visais atvejais gauti pakankamai dideli regresijos koeficientai rodo, kad optimalaus 7 kitimas

nuo parametry x, A, o, pu yra beveik tiesiskas. Gauti didesni 7 svyravimai susije su sumodeliuotos
funkcijos ¢ paklaidomis.
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ISvados

Siame darbe pateikéme Verhulsto lygties sprendinio momenty uzdarumo funkcijos ¢ trijy tipy
aproksimacijas eksponetiniy funkcijy sumomis. Norédami gauti pirmasias dvi aproksimacijas, tu-
réjome optimizuoti laisvojo parametro 7 radima. Tam minimizavome paklaida tarp sukonstruotos
aproksimacijos ir skaitiniais metodais gautos funkcijos. Naudodami split-step skaitinj metoda, ge-
neravome Verhulsto SDL sprendinio momenty trajektorijas ir lyginome jas su gautos aproksimacijos
reikSmeémis. Nustatéme, kad optimalaus parametro 7 radimas pirmo ir antro tipy aproksimacijose
ne tik duoda geresnius rezultatus, bet ir palengvina jy realizavima. Nebereikia bandymu keliu
kiekvienam parametry rinkiniui ieskoti geriausius rezultatus duodancio parametro 7. Taciau ap-
roksimuotos funkcijos ¢ reikSmeé pradiniame taske gavosi tik apytikriai lygi jos tikrajai reikSmei 1.
Norédami isspresti Sia problema, naudodamiesi tomis paciomis Fourier daliniy sumy savybémis
sukonstravome nauja funkcijos ¢ aproksimacija. Minéto trukumo pavyko isvengti funkcija g aprok-
simuojant specialiai parinkta eksponentinio tipo funkecijy $eima, tenkinanéia pradine salyga. Sia
trecio tipo aproksimacija laikome svarbiausiu darbo rezultatu, nes ji ne tik iSsprendzia ,pradineés
reikSmeés“ problema, bet ir visais atvejais labai tiksliai aproksimuoja funkcijos ¢ reikSmes. Be to,
gautos aproksimacijos israiskos yra zymiai paprastesnés ir lengviau realizuojamos.
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Priedai

A Fourier daliniy sumy metodas I

# funkcija generuojanti q(t) reiksmes split—step metodu.

Moments <— function (h=H,Nn=NN, x1=X1,x2=X2, grsk=gr , la=lambda ,mu=miu, si=sigma ,T=IT) {
Ef<—system?2 ("verh_MIM2m4.exe", args=c(h,Nm,x1,x2,grsk,la ,mu,si,T), stdout=IRUE)
N<—T/h

Mi<—array (0,dim=c (grsk ,N+1))

MX—array (0,dim=c (grsk ,N+1))

M1lapr<—array (0,dim=c (grsk ,N+1))

Mlapr<—array (0,dim=c (grsk ,N+1))

M2apr<—array (0,dim=c (grsk ,N+1))

for (k in 1:grsk){

Ml [k, ]<—Ef[((4xk—4)«N+4sxk—3):((4*xk—3)«N4+4xk—3)] #MI
M2[k,|<—Ef[((4xk—3)*N+4xk—2):((4xk—2)«N+4xk—2)] #sqrt (M2)

Mlapr [k, |<—Ef[((4xk—2)«N44xk—1):((4xk—1)«N+dxk—1)] #sqrt (M2)

M2apr [k, |<—Ef[((4*k—1)*N+4xk) : ((4 xk)«N+4xk) ]

Mll<—as .numeric (Ml[k,])
M22<—as . numeric (M2[k,])
q<—(M2272) / (M1172)
pirmas<—MI11 #pirmas momentas
antras<—M22 #saknis is antro momento
return (cbind (q, pirmas, antras))
}
#f—ja generuojanti q(t) pirmo aproksimacijos tipo reiksmes. Is pradziu pasinaudojus
2.2 lygtimi gaunamos funkcijos f reiksmes. Toliau zinant q israiska , randamos
q reiksmes.

f2<—function (t){

A2—1/(2%12)+c

A3<—1/(3%12)+c

Ad<—1/(4%12)+c

a2l<—(—A3) /A2

a22<—A2/ (A4xA2-A3"2)

all<—1/A2

bl0<—(all+a2l*a22*(1+a21))x*c

bll<—all+a2lx*a2lx*a22

bl2<—a2lxa22

b20<—a22x*(1+a2l)*c

b21<—a22xa2l

b22<—a22

x1<—seq (0,TT,H)

fo<—(—1) #nes q(0)=1

intgrl<-Hssum (((y—1)*2xlambdasmiu/sigma™2—1)*exp(—12%x1))

intgr2<—Hssum (((y—1)*2*lambdaxmiu/sigma”2—1)xexp(—2+12xx1))

ft<—(b1l0x(—1)+bll*xintgrl4+bl2*xintgr2)*exp(—12%t )+

(b20%(—1)+b21xintgrl+b22xintgr2 )*xexp(—2x12xt)
qt<—(ft +1)*sigma”2/(2xlambda*miu)+1

return (qt)

}

#f—ja generuojanti q(t) antro aproksimacijos tipo reiksmes. Is pradziu pasinaudojus
2.8 lygtimi gaunamos funkcijos f reiksmes. Toliau zinant q israiska , randamos
q reiksmes.
f3<—function (t){
A2<—1/(2%13)+c
A3<—1/(3%13)+c
Ad<—1/(4%13)+c
A5<—1/(5%13 )+c
a2l<—(—A3) /A2
a22<—A2/ (AdxA2-A3"2)
all<—1/A2
b10<—(all+a21*a22x*(1+a21))x*c
bll<—all4+a2l*xa2lx*a22
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103
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108
109

110
111
112
113
114
115
116
117
118
119

bl2<—a2l1xa22

b20<—a22*(1+a21)xc

b21<—a22xa2l

b22<—a22

a31l<—(—A4) /A2

a32<—(—a22)*(Abta21xA4)

g3n<—cx*(14+a324+a3l4+a32+a21) 241/ (6%13)+(a32724+2+xa314+2xa32+a21)/(4%13)+(a314+a32*a2l

)72/ (2%13)+2xa32/ (5%13 )+2xa32* (a31+a32xa21)/(3%13)

a33<—1/g3n

bb10<—b10+c*a33*(a3l+a32+a2l)*(1+a32+a3l+a32xa2l)

bbll<—bl14+a33%(a314+a32*a2l) 2

bb12<—b12+a33%a32x(a31l+a32*a2l)

bb13<—a33x(a31+a32*a2l)

bb20<—b20+c*a33+a32x(1+a32+a31+a32xa2l)

bb21<—b21+a33*a32x*(a3l+a32xa2l)

bb22<-b22+a33*a32xa32

bb23<—a33*a32

bb30<—c*a33*(14+a324+a3l+a32xa2l)

bb31<—a33* (a31+a32%a2l)

bb32<—a33*xa32

bb33<-a33

xl<—seq (0,TT,H)

fo<—(—1) #nes q(0)=1

intgrl<—Hssum (((y—1)*2xlambdaxmiu/sigma™2—1)xexp(—13*x1))

intgr2<—Hssum (((y—1)*2*lambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—2*13%x1))

intgr3<—Hssum (((y—1)*2*xlambdaxmiu/sigma”2—1)xexp(—3%13xx1))

ft<—(bb10*(—1)+bbllxintgrl+bbl2*intgr24+bbl3xintgr3)*exp(—13*t)+
(bb20%(—1)+bb21xintgrl+bb22*«intgr24+bb23xintgr3 )*xexp(—2x13*t)+
(bb30*(—1)+bb31*intgrl+bb32*intgr24+bb33xintgr3)*exp(—3*13*t)

qt<—( ft +1)xsigma”2/(2*lambda*miu)+1

return (qt)

#Darbe suskaiciuota paklaidos israiska sudaryta is dvieju mnariu (2.8 lygtis). Tik
antrasis (su minuso zenklu) priklauso nuo parametro taw. Todel vietoj wvisos
paklaidos minimizavimo, mes ieskome antro mario (be minuso) didziausios
reiksmes. Antro nario israiska:

tau2<—function (1){

A2<—1/(2%1)+c
A3—1/(3*1)+c
Ad<—1/(4%1)+c
a2l<—(—A3) /A2
a22<—A2/ (AdxA2-A3"2)
all<—1/A2
x1l<—seq (0, TT,H)
fo<—(—1) #nes q(0)=1
intgrl<—Hssum (((y—1)*2*lambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—1x*x1))
intgr2<—Hsxsum (((y—1)*2+lambda*miu/sigma”2—1)*exp(—2%1xx1))
min<—(allx(cx(—1)+intgrl) 24+a22x(cx(—1)*(1+a2l)4a2lxintgrl+intgr2)”2)
return (min)
}
#optimalaus tau radimui naudojama funkcija antro aproksimacijos tipo atveju.

Paklaidos antro nario israiska.

tau3<—function (1){

A2<—1/(2%1)+c

A3<—1/(3*1)+c

Ad<—1/(4%1)+c

A5<—1/(5*1)+c

a2l<—(—A3) /A2

a22<—A2/ (A4xA2—-A372)

all<—1/A2

a3l<—(—A4) /A2

a32<—(—a22)*(Ab+a21xA4)
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120 g3n<—cx*(1+a324+a31+a32+a2l1) 2+1/(6%1)+(a3272+2xa31+2xa32xa21) /(4=x1)+(a31+a32xa2l)
T2/(2x1)4+2%a32/ (5x1)+2*xa32x(a31+a32xa21)/(3x*1)
121 a33<—1/g3n
122
123 x1<—seq (0,TT,H)
124 fo<—(—1) #nes q(0)=1
125 intgrl<-Hssum (((y—1)*2*lambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—1x*x1))
126 intgr2<—Hssum (((y—1)*2xlambdaxmiu/sigma™2—1)xexp(—2*1%x1))
127 intgr3<—Hssum (((y—1)*2xlambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—3%1%x1))
128
129 min<—(all*(cx(—1)+intgrl) 24+a22x%(c*(—1)*(14+a2l1)4+a2l*xintgrl+intgr2) 2+a33*(c*x(—1)=
(14a32+a31+a32*a2l)+intgr3+a32«intgr2+(a3l+ad2xa2l)*intgrl )2 )
130 return (min)
131}
132
133| #grafiku braizymo funkcija
134| grafikai<—function () {
135
136| #funkcijos q(t) grafiko braizymas.
137| rang<—c (min(y) ,max(y))
138 par (mfrow=c (1,1))
139| discr<—seq(time [1] , time [2] ,H)
140| plot (cbind (discr ,y) ,type="1" ,xlim=time , ylim=rang, xlab="laikas, t",ylab="q(t)",
141 xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)
142| par (new=TRUE)
143| plot (f2 ,time [1], time[2],xlab="" ylab="" xlim=time, ylim=rang,
144 xaxs="1",yaxs="1",col="blue", axes=FALSE, lwd=2)
145| par (new=TRUE)
146| plot (£f3 ,time [1], time [2],xlab="",6ylab="" ylim=rang,
147 xaxs="1",yaxs="i",col="green", axes=FALSE, lwd=2)
148 | aa<—(2xlambda*miu/ (sigmax*sigma) )—1
149| d<—1+(sigmaxsigma )/ (2*lambda*miu)
150| lines (rbind (c(time [1] ,d) ,c(time[2],d)) ,lty=2)
151| axis (1,lwd=2)
152| axis (2, lwd=2)
153| box (bty="1", lwd=2)
154| legend (x=43,y=1.04,c("Sumodeliuota q(t)", "Pirmas tipas", "Antras tipas"),col=c("
red", "blue', "green"),
155 cex=0.7, bty="o", bg="white", y.intersp=0.7, text.width=strwidth (" Teoriniai
momen" ) ,
156 lwd=c (2,2,2), lty=c(1,1,1) )
157
158
159| #Paklaidu Epsilon grafikai pagal parametra tau
160| z2=array ()
161| s<—0
162| zing<—0.001
163| for (i in ¢(1:101)){
164 s<—s+zing
165 z2 [i]|<—cHxsum (((y—1)*2xlambda*miu/sigma”™2—1)"2)—tau2(s)}
166
167| z3=array ()
168| s<—0
169| zing<—0.001
170| for (i in ¢(1:101)){
171 s<—s+zing
172 z3 [1i]|<—cHIxsum (((y—1)*2xlambda*miu/sigma”2—1)"2)—tau3(s)+0.045
173| }
174| rangl<—c (min (min (z2) ,min(2z3))+20, max(max(z2) ,max(z3))+5)
175| x1<—seq (0,0.1,0.001)
176| par (mfrow=c (1,1))
177| plot (x1,2z2, type ="1", xlab=expression(tau),ylab=expression(epsilon (tau)),
178 xaxs="1",yaxs="i",col="blue", axes=FALSE, xlim=c(0, 0.1),ylim=c(0,1) ,lwd=2)
179| par (new=TRUE)
180| plot (x1,2z3, type ="1",xlab="" ylab=""
181 xaxs="1",yaxs="i",col="green", axes=FALSE, ylim=c(0,1) ,lwd=2)
182| axis (1,lwd=2)
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239
240

241
242

axis (2, lwd=2)
box (bty="1", lwd=2)
legend (x=0.043,y=2.5,c("Pirmas tipas", "Antras tipas"),col=c("blue", "green"),
cex=0.7, bty="o", bg="white", y.intersp=0.7, text.width=strwidth (" Teoriniai
moment" ) ,
lwd=c(2,2), lty=c(1,1))

#Momentu grafikat

dl<—miu

d2<—sqrt (miuxmub)

rang2<—c (min(y2,yl) ,max(y2,yl,d1,d2))

par (mfrow=c (1,1))

discr<—seq (time [1] , time [2] ,H)

plot (cbind (discr ,yl) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang2, xlab="laikas , t",ylab="palukanu
norma, i",
xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (pirmas2 ,time[1], time[2],xlab=""lylab="" xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="i",col="blue"  axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (cbind (discr ,y2) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang2,6 xlab=
xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (antras2 ,time [1], time[2],xlab="",6ylab="" xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="1",col="green" ) axes=FALSE, lwd=2)

lines (rbind (¢ (time[1],d1),c(time[2],d1)),lty=2)

lines (rbind (c(time[1],d2),c(time[2],d2)),lty=2)

axis (1,lwd=2)

axis (2, lwd=2)

box (bty="1", lwd=2)

legend (x=43, y=0.038 ,c("Teoriniai momentai", "Pirmas momentas", "Antras momentas")
,col=c("red", "blue", "green"),

cex=0.7, bty="o", bg="white", y.intersp=0.7, text.width=strwidth (" Teoriniai
moment" ) ,
lwd=c(2,2,2), lty=c(1,1,1))
title ("Pirmo tipo momentai")

"o non

;ylab="",

dl<—miu

d2<—sqrt (miuxmub)

rang2<—c (min(y2,yl) ,max(y2,yl,d1,d2))

par (mfrow=c (1,1))

discr<—seq (time [1],time[2] ,H)

plot (cbind (discr ,yl) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang2,6 xlab="laikas , t",6ylab="palukanu
norma, i",
xaxs="1i",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (pirmas3 ,time [1], time[2],xlab="",6ylab="" xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="i",col="blue" ,axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (cbind (discr ,y2) ,type="1",xlim=time, ylim=rang2,6 xlab=
xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (antras3 ,time[1], time[2],xlab="",6ylab="" xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="i",col="green" ,axes=FALSE, lwd=2)

"o non

,ylab=""

lines (rbind (¢ (time[1],d1),c(time[2],d1)),lty=2)
lines (rbind (c(time[1],d2),c(time[2],d2)),1ty=2)
axis (1,lwd=2)
axis (2, lwd=2)
box (bty="1", lwd=2)
legend (x=43, y=0.038,c(" Teoriniai momentai", "Pirmas momentas", "Antras momentas") ,
col=c("red", "blue", "green"),
cex=0.7, bty="0", bg="white", y.intersp=0.7, text.width=strwidth (" Teoriniai
moment" ) ,
lwd=c (2,2,2), lty=c(1,1,1))
title ("Antro tipo momentai")

}
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243

244| #Pirmo aproksimacijos tipo momentu funkcijos (2.4 lygtis).

245| pirmas2<—function (x) {

246|  A2<—1/(2%12)+c

247|  A3<—1/(3%12)+c

248  Ad<—1/(4%12)4c

249  a21<—(—A3) /A2

250  a22<—A2/ (A4xA2-A3"2)

251|  all<—1/A2

252 b10<—(all+a2l*a22*(1+a21))x*c

253 bll<—all+a2lx*a2lx*a22

254 bl2<—a2l1xa22

255  b20<—a22%(1+a21)*c

256 b21<—a22x*a2l

257 b22<—a22

258 x1<—seq (0,TT,H)

259 f0<—(—1) #nes q(0)=1

260 intgrl<—Hssum (((y—1)*2*lambda*miu/sigma™2—1)*exp(—12%x1))

261 intgr2<—Hssum (((y—1)*2*xlambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—2%12xx1))

262 alphal<—(b10*(—1)+bllxintgrl+bl2*intgr2)

263| alpha2<—(b20x(—1)+b2lxintgrl+b22x«intgr2)

264 if (12=lambdas*mub) { 2xmiu/((2=*lambda*miutsigma™2)/(lambdas*mub)+(2*miu/x0—(2*miu
xlambda+sigma”™2) / (lambdasmub)4alphal xsigma”™2xx—alpha2*sigma™2/ (lambdasxmub—2x%
12) ) xexp(—1*xlambdaxmubkx)+ alpha2xsigma”2/(lambdaxmub—2x12)xexp(—2%12x%x))}

265 else if (2x12==lambdaxmub){ 2xmiu/((2=*lambdas*miutsigma™2)/(lambda*mub)+ (2s*miu/x0
—(2*«miuxlambda+sigma™2) /(lambdaxmub)—alphalx*sigma™2/(lambda*mub—12 )+alpha?2x
sigma”2xx)*xexp(—1lxlambdasmubsx)+ alphalssigma”2/(lambdasmub—12)xexp(—1%12xx))

266 else { 2xmiu/((2*lambdaxmiutsigma™2)/(lambda*mub)+ (2*miu/x0—(2+xmiuxlambda+sigma
~2)/(lambdasmub)—alphals*sigma™2/(lambda*mub—12 )—alpha2*sigma™2/ (lambdaxmub—2x
12))xexp(—1*xlambdaxmubkx)+ alphalxsigma”2/(lambda*mub—12)*exp(—1x12x*x)+alpha2
xsigma”2/ (lambdasmub—2%12 ) xexp(—2*12x%x))}

267

268| antras2<—function (x){

269 sqrt (pirmas2(x)*pirmas2(x)*f2(x))

270{ }

271

272| #Antro aproksimacijos tipo momentu funkcijos (2.10 lygtis)

273| pirmas3<—function (x) {

274 A2<—1/(2%13)4c

275 A3<—1/(3%13)+c

276  Ad<—1/(4%13)+c

277|  A<—1/(5%13 )4c

278|  a21<—(—A3) /A2

279  a22<-A2/(A4xA2-A372)

280 all<—1/A2

281 bl0<—(all+a2l*xa22*(1+a21))x*c

282 bll<—all4a2l*a2lxa22

283 bl2<—a21xa22

284  b20<—a22x(1+a2l)xc

285 b21<—a22xa2l

286 b22<—a22

287 a31<—(—A4)/A2

288| a32<—(—a22)x*(Abt+a21xA4)

289| g3n<—cx(1+a32+a31+a32%a21) 241/ (613 )+(a32 2+2+a31+2+a32+a21) /(413 )+(a31+a32+a2l
)72/(2%13)42%a32/ (5*13 )+2xa32x(a31+a32xa21)/(3%13)

290  a33<—1/g3n

291 bb10<—b10+c*a33*(a3l+a32+a2l)*(1+a32+a31+a32xa2l)

292 bbll<—bll4+a33*(a3l+a32xa2l) 2

293 bb12<—b12+a33*%a32x*(a3l+a32xa2l)

294 bb13<—a33x(a31+a32*a2l)

295 bb20<—b20+c*a33+a32x(1+a32+a31+a32xa2l)

296 bb21<—b214+a33*a32x (a3l+a32*a2l)

297 bb22<—b22+a33*xa32*a32

298 bb23<—-a33*a32

299 bb30<—c*a33x(1+a324+a31+a32*a2l)

300 bb31<—a33x (a31+a32xa2l)
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315
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319 }

320
321
322
323
324
325
326
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330
331
332
333
334
335
336
337

338
339
340
341
342

343

344

345
346

bb32<—a33*a32

bb33<—a33

x1<—seq (0,TT,H)

fo<—(—1) #nes q(0)=1

intgrl<-Hssum (((y—1)*2xlambdasmiu/sigma™2—1)+exp(—13*x1))
intgr2<—Hsxsum (((y—1)*2+lambda*miu/sigma™2—1)*exp(—2%13xx1))
intgr3<—Hssum (((y—1)*2*xlambdaxmiu/sigma”™2—1)xexp(—3%13%x1))
alpha31<—(bb10*(—1)+bbll*intgrl+bbl2xintgr2+bbl3*xintgr3)
alpha32<—(bb20%(—1)+bb21l*intgrl+bb22«intgr2+bb23*intgr3)
alpha33<—(bb30*(—1)+bb31lxintgrl+bb32xintgr2+bb33*xintgr3)

if ((13!=lambda*mub)&(2%13 !=lambda*mub)&(3*13=—lambdasmub)) { 2xmiu/((2x*lambdas*miu
+sigma”2) /(lambdasmub)+ (2*miu/x0—(2+«miuxlambda+sigma™2)/(lambda*mub)+(alpha33
)xsigma”2%x—alpha31l*sigma”2/(lambdasmub—13 )—alpha32x*sigma”2/ (lambda*mub—2x13))
xexp (—1lxlambda*mub*x)+ alpha3lxsigma”2/(lambdaxmub—13)*exp(—13*x)+alpha32=x
sigma”2/ (lambdaxmub—2%13 ) xexp(—2%13%x)) }
else if ((13!=lambdaxmub)&(2*13=—lambda*mub)&(3*13 !=lambda*mub)) { 2*xmiu/((2x*
lambdasmiutsigma™2) / (lambdasmub)+ (2*miu/x0—(2+*miuxlambda+sigma™2)/ (lambdax
mub)+(alpha32)xsigma”2*x—alpha3l*sigma”2/ (lambda*mub—13 )—alpha33xsigma™2/(
lambdas*mub—3%13) ) xexp (—1l*lambda*mubxx)+ alpha3ls*sigma”2/(lambda+*mub—13)*exp(—
13*%x)+alpha33xsigma”™2/(lambdaxmub—3%13 ) xexp(—3*13xx))}
else if ((l13=lambdaxmub)&(2*13!=lambdaxmub)&(3*13!=lambdaxmub)) { 2xmiu/((2x*
lambdasmiutsigma™2) / (lambdasmub) +(2+miu/x0—(2+*miuxlambda+sigma™2) / (lambdasxmub
)+(alpha31)*sigma”™2+x—alpha32+sigma”2/(lambda*mub—2%13 )—alpha33xsigma™2/(
lambdasmub—3%13) )*exp(—1xlambdasmubxx)+ alpha32sxsigma”2/(lambdasmub—2%13)x*exp
(—2*13xx)4alpha33+sigma”2/(lambda*mub—3%13 )*xexp(—3*13xx))}
else { 2smiu/((2*lambdaxmiutsigma”2)/(lambda*mub)+ (2*miu/x0—(2+xmiuxlambda+sigma
~2)/(lambdasmub)—alpha31lxsigma”™2/(lambdaxmub—13 )—alpha32xsigma”2/(lambdas*mub
—2x13 )—alpha33xsigma”2/(lambda*mub—3%13))*exp(—1xlambda*mub*x)+ alpha3lxsigma
72/ (lambdas*xmub—13 ) xexp(—1*13 *x)+alpha32xsigma”2/(lambdasmub—2%13 )*xexp(—2%13 *x
)+alpha33xsigma™2/(lambda+*mub—3%13 )xexp(—3*13xx))}
}
antras3<—function (x){
sqrt (pirmas3(x)=xpirmas3 (x)*£3(x))

#parametru ivedimas

H<-0.1
NN<—-99999
X1<-0.03
X2<-0.03
x0<-0.03
gr<—1

lambda<—1.3

sigma<—0.25

miu<—0.035 #CIR lygties miu naudojama tiek akroksimacijose tiek split—step.

mub<—miu+sigma”~2/(2x+lambda) #Verhulsto lygties miu. Naudojama momentuose

TI<-150

time=c (0,TT)

c<—100

split<—Moments () #generuoja Split—Step q(t) funkcija, pirma momenta ir sqrt(antras_
momentas)

y<—split [,1]

yl<—split [,2]

y2<—split [,3]

#Darbe suskaiciuvota paklaidos israiska sudaryta is dvieju nariu. Tik antrasis (su
minuso zenklu) priklauso nuo parametro tauw. Todel vietoj wvisos paklaidos
minimizavimo , mes ieskome antro mario (be minuso) didziausios reiksmes.

L2<—print (optimize (tau2, interval=c(0, 0.2), maximum=TRUE)) #pirmo tipo

aproksimacijos optimalaus parametro tau radimas
12<—as.numeric (L2[1])
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347|L3<—print (optimize (taud, interval=c(0, 0.2), maximum=TRUE)) #antro tipo
aproksimacijos optimalaus parametro tau radimas
348| 13<—as . numeric (L3[1])
349
350
351| grafikai ()
B Fourier daliniy sumy metodas II
1|#Funkcija generuojanti q(t) reiksmes split —step metodu.
2| Moments <— function (h=H,Nm=NN, x1=X1,x2=X2, grsk=gr , la=lambda ,mu=miu, si=sigma ,T=IT) {
3| Ef<—system2 ("C: /Users /Monika/Dropbox/Monika 2015/Kodai/verh_MIM2m4.exe" , args=c(h,
Nm, x1,x2, grsk ,la ,mu,si ,T), stdout=TRUE)
4|N<-T/h
5|Mi<—array (0, dim=c (grsk ,N+1))
6|MX—array (0,dim=c (grsk ,N+1))
7| Mlapr<—array (0,dim=c (grsk ,N+1))
8| Mlapr<—array (0 ,dim=c ( grsk ,N+1))
9| M2apr<—array (0 ,dim=c (grsk ,N+1))

10| for (k in 1:grsk){

11| M1k, ]|<—Ef[((4+*k—4)«N+4xk—3):((4xk—3)«N+4xk—3)] #M1

12| M2k, |<—Ef[((4xk—3)*N4+4xk—2): ( (4 xk—2)«N4+4xk—2)] #sqrt (M2)

13| Mlapr [k, ]<—Ef[((4xk—2)«N+4xk—1):((4*k—1)«N+4xk—1)] #sqrt (M2)

14| M2apr [k, |<—Ef[( (4 *k—1)*«N+4xk) : ( (4 *k) *«N+4xk) |

15|}

16| Mll<—as . numeric (M1[k,])

17| M22<—as . numeric (M2[k,])

18] g<—(M2272) / (M1172)

19| pirmas<—M11 #pirmas momentas

20| antras<—M22 #saknis is antro momento

21| return (cbind(q, pirmas ,antras))

22[1

23| #trecio tipo q(t) aproksimacijos reiksmiu gavimas. Pirma suskaiciuojamos funkcijos

h reiksmes (3.1 lygtis), toliau raunama funkcija q.

24| h<—function (t){

25 a<—sigma”2/(2xlambda*miu)

26 x1l<—seq (0,TT,H)

27 intgrl<-Hssum ((y—1—-ataxexp(—1xx1))x(exp(—1*x1)—exp(—2x1xx1)))

28 intgr2<—Hssum ((y—1—ataxexp(—1%x1))=*(7/5xexp(—2x1xx1)—exp(—3x1%x1)—2/5xexp(—1xx1))

29 ht<—12xl*xintgrl*(exp(—1l*t)—exp(—2*1xt))+

30 300« 1+intgr2*(7/5%exp(—2x1l*t)—exp(—3*1%t)—2/5xexp(—1x*t))

31 qt<—ht+l+a—axexp(—1x*t)

32 return (qt)

33[1

34| #Pirmo momento israiska randama pasinaudojus 3.3 lygtimi

35| pirmas<—function (t){

36 a<—sigma”2/(2xlambda*miu)

37 x1<—seq (0,TT,H)

38 intgrl<-Hssum ((y—1—ataxexp(—1xx1))x(exp(—1*x1)—exp(—2*x1xx1)))

39 intgr2<-Hssum ((y—1—a+taxexp(—1%x1))*(7/5%xexp(—2*1xx1)—exp(—3xl*x1)—2/5xexp(—1*x1))

40 alphal<—12x%1lxintgrl —120%lxintgr2

41 alpha2<—(—12)*1xintgrl+420«l*xintgr2

42 alpha3<—(—300)*1l*xintgr2

43 if (lI==lambdaxmub){ 1/ ((2x*lambdaxmiutsigma™2)/(2+miuxlambdasmub)+

44 (1/x0—(2*miuxlambda+sigma™2) / (2*miuxlambda*mub)+(2*alphal xlambda*miu—sigma™2)

/(2+miu)*t—alpha2*lambda/(lambdasmub—2%1)—alpha3x*lambda/(lambdaxmub—3x1))
xexp(—1*xlambdaxmubxt )+ alpha2xlambda/(lambda*mub—2x1)*exp(—2x1xt)+alpha3x
lambda/ (lambdasmub—3x%1)xexp(—3%1xt))}

45 else if (2xl=lambdaxmub) { 1/((2=*lambdaxmiutsigma™2)/(2+miuxlambda+mub)+ (1/x0
—(2*miuxlambda+sigma~2) / (2*miuxlambdasmub) —(2xalphalxlambdasmiu—sigma~2) /(2
miux (lambdaxmub—1) )+alpha2xlambdaxt—alpha3*lambda/ (lambdaxmub—3%1) )*xexp(—1x
lambdas*mub*t )+ (2xalphalslambda*miu—sigma™2)/(2*miu*(lambdaxmub—1))*xexp(—1x1x
t)+alpha3xlambda/ (lambdasmub—3x1)*xexp(—3x1xt))}
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46

47

48
49
50
51

52|}

53

54
55

57
58
59

else if (3xl=lambdaxmub) { 1/((2x*lambdaxmiutsigma”2)/(2+miuxlambda+mub)+ (1/x0
—(2*miuxlambdatsigma™2) / (2+miuxlambdasmub) —(2xalphal+*lambdasxmiu—sigma™2) /(2%
miux (lambda*mub—1) )—alpha2xlambda/ (lambda*mub—2%1)+alpha3*lambdaxt)*xexp(—1x
lambdasmubxt )+ (2xalphalsxlambdasmiu—sigma™2)/(2*miux (lambdasmub—1))sxexp(—1x1x
t )+alpha2xlambda/(lambdasmub—2x1)+xexp(—2*1xt))}

else { 1/((2xlambda*miutsigma”2)/(2*miuxlambdaxmub)+ (1/x0—(2*miuxlambda+sigma”™2)
/ (2*miuxlambdasmub) —(2+xalphal*lambdaxmiu—sigma™2) /(2 +miu* (lambdasmub—1) )—
alpha2xlambda/ (lambdaxmub—2x1)—alpha3«lambda/(lambdasxmub—3+1))xexp(—1*lambdasx
mubxt )+ (2xalphalslambdasmiu—sigma™2)/(2*miux(lambdasmub—1))xexp(—1%1xt)+
alpha2xlambda/(lambdaxmub—2x1)xexp(—2x1x*t)+alpha3*xlambda/(lambdasmub—3%1)xexp
(—3*1xt))}

}

#antro momento israiska
antras<—function (x){
sqrt (pirmas(x)x*pirmas (x)=*h(x))

#Siuo atveju abu paklaidos nariait priklauso nuo parametro tau, todel minimizuosime
visa funkcija, uzrasyta 3.2 lygtimi.

opt<—function (1){
a<—sigma 2/ (2xlambdaxmiu)
x1<—seq (0,TT,H)
hn<—Hsxsum ((y—l—ataxexp(—1%x1))"2)
pirmas<—(Hxsum ( (y—1—ataxexp(—1xx1)
antras<—(Hxsum ((y—1—ataxexp(—1x*x1)

)))"2

min<—hn—12x* 1 *pirmas —300« 1 xantras
return (min)

(exp(—l*x1)—exp(—2*1xx1)))) 2

) *
)« (7/5xexp(—2x1*x1)—exp(—3*x1xx1)—2/5xexp(—1xx1)

}

#F—ja braizanti grafikus
grafikai<—function () {
z3=array ()
s<—0
zing<-0.005
for (i in ¢(1:101)){
s<—s+zing
z3 [i]<—opt(s)

x1<—seq (0,0.5,0.005)
plot (x1,2z3, type ="1", xlab=expression(tau(t)),ylab=expression(delta(t)),
xaxs="1",yaxs="i",col="blue", lwd=2)

rang<—c (min(y) ,max(y)+0.03)

par (mfrow=c(1,1))

discr<—seq(time [1],time [2] ,H)

plot (cbind (discr ,y) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang, xlab="laikas, t", 6 ylab="q(t)",
xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (h,time [1], time[2],xlab="",6ylab="" xlim=time, ylim=rang,
xaxs="1",yaxs="i",col="blue", axes=FALSE, lwd=2)

aa<—(2xlambda*miu/ (sigmaxsigma))—1

d<—1+(sigmaxsigma)/(2*lambdasmiu)

lines (rbind (¢ (time [1],d) ,c(time [2],d)),lty=2)

axis (1,lwd=2)

axis (2, lwd=2)

box (bty="1", lwd=2)

#Momentu grafikat

dl<—miu

d2<—sqrt (miuxmub)

rang2<—c (min(y2,yl) ,max(y2,yl,d1,d2)+0.003)

par (mfrow=c (1,1))

discr<—seq(time [1],time [2] ,H)

plot (cbind (discr ,yl) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang2, xlab="laikas , t",ylab="palukanu
norma, i",
xaxs="1",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)
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par (new=TRUE)

plot (pirmas ,time[1], time[2],xlab="",6ylab=""  xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="i",col="blue"  axes=FALSE, lwd=2)

par (new=TRUE)

plot (cbind (discr ,y2) ,type="1" ,xlim=time, ylim=rang2,h xlab=
xaxs="1i",yaxs="i",col="red", axes=FALSE, lwd=2)

par (new=IRUE)

plot (antras ,time[1], time[2],xlab="" ylab=""  xlim=time, ylim=rang2,
xaxs="1",yaxs="i",col="green" f axes=FALSE, lwd=2)

lines (rbind (¢ (time[1],d1),c(time[2],d1)),lty=2)

lines (rbind (c(time[1],d2),c(time[2],d2)),lty=2)

axis (1,lwd=2)

axis (2, lwd=2)

box (bty="1", lwd=2)

"o non

,ylab=""

legend (x=65, y=0.044 ,c("Teoriniai momentai", "Pirmas momentas", "Antras momentas")
,col=c("red", "blue", "green"),
cex=0.7, bty="0", bg="white", y.intersp=0.7, text.width=strwidth (" Teoriniai
moment" ) ,
lwd=c(2,2,2), lty=c(1,1,1))

title ("Pirmos formos momentai")

}

#Parametru ivedimas

H<—0.1

NN<—-99999

X1<—-0.03

X2<-0.03

x0<-0.03

gr<—1

lambda<—1.4

sigma<—0.12

miu<—0.05 #CIR lygties miu naudojama tiek akroksimacijose tiek split—step.

mub<—miu+sigma”~2/(2x+lambda) #Verhulsto lygties miu. Naudojama momentuose

TI<-100

time=c (0,TT)

split<—Moments () #generuoja Split—Step q(t) funkcija, pirma monta ir sqrt(antras_
momentas )

y<—split [,1]

yl<—split [,2]

y2<—split [,3]

#paklaidos minimizavimo funkcija

L2<—print (optimize (opt, interval=c(0, 0.2)))

l<—as.numeric (L2[1])

grafikai ()
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