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SANTRAUKA/ABSTRACT

Optimalus dalinis perdraudimas pagal spektrinius
rizikos matus

Santrauka

Darbe pateikiama optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento pagal spektrinius
rizikos matus teorema ir jai apibrézti bei jrodyti reikalinga spektriniy rizikos maty
teorijos dalis. Supazindinama su rizikos vertinimo matais, tokiais kaip vertés po-
ky¢io rizika (VaR) ir salyginiu uodegos vidurkiu (CTE) bei aprasomas Siy rizikos
maty optimizavimas pagal dalinio perdraudimo koeficiento atzvilgiu. Apzvelgiama
van Heerwaarden ir Kaas, dalinés dispersijos, kvadratinio naudingumo draudimo
imoky skaiciavimo principai bei juy pritaikymas ieskant optimalaus dalinio per-
draudimo. Praktinéje dalyje atliktas tyrimas su modeliuotais duomenimis, kuriuo
siekta patikrinti teorinéje dalyje iSvesty formuliy pritaikomuma draudimo srityje.
Teorinéje dalyje aprasyti optimalaus dalinio perdraudimo metodai pritaikyti Pare-
to ir eksponentiskai pasiskirsc¢iusiy nuostoliy analizéje, o gauti rezultatai palyginti

tarpusavyje. Tyrimo eiga ir duomeny analizé aprasyti praktinéje darbo dalyje.

Raktiniai zodziai : Optimalus dalinis perdraudimas, spektriniai rizikos matai,
vertés pokycio rizika, salyginis uodegos vidurkis, van Heerwaarden ir Kaas jmoky
skaiciavimo principas, dalinés dispersijos imoky skai¢iavimo principas, kvadratinio

naudingumo jmoky skaic¢iavimo principas.



Optimal Quota-Share Reinsurance under Spectral
Risk Measures

Abstract

This thesis presents optimal quota-share reinsurance under spectral risk measu-
res theorem and spectral risk measures theory that is necessary to prove it. Risk
measures such as Value at Risk (VaR) and Conditional Tail Expectation (CTE)
are introduced, together with optimization of these measures under quota-share
reinsurance coefficient. Along with that Dutch, semi-variance and quadratic utili-
ty premium principles are reviewed and used for calculating optimal quota-share
reinsurance. The practical part of the thesis provides an analysis of simulated data
in order to verify how optimal quota-share reinsurance method could be applied
by insurance company. Theoretical descriptions of optimal quota-share reinsuran-
ce method is also adapted for losses with exponential and Pareto distributions
— optimal quota-share reinsurances under these distributions are compared. The

process and results of analysis are provided in the practical part of the thesis.

Key words : Optimal Quota-Share Reinsurance, Spectral risk measures, Value
at Risk, Conditional Tail Expectation, Dutch Premium Principle, Semi-variance

Premium Principle, Quadratic Utility Premium Principle.



IVADAS

Draudimo jmoné, vykdydama savo veikla, susiduria su begale draudimo
riziky, tokiy kaip atsitiktiniy akumuliuoty nuostoliy rizika (pasireiskianti
katastrofiniy jvykiy metu), pokyciy rizika (iskylanti po jstatiminés bazés
pasikeitimo), klaidy rizika (atsirandanti vykdant produkty kainodara) ir t.t.
Siy riziky pasekmeé yra greitai ir smarkiai iSauges zaly daznis bei dydis, t.y.
iskyla dar viena labai svarbi rizika, kad draudimo jmoné negalés jvykdyti
turimy jsipareigojimy ir taps nemoki.

Norédamos iSvengti tokiy pasekmiy, draudimo jmoneés (draudikas) krei-
piasi j perdraudimo jmones (perdraudika) ir pastarajai imonei atiduoda dalj
prisiimamos draudimo rizikos — taip jvykdomas jsipareigojimy pasidalijimas
tarp draudiko ir perdraudiko. Tokiu atveju, draudikas perdraudikui atiduo-
da dalj gauty draudimo jmoky, o jvykus draudiminiam jvykiui, zala (arba
draudimo nuostoliai) ta pacia dalimi yra pasidalijami tarp draudiko ir per-
draudiko.

Greitai pleCiantis draudimo rinkai, draudikai perdraudimo paslaugomis
pradéjo naudotis ne tik siekdami sumazinti draudimo rizikas. Jvykdzius per-
draudimg ir pasidalinus draudimo rizikas, draudikas gali manipuliuoti mo-
kumo atsargos reikalavimu, didinti pardavimy apimtis ir tuo paciu islaikyti
ta pacig nuosavo kapitalo atsargg. Perdraudikas taip pat gali teikti jvairias
konsultacines paslaugas, pavyzdziui, patarti portfelio formavimo ir vystymo,
rizikos valdymo klausimais. Tad perdraudikas gali buti puikus informacijos
saltinis naujai besikurian¢ioms draudimo jmoneéms.

Draudikas, nusprendes pasinaudoti perdraudimo paslaugomis, turi jver-
tinti perdraudimo jtaka jmonés valdomam portfeliui. Akivaizdu, jog uz gali-
mybe atiduoti dalj draudimo riziky, draudikas patiria papildomy islaidy, t.y.
turi sumokéti perdraudikui perdraudimo jmokas. Naturalu, kad kuo didesné
perleidziama rizika, tuo brangesneés perdraudimo paslaugos, tad norédamas
sumazinti perdraudimo jmokas, draudikas turi pasilikti nemaza dalj draudi-
mo riziky. Taip atsirando poreikis surasti pusiausvyra tarp pasilickamos bei
atiduodamos rizikos — iskyla optimalaus perdraudimo problema.

Pirmieji tyrimai optimalaus perdraudimo tema pradeéti vykdyti septinta-



jame desimtmetyje. Pra¢jus beveik pusei amziaus, Sios problemos aktualu-
mas tik dar labiau iSaugo tiek akademinky, tiek draudiky tarpe. Iki Siy dieny
yra analizuojami jvairaus pobudzio perdraudimo modeliai, kurie pagal tam

tikras funkcijas yra skirstomi j tokias pagrindines grupes:
 dispersija minimizuojantys modeliai;
o laukiama naudinguma maksimizuojantys modeliai;
 rizikos matus minimizuojantys modeliai;

e bankroto tikimybe minimizuojantys modeliai.

Atsizvelgus | tai, kad tiek finansy jstaigos, tiek prieziuros institucijos vis di-
desnj démesj skiria rizikos maty analizei ir juy pritaikymui praktikoje, buvo
nuspresta siame darbe ieskoti tokio optimalaus perdraudimo, kuris minimi-
zuoty spektrinius rizikos matus.

Perdraudimas taip pat yra skirstomas pagal tai, kaip pasidalinama drau-
dimo rizika tarp draudiko ir perdraudiko. Pagal sj aspekta perdraudimas
yra isskiriamas j proporcinj ir neproporcinj perdraudimus. Perdraudimas
yra vadinamas proporciniu, kai atiduodamos rizikos, draudimo jmokos bei
iSmokos tarp draudiko ir perdraudiko yra paskirstomos tuo paciu santykiu.
Neproporcinio perdraudimo atveju yra pasidalinama jau jvykusios zalos ir
iSmokamos draudimo iSmokos. Draudikas prisiima atsakomybe iki sutartos
su perdraudiku ribos, o tai, kas virSija nustatyta limita, yra padengiama
perdraudiko.

Dazniausiai draudimo jmonés renkasi proporcinj perdraudimg. Pirma,
draudikui proporcinis perdraudimas yra patrauklus tuo, kad pasinaudojus
perdraudimo paslaugomis, galima sumazinti anksc¢iau minétus mokumo at-
sargos reikalavimus. Antra, priesingai nei neproporcinio perdraudimo atveju,
perdraudimo kaina yra fiksuota — lygi tai paciai proporcijai, kaip ir perdrau-
dziamos rizikos dalis, tad nustatyti perdraudimo kaina néra sudétinga. Siuo
atveju perdraudimo jmoka nustatoma sutarties su perdraudikais sudarymo
metu ir nekinta perdraudimo laikotarpiu, todél proporcinis perdraudimas yra
paprasciau apskaitomas. Trecia, taikant proporcinj perdraudima, draudikas

gali susigrazinti perdraudimo komisinius bei pelno komisinius.
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Proporcinis perdraudimas turi keletg atSaky. Viena is juy yra dalinis
(angl., quota-share) perdraudimas. Dalinio perdraudimo metu draudikas
atiduota sutartyje numatyta rizikos dalj. Dazniausiai ta dalis iSreiskiama
tam tikru procentu nuo draudimo iSmokos ir tas pats perdraudimo procentas
arba kitaip, perdraudimo lygis, vadinamas dalinio perdraudimo koeficientu,
taikomas visos draudimo portfelio sutartims.

Dalinj perdraudima rekomenduojama taikyti tuo atveju, kai draudiko
portfelj sudaro didelis kiekis panasaus tipo riziky, kurios yra vienodai verti-
namos nepaisant dydzio ar tipo. Taip dalinio perdraudimo metodas apsaugo
draudika nuo minéty atsitiktiniy nuostoliy, pokyciy bei klaidy riziky. Tad
vykdant dalinj perdraudima didelis mazy ar vidutiniy zaly skaicius netures
didelés jtakos draudikui. Atsizvelgus j Siuos argumentus, buvo nuspresta
magistro darbe analizuoti optimaly dalinj perdraudima.

Sis darbas suskirstytas j dvi dalis. Pirmoje dalyje supazindinama su
spektriniais rizikos matais bei Siai rizikos maty klasei priklausanciais vertes
poky¢io rizika (VaR) ir salyginiu uodegos vidurkiu (CTE). Remiantis Weng,
Cai ir Tan atliktais optimalaus perdraudimo tyrimais suformuluojamas opti-
malaus dalinio perdraudimo pagal spektrinius rizikos matus uzdavinys. Pa-
sinaudojus spektriniy rizikos maty savybémis ir minéty tyrimy rezultatais
irodoma teorema apie optimaly dalinio perdraudimo koeficenta pagal spek-
trinius rizikos matus. Taip pat parodoma, kaip is bendrojo spektriniy rizikos
maty apibrézimo gauti VaR ir CTE rizikos matus bei i§ minétos teoremos
iSvesti optimalaus dalinio perdraudimo sprendinius VaR bei CTE atvejais.
Paskutiniame pirmosios dalies skyrelyje pateikiami konkretus optimalaus da-
linio perdraudimo pavyzdziai.

Antroje dalyje pateikiamas praktinio tyrimo aprasas. Praktinis tyrimas
taip pat susideda is dviejy daliy. Pirmojo tyrimo metu tikrinamos pirmoje
darbo dalyje iSvestos formulés ir jy pritaikymas praktikoje. Analizuojama,
kuris i optimaliy daliniy perdraudimy yra aktualiausias draudikui. Antrojo
tyrimo metu lyginama du optimalaus dalinio perdraudimo atvejai: kai atsi-
tiktiniai nuostoliai yra pasiskirste eksponentiskai ir kai turi Pareto skirstinj.
Aptariama, kokia jtaks optimalaus dalinio perdraudimo koeficientui turi at-

sitiktiniy nuostoliy uodegos sunkumas.



1. OPTIMALUS DALINIS PERDRAUDIMAS

Siame skyriuje susipazinsime su daliniu perdraudimu (angl. quota-share
reinsurance), suderintais (angl. coherent) bei spektriniais (angl. spectral)
rizikos matais: vertés pokycio rizika (ang. value at risk, VaR) ir salygi-
niu uodegos vidurkiu (angl. conditional tail expectation, CTE). Apibréze
reikiamas savokas bei teiginius, rasime optimaly dalinj perdraudimag pagal
spektriniy rizikos maty klase bei Siai klasei priklausancius VaR ir CTE rizi-
kos matus. Sis skyrius remiasi Acerbi straipsniu [3] apie spektrinius rizikos

matus bei Cai, Tan ir Weng atliktais optimalaus perdraudimo tyrimais pagal
VaR ir CTE (zr. [6], [4]).

1.1. Ivadas

Pirmiausia jvesime pagrindinius zymeéjimus. Pazymékime X draudiko
prisiimamus atsitiktinius nuostolius (pries perdraudima). Tegul X yra ne-
neigiamas atsitiktinis dydis su pasiskirstymo funkcija Fiy(z) = P(X < ), i$-
gyvenamumo funkcija Sx(z) = 1—Fx(z) = P(X > x) ir vidurkiu E(X) > 0.
Draudiko pasiliekamus atsitiktinius nuostolius pazymime Xp, o perdraudi-
kui atiduodamus atsitiktinius nuostolius pazymékime Xp. Tuomet X =
Xp + Xp. Toliau analizuosime dalinj perdraudima su perleidziamos drau-
dimo rizikos koeficientu ¢ € [0,1]. Tokiu atveju draudiko ir perdraudiko

atsitiktiniai nuostoliai yra isreiskiami taip:
Xp=(01—-¢)X ir Xp=cX.

Dalinio perdraudimo metu draudikas atiduoda ¢ dalj prisiimamy draudi-
mo riziky perdraudikui, o pats pasilieka 1 — ¢ dalj draudimo riziky (¢ia drau-
dimo rizika suprantama kaip atsitiktiniai draudimo nuostoliai). Kai ¢ = 0
ir ¢ = 1, turime du trivialius atvejus. Pirmasis (¢ = 0) rodo, kad draudikas
prisiima visus draudimo nuostolius ir perdraudimas néra vykdomas. Antrasis
(¢ = 1) sako, jog draudikas atiduoda visus turimus draudimo nuostolius ir
yra vykdomas pilnas perdraudimas.

Uz galimybe atiduoti dalj prisiimamos draudimo rizikos, draudikas per-



draudikui turi sumokéti perdraudimo jmoka. Tegul 7(Xp) > 0 Zymi per-
draudimo jmoka, kuri priklauso nuo perdraudikui perleidziamy atsitiktiniy
nuostoliy dydzio. Naturalu, kad, augant Xp, perdraudimo jmoka taip pat
didéja, t.y. 7 yra grieztai didéjanti funkcija. Tuomet 7(Xp) = 0 nurodo ta
atveji, kada perdraudimas néra vykdomas, o m(Xp) > 0, kai perdraudikui
yra perleidziama tam tikra dalis atsitiktiniy nuostoliy.

Bendrus draudiko prisiimamus draudimo nuostolius po dalinio perdraudi-
mo pazymime X7. Sie draudimo nuostoliai susideda i§ draudiko pasiliekanmy

draudimo nuostoliy bei perdraudimo jmokos:
XT = XD + W(Xp) = (1 — C)X +7T<CX).

IS sarysio matome: jei dalinio perdraudimo dalis ¢ yra maza, tuomet ir
perdraudimo jmoka 7(Xp) yra salyginiai nedidelé, taciau tuomet atitinka-
mai iSauga draudiko pasiliekami draudimo nuostoliai. Jeigu norime mazesniy
draudiko pasiliekamy nuostoliy, tada auginame ¢ bei 7(Xp). Taip iskyla vie-
nas svarbiausiy klausimy: kokj koeficienty ¢ parinkti, kad draudikui vykdo-
mas perdraudimas buty optimalus? Norédami atsakyti j $j klausima, iesko-
sime optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢ pagal spektrinius rizikos
matus: VaR ir CTE.

1.2. VaR ir CTE rizikos matai

Pastaruoju metu vieni labiausiai analizuojamy rizikos maty yra vertés po-
kycio rizika (toliau, VaR) bei salyginis uodegos vidurkis (toliau, CTE). VaR
ir CTE yra placiai taikomi tiek finansy, tiek draudimo srityse: vertinant
rinkos rizikas, optimizuojant portfelius, nustatant kapitalo pakankamuma ir
t.t. VaR rizikos matas taip pat daznai naudojamas valstybiniy prieziuros
institucijy, kuomet yra vertinamas finansy jstaigy mokumas. Siame skyre-
lyje susipazinsime su VaR ir CTE savokos bei savybémis, o véliau pastaruo-
sius rizikos matus pritaikysime optimalaus dalinio perdraudimo problemos
sprendime. Skyrelis parasytas remiantis Artzner [2] bei Wirch ir Hardy [9]

straipsniais.
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1 apibrézimas. Atsitiktiniy nuostoliy X (1 — a)-lygmens, kai 0 < a < 1,

apatinis kvantilis yra vadinamas vertés pokycio rizika:
VaR,(X) =inf{zx : P{X >z} <a} =inf{z :P{X <z} >1—a}.

Trumpai tariant, vertes pokycio rizika — tai atsitiktiniy nuostoliy dydis,
kuris nebus virsytas su tikimybe, lygia pasitikéjimo dydziui 1 —« arba kitaip,
su tikimybe « atsitiktiniai nuostoliai bus didesni negu VaR. Tai reiskia, kad
P{X > VaR,(X)} < «, kai kiekvienam = < VaR,(X), P{X > z} > «a.
Dazniausiai tiek teorijoje, tiek praktikoje naudojama « € (0,0.05) ir, atitin-
kamai, (1 — «) € (0.95,1). Pavyzdziui, pagal Mokumas II direktyva, draudi-
mo jmoniy rizikos kapitalas kalendoriniais metais turi buti nustatytas pagal
verteés pokycio rizika su pasikliovimo lygmeniu lygiu 0.995 (t.y. VaRg go5)-

Cia ir toliau tarsime, kad atsitiktiniy nuostoliy X pasiskirstymo funkci-
ja yra tolydi ir apréztai didéjanti intervale (0, 00) su galimu Suoliu taske 0.
Tokiu atveju VaR,(X) = Sy'(a) = Fy'(1 — a), &a Sy' ir Fy! yra atitin-
kamos funkcijy Sy ir Fy atvirkstinés funkcijos. Reikia pabrézti, kad Syi*(z)
egzistuoja tiems x, kurie tenkina nelygybe 0 < z < S3'(0). Be to, pazymé-
kime Sy'(0) = oo ir Sy'(x) = 0, kai x tenkina Sx(0) < z < 1. Norédami
iSvengti trivialaus atvejo, kuomet VaR,(X) = 0 su a > Sx(0), tarkime,
jog 0 < a < Sx(0) (kai Sx(0) = 1, atsitiktiniy nuostoliy X pasiskirstymo
funkcija yra tolydi taske 0).

Nors vertés pokycio rizika parodo atsitiktiniy nuostoliy pasisikirstymo
funkcijos kvantilj, Sis rizikos matas nejvertina pasiskirstymo funkcijos uode-
gos ir galimy dideliy nuostoliy jtakos. Tai yra vienas pagrindiniy nagrinéjamuy
VaR trukumy. Kaip vieng is nuostoliy, didesniy uz VaR, analizavimo budy

Wirch ir Hardy [9] pasiulé kita rizikos mata - salyginj uodegos vidurkj.

2 apibrézimas. Atsitiktiniy nuostoliy X (1 — «)-lygmens kvantilio, kai o €
(0, 1), sqlyginiu uodegos vidurkiu yra vadinama pasiskirstymo funkcijos W, (€)

desiniosios uodegos vidurkis:

CTE,(X) = / (- wa(e)de, (1)
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cia
0, kai & < VaRa(X),
Vo) =1 PX < —(1—a) kai € > VaR,(X).

«

Taip apibréztas CTE literaturoje yra daznai tapatinamas su tokiais ri-
zikos matais kaip salyginé vertés pokycio rizika (angl. conditional value at
risk, CVaR) ar uodegos vertés poky¢io rizika (angl. tail value at risk, TVaR).
Isvardinti rizikos matai vertina nuostoliy, didesniy uz VaR vidurkj, ir gali bu-
ti apibréziami (1) formule. Vienas pagrindiniy skirtumy tarp CTE ir kity
rizikos maty yra tas, kad pateiktas CTE apibrézimas nereikalauja, kad atsi-
tiktiniy nuostoliy skirstinys buty tolydus.

Reikia paminéti, kad VaR ir CTE yra tarpusavyje susieti, o pasinaudoje

CTE apibrézimu galime iSvesti tokj sarysj:

CTEL(X) = [ (1= Wa()it
_ /OVaRa(X) 1de + /00 [1 PX<H-(1- oz)]df @)

VaReq (X) &

:VaRa(X)—l—l/oo Sx(&)dE.
& JvaR,(X)

Kai X — tolydus atsitiktinis dydis, CTE yra sutapatinamas su dar vienu
rizikos matu — tikétinu deficitu (angl. expected shortfall, ES). Rizikos matuy
teorijoje tikétinas deficitas yra apibréziamas kaip atsitiktiniy nuostoliy, di-
desniy uz VaR, vidurkis. Prisimine, jog nagrinéjame tolydzius atsitiktinius

nuostolius, CTE galime uzrasyti siuo pavidalu:
CTEL(X) = ES,(X) =E(X | X > VaR,(X)).

Rizikos matai gali pasizyméti viena ar keliomis rizikos maty aksiomomis:
invariantiskumu poslinkiui (A1), teigiamu homogeniskumu (A2), monotonis-
kumu (A3) ar subadityvumu (A4). Tiek VaR, tiek CTE tenkina (A1) — (A3)
aksiomas. CTE taip pat pasizymi subadityvumu (A4) bei yra vadinamas

suderintu rizikos matu (angl., coherent risk measure).

3 apibrézimas. Rizikos matas p yra suderintas, kai bet kuriems atsitikti-
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niams dydziams Y, Z ispildytos sios savybés:

(A1) p(Z+m)=p(Z)+m, kiekvienamm € R,

(A2) p(\Z) = Ap(Z), kiekvienam \ > 0

(A3) p(Y)>p(Z), jeiY(w) > Z(w) kiekvienam w € ;
(A4) p(Y +2) <p(Y)+p(Z).

Pagrindiné aksioma, kuria naudosimeés ieskodami optimalaus dalinio per-
draudimo, yra invariantiSkumas poslinkiui (Al). VaR ir CTE Sia aksioma

tenkina:

VaRo(X +m) =inf{z e R:P(X +m <z) >1—a}
=inf{(z —m)+meR:P(X <zx—m)>1-a}
=inf{se R:P(X <s)>1—a}l+m
— VaRo(X) +m,

CTEL(X +m) = E[X +m|X +m > VaR;_,(X +m)]
E[X +m|X +m > VaR,(X) + m]
E[X|X > VaR,(X)] +m

CTEL(X) +m.

Apibréze VaR, CTE ir suderintus rizikos matus, bei susipazine su keletu ju
sarysiy ir savybiy, pereisime prie bendresnés rizikos maty klasés — spektriniy

rizikos maty.

1.3. Spektriniai rizikos matai

Kaip buvo minéta anksciau, rizikos matai pagal tenkinamas savybes yra
skirstomi j tam tikras klases. Nagrin¢jami VaR ir CTE rizikos matai taip pat
yra priskiriami placiai spektriniy rizikos maty klasei, kuri apibrézia rizikos

matus, priklausancius nuo atsitiktiniy nuostoliy kvantiliy funkcijos bei rizikos
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spektro funkcijos. Susitarsime, kad toliau galime imti tiek jprastasias, tiek
apibendrintasias funkcijas. Siame skyrelyje, remdamiesi Acerbi straipsniu
[3], nagrinésime ir apibrésime spektrinius rizikos matus.

Viena pagrindiniy spektriniy rizikos maty savybiy yra ta, kad Sie rizikos
matai atsizvelgia j finansy jstaigos rizikos vengimo lygi — spektrinis rizikos
matas yra svertinis atsitiktiniy nuostoliy kvantiliy funkcijos vidurkis, kur
svertas priklauso finansy jstaigos poziurio j rizika. Tokiuose rizikos matuo-
se sverto pozicijg arba rizikos vengimo lygj nusako rizikos spektro funkcija.
Spektrinius rizikos matus situloma naudoti nustatant privalomo kapitalo dydj,
ieskant optimaliy laukiamy riziky apsiketimo sandoriy ir t.t.

Tegul rizikos matas M, yra apibréztas lygybe:

My(X) = / S(p) P () dp, (3)

¢ia Fy'(p) = inf{x : F(z) > p} yra funkcijos Fy atvirkstiné funkcija (gali
buti ir funkcijos apibendrintoji atvirkstine) arba kitaip — atsitiktinio dydzio
X p-lygmens kvantilio funkcija, o ¢(p) — svertiné funkcija, p € [0,1]. M,
apibrézia nuo kvantiliy priklausanciy rizikos maty klase, kur kiekvienas sios
klasés rizikos matas yra nusakomas tam tikra svertine funkcija ¢(p).

Rizikos vengianti finansy jstaiga teiks pirmenybe tokiems rizikos matams,
kurie atsizvelgia | jos neigiama poziurj j rizikg — taip atsiranda spektriniy
rizikos maty poreikis. Bendruoju atveju, spektrinis rizikos matas, kai X
yra neneigiami atsitiktiniai nuostoliai, gali buti apibréztas (3) lygybe, kur
®(p), vadinama rizikos spektro arba sverto funkcija, atspindi finansy jstaigos
rizikos vengimo lygj.

Analizuodamas spektrinius rizikos matus, Acerbi taip pat apibrézé tris

salygas, kurias turi tenkinti funkcija ¢ : [0, 1] — R:
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Pirmoji salyga reikalauja, kad rizikos spektro funkcija isreiksty rizikos
vengiancias arba abejingas rizikai finansy jstaigas, t.y. prisiimamos rizikos
svoris buty neneigiamas. Antroji salyga sako, jog visy svoriy suma turi buti
lygi vienetui arba tai, kad rizikos spektras buty tikimybinio mato tankis.
Trecioji salyga yra pati svarbiausia — ji reikalauja, kad didesni nuostoliai
atspindéty nemazesnj rizikos svertg negu mazesniy nuostoliy atveju. Taip
per funkcija ¢ yra isreiskiamas subjektyvus finansy jstaigos poziuris j rizika.

Sias savybes iSpildanti funkecija yra vadinama leistina rizikos spektro funkcija.

1 pavyzdys (VaR ir CTE leistinos rizikos spektro funkcijos). Siame pavyz-
dyje apibrésime funkcija ¢(p) VaR ir CTE rizikos matams.

Bendruoju atveju VaR néra suderintas rizikos matas, taciau ji galima
isreiksti (3) lygybe apibrézta funkeija M, (X) ir taip gauti vieng i$ spektriniy
rizikos maty. Akivaizdu, kad My(X) = fol o(p) VaR,(X)dp, kai p € (0,1).

Kadangi VaR sukoncentruoja visg rizika j vieng taska, t.y. j a kvantilj, tai
VaRo (X) = My(X) sud(p) = 6(p — ), (4)

¢ia §(p — av) yra Dirako apibendrintoji d-funkcija, taske p = « lygi begalybei,
o visur kitur — 0. Pastebésime, kad $iuo atveju naudojama Dirako d-funkcija
yra apibréziama lygybe: f; f(x)d(z — ¢)dz = f(c),Ve € (a,b).

[Sraiska, gauta (4) lygybéje, dar karta parodo, jog VaR nejvertina uo-
degoje esanciy nuostoliy jtakos finansy jstaigai ir susikoncentruoja ties tam
tikra kvantilio reiksme. Todél rizikos spektro funkcija, isreiksta per Dirako 0-
funkcija, atspindi nevisai adekvaty poziurj i rizika. Norédami gauti svaresne
rizikos spektro funkcija, paanalizuokime CTE rizikos mata.

Priesingai nei VaR, kai X — tolydus atsitiktinis dydis, CTE yra suderintas
rizikos matas ir tuo paciu — spektrinis, tad CTE taip pat galima isreiksti
per My funkcijg ir rasti atitinkamga leistino rizikos spektro funkcija. Kadangi
analizuojami nuostoliai yra neneigiami atsitiktiniai dydziai, CTE apibrézimui

galima naudoti tokia israiska:

CTE,(X) = é / " VaRy(X)du, o € (0,1). (5)
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Tuomet akivaizdu, kad CTE leistino rizikos spektro funkcija yra lygi +

kai p € [0, o, t.y.

CTEL(X) = My(X) 516(p) = ~Tozpea. (6)

I$ (5) lygybés matome, jog CTE nusako vidurkj a100% didZiausiy nuostoliy
su tuo padiu svoriu, tad $iuo atveju ir ¢(p) yra tolygiai pasiskirsciusi svorio
funkcija, kai p € (0, a], o visur kitur lygi nuliui.

Nors (6) lygybéje apibrézta leistino rizikos spektro funkcija neapima viso
intervalo [0, 1], vistik pasinaudojusi tokia funkcija, finansy jstaiga gali is-
reiksti objektyvy poziurj j rizika ir varijuoti rizikos vengimo lygiu, imdama

skirtingas ¢ funkcijas, ko negalima atlikti VaR atveju.

2 pavyzdys (Eksponentiné leistina rizikos spektro funkcija, [8]). Parodysi-
me, kaip rasti funkcija ¢(p), kada turime naudingumo funkcija u(x). Tiek
teorijoje, tiek praktikoje daznai nagrinéjamos eksponentinés naudingumo
funkcijos u(z). Rizikos vengiancioms finansy jstaigoms naudingumo funk-
cija yra

u(x)=1—e" r>0,2>0 (7)

¢ia r yra konstanta, zyminti tolerancijg rizikai: » > 0 rodo rizikos vengiancia
finansy jstaiga. Atskirais atvejais eksponentiné naudingumo funkcija gali
buti isreiksta neutralioms rizikai finansy jstagoms, tuomet r = 0, bei rizikos
siekiancioms — tada r < 0.

Jeigu naudingumo funkcija u(x) yra tolydi, u/(z) > 0, ir egzistuoja to-
lydi v”(x), tuomet galime apibrézti Arrow—Pratt absoliuc¢ia rizikos vengimo

funkcija R(z) bei santyking rizikos vengimo funkcija A(x):

B _u//(l,)
R(x) - u, I’) ’
o) — _a:u”(yc)
A= )

I (7) formulés matome, kad eksponentiné naudingumo funkcija tenkina R(z)
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bei A(x) funkciju salygas ir Siuo atveju:

Reikia rasti tokig funkcija, kuri tenkinty (S1) — (S3) salygas. Zinome, kad
eksponentinio atsitiktinio dydZio tankis yra f(z) = Ae ™, 2 > 0. Tuomet

vietoje —Az jstate A(z) — R(x), gauname nauja funkcija
o(p) =Ae"IP N> 0 ir p e [0,1]. (8)

Akivaizdu, kad (8) lygybe apibrézta funkcija ¢(p) yra neneigiama ir nemazé-
janti funkcija, t.y. tenkinamos (S1) ir (S3) savybeés. (S2) salyga bus ispildyta

tuomet, kai

(9)

Istate (9) israiska j (8) funkcija, gauname eksponenting leistino rizikos spek-

tro funkcija:
Te_r(l_p)
o(p) = 1_.— PE€ [0,1]. (10)
1 paveikslélyje pateikiami eksponentinés leistino rizikos spektro funkcijos
o(p) grafikai su trimis skirstingai rizikos tolerancijos koeficientais (r = 5,
r = 10, r = 15). Pastebésime, kad ¢(p) yra eksponentiskai didéjanti funk-
cija pagal p ir nuo tam tikro momento draudiko rizikos vengimo lygis auga

grei¢iau nei draudimo nuostoliai.
OJ

Reikia paminéti, jog Acerbi, apibrézdamas leisting rizikos spektro funkci-
ja, vietoj nemazéjimo salygos (S3) kartais naudoja nedidéjimo salyga. Tokia
salyga galioja tuomet, kai analizuojamos neigiamy atsitiktiniy dydziy pasi-
skirstymo funkcijos. Nagrinéjamu atveju atsitiktiniai nuostoliai X yra nenei-
giami atsitiktiniai dydziai, todél ¢(p) — nemazéjanti funkcija, tenkinanti (S1)

— (S2) salygas.
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Eksponentinis leistinas rizikos spektras
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1 pav. Eksponentiniy leistiny rizikos spektry grafikai, kai tolerancijos koefi-
cientas r yra 5, 10, 15.

4 apibrézimas. Tegul X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, o ¢ tenkina (S1)

— (S3) sqlygas. Tuomet rizikos matas

1
My(X) = / ¢(p)Fx " (p)dp
0
yra vadinamas spektriniu rizikos matu, generuojamu leistinos rizikos spektro
funkcijos ¢.

Susipazing su spektriniy rizikos maty klase M ir apibréze pagrindines
funkcijos ¢ salygas, toliau pereisime prie dalinio perdraudimo optimizavimo

VaR, CTE ir spektriniy rizikos maty atzvilgiu.

1.4. Optimizavimas spektriniy rizikos maty VaR ir CTE
atzvilgiu
Pirmame skyrelyje apibrézéme atsitiktinius nuostolius X, draudiko pasi-

liekamus atsitiktinius nuostolius X p, perdraudikui atiduodamus atsitiktinius
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nuostolius Xp = X — Xp bei draudiko mokama perdraudimo jmoka 7(Xp).

Dalinio perdraudimo atveju draudiko atsitiktiniai nuostoliai:

Xr = Xp +7(Xp) = (1 — )X + 7(cX). (11)

Pritaike invariantiSkumo poslinkiui savybe VaR ir CTE rizikos matams

bei jstate (11) atsitiktiniy nuostoliy iSraiska gauname:

VaR,(X7) = VaRa(Xp) + m(Xp),

(12)
CTEa(XT) = CTEQ(XD) + 7T(Xp).

Pasinaudoje (2) lygybe nusakytu VaR ir CTE sarysiu, CTE pagal drau-

diko pasiliekamus nuostolius iSskaidome j}

1 oo
CTE.(Xp) = VaR,(Xp) + —/ Sxp(z)dx,
& JvVaRa(Xp)
o pasinaudoje (12) lygybémis, gauname CTE pagal bendrus draudiko pasi-

lickamus nuostolius:

CTE.(X7) = VaR,(Xp) + ! /00 Sx,(z)dx +m(Xp).  (13)
& JVaRa(Xp)

Taip iSvedéme pagrindinius VaR ir CTE rizikos maty sarysius atsitikti-
niams pasiliekamiems draudiko nuostoliams bei bendriems draudiko nuosto-
liams, kai yra vykdomas perdraudimas. Toliau detaliau analizuosime Siuos
sarysius, kuomet yra vykdomas konkretus perdraudimo metodas, t.y. dalinis
perdraudimas.

Dalinio perdraudimo atveju, pasiliekamy atsitiktiniy nuostoliy Xp isgy-

venamumo funkcija yra

Sx(ﬁ), kai 0 <c < 1,

0, kai ¢ =1,

Sy (@) = B(1 — )X > 1) = {

kai 2 > 0, o (1 — «) pasikliovimo lygmens VaR, Zymimas VaR,(Xp;c), yra:
VaR,(Xp;c) = (1 —¢)Sy' (). (14)
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Si lygybé kartu su invariantiskumu poslinkiui duoda VaR pagal bendrus
draudiko nuostolius israiska, kuria pazymime VaR, (Xr;c). Tuomet kiekvie-

nam 0 < ¢ <1ir0 < a < Sx(0) turésime:

VaR,(X7;¢) = VaR,(Xr;¢) + 7(Xp)

(15)
= (1-¢)Sx'(a) + m(cX).

Analogiskai, pasinaudoje (13) ir (14) lygybémis, gauname CTE pagal
bendrus draudiko nuostolius, kuriuos pazymime CTE,(Xr;c). Siuo atveju

kiekvienam 0 < ¢ < 1ir 0 < a < Sx(0) CTE skai¢iuosime pagal formule:

1 o0
CTE.(X7;¢) = VaRy(Xp;c) + — / Sx,(x)dzr +7(Xp)
& JVaRa(Xp,c) (16)

—(1- )8 (a) + =€ /Oo Sx(x)dz + m(cX).
@ s
Pastebésime, kad (14) ir (15) formulése VaR bei CTE rizikos matai priklauso
ne tik nuo pasiliekamy atsitiktiniy nuostoliy, bet ir nuo dalinio perdraudimo
koeficiento c.

Grjzkime prie (12) lygybés, bendry draudiko nuostoliy i$skaidymo. Sioje
lygybéje isryskeja pagrindiné draudikui kylanti dilema. Prisiminkime, jog
draudimo jmoka 7(Xp) yra Xp atzvilgiu didéjanti funkcija. Tai reiskia,
kad, kuo mazesné rizikos dalis yra perleidziama perdraudikui, tuo mazesnius
perdraudimo kastus patiria draudikas. Kita vertus, kuo mazesne rizikos dalj
pasilieka draudikas, tuo didesnés yra patiriamos perdraudimo islaidos. Todél
reikia rasti kompromisg tarp atiduodamy ir pasiliekamy atsitiktiniy nuostoliy
dydziy: optimalaus perdraudimo problema is esmés yra optimalaus Xp ir Xp
padalijimo arba optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢* nustatymo
problema.

(14) ir (15) lygybése esanti VaR ir CTE rizikos maty priklausomybé nuo
koeficiento ¢ sako, kad optimalaus perdraudimo modeliy tikslas rasti optima-
ly koeficienta c¢*, kuris minimizuoty analizuojamus rizikos matus. Taigi, Siuo
atveju optimalaus dalinio perdraudimo modeliai iesko tokiy dalinio perdrau-

dimo koeficienty ¢*, kurie buty zemiau esanciy VaR ir CTE optimizavimo
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uzdaviniy sprendiniai:
(VaR optimizacija) VaRq(X7;c") = argmin{VaRa(XT; c)};
c€[0,1]

(CTE optimizacija) CTE,(Xr;c") = argmin{CTEa(XT; c)}
c€[0,1]

(17)

Vieni pirmyjuy siuos optimalaus dalinio perdraudimo modelius iSvedé Cai
ir Tan [5]. Pastebésime, kad gautieji optimalaus dalinio perdraudimo mode-
liai yra nesudeétingi ir gali buti praktiskai pritaikomi draudime. Atiduoda-
mas dalj nuostoliy, draudikas siekia minimizuoti prisiimama draudimo rizika.
Optimaly draudiko portfelj buty galima surasti iSsprendus VaR ir CTE op-
timizavimo uzdavinius.

Toliau suformuluosime apibendrintg dalinio perdraudimo optimizavimo
uzdavinj pagal spektrinius rizikos matus. Kaip jau minéjome ir parodéme 1
pavyzdyje, VaR ir CTE priklauso siai rizikos maty klasei, tad VaR bei CTE
optimizavimo uzdavinius galime suvesti j viena bendrg spektriniy rizikos ma-
ty optimizavimo problemag.

Pasinaudokime (11) lygybéje apibréztu bendry draudiko nuostoliy isskai-
dymu. Tuomet (3) formuléje vietoje atsitiktiniy nuostoliy X jstatome Xrp ir

pritaikome invariantiskumo poslinkiui aksioma;:

My(Xy) = / 6(p) 5 (p)dp

= /01 ¢(p)Fx, (p)dp + m(Xp).

Zinome, jog dalinio perdraudimo atveju Xp = (1—c)X ir 7(Xp) = 7(cX),
dia ¢ € [0, 1] — dalinio perdraudimo koeficientas. Tada Fi ! (p) galime isreiksti

per isgyvenamumo funkcija Sy (p):

Fi! (p) = VaRi_,((1 — ¢)X) = (1 - }VaRy_,(X)
— (1- F5'(n) = (1 - S5 (1 - p).
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Istatome gautg F )}; (p) iSraiska | My,(X7) funkcija:

MoXro) = (1-0) [ S - pdp+reX).  (18)

Gavome spektriniy rizikos maty priklausomybe ne tik nuo atsitiktiniy
nuostoliy X, bet ir nuo dalinio perdraudimo koeficiento ¢. Todél kaip ir
VaR bei CTE atveju, optimalaus dalinio perdraudima spektriniy rizikos maty
prasme problemg isspresime surade optimaly dalinio perdraudimo koeficienta
c¢*, kuris minimizuoty spektrinius rizikos matus. Tuomet M,(X7) pavidalo

rizikos maty optimizavimo uzdavinys atrodo taip:

(M, optimizacija) My(Xr;c") = arg[rni]n{M¢(XT; c)} (19)
cel0,1

Siame optimizavimo uzdavinyje jstate konkrecia leistino rizikos spektro
funkcija, atitinkamai turétuméme tam tikro rizikos mato optimizavimo uz-
davinj. Tarkime, jog ¢(p) yra apibrézta (11) lygybe (2 pavyzdys) tuomet
(19) optimizacija tampa eksponentinio spektrinio rizikos mato optimizavimo
uzdaviniu. Analogiskai pasinaudoje 1 pavyzdyje aprasytomis VaR ir CTE
funkcijos ¢(p) iSraiskomis, gautume atitinkamas (17) punktu iSvestas opti-

mizacijas.

1.5. Optimalus dalinis perdraudimas pagal spektrinius
rizikos matus

Siame skyrelyje pateikiama teorema apie optimizavimo uzdavinio, api-

brézto (19) lygybe, sprendinius. Pasinaudoje ankstesniuose skyreliuose pa-

teiktomis formulémis jrodysime teorema apie optimalaus dalinio perdraudimo

koeficiento ¢* reikSmes, kai naudojami spektriniai rizikos matai. Norédami

supaprastinti pateikiamos teoremos formuluote, jvedame pazyméjima we:

Wy = /0 o(p)Sx' (1 — p)dp. (20)
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1 teorema. Optimalus dalinio perdraudimo koeficientas pagal spektrinius ri-

zikos matus:

i)

Tegul perdraudimo gmoka () tenkina lygybe w(0) = 0 ir teigiamo ho-
mogeniskumo salyga, t.y. m(cX) = en(X) kiekvienam ¢ > 0. Tuomet
optimalus dalinis perdraudimas yra trivialus ir optimalus dalinio per-

draudimo koeficientas c* yra:

0, kai mx > wg,
c* =< bet kuris skaicius i§[0,1], kaimx = wy, (21)
1, kai mx < wy.
Tegul perdraudimo gmokos funkcija w(cX) yra grieztai iskila koeficiento
¢ atzvilgiu kiekvienam 0 < ¢ < 1. Tuomet netrivialus optimalus dalinis
perdraudimas egzistuoja tada ir tik tada, jei egzistuoja tokia konstanta
€ (0,1), kad
T(c*X) —wy =0, (22)

ia 7. (-) yra funkcijos w(cX) isvestiné pagal ¢ taske ¢ = c*. Be to c*,

tenkinantis (21) lygybe, yra optimalus dalinio perdraudimo koeficientas.

Irodymas. Irodydami Sig teorema samprotausime kaip ir Weng, [4] 52-

53 pusl., jrodydamas optimalaus dalinio perdraudimo pagal VaR teorema.

i) Jei m(cX) = em(X), kai ¢ > 0, tai pagal (18) lygybe:

My(Xr,c) /¢ (1 =¢)S¥' (1 —p) +em(X))dp

1—c/¢ Y1 —p)dp + em(X /gb

—(1-0 / o(p) S5 (1 - p)dp + en(X)
= (1 - c)wy + cm(X)
— wy + e(m(X) — w,)

— gavome tiesing My(Xr,c) funkcija pagal c. Tuomet, kai 7(X) < wy, tai

7(X)—wy < 0ir My(Xr; ¢) minimali reikSme yra taske ¢ = 1. Jei 7(X) > wy,
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tai m(X)—w, > 0 ir minimali reiksmé bus pasiekta, kai ¢ artés prie 0, tuomet
M, (X7r; ¢) reikSmé mazeés ir taske ¢ = 0 bus lygi wy. Todél optimalus dalinio
perdraudimo koeficientas ¢* = 0. Kai 7(X) = wy, tuomet My(Xr;c) = wy,
t.y. My(Xr;c) nepriklausys nuo ¢ reikSmés ir minimumas bus pasiektas su
kiekvienu ¢ € [0, 1]. Taigi, jvertine visus galimus variantus, gavome, jog opti-
malus dalinis perdraudimas yra trivialus ir optimalaus dalinio perdraudimo
koeficientas ¢* yra apibréziamas (21) lygybe.

ii) Jei m(cX) yra grieztai iskila funkcija pagal ¢, tai is (19) lygybés seka,
kad ir My(Xr;c) yra grieztai iskila funkcija. Vadinasi, My(Xr;c) pasiekia
minimalig reikSme tokiam c*, kuris yra tenkina lygybe:

0

— My(Xr; ) = (1 - cwy + =—m(cX)

0
e = —7(cX)

Oc

Gavome dvi optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢* iSraiskas pagal
spektrinius rizikos matus. Pirmuoju atveju turime trivialy dalinj perdrau-
dima, o antruoju — netrivialy. Abiem atvejais perdraudimo jmoka gali buti
skaic¢iuojama praktikoje taikomais jmoky nustatymo principais, kurie tenki-
na teoremoje apibreztas salygas. Toliau Sig teorema pritaikysime konkretes-

niems atvejams: VaR ir CTE rizikos matams.

1.6. Optimalus dalinis perdraudimas pagal VaR ir CTE

Pasinaudosime ankstesniame skyrelyje pateikta 1 teorema ir parodysime,
kaip i8 jos isplaukia Weng [4] rezultatai. 1 teoremoje naudojamas pazymeé-
jimas wy. Tegul p = « ir ¢(p) yra lygi 1 pavyzdyje apibréztai VaR leistino
rizikos spektro funkcijai. Tuomet wy = Sy' (). Istate ia wy israigka i 1 teo-
remg gauname nauja optimalaus dalinio perdraudimo uzdavinio sprendima

pagal VaR.
2 teorema. Optimalus dalinio perdraudimo koeficientas pagal VaR ([4], 2.1

teorema):

i) Tegul perdraudimo jmoka () tenkina lygybe m(0) = 0 ir teigiamo ho-
mogeniskumo salygq, t.y. m(cX) = cn(X) kiekvienam ¢ > 0. Tuomet
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optimalus dalinis perdraudimas yra trivialus ir optimalus dalinio per-

draudimo koeficientas c* yra:

0, kai mx > Sy'(a),
¢* =< bet kuris skaicius i5[0,1], kainx = Sy (a), (23)
17 kai Ty < S)_(I(Oé)

it) Tegul perdraudimo jmokos funkcija w(cX) yra grieztai iskila koeficiento
c atzvilgiu kiekvienam 0 < ¢ < 1. Tuomet netrivialus optimalus dalinis
perdraudimas egzistuoja tada ir tik tada, jei egzistuoja tokia konstanta

¢ € (0,1), kad
(" X) = Sx' (@) = 0, (24)

dia 7.(-) yra funkcijos w(cX) isvestiné pagal c. Be to c¢*, tenkinantis

(24) lygybe, yra optimalus dalinio perdraudimo koeficientas.

Atlike panasaus pobudzio pakeitimus funkcijai w, gausime optimalaus
dalinio perdraudimo koeficiento ¢* salygas pagal CTE rizikos mata. Noréda-
mi supaprastinti Zemiau esancios teoremos formuluote, jveskime pazyméjima

Ug:
oo

Uy = Sy () + —/ Sx(z)dx.
Sx' (@)

3 teorema. Optimalus dalinio perdraudimo koeficientas pagal CTE ([4], 2.2

teorema,):

i) Tegul perdraudimo jmoka () tenkina lygybe w(0) = 0 ir teigiamo ho-
mogeniskumo salyga, t.y. m(cX) = en(X) kiekvienam ¢ > 0. Tuomet
optimalus dalinis perdraudimas yra trivialus ir optimalus dalinio per-

drau-dimo koeficientas c¢* yra:

0, kai mx > Ug,
c" = bet kuris skaicius i5[0,1], kai mx = uq, (25)
1, kai mx < Ug.

it) Tegul perdraudimo jmokos funkcija w(cX) yra grieztai iskila koeficiento

¢ atzvilgiu kiekvienam 0 < ¢ < 1. Tuomet netrivialus optimalus dalinis
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perdraudimas egzistuoja tada ir tik tada, jei egzistuoja tokia konstanta
¢ €(0,1), kad
T (c*X) — o =0, (26)

kur 7.(-) yra funkcijos w(cX) isvestiné pagal c. Be to c*, tenkinantis

(26) lygybe, yra optimalus dalinio perdraudimo koeficientas.

Taigi, gavome optimaly dalinj perdraudima pagal VaR ir CTE rizikos
matus. Sekanciame skyrelyje esanciuose pavyzdziuose parodysime 1, 2 ir 3
teoremy pritaikymus teigiamai homogeniskoms bei grieztai iskiloms perdrau-

dimo jmokoms.

1.7. Optimalaus dalinio perdraudimo pavyzdziai

Siame skyrelyje apzvelgsime keleta optimalaus dalinio perdraudimo pa-
vyzdziy, kai perdraudimo jmoka 7 yra apibrézta konkreciais, praktikoje nau-
dojamais, draudimo jmoky skaic¢iavimo principais. Véliau praktiniam tyrimui
naudosime taip pat konkrecius atsitiktiniy nuostoliy X skirstinius — ekspo-
nentinj ir Pareto. Tad siame skyrelyje toliau tarsime, kad X yra eksponen-
tiskai pasiskirste, t.y. Fx(z) =1 — e Sx(x) = e ax >0, A>0ir
Sy'(z) = —+In(z), =€ (0,1].

1, 2 ir 3 teoremose pateikiami du optimalaus dalinio perdraudimo koefi-
ciento ¢* problemos sprendiniai: trivialus ir netrivialus. Tinkamai parinkus
perdraudimo jmokos skaiciavimo principa, galima gauti vieng iS minimy ko-
eficiento ¢* sprendiniy: trivialaus sprendinio atveju perdraudimo jmoka turi
buti teigiamai homogeniska, o netrivialaus — grieztai iskila. Atsizvelgus j to-
ki koeficiento ¢* sprendiniy aibés ir perdraudimo jmoky skaic¢iavimo principy
skaidyma, toliau analizuojami pavyzdziai taip pat padalinti | atitinkamas
sprendiniy grupes.

Trivialus optimalus dalinio perdraudimo koeficientas c¢*. Kaip
jau minéjome, Siuo atveju perdraudimo jmoka turi tenkinti dvi savybes:
m(cX) =em(X) ir7(0) = 0, kai ¢ € [0,1]. Didzioji dalis literaturoje pateikia-
my draudimo jmoky skaic¢iavimo principy, pavyzdziui, vidurkio, standartinio

nuokrypio, svertinio vidurkio ir kiti, tenkina Sias savybes. Taciau dazniau-
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siai tam tikras skaic¢iavimo principas turi ispildyti papildomas salygas, todél
galutiniai rezultatai (draudimo jmokos) yra skirtingi.

Tarkime, kad perdraudimo jmoka 7 yra apskai¢iuojama pagal van He-
erwaarden ir Kaas apibrézta draudimo jmoky skaiciavimo principa (angl.,

Dutch premium principle, zr. [1], [10]):
m(X) = E(X) + 0E[(X — BE(X))4], #>1, 0<0 <1,

¢ia 0 yra teigiamos atsargos koeficientas, o [ — rizikos nastos koeficientas.
Akivaizdu, jog taip apibrézta perdraudimo jmoka yra teigiamai homogenis-
ka, o tuo atveju, kai perdraudikas nepatiria nuostoliy, yra lygi nuliui. Si
draudimo jmoka gali buiti naudojama tiek draudimo, tiek perdraudimo jmo-
niy veikloje — atsizvelgdami j draudimo rizikinguma, draudiminiy jvykiy is-
torija, zaly administravimo sgnaudas ir t.t., draudikas ar perdraudikas gali
parinkti atitinkamus 6 bei 8 koeficientus ir taip nustatyti optimalig draudi-
mo/perdraudimo jmoka.

Panagrinékime konkrety perdraudimo atvejj, t.y. kai X — eksponentiskai
pasiskirstes atsitiktinis dydis. Zinome, kad tokio atsitiktinio dydzio vidurkis

yra 3. Tuomet perdraudimo jmoka 7(X):

1 B
m(X) = 5 +OE[(X — T)4]

o 1 >~ ﬁ —\z

=3 +0)\/0 [(z >\)+]e dx

_ 2 + 6\ / e Mdr — 0 / e Mdr
A 3

L (R DY ([

D) A2 s s

1 (B+1)eF e’

DU S
1

— —6 > <
A<1+6)e ) A>0, B>1, 0<0<1.
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O spektrinio rizikos mato optimizavimo uzdavinys atrodys taip:

My(Xr,¢) = (1 =¢) / o(p )dp+)\( 1+ 0e")

- / ¢(p>%dp+ B o™ )

Pritaike 1 teoremos i) dalies jrodymo schema, gauname $io uzdavinio spren-

dinj, t.y. optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento c¢* israiska:

0, kai —0e=? — 1< [ ¢(p)In(1 — p)dp,
¢ = ¢ bet kuris skai¢ius i3[0,1], kai —fe ¥ —1= fol é(p) In(1 — p)dp,
1, kai —fe? —1> fol o(p) In(1 — p)dp.

Parodéme, kad pagal Van Heerwaarden ir Kaas apibrézta draudimo jmo-
kos skai¢iavimo principa egzistuoja trivialus (19) uzdavinio sprendinys, bei
radome jo iSraiska, kai atsitiktiniai nuostoliai yra pasiskirste eksponentiskai.
Atitinkamai parinkus rizikos spektro funkcija ¢ (Zr. 1 pavyzdj), sprendinys
gali buti gautas VaR ir CTE atvejais.

Toks sprendimo budas yra paprastas ir lengvai pritaikomas praktiko-
je, tad daugiau trivialiy sprendiniy pavyzdziy nenagrinésime. Netrivialaus
sprendinio atveju, parinktai perdraudimo jmokai gali tenkinti apibrézti bu-
tinas ir pakankamas salygas, kad egzistuoty optimalus dalinio perdraudimo
koeficientas ¢* € (0, 1), todél matematiskai sis atvejis yra daug jdomesnis, ir
toliau analizuosime keletg tokio tipo sprendiniy.

Netrivialus optimalus dalinio perdraudimo koeficientas ¢*. Pagal
1 teoremos ii) dalj, grieztai iskiloms draudimo jmokoms optimalus dalinis
perdraudimas gali buti rastas i§ (21) lygties. Iskily draudimo jmoky klasei
priklauso eksponentinis, dispersijos, kovariacijos ir kiti jmoky skaic¢iavimo
principai. Dalis Sios klasés principy taip yra ir teigiamai homogeniski, tad
pasirinkus tam tikrg 7, reikéty atkreipti démes;j ir teisingai pritaikyti 1 teore-
mos i) arba ii) dalj. Placiau apie iskilus draudimo jmoky skai¢iavimo metodus
ir juy pritaikyma ieskant optimalaus perdraudimo galima paskaityti [13].

Tarkime, jog perdraudimo jmoka 7 yra apskaic¢iuojama pagal dalinés dis-

28



persijos principa (angl. semi-variance principle):
7(X) = E(X) + 0E[(X — E(X)),]*, 6> 0, (27)

¢ia 0 yra teigiamos atsargos koeficientas, kuris pasirinkta dalimi padidina
vidutinius draudimo nuostolius, t.y. draudiko prisiimamg vidutine rizika.
Perdraudimo atveju sis koeficientas turi svarig reikSme ir, nustatant per-
draudimo jmokos dydj, tiek draudikas, tiek perdraudikas turi rasti abi puses
tenkinant] koeficienty 6.

Pagal dalinés dispersijos principa apibrézta dalinio perdraudimo jmoka
m(cX) = E(X) + 20E[(X —E(X))4] ? yra grie7tai iskila pagal parametra c.
Todél i$ 1 teoremos ii) dalies seka, jog optimalus dalinis perdraudimas pagal
spektrinius rizikos matus yra netrivialus tada ir tik tada, kai egzistuoja toks
koeficientas ¢* € (0, 1), kad

%W(cx) —wy = E(X) + 2¢°0E[(X — E(X))+] — w, = .

c=c*

Akivaizdu, jog Sios lygties sprendinys koeficiento ¢* atzvilgiu yra

oo W~ E(X)
20E[(X — E(X))4]*’

(28)

kai E(X) < wy < 20E[(X — E(X))4]* + E(X). Pastebesime, jog dalinés
dispersijos jmoky skai¢iavimo principas néra teigiamai homogeniskas. Tuo
atveju, kai wg netenktina nurodytos nelygybés, negalime teigti, jog optimalus
dalinio perdraudimo koeficientas yra ¢* = 0 arba ¢* = 1 — tuomet optimalus
dalinis perdraudimas neegzistuoja.

Kai X yra eksponentiskai pasiskirste atsitiktiniai nuostoliai su E(X) = —,

> =

optimalus dalinio perdraudimo koeficientas ¢* lygus

- Jo ¢(p)—ln(1_;p)d —%

= — :
20\ [, [(z — X)Jr]?e—’\”"dx

C*
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——(fo p)In(1 — p)dp + 1)

29)\ fi (372 — Qxi + )\12) =z

——(fo p)In(1 — )dp+1)

20A( [1" 22eAda — Y f; re Ardy + 3 f1 e dx)
A Y

- —%(fo ) In(1 — p)dp + 1)

o0

b

Az

o

29)\[ B (()\21:2 + Qi\\f +2)e™ % ) +2 (()\a: +)é)e_’\‘”

——(fo p)In(1 — p)dp + 1)

5 4 1
20)\[6/\3 el * W]
B (fo p)In(1 — p)dp + 1)
o 146
Ael
_ —e)\(fo p)In(1 — p)dp + 1)
40

(29)

su salygomis, kad
! 40
1< —/ o(p)In(1 —p)dp <1+ =, 0>0, A>0, pe[0,1).
0

Gavome optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢* israisks, kai per-
draudimo jmoka yra apskaiciuota pagal dalinés dispersijos principg. Ana-
lizuokime dar vienag 7 skaiciavimo principa. Tegul 7 yra apibrézta pagal
kvadratinio naudingumo jmoky skai¢iavimo principa (angl. quadratic utility

principle, zr. [12]):

m(X) =E(X) +v— 7 = D(X), 7> 0ir* > D(X), (30)

¢ia parametras v > 0 zymi draudiko (analizuojamu atveju, perdraudiko)

neigiamg poziurj i rizika, t.y rizikos vengima. Tad Sis principas gali buti
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pritaikytas perdraudikui, kuris nenori prisiimti pernelyg didelés rizikos.
Taip apibrézta perdraudimo jmoka 7(cX) taip pat yra grieztai iskila pagal
parametra: m(cX) = cE(X)+vy— \/VQT%)(X) . Vadinasi, optimalus dalinis
perdraudimas pagal spektrinius rizikos matus egzistuos tokiam c¢* € (0,1),
kuris tenkins lygybe:
d c'D(X)

&W(CX) . —wy = E(X) + /77— (@7D(X) —wg = 0.

Tuomet optimalus dalinio perdraudimo koeficientas c¢* yra

. s — E(X)ly -
VBOOD(X) + (ws — EX)

kai
jwe — E(X) |y
VD(X)[D(X) + (wg — E(X))?]

Kai atsitiktiniy nuostoliy X pasisikirstymo funkcija yra eksponentiné, tai

E(X) = % ir D(X) =

2 © koeficientas ¢* lygus

‘fol ¢(p)1n<1_—_p)dp — l’v

_&Mm—m“_;p)dp—m

)fo )In(1l —p dp—|—1‘7

_ i\/; <1+ (fo p)In(1 — )dp+1>2>

)‘)fo YIn(1—p dp—l—l‘fy

_\/ (fo )In(1 — )dp+1>2

/\’fo )In(1 —p dp—l—l‘v

\/ + (Jy ép) (1 — )dp+1>2
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Kaip ir dalinés dispersijos jimoky atveju, kvadratinio naudingumo jmoka né-
ra teigiamai homogeniska, tad tuo atveju, kada néra tenkinama auksciau
apibrézta salyga, optimalus dalinis perdraudimas neegzistuoja.

Taigi, pritaikéme optimalaus dalinio perdraudimo pagal spektrinius rizi-
kos matus teoremg van Heerwaarden ir Kaas, dalinés dispersijos bei kvadrati-
nio naudingumo draudimo jmoky skaic¢iavimo principams bei eksponentiskai
pasiskirsciusiems atsitiktiniams nuostoliams. Taip gavome konkrecias opti-
malaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢* reiksmes. Vietoje rizikos spektro
¢(p) istacius funkcijas, apibréztas 1 pavyzdyje, turétuméme VaR bei CTE

optimizavimo uzdaviniy sprendinius ¢* atzvilgiu.
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2. PRAKTINIS TYRIMAS

Siame skyriuje aprasytas praktinis tyrimas susideda is dviejy daliy. Pir-
moje dalyje apskaic¢iuojama teorinis optimalus dalinis koeficientas ¢* pagal
1.7. skyrelyje iSvestas formules. Teorinis ¢* sprendinys yra palyginamas su
praktiniy skai¢iavimy metu gautais rezultatais. Antroje dalyje lyginama at-
sitiktiniy nuostoliy, pasiskirsc¢iusiy pagal eksponentinj bei Pareto skirstinius,
optimalaus dalinio perdraudimo koeficientai.

Tyrimo tikslas. Patikrinti ar 1.7. skyrelyje apibréztas optimalus dalinis
perdraudimas ((29) israiska) ir atsitiktinai sugeneruoty eksponentiniy zaly
optimalus dalinis perdraudimas sutampa. Palyginti optimalaus dalinio perd-
raudimo rezultatus, kai atsitiktiniai nuostoliai turi eksponentinj ir Pareto
pasiskirstymus.

Tyrimo eiga. Sugeneruojama 10 000 atsitiktiniy imc¢iy po 300 000 eks-
ponentiskai pasiskirsciusiy atsitiktiniy nuostoliy su parametru A = 0.001.
Pasinaudojus (28) formule apskaic¢iuojamas optimalaus dalinio perdraudi-
mo koeficientas ¢* pagal VaR, CTE bei spektrinj rizikos mata su ¢(p), api-
brézta 2 pavyzdyje esancia (10) iSraiska, kai rizikos tolerancijos koeficientas
r = 8. Atitinkamai paskaiciuojama teoriné bei praktiné perdraudimo jmo-
ka 7(c*X), rizikos matai: My(Xrp, c*), VaR, (X7, ¢*), CTE, (X7, ¢*), kuomet
a = 0.05,0.04.,...,0.005, ir palyginami gauti rezultatai. Tyrimo metu perd-
raudimo jmokos yra skai¢iuojamos pagal dalinés dispersijos (27) principa su
teigiamos atsargos koeficientu 6, lygiu 0.1.

Toliau generuojama 10 000 atsitiktiniy iméiy po 300 000 atsitiktiniy nuo-
stoliy, kurie turi Pareto pasiskirstyma. Tyrimo metu naudojama Pareto

pasiskirstymo funkcija

Fx(x):1—( ¢ )b,

xr+a

kur a > 0 yra skalés parametras, o b > 0 yra formos parametras. Atitinkamai

analizuojamos Pareto iSgyvenamumo ir atvirkstiné isgyvenamumo funkcijos

Sx(x):< ¢ )b, S;I(I):@(lx—l_/fm’))b.

yra:




Atsitiktiniy nuostoliy generavimui parinktas skalés parametras a = 500 ir
formos parametras b = 2. Atlikus tokj pasirinkimg vidutiniai nuostoliai tiek
Pareto, tiek eksponentinio pasiskirstymo (kai A = 0.001) atvejais apytiksliai
lygus 1 000.

Pasinaudojus (28) formule, analogiskai kaip ir atsitiktiniu eksponentiniy
nuostoliy atveju, apskaiciuojama optimalaus dalinio perdraudimo koeficien-
tas, perdraudimo jmoka ir rizikos matai: spektrinis, VaR, CTE. Gauti rezul-
tatai yra palyginami su pirmoje tyrimo dalyje apskaic¢iuotu optimaliu daliniu
perdraudimu, kuomet atsitiktiniai nuostoliai yra eksponentiskai pasiskirste.

Atsitiktiniy dydziy generavimui, optimalaus dalinio perdraudimo para-
metry skaic¢iavimui bei grafinei duomeny analizei naudotas kompiuterinis ma-
tematines statistikos paketas R (biblioteka actuar). Gauty duomeny apdoro-
jimui, statistiniy charakteristiky bei teoriniy optimalaus dalinio perdraudimo
parametry skaic¢iavimui naudota Microsoft Excel programa.

Duomeny analizé 1. IS pradziy palyginsime rezultatus, gautus tuo
atveju, kai perdraudimo jmoka yra skai¢iuojama pagal dalinés dispersijos
principa. Tuomet optimizavimo uzdavinio sprendinys yra apibréziamas (28)
formule. 1 lenteléje pateikiami optimalus dalinio perdraudimo koeficientai
¢*, kai atsitiktiniai nuostoliai X yra eksponentiskai pasiskirste. Cia Chg, YT
apskaiciuotas pagal (29) formule, VaR ir CTE atveju ¢* apskaiciuoti pagal
Sias israiskas:

. —Xe(ln(a) +1) ., —Xeln(«)
Cvar = 40 I Core = T

Taip buvo gauti teoriniai optimalaus dalinio perdraudimo koeficientai, o
praktiniai ¢, suskaiciuoti sugeneravus 300 000 atsitiktiniy eksponentiniy
nuostoliy 10 000 karty, kiekvienai naujai imé¢iai pritaikius (28) formule ir
isvedus gauty optimalaus dalinio perdraudimo koeficienty vidurkj.

I8 1 lenteléje esan¢iy duomeny matome, kad visais trimis atvejais (spektri-
nio rizikos mato, VaR ir CTE), tiek teorinis, tiek praktinis optimalaus dalinio
perdraudimo koeficientai faktiskai sutampa ir tik keletg atvejy paklaida lygi
0.00001. Tokie rezultatai leidzia daryti iSvada, kad 1.7. skyrelyje isvesta

(29) formulé yra teisinga ir pagal ja apskaiciuoti teoriniai rezultatai gali buti
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tiesiogiai naudojami praktikoje.

o 0.05 0.04 | 0.03 | 0.02 | 0.01 | 0.005
i, 0.01126
CM,real 0.01127
ur | 0.01356 | 0.01508 | 0.01703 | 0.01979 | 0.02450 | 0.02921
Carrear | 0-01356 | 0.01508 | 0.01704 | 0.01979 | 0.02450 | 0.02921
cerp | 0.02036 | 0.02187 | 0.02383 | 0.02658 | 0.0313 | 0.03601
Corrrea | 0-02036 | 0.02188 | 0.02383 | 0.02659 | 0.0313 | 0.03601
1 lentelé. Optimalaus dalinio perdraudimo koeficientas ¢* pagal spektrinj

rizikos mata, VaR ir CTE — teorinis bei praktinis.

Taip pat reikia pastebéti, kad analizuojamu atveju C*M¢ yra maziausias.
[eskant optimalaus dalinio perdraudimo pagal spektrinius rizikos matus svar-
bu tai, kokia yra leistino rizikos spektro funkcija ¢(p). Todél tikétina, kad
parinkus tokia ¢(p), kuri atspindi draudika su dideliu rizikos vengimo lygiu,
Ch, bus didesnis nei cj,g ar cgrg. Lyginant tarpusavyje ci,g ir ¢gpp mato-
me, jog didesnis optimalus dalinio perdraudimo koeficientas yra CTE atveju.
Tai yra savaime suprantama, kadangi CTE yra atsitiktiniy nuostoliy, dides-
niy uz VaR vidurkis, todél ir pedraudikui atiduodama didesné atsitiktiniy
nuostoliy dalis.

Pagal 1.7. skyrelj, optimalaus dalinio perdraudimo uzdavinio sprendinys
egzistuoja tik tuomet, kai funkcija wy = fol #(p)Sy' (1 — p)dp tenkina (28)
nelygybés salyga. Tad reikia patikrinti, ar skaiciavimuose naudojama w,
priklauso (28) nurodytai nelygybei. Pagal tyrime naudojamus parametrus
gauname reikiamga intervala: (1 000, 148 152). Spektrinio rizikos mato atveju
wy = 2657.586, taigi Si reiksmé priklauso gautajam intervalui ir apskaiciuotas
c*M¢ tikrai yra optimalaus dalinio perdraudimo koeficientas.

VaR ir CTE atvejais Sis parametras priklauso ir nuo « reiksmeés. Kuo
mazesnis o tuo didesnis bus wy, tad uztenka patikrinti, ar gautam intervalui
priklauso wy reikSmes, kai o = 0.05 ir o = 0.005. VaR atveju, kai oo = 0.05,
wy = Sy (a) = 22995.732, 0 kai a = 0.005, wy = 5298.317 — gautos reik§més
priklauso nustatytam intervalui.
S;{l(a) + éfso;l(a) Sx(x)dz, turime uges; = 3995.732 ir ugges = 6298.317.

CTE atveju, pasinaudoje funkcija u, =
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Taigi, egzistuoja optimalus dalinis perdraudimas tiek pagal VaR, tiek pagal

CTE rizikos matus bei yra lygus 1 lentel¢je nurodytoms reiSméms.

a 0.05 | 0.04 [ 0.03 [ 0.02 [ 0.01 | 0.005
m(c* X)), 20.60
W(C*X>M¢7~eal 20.60

(" X)var | 27.10 | 31.81 | 38.38 | 48.60 | 68.66 | 91.99
("X )varrear | 2710 | 31.81 | 38.39 | 48.61 | 68.67 | 92.00
(" X)ore | 50.85 | 57.08 | 65.61 | 78.59 | 103.36 | 131.39
("X ) TErear | 50.85 | 57.08 | 65.61 | 78.59 | 103.36 | 131.40

2 lentelé. Optimalaus dalinio perdraudimo jmoka m(c¢*X) pagal spektrinj
rizikos matg, VaR ir CTE — teorinis bei praktinis.

o 0.05 | 004 [ 003 | 002 [ 0.01 | 0.005
M, 2648.25
Myreal 2648.25

VaR, 2982.20 | 3202.15 | 3485.21 | 3883.21 | 4561.01 | 5235.54
VaR,real | 2982.20 | 3202.14 | 3485.21 | 3883.21 | 4561.00 | 5235.53
CTE, 3965.24 | 4183.67 | 4464.78 | 4860.02 | 5533.11 | 6202.93
CTE,real | 3965.24 | 4183.67 | 4464.78 | 4860.02 | 5533.11 | 6202.93

3 lentelé. Optimalaus dalinis perdraudimas pagal spektrinj rizikos mata, VaR
ir CTE — teorinis bei praktinis.

Pasinaudojus 1 lenteléje esanciais optimalaus dalinio perdraudimo koefi-
cientais, buvo apskaiciuota optimalaus dalinio perdraudimo jmokos, kurias
draudikas turéty sumokéti perdraudikui. Skaiciavimy rezultatai pateikiami
2 lenteléje. Teoriné perdraudimo jmoka visais trimis atvejais (Mg, VaR ir

CTE) suskai¢iuota pagal formule:

o
*
[\

. c* 29
7T(C X):X—F (6)\)2 y

kai A = 0.001, 8 = 0.1, o atitinkamas ¢* yra paimtas is 1 lentelés. Praktiné
perdraudimo jmoka gaunama pasinaudojus (27) formule bei cf,,, reikSmémis.
Analogiskai, pritaikius (15), (16), (18) formules, buvo apskai¢iuotaos op-

timalios spektrinio, VaR ir CTE rizikos maty reiksmes. Gauti rezultatai yra
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pateikiami 3 lenteléje. IS abieju (2 ir 3) lenteliy matome, jog teoriniy ir
praktiniy skaiciavimy paklaida tesiekia 0.01 cento ribg. Taigi, dar karta jsi-
tikinome, kad teorinéje dalyje iSvestos formulés yra nesudétingai pritaikomos
praktikoje, o, zinant atsitiktiniy nuostoliy skirstinj, galima lengvai ir greitai
apskaiciuoti optimaly dalinj perdraudima pagal spektrinius rizikos matus.
Duomeny analizé 2. Antroje duomeny analizés dalyje lyginama opti-
malus dalinis perdraudimas pagal spektrinius rizikos matus, kai atsitiktiniai
nuostoliai turi eksponentinj ir Pareto pasiskirstyma, t.y. patikrinama, kokia
itaka optimalaus dalinio perdraudimo koeficientui ¢* daro tai, kad atsitikti-
niai nuostoliai turi sunkiauodegj (Pareto) skirstinj. Tyrimo metu naudojama
pirmoje dalyje gauti eksponentinio pasiskirstymo rezultatais ir papildomai

10 000 karty sugeneruojama 300 000 atsitiktiniy Pareto nuostoliy.

Pareto ir eksponentinio skirstiniy uodegos

—— Pareto skirstinys
— Eksponentinis skirstinys

Atsitiktiniai nuostoliai
4000 6000 8000 10000

2000

2 pav. Pareto ir eksponentiniy atsitiktiniy nuostoliy skirstiniy uodegos.

Pirmiausia jsitikinama, ar sugeneruoti Pareto atsitiktiniai dydziai, kurie
veliau bus naudojami skaiciavimams, tikrai turi sunkesne uodega nei ati-
tinkami eksponentiniai dydziai. IS 2 paveikslélyje esancio grafiko matome,
jog pagal Pareto skirstinj pasiskirste atsitiktiniai nuostoliai nuo tam tikro
momento yra didesni nei atitinkami eksponentiniai nuostoliai. Zinome, kad
skirstinys gali buti laikomas sunkiauodegiu, jeigu jo uodegos reiksmeés yra
didesnés nei eksponentinio skirstinio, tad i 2 paveikslélio galime daryti dvi
iSvadas: pirma, Pareto skirstinio uodega yra sunkesné nei eksponentinio, an-
tra — Pareto skirstinys yra sunkiauodegis.

Svarbu patikrinti ne tik analizuojamy duomeny uodegy sunkuma, bet ir
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statistines charakteristikas. Atliekama analizé bus tiksli tuomet, kai ekspo-
nentinio ir Pareto atsitiktiniy nuostoliy vidurkiai bus vienodi. Generuojant
eksponentinius atsitiktinius dydzius nustatytas parametras A = 0.001, o Pa-
reto atveju — a = 500 ir b = 2. Kiekvienai sugeneruotai imciai, kurig sudaro
300 000 atsitiktiniy dydziy (nuostoliu), paskaiciuotas vidutinis imties nuosto-
lis. Tuomet, i$ gauty 10 000 vidutiniy im¢iy nuostoliy, apskaic¢iuotas bendras
nuostoliy vidurkis, standartinis nuokrypis, minimali bei maksimali vidutiniy

nuostoliy reiksmeé.

Skirstinys Vidurkis | Stand. nuokrypis | Minimumas | Maksimumas
Eksponentinis | 1000.01 1.8339 993.07 1007.66
Pareto 1000.02 3.9457 988.73 1077.45

4 lentele. Eksponentinio ir Pareto skirstiniy statistinés charakteristikos.

IS 4 lenteléje pateikty rezultaty matome, jog ekponentinio bei Pareto
atsitiktiniy nuostoliy vidurkiai skiriasi tik per 0.01. Siek tiek didesnis skirtu-
mas tarp standartinio nuokrypio reiksmiy, taciau tai didelés jtakos tolimesnei
analizei neturi. Tad galima teigti, kad vidutiniai nuostoliai abiem atvejais
sutampa ir galima adekvaciai palyginti optimaly dalinj perdraudimag ekspo-
nentiniy ir Pareto atsitiktiniy nuostoliy atvejais.

Toliau pereiname prie optimalaus dalinio perdraudimo koeficiento ¢*, op-
timalios perdraudimo jmokos 7(c*X) ir optimaliy My, VaR,, CTE, rizi-
kos maty skaic¢iavimo. Eksponentiniy nuostoliy atveju naudojami rezultatai,

gauti pirmoje tyrimo dalyje. Pareto atveju ¢* yra apskai¢iuojama pagal (28)

500(1 — 2

formule, kai Sy’ (z) = (%) ir x € [0, 1], perdraudimo jmoka —
T

pagal (27) formule, o My, VaR,, CTE, atitinkamai pagal (18), (15), (16)

formules. Reikia pamineéti, kad skaic¢iavimuose naudojama iSgyvenamumo

500
x + 500

funkcija yra Sx(z) = < )2, kai x > 0. 5 lenteléje pateikiami gauti
rezultatai.

Is Sios lentelés matome, kad optimalus dalinio perdraudimo koeficientas
c* yra mazesnis Pareto skirstinio atveju. Tokj rezultata galima nesunkiai
paaiskinti. Pareto atveju didzioji dalis nuostoliy yra mazesni uz eksponen-

tinius nuostolius, tac¢iau Pareto nuostoliy uodegoje yra keletas labai dideliy
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My(c*, m(c* X))

Eksponentinis Pareto

2648.25 (0.011, 20.60) 2006.34 (0.002, 2.89)
VaR,(c*, m(c* X))

« Eksponentinis Pareto
0.05 | 2982.20 (0.014, 27.10) 1735.55 (0.001, 1.93)
0.04 | 3202.14 (0.015, 31.81) 1999.04 (0.002, 2.87)
0.03 | 3485.21 (0.017, 38.39) 2384.91 (0.003, 4.49)
0.02 | 3883.21 (0.020, 48.61) 3031.57 (0.004, 7.85)
0.01 | 4561.00 (0.025, 68.67) 4488.29 (0.007, 18.39)
0.005 | 5235.53 (0.029, 92.00) 6541,41 (0.011, 40.29)

CTE,(c*, m(c* X))

« Eksponentinis Pareto

0.05 | 3965.24 (0.020, 50.85) | 3944.03 (0.006, 13.89)
0.04 | 4183.67 (0.022, 57.08) | 4463.77 (0.007, 18.08)
0.03 | 4464.78 (0.024, 65.61) | 5223.46 (0.008, 25.14)
0.02 | 4860.02 (0.027, 78.59) | 6492.79 (0.010, 39.46)
0.01 | 5533.11 (0.031, 103.36) | 9334.89 (0.016, 83.02)
0.005 | 6202.93 (0.036, 131.40) | 13300.48 (0.024, 170.84)

5 lentelé. Optimalus dalinis perdraudimas pagal spektrinj, VaR, CTE rizikos
matus, kai atsitiktiniy nuostoliy skirstiniai yra eksponentinis ir Pareto.

zaly. Todél Pareto atveju atsiranda rizika, jog draudikas patirts keletg labai
dideliy zaly, o eksponentinio skirstinio atveju — kad patirs daugiau panasaus
dydzio zaly. Taigi, siekdamas islaikyti optimaly perdraudima, draudikas ati-
duos mazesne dalj prisiimamy nuostoliy, tac¢iau tuo paciu apsisaugos nuo
katastrofiniy zaly.

Savaime suprantama, kad tuomet ir atitinkamos Pareto skirstinio per-
draudimo jmokos yra mazesnés uz eksponentinio — tai taip pat parodo 5 len-
teléje esantys skaiciai. Taciau galima pastebéti, kad imant vienodus dalinio
perdraudimo koeficientus ¢ eksponentinio ir Pareto nuostoliy atvejais, Pareto
perdraudimo jmoka turéty buti didesné. Taip buty dél to, nes perdraudiko
prisiimama draudimo rizika Pareto atveju buty didesné, tad perdraudikas
atitinkamai noréty didesnés perdraudimo jmokos.

Reikia

pastebéti, kad mazéjant parametrui «, tiek VaR, tiek CTE reikSmés Pareto

Analogiskai palyginama spektrinis, VaR ir CTE rizikos matai.
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skirstinio atveju auga greiciau ir tam tikru momentu ,aplenkia” eksponen-
tinio skirstinio reikSmes. Vélgi, taip atsitinka del Pareto skirstinio uodegos
sunkumo. Ta puikiai pailiustruoja CTEq gp5 reikSmeés: eksponentiniu atveju
CTEq.q05 = 6202.93, o Pareto — CTEq g5 = 13300.48, t.y. salyginis uodegos
vidurkis isauga dvigubai. Tuomet Pareto skirstinio atsitiktiniai nuostoliai
yra rizikingesni nei atitinkamo eksponentinio skirstinio atsitiktiniai nuosto-
liai, tad renkantis o reikSme, nereikéty imti mazesnés nei 0.01.

Tyrimo iSvados. Pirmoje tyrimo dalyje jsitikinome, jog 1.7. skyrelyje
isvestos (28), (29) formulés yra teisingos bei lengvai pritaikomos praktikoje.
Draudikui uztenka turéti istorinius patirty nuostoliy duomenis arba zinoti
nuostoliy pasiskirstymo funkcijg ir sutarti su perdraudiku, koks turéty buti
taikomas perdraudimo jmoky principas. Turédamas Sig informacija draudi-
kas gali naudoti tiek 1.7. skyrelyje iSvestas formules konkreciais optimalaus
dalinio perdraudimo atvejais, tiek pasinaudoti 1, 2 arba 3 teorema ir pritai-
kyti ja Siame darbe neanalizuojamam perdraudimo jmoky principui.

Antroje tyrimo dalyje buvo palyginti optimalus daliniai perdraudimai pa-
gal eksponentinj ir Pareto skirstinius. Draudikas, ieSkodamas optimalaus da-
linio perdraudimo turi atsizvelgti j nuostoliy skirstinio uodega. Jei uodegoje
yra dideliy isskiréiy, t.y. dideliy nuostoliy, tuomet vertéty optimaly dalinj
perdraudimg skaiciuoti pagal vieng is sunkiauodegiy skirstiniy ir nustatyti
mazesne dalinio perdraudimo koeficiento ¢ reikSme nei jprastu atveju. Taip
pat reikéty atkreipti démesj i pasikliovimo lygmens parinkima ir sunkiauo-

degiams skirstiniams nenustatinéti mazesnio nei 0.01.
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ISVADOS

Sio darbo metu, pasinaudojus Weng ir Cai tyrimais, buvo apibrézta ir
irodyta 1 teorema apie optimaly dalinj perdraudimg pagal spektrinius rizi-
kos matus. Pastaroji teorema pateikia du optimalaus dalinio perdraudimo
koeficiento ¢* sprendinius: trivialy ir netrivialy. Pirmuoju atveju reikalauja-
ma, kad perdraudimo jmoka buty teigiamai homogeniska, o antruoju — kad
buty grieztai iskila.

Darbe taip pat apibrézti ir aprasyti spektriniy rizikos maty klasei priklau-
santys VaR ir CTE rizikos matai. Parodzius sarysj tarp spektriniy rizikos
maty apibrézimo ir VaR bei CTE, i$ 1 teoremos iSvesta 2 ir 3 teoremos,
kurios nurodo optimaly dalinj perdraudima pagal VaR, CTE rizikos matus.

Optimalaus dalinio perdraudimo teoremos pritaikytos konkretiems per-
draudimo jmoky skai¢iavimo principams bei eksponentinio nuostoliy pasi-
skirstymo atvejais. Praktinio tyrimo metu optimalus dalinis perdraudimas
rastas atsitiktinai sumodeliuotiems eksponentiskai pasiskirs¢iusiems bei Pa-
reto skirstinj turintiems nuostoliams.

Teorinéje tyrimo dalyje iSvestos optimalaus dalinio perdraudimo formulés
gali buti nesunkiai pritaikomos draudimo jmonése. Tai patvirtina ir praktines
dalies tyrimas. Vistik pritaikant minétasias formules reikéty atkreipti démesj
1 nuostoliy skirstinio uodega, parinkti tinkama nuostoliy skirstinj, o VaR bei

CTE atveju, gera pasikliovimo lygmenj.
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