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Bankroto tikimybés vertinimas nehomogeniniame rizikos
atstatymo modelyje

Santrauka

Siame darbe pateiktas bankroto tikimybés jvertinimas nehomogeniniam rizikos atstatymo
modeliui. Toks modelis, skirtingai nei homogeninis, turi nebutinai vienodai pasiskirsiucias ir
nerpiklausomas zalas ir laiko tarpus tarp jy. Bankroto tikimybei gauta nelygybé, analogiska
gerai zinomai Lundbergo nelygybei. Darbe pateikiami smulkmeniski teoremos ir jai jrodyti
naudotos pagalbinés lemos jrodymai.

Raktiniai Zodziai: Nehomogeninis rizikos atstatymo modelis, Lundbergo nelygybeé,
Bankoroto tikimybe.

An Estimate of the Ruin Probability for the Inhomogeneous
Renewal Risk Model

Abstract

This paper introduces estimation of probability of ruin in inhomogeneous renewal risk
model. This model differs from its homogeneous variant, because it has independent, but
not necessarily identically distributed claim sizes and time intervals between claims. New
inequality, analogous to well known Lundberg’s inequality, was found for probability of ruin.
This paper consists of detailed proofs of the main theorem and an auxiliary lemma.

Keywords: Inhomogeneous renewal risk model, Lundberg’s inequality, Probability of
ruin.



Turinys

1 Ivadas

2 Nehomogeninis rizikos atstatymo modelis

3 Teoremos jrodymas
3.1 Pagalbiné Lema . . . . . . . . . ...
3.2 Teoremos jrodymas . . . . . . . . ...

4 Tolesné lemos salygy analizé

5 Vienas pavyzdys

6 ISvados

Literatura

J

14

15

16

17



1 Ivadas

Rizikos atstatymo modelis apraso draudimo jmonés kapitalo kitima begant laikui. Tokio
modelio pirmtaku galétume vadinti Klasikinj rizikos modelj, pradéta nagrinéti dar praéjusio
simtmecio pirmoje puséje svedy matematiky — aktuary F.Lundberg ir H.Cramer (ziuréti [2]
ir [3]). Klasikinis rizikos modelis turi konkretaus pavidalo procesa, kuris apibrézia kiek zaly
buvo per konkrety laiko perioda. Tai yra homogeninis Puasono procesas su intensyvumo pa-
rametru A. Jis apibudina zaly skai¢iy intervale [0,¢] ir dazniausiai yra zymimas kaip N(t).
Toks modelis yra palyginti paprastas dél to, jog tokiu atveju zinoma, kad laiko tarpas tarp
zaly yra eksponentinis atsitiktinis dydis. Laiko tarpai vienas su kitu yra nepriklausomi. De-
ja, praktiskai toks modelis yra sunkiai pritaikomas. Siekiant padidinti modelio lankstuma
bei pritaikymo galimybes, buvo atsisakyta prielaidos, kad tarpai tarp zaly yra eksponen-
tiniai atsitiktiniai dydziai. Tokio tipo modelj savo darbe [1] pasiulée E. Sparre Andersen,
kuris laiko tarpus tarp zaly apibrézé kaip nepriklausomus, vienodai pasiskirsc¢iusius, nenei-
giamus atsitiktinius dydzius. Zinoma, matematiskai modelis tapo sudétingesnis, nes zaly
skaic¢ius konkreciame intervale yra nusakomas atstatymo procesu. Visgi, toks modelis yra
daug lanksc¢iau pritaikomas modeliuojant galimus ateities kapitalo svyravimus. Pateiksime
tokio modelio apibrézima.

ApibréZimas. Draudiko valdomas turtas U(t) kinta pagal rizikos atstatymo modely, jeigu
bet kuriame laiko momente t > 0

o(t)
Ut)=x+ct—Y Zjt>0.
i=1
Sioje lygybéje:
e x 2 0 yra draudiko pradinis turtas.

o Zaly dydZiai {Zy,Zy,Zs,...} sudaro nepriklausomy, vienodai pasiskirsciusiy, nenei-
giamy atsitiktiniy dydZiy sekq. Cia dydis Z;,i > 0 yra i-osios Zalos dydis.

e ¢ > 0 yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko, premijy surinkimo greitis per laiko
vienetq.

o Tarpai tarp Zaly {01,05,0s, ...} yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste, neneigiami ir
neissigime taske 0 atsit. dydzias.

e O(t) yra Zaly skaicius intervale [0,t], t.y

O(t) =Y Lir,<ny =sup{n >1:T, < t},

n=1

kurTn:91+92++0n,n21

Atsitiktiniy dydziy sekos {Z;,i > 0} ir {0;,i = 0} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Kaip matome, taip apibréztame modelyje pakeitus kazkurig iS konstanty arba atsitiktiniy
dydziy gaunamas visai kitas modelis su kitokiomis savybémis. Jeigu laikysime, kad sekos
{6;,7 > 0} nariai yra paskirste pagal eksponentinj skirstinj, gausime pries tai minéta klasikinj
rizikos modelj. Rizikos atstatymo modelyje proceso U(t) tipinis grafikas atrodo taip:
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1 pav.: Draudiko turtas U(t) laiko momentu ¢

Apibrésime bankroto, bankroto laiko ir bankroto tikimybés sgvokas, kurios bus naudoja-
mos jrodymuose.

ApibréZimas. Bankrotu yra laikomas juykis, kai draudiko turto verté nukrenta Zemiau
0. Kitaip tariant, bankrotu vadinamas gvykis

B=|J{w: U(w,t) <0}

t=0

Apibrézimas. Laiko momentas, kai draudiko turtas pirmg kartg nukrenta Zemiau nulio
yra vadinamas bankroto laiku. Matematiskai tai galima uZrasyti:

inf{t > 0:U(w,t) <0}, jeiguw € B,
00, jeigu w ¢ B.

T, =T, (w) = {

ApibréZimas. Bankroto tikimybe rizikos atstatymo modelyje vadiname

Butent Sios tikimybés jvertinimag nehomogeniniam rizikos atstatymo modeliui ir pateik-
sime. Eksponentiniai bankroto tikimybés jvertinimai homogeniniam rizikos atstatymo mo-
deliui jprastai vadinami Lundbergo nelygybémis. Savo jvertinimui naudosime gerai zinoma
teoremy, kurios formuluoté paimta is [8] vadovélio.

Teorema. Sakykime patenkinta jprastinés rizikos atstatymo modelio sqlygos. Tegul kaz-
kokiam teigiamam H

Eef? < 0o
ir patenkinta grynojo pelno sqlyga
EZ —cEf <0
Jeigu lygtis

Eer(Z—c@) -1



turi teigiamg sprending v € (0, H), tai su visais u = 0

Y(u) <e ™.

Tokio paties jvertinimo norétysi ir nehomogeniniam rizikos atstatymo modeliui. Jo api-
brézimas pateiktas sekanciame skyriuje. Véliau bus suformuluota ir jrodyta teorema ir jro-
dymui reikalinga pagalbiné lema, kurios leis neheomogeniniam rizikos atstatymo modeliui
bankroto tikimybe parasSyti panasaus tipo nelygybe.

Pagrindinis sio darbo tikslas buvo apibrendrinti I. A. Andrulytés, E. Bernackaités, D.
Kievinaités, J. Siaulio straipsnj [4] ir pasinaudojant ten esanciais jrodymais, parodyti, kad
aibé nehomogeniniy rizikos atstatymo modeliy, kuriems galime sukonstruoti eksponentinj
bankroto tikimybés jvertinima, iS tikro yra didesné. Pagrindiné teorema, jrodyta sSiame
darbe, yra formuluojama taip:

Pagrindiné teorema. Sakykime, kad rizikos atstatymo modelyje Zaly dydziai Zy, Zs, Z3, . . .

ir laiko tarpai tarp dviejy draudiminiy joykiy 01, 6s, 03, . .. yra nepriklausomos atsitiktiniy dy-
dziy sekos, kuriy elementai yra patys tarpusavyje nepriklausomi. Sakykime, kad a.d sekos
dar tenkina tokias sqlygas:

1 n
(R1) sup — Y Ee"” < o0,

n>1 My

1 n
R2) i =S E(0;15,50y) = 0,
( )uggoilégn;( {or>u})

1 n
(R3) limsup - > (EZ; — cEb;) < 0.

su kazkokia teigiama konstanta . Tuomet bankroto tikimybei v(x) galioja nelygybé
Y(r) <e ™ x> as,

kur aq,as > 0 yra tam tikros teigiamos konstantos.

2 Nehomogeninis rizikos atstatymo modelis

Siame skyrelyje trumpai aptarsime nehomogeninius rizikos atstatymo modelius. Neho-
mogeniskumas gali buti supratamas jvairiai. Pradzioje tiksliai apibrésime modelj, kuriam
jrodysime pagrinding teorema i$ 3 — o skyrelio. Apibrézimas mazai skiriasi nuo jvade pateik-
to homogeninio rizikos atstatymo modelio apibrézimo:

Apibrézimas. Draudiko valdomas turtas U(t) kinta pagal rizikos atstatymo modelj, jeigu
bet kuriame laiko momente t > 0

o(t)
Ult)y=xz+ct—Y_ Z,t>0.
i=1
Sioje lygybéje:
e x> 0 yra draudiko pradinis turtas.

e Zaly dydZiai {Z,, 7y, Zs,...} sudaro neneigiamy atsitiktiniy dydziy sekq. Cia dydis
Ziyt 2 0 yra i-ostos Zalos dydis.



c > 0 yra pastovus, nepriklausantis nuo laiko, premijy surinkimo greitis per laiko
vienetq.

Tarpai tarp Zaly {61,05,0s, ...} neneigiami ir neissigime taske 0 atsit. dydziai.

O(t) yra Zaly skaicius intervale [0,t]. Cia

o0

@(t) = Z H{Tngt} = Sup{n >1:T, < t},
n=1

kUTTn:91+92++0n,TL>1

Atsitiktiniy dydziy sekos {Z;,i > 0} ir {0;,1 = 0} yra tarpusavyje nepriklausomos.

Kaip jau minéta, homogeninis rizikos atstatymo modelis apibréziamas vienareiskiskai,
tuo tarpu, nehomogeninis rizikos atstatymo modelis gali buti apibréztas jvairiai. Vienas is
varianty yra laikyti, kad tik zalos yra nebutinai vienodai pasiskirs¢iusios. Tokie modeliai
nagrinéjami [9] Lefevre ir Picard straipsnyje apie nehomogeninio rizikos atstatymo modelio
taikyma draudime. Taip pat skirtingai pasiskirs¢iusios zalos nagrinéjamos [10] Blazevi¢iaus,
Bieliauskienés, Siaulio darbe, bei [11] Bieliauskienés, Siaulio darbe. Tokio paties tipo modelj
kaip $iame darbe nagrinéjamas [4] Andrulytés, Bernackaités, Kievinaités ir Siaulio straips-
nyje. Jame tiek zalos, tiek ir laiko tarpai tarp zaly yra nebutinai vienodai pasiskirste.

Nehomogeniskumas gali turéti ir kitokia prasme, kuri gali remtis ne tik atsitiktiniy dydziy
nevienodu pasiskirstymu. Atsitiktiniai dydziai gali buti vienu ar kitu budu priklausomi
vienas nuo kito. Tokio tipo darbo pavyzdys yra [12] Li, Tang ir Wu staipsnis, kuriame zaly
dydziai ir tarplaikiai tenkina salyga:

P(Z > z|0 =t) ~ P(X > x)h(t),t >0,

kur A(t) : [0,00) = [0, 00) yra kazkokia funkcija.

Panasaus poziurio laikosi ir Albrecher, Teugels savo [13] darbe, kur laiko tarpai ir za-
ly dydziai yra priklausomi. Priklausomi atsitiktiniai dydziai gali buti ir paciose sekose
{21,745, Z3,...} ir {01,05,05,...}. Tokius modelius nagrinéja kiny matematikai Y. Chen,
K.W. Ng (zr. [14]) ir K. Wang, Y. Wang, Q. Gao (zr.[15]).

Tai tik keletas pavyzdziy, kokios savybés gali buti priskiriamos nehomogeniniam rizikos
atstatymo modeliui. Atsitiktiniy dydziy priklausomumas bei nevienodas kazkurios is mode-
lio komponenciy pasiskirstymas ir yra pagrindinés dvi kryptys, kuriomis yra nagrinéjamas
nehomogeninis rizikos atstatymo modelis.



3 Teoremos jrodymas

Sioje darbo dalyje jrodysime pagrinde teoremsa. Pirmiausia bus jrodyta pagalbiné Lema,
kuria véliau naudosimés pagrindinés teoremos jrodyme. Patys jrodymai remiasi idéjomis,
paimtomis i$ [4], [6], [5] ir [7] darby.

3.1 Pagalbiné Lema

Lema. Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai ny, ne, n3..yra tokie, kad jiems teisinga:

1 n
(P1) limsup — > En; <0,

n—oo T i=1

) 1 &
(P2) lim sup — Z]E(|77i|ll{m<_u}) =0,
=1

U—00 neN n —

1 n
(P3) sup— > Ee" < oo

n>1 My

kur v yra teigiama konstanta. Tada egzistuoja skaiciai ay,as > 0, tokie, kad:
k
P supZm >z | <ae” x> 0.
k21 =1

Irodymas.
Nesunku pastebéti, kad:

su bet kokiu pasirinktu x > 0.
Pasirinke y tokj, kad 0 < y < ~ ir pasinaudoje eksponentinés funkcijos savybémis bei
Markovo nelygybe gauname:

k
P(Zm > x) = P(er_lm > e’”) = P(eny—lm > ew)
i=1

k
< e Y*EeY Zi:l i — e*waey(Wl+n2+--~+ﬁk)

— o YERYM Y2t AYe — o TYTRYM QY2 oYk

k
= e YEeYNEeY” | | Ee¥h =7 Y* H Ee¥" (2)
i=1
Isskaidome dalj (2) nelygybeés:
Ee¥" =E(e¥" +1—14yn; —ymi) = 1 + yEn; + E(e¥" — 1 — yn,). (24)

Be to,

E(e’" —1 —yn;) = E(e"" — 1 —ymi)(Tinc—zy + T{—zam<oy + Lin>0y)
=E((e’" -1~ yni)ﬂ{méfZ}) +E((e’ -1~ yni)ﬂ{ﬂKméO})
+ E((eym - 1- yni)ﬂ{nm()}) = E((eym - 1>1{m<—2}

7



- yE(niﬂ{méfZ}) +E((e" -1~ ym)ﬂ{—z<m<o})
+E((e¥" — 1 —yni) Lpis03), (3)

jei0<y<vy,z>0ire e N.
Pastebékime, kad teisingos tokios nelygybeés:
e — 1| < |z, <0
2

|e$—x—1|<%,m<0

ZL’2

le” —x — 1] ggex,x>0
IS tiesy:

T 0 0
e“”—1|:‘/ egdg‘: egdgg/ ldg = —z = |z|, jeigu x < 0

|| || 2
/ le? — 1|dg < gdg = %,jeiguxé()
0

x2 x3 xt 332 2¢ 22
S o+ 2 ) <

21 31 4l 2 31 4!

72 2 x2
2<1+x+21+ ) Eex,jeigux20
Grjzkime prie (3) jver¢io. Pasinaudoje ka tik jrodytomis nelygybémis galime jvertinti:

[E(e™ — 1 —yni)| = [E((e" — D)1gp<—2) — YEMil<—2y)
(€™ =1 — yn;) L{—z<n.<0})

(e =1 = ymi) Liy>0p)|

< E((e™ = 1) Lgy<—)| + yIEni Lip<—2y)|

+ [E((e?" =1 —ymi) L—2<ni<oy)|

(" =1 —yni)1>0y)]

< E(le™ — 1|ﬂ{m< Z}) + yE(MZ‘M{mS—z})

+E(!ey”l — 1= yni|L—ocni<oy)

E(le™ — 1 — yni|Ly,>03)

< (|y77i|ﬂ{m<—2}> + yE(|77i|]L{m<—Z})

= =

1 .
+ §E<|y7h‘|21{—z<m<0}) + §E(|(y77¢)2€ym“l{m>0})

2
Y
< 2YE(|mi| 1 ppic—zy) + gE(Ufﬂ{—Km@})
2

E(n7e" 11,50y) < 29E(|n:| 1<)
2

z

<

_|_

@l\')‘
[\

+—+

E(nje" Liy03), (4)

<]
I

kurie NJO <y <virz>0.
Pritaiké Liopitalio taisykle gauname, kad bet kokiam y > 0:

yzr yr\/ yr
lim — = lim ("), — lim &
yx\/ 2 yx
= lim (ye >x:limye =



Vadinasi egzistuoja toks skaic¢ius K () > 0, priklausantis nuo ~, kad visiems x, kurie yra
uz ji didesni, yra teisinga nelygybe e2® > 22.
Todél

E(niez"1,~0) = E(n; e%m]l{0<m<K}) +En e;’mﬂ{n >K})
K2Re3m +E(e%"ie%m1{m>;{})
K?Ee + E(eﬂ/mﬂ{ >K})
(K* + 1)Ee™.
Sujunge gautus rezultatus i$ (4) ir (5) ir pasirinke z =

NN N

(5)
= 4%/@ gauname Stai tokj jvertinima
v: P
[E(e¥" — 1 —yn;)| < 2y]E(|77i|ﬂ{mg_4%/y}) Ty EE(UZ " Lin>01)
1
yz oy .
= y<2E(\m\ﬂ{mgé§}) +t5+ QE(U?eymﬂ{mw}))
1
Yz Y L
< (2Bl )+ 2+ SBOE 100
1
Y2 y
<o 2Bty g+ 5+

(K*+ 1)EeW>

Vadinasi i$ (2), (24), (6) nelygybés ir jvercio In(1 + u)
2

(6)
< u,u > 0 turime:
(2) . - _— k .
P{ 2 m>w) <e ™ [[Ee™ = e [J(1+yEn +E(e”™ — 1 —yn,))
i=1 i=1 i=1
(6 - k y% y ) ,
Se 1:[1(1 + yEn + yCE(mi| L)) + 5 + 5K + DEe™))
1
e H o n(1+y(Eni+2E(|nil L, <7%})+%+%(K2+1)E9Wi))
1
<ovm H o y(Eni+2E(|m| L, . g,%ﬁ})+%+%(K2+1)Ee7m)
- y% )
= exp{—yz} exp { > y(En; + 2E( |771|1{n < %}) + 5 + §(K2 + I)Ee””“)}
=1
=1 i=1
y 1
+ k(K2 + 1) > Ee™
2 k =1

k 1 k
—oxp{ — ety Yo En k(2 B e
=1 i

=1 ' 4%/37}) " ?
+ K2+ 1), ZJEW)}

eXp{ yx+yZEm+yk

2su E(|n; _1a)+
3B+ k(2sup 4 S Bl e )

N

Ch
2



%(K2 +1)sup — ’ Z]Ee”’h)}

keN

ZeXp{—yHyZEerykﬁ(y)}- (7)

=1

~

Cia fB(y) yra apibréztas kaip:

[N

+ YK 4+ 1) sup - ZEeW

¢ 2 keN k

(]

1k Y
= 2 - E i 1 o1 +
B(y) sup 1:21 (7|1 g, < ;y})

(8)

Pastebime, kad jei y — 0, tai 5 o0 ir galima pritaikyti prielaida (P2) pirmajam
nariui, o trec¢igjam nariui galime pritaikyti prielaida (P3). Gauname, kad S(y) — 0,y — 0.

Sakykime, kad Lemos prielaidoje (P1) virsutiné riba yra kazkoks fiksuotas baigtinis skai-
¢ius —az > 0. Tada pasirinke pakankamai didelius £ > M + 1 turime:

1 k as
EZEmg—?, 0<ag<oo.

Be to, dy* € (0,3) : B(y*) < %, nes B(y) — 0,y — 0. Pasinaudoj¢ turimais jverciais
gauname:

forin=o) o) 2 E(E -

k=1 =1 k=1 Li=1
M k
:ZP<Z77@>x>+ Z ]P’(Zm>x>
k=1 i=1 k=M+1 i=1
(2) M k
<ZeyzHEeym+ Z IP’Zm>x
k=1 k=M+1 \i=1
n Y GRS S
<ZeywHEeym+ Z oV Tty D Enity kB(y")
k=1 i=1 k=M+1
M k 00 N "
< e—y*a: ( Z H Eey*m + Z e—y*k§+y*kf>
k=1i=1 k=M+1
M 00 as
ée_y”C(ZHEeym—i— Z e_yk4>
k=1i=1 k=M+1
M o) 5
<e™ x(ZHEey 4 Ze_y k4>
k=1i=1 k=0
A . 1
<o (S [[A+ :
k=1i=1 I—e ¥
—zy* < k e%sy* azx
=e S A+ =:aje” ",
Gax>0A:= max1<Z<M Ee”"i ,ay = ax(y) =y € (0,3) ir
e 4
a; = ay(7,as) Zs+ P > 0.

Lemos 1rodymas balgtas

10



3.2 Teoremos jrodymas

Siame skyrelyje pateiksime detaly pagrindinés teoremos jrodyma.
Pasinaudosime pries tai jrodyta pagalbine lema. Siuo atveju atsitiktinj dydj 7; pakeisime
dydziu Z; — cb;, ¢ia i € N. [state tokj reiskinj j lemos rezultatyg gauname:

k k
P(supZm > :1:) = ]P’(sup { Z(ZZ — c@i)} > :L’) < ae” ™ x> 0.

k=21 =1 k=1 =1

Pastebékime, kad gautas reiskinys atitinka bankroto tikimybés apibrézima, taigi nelygybé
bankroto tikimybei iSplaukia tiesiogiai iS lemos rezultato. Butent:

k
U(x) = P(sup { > (Z; - c@i)} > a:) <ame x>0,

k21 (=1

Cia a; ir ap yra tegiamos konstantos, o gauta nelygybé yra ekvivalenti pagrindinés teoremos
nelygybei. Norint jrodyti, kad bankroto tikimybe galime jvertinti buten taip, mums uztenka
to, kad atsitiktiniai dydziai Z; — ¢f; tenkinty pagalbinéje lemoje esancias salygas (P1), (P2)
ir (P3).

Pasinaudodami dydziy 6;,7 € N neneigiamumu ir (R1) salyga gauname, kad lemos prie-
laida (P3) galioja atsitiktiniams dydziams Z; — cf;. Butent:

1& 1&
sup — ZEeV(ZFCQi) < sup — Z]Ee”z" < 00,7 > 0.

n=l Ty n>l 1y

Toliau, pasinaudodami vidurkio savybémis, (R3) salyga,is karto gauname, kad lemos
prielaida (P1) taip pat yra tenkinama.

Liko jsitikinti, kad atsitiktiniai dydziai Z; — c#;,7 € N tenkina antraja lemos prielaida
(P2). Kadangi reiskinyje yra modulis, tai galime teigti, kad toks reiskinys tikrai yra didesnis
arba lygus nuliui. Butent:

1 n
0 < lim sup— > "E(|Z; — cbi|1z,-c,<—u))- (9)

U— 00 neN N =1

Isskaidykime desinéje puséje esancig israiska pasinaudoje modulio ir supremumo savybe-
mis:

1 1
I ~SCE(Z — iz, e ) < i ~ S B(Zi1 (2 epr<
uh%oiggn; (12 = il 1z —epi<—u}) u%ﬁggﬂé( (1ZilLiz:-chi<—u})

+ E(|cb;] 1{Z,-—c€,;<—u}>>

. 1 &
< Jim sup ; E(Ziliz,-co,<-u})
1 n
+ ¢ lim sup — ZE(Qi]l{Zi,Cgig,u}). (10)

U—00 neN n =1

Nagrinékime reiskinio (10) narius atskirai, pradékime nuo pirmojo:

) 1 & . 1 &
lim sup — > E(Zil{z,—cp,<—u}) < lim sup = > E(Zil{z—co,<—uylio< )

U—00 neN n =1 U— 00 neN n =1
1 n

+ lim sup ZE(Ziﬂ{zi—c6i<—u}l{9i>%})

U—00 neN n =1
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= lim sup — ZE (Zilyz,<—wy)

UuU—00 neN n

+ lim sup — ZE Zil{z,—co,< u}1{0i>i})

U— 00 neN n

= lim sup — ZE Ziliz,—coi<—up L{o;> 2 })

U— 00 neN n

< lim sup — Z]E Zilgg;>2y)

U— 00 neN n

= lim sup — ZEZEIL{9> uy. (11)

U— 00 neN n

Pirmasis sumos démuo isnyko dél to, jog atsitiktiniai dydziai Z;,7 € N yra neneigiami. IS
nelygybés 1 + z < e, Vx gauname:

1427 <ed% = 7, < 2(e3%

2
—1) = EZ; < ZEe3%
v

)

Pasinaudoje Kosi nelygybe ir ka tik parodytu sgrysiu, turime:

1 L 2
| EZE1 | (E1
ti s S EZE 3 < fy g (S8 )(E wa)
1 :
<1 —» (E1
s sup (13 ) <nz o)
3
< lim | su (EZ;) su (E1
U—00 (negn; > (neg Z {0:>2 }> )
1
< lim | su ’ su (E1
“Hoo<neIN)n;’Y ) <ne§nz {0:>2 })>

N|=

%
Jgg(sup Z El{,>z2}) )

neN T

— <4sup ZE&Z>

’7 TLENTLZ 1

1
2

:<4sup ZE&Z> (hm sup — Z (0 >— 2) . (12)

Y2 neN M i U0 neN N 5

IS (R1) turime, kad pirmasis sandaugos narys yra baigtinis. Antrajame sandaugos naryje
remdamiesi tuo, kad bet kokia tikimybé yra teigiama ir nedidesné uz vieneta, galime panai-
kinti kvadrata. Pasinaudoje (R2) prielaida gausime, kad antrasis (12) sandaugos narys yra
mazesnis arba lygus nuliui. IS tiesy:

lim sup — Z

2
LS ( 5 ) lim sup — Z}P’ (0; > 2—) lgmsup ZEIL{9> vy

u*)OO’VLENn U anl

1 & Oilgp,>xy 2c
=1 - E - lim — Ef§;1 =0.
g DB < i S BT -
(13)
Pasinaudoje (11), (12) ir (13) gauname:
lim sup — Z]E (Ziliz,—co,<—u}) = 0. (14)

U—00 neN n

12



Nagrinékime antrajj reiskinio (10) narj. Cia taip pat pasinaudosime (R2) salyga:

lim sup — ZE (0; L7, —co,<— u}) = lim sup — ZE (0; ﬂ{9i>%(zi+u)})

U—00 neN n U—00 neN n i1

< lim sup — ZE (0il,>uy) = 0. (15)

U— 00 neN n

Istate (14) ir (15) rezultatus j (10) turime, kad

lim sup — ZE | Zi — 0| Liz,—cp,<—uy) < 0. (16)

u—>oon Nn

Ir galiausiai pasinaudoje (9) ir (16), gauname, kad atsitiktiniai dydziu seka Z; — cb;
tenkina antraja pagalbinés lemos salyga (P2):

lim sup — ZE |Zi — c0i|1iz,—co,<—u}) = 0.

u—>oon Nn

Teorema jrodyta.
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4 Tolesné lemos salygy analizé
Siame skyrelyje Siek tiek pakeiskime lemos salygas, panaikinikime ten esandias ribas.

Paméginkime gauti tikslesnj eksponentinj tikimybeés jvertj, kuris priklausyty nuo pradinése
salygose apsibrézty konstanty. Naujosios lemos salygos atitinkamai atrodys Sitaip:

ZEm < —cLn 2o

(52) sup - ZEWW%QQ

neN n

»&w‘ —

—Z]Eew“ < C3,Mn = Cy
i=1

Paziurékime, ar lemoje jrodytos nelygybés konstantas galime isreiksti ¢ia esanc¢iomis kons-
tantomis. Imkime (7) nelygybe ir tarkime, kad pries tai jrodyme y pasirinkome ne bet kokj,
o konkreciai y = c%, be to 0 < C% < 7.

4 4

1=

k k
x 1 1 1
]%Zm>ﬂ w4—4+42ww—k@m>zEmquw+
= ¢y i k 2c2
1, 1 &
+ 5 (K*+1) Z Ee™
2¢; k:
Cia K = K(v) > 0, kaip ir lemos jrodyme, yra toks skai¢ius, kad visiems z, kurie yra uz
ji didesni, yra teisinga nelygybé e2® > 22
Tuomet pasirinkime pakankamai didelius k£ > ¢y ir pasinaudoje auksciau esancia nelygy-
be, naujas salygas ir paskutiniu lemos jrodyme esanciu tikimybés jvertinimu:

: W& (&
]P’(supZm > :13) = < U {Zm > x}) < Z]P’(Zm > x)
Rzl k=1 k=1 =1
_ A N
Z (an>$>+zp<2m>x>
k= k=co
@2l -z k1 ’“
S A TE 3 R L)
k=1 i=1 k=cy \i=1
e R S 4'U+’€<3+2+ 3(K (v)2+1)14>
< e “ Eecs + e 40 S\ <4

B
Il
—_
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Il
—
£
Il
o
»

=
=

CDn s
_|_

I Mg
@

ﬁI

».JZ‘Z‘

N———
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Il
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e
Q
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I
D
ufu:-“?
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=
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0
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¢ia > 0, A := maxjgcp Ee ay = as(y) = C%,
% 4
_ x~ee—1 gk ef4 _ 2 1 2 1
al—zkzlA—f—% ,OS—Cl—g—E—Cg(K(V) +1)E
e —1

Stai taip pakeite lemos salygas ir pasirinke atitinkamas konstantas c;, cs, cs ir ¢4, kad
S > 0, gauname eksponentinj tikimybeés jvert].

5 Vienas pavyzdys

Siame skyrelyje pateiksime pavyzdj, kuris parodo, kad aibeé atsitiktiniy dydziy n; yra di-
desné nei [4] straipsnyje, remiantis pagalbinés lemos salygomis. Paimkime tokius atsitiktinius
dydzius n;, kurie tenkinty pirmasias dvi lemos savybes (P1) ir (P2), o taip pat:

1

5, kitais atvejais

— {\/Z, kai i = k2, kur k € N,

Akvaizdu, kad lemos prielaida

1 n
(P3) sup ) 2 B <o

tokiu atveju bus tenkinama, tac¢iau salyga

sup Ee™ < oo
ieN

nebus tenkinama, nes supremumas tokiu atveju néra baigtinis. Taigi pakeitimai jvestj pa-
galbinés lemos prielaidose, leidzia praplesti aibe atsitiktiniy dydziy seky, kurioms galima
taikyti 3 — jame skyrelyje esancia teorija.
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6 ISvados

Siame darbe buvo apibendrinta nehomogeninio rizikos atstatymo modelio bankroto tiki-
mybeés eksponentis jvertis. Matome, kad Lundberg tipo nelygybei uztenka ne tokiy griezty
salygy. Peréjimas nuo homogeninio prie nehomogeninio modelio yra sudétingas ir iki pakan-
kamai plataus praktinio pritaikymo dar daug darbo reikalaujantis procesas. Remiantis siuo
darbu, tolesnés tyrimo kryptys gali buty tokios:

1. Nagrin¢jimas, modeliavimas, ir tokiai teoremai tinkanciy rizikos atstatymo modeliy
radimas.

2. Teoremos tobulinimas modifikuojant jos salygas.

3. Konstanty konkretizavimas laikant teoremos pradinius reikalavimus. Salyguy pavyz-
dziai pateikti 4 — ajame skyrelyje.

4. Remiantis 4 — o skyrelio analizés pavyzdziu, tinkamy konstanty radimas pagrindinei,
jrodytai teoremai.
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