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Clayton’o kopulos réziai ir UEND savybé

Santrauka

Sparciai vystantis tiksliesiems mokslams, tobuléjant skaiciavimo technikai, ge-
riau suvokiant bei jvertinant tarpusavio priklausomybes kopulos tapo neatsiejama
mokslo dalimi, o juy tyrimo bei taikymo poreikis ir toliau auga. Praktikoje kopulos
dazniausiai taikomos nusakyti ir modeliuoti priklausomybéms tarp keliy atsitikti-
niy dydziy, taciau gali buti naudingos ir moksliniu pozituriu pleciant statistikos,
tikimybiy teorijos, laiko eiluciy horizontus.

Vienas i$ tokiu pavyzdziy, tampriai su kopulomis susijusi UEND (angl. upper
extended negative dependence) savybé yra daznai naudojama kaip pagalbinis jran-
kis kai kuriy teiginiy bei teoremy jrodymuose.

Siame darbe nagrinéjama Archimedo kopuly klasei priklausanti Clayton’o ko-
pula. Pasinaudojant patikslintu Clayton’o kopulos virsutiniu réziu bei tuo, kad
n = 2 atveju UEND savybé galioja, siekiama parodyti, jog UEND savybé galioja
ir aukstesniy eiliy atvejais. Taip pat pasiulomas patikslintas Clayton’o kopulos
rézis iS apacios.

Raktiniai Zodziai : Archimedo kopula, Clayton’o kopula, UEND, Fréchet—Hoeffding
kopuly réziai, patikslintas Clayton’o kopulos virsutinis rézis, nepriklausomumo ko-
pula.

Bounds for the Clayton Copula and the UEND
Property

Abstract

The rapid development of exact sciences along with the improvements in com-
puting technologies, better understanding of interdependence resulted in copulas
becoming an integral part of science. The need of their application and futher
investigations increase constantly. In practice copulas are used to describe and
model the dependence between random variables. They can be useful for expan-
ding the horizons of statistics, probability theory and time series as well.

One such example could be the upper extended negative dependence (UEND)
property closely related to copulas. It is being used in some proofs of some pro-
positions and theorems.

In this thesis, we consider Clayton copula from Archimedean copula class.
Using an improved Clayton copula upper bound and the fact that in case n = 2
the UEND property holds, we seek to show that the UEND property holds in cases
n > 2 as well. We also present an improved Clayton copula lower bound.

Key words : Archimedean copula, Clayton copula, UEND, Fréchet—Hoeffding
bounds, an improved Clayton copula upper bound, independence copula.
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Zymenys

C =C(uy,...,u,) — n—maté kopula;

Cy = Cy(uq, ..., u,) — n—maté Clayton’o kopula;

c=C (uq,...,u,) — n—maté iSgyvenamumo funkcija;
C=C(1-wuy,...,1—u,)— n-maté iSgyvenamumo kopula;
IT = I(uq, ..., u,) — n—maté nepriklausomumo kopula;

X, — i—tasis atsitiktinis dydis, i = 1,2,...,n;

F; = F;(x;) — i—tojo atsitiktinio dydzio X; marginalioji pasiskirstymo funk-
cija, 1 =1,2,...,n;

F; = F;(x;) — i-tojo atsitiktinio dydZio X; igyvenamumo funkcija,

1=1,2,...,m;

F =TF(zy,...,x,) — n—maté atsitiktinio vektoriaus (Xi, ..., X,,) pasiskirs-

tymo funkcija;

F = F(xy,...,z,) — n—mate atsitiktinio vektoriaus (Xi,...,X,) iSgyve-

namumo funkcija;

M = M(uy,...,u,) — n—matés kopulos C Fréchet—Hoeffding virSutinis

rézis;

W = W(uy,...,u,) — n—matés kopulos C' Fréchet—Hoeffding apatinis ré-

7is.



1 Jzanga

Kopulomis vadinamos tokios funkcijos, kurios apjungia daugiamaciy skirs-
tiniy pasiskirstymo funkcijas su jy marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijo-
mis. [ kopulas taip pat galima ziuréti kaip | daugiamates pasiskirstymo
funkcijas, kurias sudarantys vienmaciai atsitiktiniai dydziai yra tolygiai pa-
siskirste intervale [0, 1].

Esminis kopuly privalumas yra tai, jog ju pagalba galima nesunkiai mo-
deliuoti ir jvertinti atsitiktiniy vektoriy pasiskirstymus. Tam pakanka zino-
ti vienmates pasiskirstymo funkcijas ir turéti kopula. Taikymuose kopulos
placiai naudojamos priklausomybés tarp atsitiktiniy dydziy tyrimui. Kaip
vienus i$ dazniausiai sutinkamy kopuly taikymo pavyzdziy galima paminéti
neparametrinéje statistikoje placiai taikomus Spearman’o koreliacijos koefi-
cienta p ir Kendall’o 7, kuriuos galima uzrasyti per kopulas (Nelsen [21]),
atitinkamai

p(Xl, XQ) =12 0.1]2 C(Ul, U,2>d’LL1U2 -3

ir
T(Xl,XQ) =4 QC(UhUQ)dC(Ul,Ug) — 1.
(0,1]
Per kopulas taip pat gali buti isreiksti atsitiktiniy dydziy skirstiniy uodegy
priklausomybeés matai: virsutinis (auksciausiame - deSiniausiame kvadrate)
ir apatinis (zemiausiame - kairiausiame kvadrate) (Nelsen [2I]), atitinkamai

1—-C(t,t
ANy =2 — limﬁ
t—1— 1—1¢
i C(t,t
)\L:hm (’)
t—0t t

Literaturos apie kopulas bei jvairius juy praktinio pritaikymo atvejus fi-
nansuose, rizikos valdyme, statistikoje, investicijy teorijoje, inZinerijoje yra
gausu. Platesniam susipazinimui situlome ziureti Embrechts, Frey, McNeil
[9], Cherubini, Luciano, Vecchiato [2], Embrechts, McNeil, Straumann [10],
Favre, Genest [11].

Idémiau panagrinéjus literaturg kopuly tema nesunku pastebéti, jog si
mokslo kryptis yra ganétinai jauna. Daugelis svarbiy darby dienos Sviesa
isvydo tik devintgjame desimtmetyje, o kai kurie jau ir naujame tukstant-
metyje. IS tiesy, ne taip seniai apie kopulas buvo zinoma dar visai nedaug.

Kopuly eros pradzia laikoma penktojo desimtmecio pabaiga, kuomet Sklar’as
(Sklar [23]) parodé, jog bet kuri daugiamaté pasiskirstymo funkcija gali buti
isreikSta marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijomis (véliau si teorema buvo
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pavadinta jo vardu). Iki Sklar’o daugiamacius skirstinius su fiksuotais vien-
maciais skirstiniais tyré Fréchet [I3], Dall’Aglio [4], Féron [12]. Hoeffding’as
dar 1940 m. [I6], [I7] pristate dvimacius standartizuotus pasiskirstymus
kvadrate [—1/2,1/2)%, sudarytus i$ vienmaciy skirstiniy apibrézty intervale
[—1/2,1/2]. Jam nedaug truko. Kaip pazyméjo Schweizer [22], Hoeffding ui
tereikéjo vietoj kvadrato [—1/2,1/2]? savo skirstiniy normalizavimui pasi-
rinkti vienetinj kvadrata [0, 1]? ir jis buty atrades kopulas. Po Hoeffding’o ir
Sklar’o kopulos jvairiais pavidalais buvo nepriklausomai atrastos dar keleta
karty: Kimeldorf, Sampson [I§], Galambos [I4], Deheuvels [6]. Nepaisant
to, prireiké dar ne vieno deSimtmecio, kol kopulos sulauké platesnio masto
susidomeéjimo.

Siame darbe mes pasirinkome nagrinéti kopuly taikyma ne praktiniy uz-
daviniy sprendimui ir iliustravimui, o veikiau teorinio pagrindo plétojimui ir
stiprinimui. IS esmeés Sis darbas paremtas Leipaus, Manstavic¢iaus straipsniu
,Bounds for the Clayton copula®“ [19] ir galéty buti kaip nedidelis jo tesinys.
Minétame straipsnyje pasirinkta Archimedo kopuly klasei priklausanti Clay-
ton’o kopula Cy(uq, . .., u,) ir jai pasiulyti du tikslesnﬂ virSutiniai réziai, kai
6 > 0 ir n > 2 ir vienas apatinis rézis atvejui 6 € [—1,0),n = 2. Remiantis
vienu i$ gautyjy réziy parodyta, jog n = 2 atveju galioja jdomi UEND savy-
bé, kuri ir tapo vienu is pagrindiniy musy darbo objekty.

UEND (angl. wupper extended negative dependence) savybé dazniausiai
taikoma kaip jrankis arba komponentas tiriant skirstiniy uodegy elgsena,
asimptotika, silpninant tam tikras bendresnes salygas. UEND savybeés tai-
kymo pavyzdziy galima rasti darbuose: Dindiené, Leipus [7], [§], Chen, Chen,
Kai [I], Leipus, Siaulys, Yang [20], da Silva [5].

Sekanciame skyriuje trumpai pristatysime kopulas ir placiau Clayton’o
kopula bei kelis su jomis susijusius svarbiausius faktus. Treciame skyriuje
pritaikysime patikslinta virsutinj Clayton’o kopulos rézi UEND savybés tik-
rinimui aukstesniy eiliy atvejais. Ketvirtame skyriuje pasiulysime patikslinta
apatinj Clayton’o kopulos rézj. A priede pateikiame dar kelis naudingus fak-
tus, kurie susije su nagrinéjamu objektu maziau, bet buvo panaudoti siame
darbe. B priede pateikiamas R paketo programinis kodas, panaudotas darbe
pavaizduotoms iliustracijoms gauti.

'Kopulos visada yra apréztos i§ virSaus ir apac¢ios Fréchet—Hoeffding réZiais (Zitiréti
Teorema 3). Be to, Clayton’o kopula is apacios yra dar griezéiau aprézta nepriklausomumo
kopula II (ziuréti Isvada 1).



2 Ivadas j kopuly teorijg: svarbiausi faktai

Pateiksime kelis svarbiausius kopuly teorijos faktus, kurie yra gerai zinomi
ir tapo pagrindu siame darbe.

2.1 Kopula ir jos savybés
Visy pirma pateiksime du alternatyvius kopulos apibrézimus.

Apibrézimas 1 (Tikimybiniais terminais). n—mate kopula vadinama bet ko-
kia funkcija C : [0,1]" — [0,1], kuri yra n—-macio atsitiktinio vektoriaus su
tolygaus atsitiktinio dydzio marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijomis
(F1(X3) <uy. .., Fo(Xy) < uwy,) vienetiniame kube [0, 1] jungtiné pasiskirs-
tymo funkcija

C’(ul, e ,un) = IP(Fl(Xl) S Uy, .. ,Fn(Xn) S Un>.

Apibrézimas 2 (Analiziniais terminais). Atvaizdis C : [0,1]" — [0, 1] vadi-
namas n—-mate kopula, jei tenkinamos sglygos:

1. Cluy,...,u,) =0, jei 3 bent vienas i :u; =0, i=1,...,n;
2. C(1,.. ., Lug, 1, .. 1) = ug;

3. C yra n-didéjanti. Tai yra, kiekvienam hiperstaciakampiui

B = Tl v < 01"

i=1
C-turis yra neneigiamas. Kitaip tariant,

/BdC(u) = 3 ()N C(z) > 0,

zeB

cia N(z) = #1{k : z;, = zx }.

Atskiru atveju, kai n = 2, teisingas toks apibrézimas:
C :[0,1]*> — [0,1] yra dvimaté kopula, jei:
1. C(0,u) = C(u,0) = 0;
2. C(lu) =C(u,1) =y
3. C(ug,vs) — C(ug,v1) — C(uy,vs) + C(uy,vy) > 0,

suvisais 0 <up <u <1ir0<uv <wvy <1.



Bene pats svarbiausias kopuly teorijos rezultaty yra Sklar’o teorema.

Teorema 1 (Sklar’o teorema). Bet kurio atsitiktinio vektoriaus (X, ..., X,)
n—maté pasiskirstymo funkcija

F<x1a"~7xn) :IP(Xl lea-“)Xn an)

gali buti isreiksta naudojant tik marginaligsias pasiskirstymo funkcijas
Fi(x)=P[X; <z], i=1,...,n, tai yra,

F(xy,...,x,) = C(Fi(z1),. .., Fu(x,)),

¢ia C yra kopula. Si kopula yra vienintelé, jei marginaliosios pasiskirstymo
funkcijos F; yra tolydzios.

Teisingas ir atvirkscias teiginys: duotai kopulai C : [0,1]" — [0,1] ar
marginaliosioms pasiskirstymo funkcijoms Fy(x), i=1,...,n,
C(Fi(z1), ..., Fu(xy,)) apibrézia n—mate pasiskirstymo funkcijg .

Sklar’o teoremg galima suformuluoti ir iSgyvenamumo funkcijy terminais.

Teorema 2 (Sklar’o kanoniné reprezentacija). Tegu

F(zy,...,2,) = P(Xy > 1,..., X, > x,) yra atsitiktinio vektoriaus (X1, ..., X,)
n-maté isgyvenamumo funkcija, o F(x;) = P(X; > x;), i = 1,...,n, margi-
naliosios isgyvenamumo funkcijos. Tada

F(zy,...,2,) = C(Fi(z1), ..., Fu(zn)).
C yra vienintelé, jei marginaliosios isgyvenamumo funkcijos F; yra tolydZios.
C toliau taip pat vadinsime isgyvenamumo funkcija.

[sgyvenamumo funkcijos C rysi su kopula C' nusakysime apibrézdami is-
gyvenamumo kopula C.

Apibrézimas 3. PaZymékime

U(l—ul,...,l—un) = 1—ZU2+ZC(UZ,UJ)—
=1 1<j
— Y Clusug ) A (1)l ) =
1<j<k
= IP(X1>x1,...,Xn>l'n).

Aisku, kad C(uy, ..., u,) = C(1—uy,...,1—uy,). Toliau C(1—uy, ..., 1—uy)
vadinsime isgyvenamumo kopula.



Dar vienas kopuly teorijoje svarbus faktas yra vadinamieji Fréchet—Hoeffding
kopuly réziai.

Teorema 3 (Fréchet-Hoeffding réziai). Bet kuriai kopulai C : [0,1]" — [0, 1]
ir vektoriui (uy, ..., u,) € [0,1]" teisingos tokios nelygybés:
Wiy, ... un) < Clug, ..oy u,) < M(ug, ..o uy),
ciaW(uy, ..., u,) =max{> ", u;—n+1,0} ir M(uy,...,u,) = min(uy, ..., uy,).

M wvisada yra kopula. W yra kopula tik atveju n = 2.

Daugiamaciy kopuly konstravimas yra sudétingas. Daugelyje literaturos
saltiniy aprasytos kopulos vienmaciams ar dvimaciams skirstiniams neturi
akivaizdaus apibendrinimo daugiamaciu atveju. Dél Sios priezasties gana
daznai pasirenkama nagrinéti kopulas is Archimedo kopuly klasés, kurioje
imanomas pakankamai apibendrintas daugiamaciy kopuly konstravimas.

Apibrézimas 4. Kopula C vadinama Archimedo, jei ji gali buti isreiksta
pavidalu

Clu, -y un) = 05 (Wolwr) + -+ vo(un)), (ur,- .. u,) €[0,1]7,
¢ia g = [0,1] x © — [0,1) yra tolydi, grieztai mazéjanti ir iskila funkcija
tokia, kad 1¥e(1) = 0. 0 yra koks nors parametras is parametry erdvés ©. 1y
dar vadinamas Archimedo kopulos generatoriumi, o wé_l] apibréziamas taip:

1 _ ) Ye(t), jei0<t<
e (1) —{ 0 ei dg(0) <

¢é_1] formuléje galima keistip, ', jei, ' yra n-monotoniska intervale [0, +00) ;
tai yra, jei v, yra (n — 2) kartus diferencijuojama, o isvestinés tenkina

(—DF M)y >0, V>0, k=1,2,...,n—2,

ir (—1)”_21#(,_1(”72) (t) yra nedidéjanti bei iskila.

Vienas i$ paprasciausiy Archimedo kopulos pavyzdziy yra mums labai
svarbi nepriklausomumo kopula.

10



Apibrézimas 5. Nepriklausomumo kopula vadinsime kopulg
M(ur, .. yup) o= [Jw,  (wr,...,u,) €0,1]"
i=1

Nepriklausomumo kopula yra Archimedo kopula su generatoriumi

Yp(t) = —In(t).

Pateiksime svarbig iSvada, susijusia su kg tik apibrézta nepriklausomumo
kopula (Nelsen [21]).

Isvada 1. Jei Archimedo kopulos C generatoriaus vy atvirkstiné ;" yra
monotoniné, tai C > 1I.

2.2 Clayton’o kopula

Apibrézimas 6. Clayton’o kopula turi pavidalg:

n —-1/0
Co(ug, ..., u,) := max {Zu;e —n+1, O} , (U1, ... up,) €[0,1]7,
i=1

¢ia 0 >0, jein >3 irf e [—1,0)U(0,+00), jein =2. Tai yra Archimedo
kopula su generatoriumi vy(t) = (1/0)(t% — 1).

Kadangi nagrinésime atvejus, kai n > 2, tai Clayton’o kopula mums bus
aktuali tik su 6 > (ﬂ Dél to galime uzZrasyti paprasciau:

n -1/6
Co(ug, ... ,u,) = (Zu;e —n+ 1) , (U1, ... u,) €00,1]", 6 >0.
i=1

Clayton’o kopula yra jdomi, nes ji gali modeliuoti jvairius priklausomybés
atvejus pradedant nuo visiskai teigiamo priklausomumo (angl. comonotoni-
city) riboje, kai § — oo; nepriklausomumo, kai 6 | 0 (taip pat, kai 6 1 0;) iki
visiSkai neigiamo priklausomumo (angl. countermonotonicity), kai § = —1.

Siame darbe didziausias démesys skiriamas Clayton’o kopulos réziams. Is-
samiau aptarsime turimus rezultatus.

2Norédami gauti aukstesnés eilés (n > 2) Clayton’o kopulas, kai § < 0, turétume siau-
rinti parametro 6 intervala taip, kad galiotu n < 1—1/6. Sio darbo apimtyje nusprendéme
tokiy atvejy nenagrinéti.
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Remiantis Isvada 1, Clayton’o kopula yra aprézta is apacios nepriklauso-
mumo kopulos, jei 6 > 0, tai yra, Cy > II.

Patikslintas n—matés Clayton’o kopulos virsutinis rézis turi pavidala (Lei-
pus, Manstavicius [19]):

Cg(ul, U, . . . ,un) < [9(1 — U@y — U(g)) —+ (1 + Q)U(l)U(g)} ]l{u<1)>i} —+

=146

(1)

Jis yra geresnis uz Fréchet-Hoeffding virSutinj rézj M, jei u(;) yra nemaZes-
nis uz 6/(1 + 6). Cia uy < we) < o0 < gy Zymi elementus wg, ..., up
isrikiuotus didéjimo tvarka.

pav. pavaizduota Clayton’o kopula su parametru § = 2 (a); Clayton’o
ir nepriklausomumo kopulos (b); taip pat Clayton’o kopula, jos patikslintas
virsutinis rézis ir Fréchet—Hoeftding virsutinis rézis, kai 6 = 2 ir § = 0.2,
atitinkamai, (c) ir (d). Vaizdumo délei kopuly galus nupjovéme.

I$ pateikty (c) ir (d) paveiksléliy matyti, jog patikslintasis Clayton’o ko-
pulos rézis ypac gerai veikia su mazu 6. Priesingu atveju, pranasesnis yra
Fréchet—Hoeffding virsutinis rézis M.

T ouml <

0 .
T8}

Kaip min¢jome, Clayton’o kopula priklauso Archimedo kopuly klasei, ku-
rioje jmanomas pakankamai apibendrintas n-maciy kopuly konstravimas.
Pasinaudojus tuo, galima parodyti dar vieng naudinga nelygybe. Nemazin-
dami bendrumo parodysime tik atveju n = 3.

Tarkime, 6 > 0. Nagrinékime Cy(uy, ug, uz). Sugrupave narius ir pasinau-
doje tuo, kad

_1
Co(uy,ug) = (m_e +yf - 1) -
galime uzrasyti

C@(ul, Usg, U3) = (l’_g + y_e + 2_0 - 2) =

- <x_6 + <(y‘9 +270—1)

= OG(UI; Ce(U27U3))-

D=

D=
N———
s
|
—_
N———
|
S
I

IS cia,
C@(Ul,UQ,Ug) Z ung(UQ,u;),). (2)
Pastebékime, kad

Ulcg(UQ,U3) 2 Ui1U2U3 = H(ul, Ug,Ug),

tai yra, gavome dar vieng rézj is apacios, Siek tiek grieztesnj nei nepriklauso-
mumo kopula II.
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Bendrai visus auksc¢iau pristatytus rezultatus galime uzrasyti viena nely-
gybiy eilute:

Wan g, ) < Ty ta, . 0y) <
< ulce(u% s 7un) <
S CQ(U1,U2, s 7un) S
<[00 = u) = ue) + U+ Ouayua)] Lugs 2 + U0 g <y <
< M(up,ug, ... uy).

02
0605 04 03

05070605 04 0.3 02

1 pav.: Clayton’o kopula ir jos réziai
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3 Clayton’o kopulos réziy taikymas UEND
savybei patikrinti

Apibrézimas 7. Atsitiktiniai dydZiai X, k=1,...,n, vadinami apibend-
rintais is virsaus neigiamai priklausomais (UEND) (angl. upper extended
negatively dependent), jei 3A > 0 :

P (ﬂ(Xk > .Ik)) < AH IP(Xk > l'k), ka, k= 1,...,n.
k=1 k=1

UEND savybé yra vienas i$ galimy atsitiktiniy dydziy neigiamos priklau-
somybeés atvejy. Pavyzdziui, apsuke nelygybe i priesinga puse gautume, jog
atsitiktiniai dydziai yra LEND (angl. lower extended negatively dependent).
Atsitiktiniai dydziai, kurie yra UEND ir LEND, vadinami END (angl. exten-
ded negatively dependent). Tuo tarpu, jei nebuty konstantos A, tai yra,
A =1, atitinkamai turétume UND, LND ir ND.

UEND savybe taip pat galima laikyti kopuly ir juy reziy savotiska tikimy-
bine interpretacija. Leipus, Manstavicius [19] parodo, jog su ju pristatytu
virsutiniu Clayton’o kopulos réziu atveju n = 2 UEND savybé galioja.
Pateikiama tokia nelygybeé:

IP(Xl > x1, XQ > ZL’Q) S (1 + 9)E($1)E(I2) (3)

IS tiesy, pasinaudoje Idéties—pasalinimo principu (A Priedas, Al) jvykiams
Ay ={Xj <z} ir Ay = { X5 < x5} bei Sklar’o teorema turime, jog
P(X; >z, Xo>129) = 1-PXj<z)—P(Xo<z)+ P(Xy <21, Xy <1p) =
= 1—Fi(x1) — Fa(xg) + P(X; <1, Xo < 19) =
= 1— Fi(z1) — Fy(x2) + Co(Fi(x1), Fo(xs))
Tada, jei Fy(z1) > 1%9, gauname
P(X) > 21, Xo >x9) < 1—Fi(x1) — Fy(x) +
+ 0(1 = Fi(21) — Fa(a2)) + (1 + 0) Fi(21) Fa(22) =
= 1— Fi(21) — Fy(x2) + Fi(x1) Fa(w2) +
+ 0(1 — Fi(x1) — Fo(xs) + Fi(z1) Fo(xe)) =
= (1+0)F()Fale).
Kita vertus, jei Fy(z;) < +%

1+6°
IP(Xl > Q?l,XQ > 272) 1— Fl(.il,’l) — FQ(JIQ) —+ Fl(xl) =1- FQ(LEQ) S

(1+6) i (1) Fa(w2),
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nes siuo atveju (1 +0)(1 — Fi(xq)) > 1.

Sunkumy kyla norint parodyti UEND aukstesniy eiliy atvejais. Trimaciu
atveju tikimybés P (X > x1, Xy > x9, X3 > x3) iSraiska is [déties—pasalinimo
principo gaunama gerokai sudétingesné:

IP(Xl > Z’l,XQ > .%‘2,X3 > .2?3) = 1- IP(Xl g .731) — ]P(X2 S LL‘Q) — IP(Xg < xg) =+
+ P(X; <2, Xy <x9)+P(Xy <1, X3 < 23)+
+ P(X; <29, X5 < 3) — P(Xq <21, X < 9, X3 < 3).

Pasinaudojus Sklar’o teorema, tai yra,

IP(Xl > xl,Xg > ZL’Q,Xg > .173) = 1- Fl(x1> - FQ(IQ) - F3(l’3) +
+ Co(Fi(21), Fo(x2)) + Co(Fi(x1), Fa(xs)) +
+ Co(Fa(x2), F3(xs)) — Co(F1(21), Falx2), F3(xs)),

nesunku matyti, jog Siuo atveju teks is virsaus vertinti jau nebe vieng karta, o
tris kartus. Tuo tarpu trimate kopulg su minuso zenklu apskritai teks vertinti
i$ apacios. Sudéjus visus turimus jvercius, gaunama siek tiek per daug ir jau
atveju n = 3 norimos UEND savybés parodyti nepavyksta.

Negalédami turimais jverciais parodyti UEND savybés n = 3 atvejui pa-
sitenkinsime jrodydami Zemiau suformuluota teiginj:

Teiginys 1. Tarkime, Cy yra Clayton’o kopula su kokiu nors fiksuotu pa-

rametru 0 > 0, o Fy, Fy, Fy Zymi atitinkamai atsitiktiniy dydziy Xy, Xo, X3
pasiskirstymo funkcijas. Tada

IP(Xl > (L’l,XQ > Ig,Xg > Ig) (1+0)F1(ZEI)FQ(IQ)Fg(Ig)—f—Q [Fl(xl) + FQ(IQ)} F3<J]3),

¢ia, kaip ir anksciau, F; =1 —F;, i=1,2,3.

Pastaba 1. Su bet kokia eile n is apacios galioja nelygybé
IP(X1>I1,X2>ZL’2,.. X, >$n ZHsz

Turimi Clayton’o kopulos jverciai (pritaikius juos priesingiems Zenklams) Sios
nelygybés patikslinti neleidZia.

Irodymas. Paprastumo délei jvesime naujus zymeéjimus:
x:=F(z1), y:=F(r), z:=F;x3),
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u=1—-z vi=1—-y, t:=1-z.

Be to, nemazindami bendrumo, dél simetrijos galime laikyti, kad
0<z<y<z<1l i

0<t<v<u<l

Pastebékime, jog musy nagrinéjamoji tikimybeé yra ne kas kita kaip isgy-
venamumo kopula:

P(X; >z, Xo > 20, X3 >13) = Co(l—z,1—y,1—2)=

= C’g(x,y,z).

Taigi toliau sig tikimybe nagrinésime kaip iSgyvenamumo kopulg ir jai
zyméti naudosime zymenis Cy ir Cly.
Co galime perrasyti taip:

v

Co(x,y,2) = 1l—ax—y—2z+Cy(x,y)+ Cyly,2) + Co(z,2) — Cy(z,y,2) =
= 1l-2)+1-y)+(1—-2)—24+Cy(1-(1—-2),1—-(1—y))+

+ Co(1—(1—9y),1=-(1—=2)+Ce(1—(1—2),1—(1—2)) —

— Co(1—(1—2),1—(1—-y),1—(1-2)).

IS cia,

Co(u,v,t) = u+v+t—2+
+ Co(l—u,1 =)+ Co(l —v,1—1)+Cp(1 —u,1 —1t) —
Co(l—u,1—v,1—1t)=
= utv+t—24 (Cylu,v) +1—u—v)+ (Co(v,t) + 1 —v—1) +
(Colu,t) +1—u—t) —Co(1 —u,1 —v, 1 —1) =
1—u—v—t+Cylu,v) + Coy(v,t) + Co(u,t) — Co(1 —u,1 —v,1 —1).

_|_

Is turime, jog

Cy(a,b) < (1 +0)ab, V(a,b) €[0,1]?

0 i8S turime, jog

Col—u,1—v,1—-t) > (1-t)Cyo(1 —u,1—v)=
(1—)(Cy(u,v) +1 —u—v).
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[state gauname

Co(u,v,t) = 1—u—v—1t+Cyu,v)+ Cy(v,t) + Coy(u,t) —
— Coy(l—u,1—v,1—1) <

< 1l—u—v—t+Colu,v) + (14 0)vt + (1 + 0)ut —
— (1=)Cyu,v) +1—u—v) =

= tCy(u,v) + (1 +0)t(v +u) —t(v+u) <

< (14 Q)uvt + 0t(v + u).

]

Ka tik jrodyta nelygybe galima dar sSiek tiek padidinti pastebéjus, jog
u+v—1<wuwsuVu,vel0,1]. Tada

Co(u,v,t) (1+0)uvt+60tlv+u—1+1)<

<
< (14 20)uvt + 6t.

Bet kuriuo atveju gaunami du démenys. Pirmasis démuo — tai, ka siekéme
gauti norédami parodyti UEND savybe, antrasis démuo — perteklinis. Kitaip
tariant, turimi Clayton’o kopulos jverciai is virSaus ir apacios sumoje grazina
per daug. Juos reikéty dar Siek tiek patikslinti.

Pastebékime, jog jvertyje is apacios néra daugiklio #. Tai galéty buti viena
is priezasciy, kodél neisnyksta antrasis déemuo. Anksciau pateiktame
(a) pav. matyti, jog tarp Clayton’o ir nepriklausomumo kopuly yra erdveés
isitaisyti tikslesniam jverciui iS apacios. Sekanciame skyriuje paméginsime
tokj jvertj rasti.

Pastaba 2. Atveju n = 4 isgyvenamumo kopulg galima uzrasyti taip:

Co(u,v,t,8) = —24+u+v+t+s—Colu,v) — Colu,t) — Cy(u,s) —
- é@(”at) - 60(1}75) - 60(7575) +€9(U,’U,t> +
+ Cy(u,v,8) + Co(v,t,8) + Co(1 —u,1 —v,1 —t,1—3).

Pastebékime, jog keturmaciu atveju Zenklai keiciasi j priesingus, nei buvo
trimaciu atveju. Taip pat pastebékime, jog gautoje israiskoje figuruoja visi
nariai ki 4-o0s eilés. Kitaip tariant, tesdami toliau turime naudotis tuo, kq
gavome pries tai. Tiesmukai jstacius gautus rezultatus j israiskq gaunama
labai nedaili ir praktikoje vargu, ar pritaikoma nelygybé. Jos cia nepateikia-
me.

Akivaizdu, jog turimy rézZiy nepakanka norint parodyti UEND savybe auks-
tesnéms eiléms arba bent jau gauti praktiskai pritaikomas nelygybes. Dél sios
priezasties didesniy nei n = 3 atvejy toliau nenagrinéjome.
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4 Patikslintas apatinis Clayton’o kopulos ré-
Zis

Siame skyriuje pasitilysime vieng patikslintg Clayton’o kopulos rézj is apa-
¢ios. Jj sukonstravome naudodami panasia technika, kuri buvo panaudota
konstruojant virsutinj Clayton’o kopulos rézj , tik Siuo atveju apsukome
nelygybes j priesinga puse.

Esminis Sio skyriaus rezultatas suformuluotas teoremoje:

Teorema 4. Tarkime, § > 0. Tada su bet kokiais (uq,...,u,) € [0,1]",
n > 2 galioja nelygybé

InunyInue (ITL, ui)e —1
C v ty) > (ug, .o uy) | 1 ALl ; 4
o(u1, -, up) > (u n) < + n—1 In (TTiL wi) @

cia uay < u) < - <) Zymi elementus uy, . . ., Uy, iSTikivotus didéjimo
tvarka.

Teoremos jrodymui mums prireiks poros zemiau suformuluoty lemy.

Lema 1. Laikysime, kad xp) > xg) > -+ - > xpn) Zymi elementus 1, ..., Ty,
isrikiuotus mazéjimo tvarka. PaZymékime funkcijas

Gn(T1, ... 1) = (sz —n4 1) In <Z$1 —n+ 1) - z;lnz;  (5)
i=1 i=1 i=1
w

On(21, ... 20) = (n— 1) Inay Inzp.

Tada su bet kokiais (x1,...,z,) € [1,00)", n > 2 teisinga nelygybé
fol@r, o oyxy) = g1, . xn) — Gul1, ..., 2,) > 0.

[rodymas. Pastebékime, jog dél funkcijos f,, simetriskumo galime tarti, kad
(21,...,25) = (2], - .. Tp). Tada

Ofn B -
axl(xl,...,xn)—ln<izlxz n—l—l) In 24 (

In x5
n—1)r;
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ir
O [ (z ) = Zn::c-—nJrl *1_ 1 _
Oz 0wy T T = (n—Dayxzg

(n—1Dxxs — (i —n+1)
(TL — 1)371.%’2 (Z?:l T;i—n + 1)

[T129 — (1 + 22 — )] + [(n — 2)z120 — 205 (25 — 1)]
(n—1xize (X2 —n+1) '

Paskutinéje lygybéje skaitiklyje sugrupave narius matome, kad

82?57;2 (1, ..., 2n) > 0su (21,...,2,) € [1,00)", n > 2. I8 to iSplaukia, jog
funkcija g—f;’l”(xl, ..., T,) yra nemazéjanti xe atzvilgiu visiems
(1,...,2,) € [1,00)", n > 2 ir todél
Ofn Ifn fn
—(T1,- -, Tp) 2 — (1, L, 23...,2p) = =—(71,1,...,1) =0,
afL‘l( ! >_8ZE1( ! 3 ) al‘l(l )
nes jei xy = xpp = 1, tai o = 23 = -+ = x, = 1. Tai reiskia, jog f, yra

nemazéjanti zy atzvilgiu ir todel

fol@r, o oyxn) > fu(l, oo z,) = fu(l,...,1) =0,

nes jeixy =z =1,taix; =9 =--- =1, = 1. ]

Lema 2. Tarkime, § > 0. Tada su bet kokiais (uq,...,u,) € (0,1)", n > 2
teisingos nelygybés

0 IHU(l) IHU(Q)
—Cy(uy, ..., uy) > Cyluy,...,u,
5 Col ) o(us e (St i)

110 Inugy Inug

(n—1)

>

> [M(ug, ... up)]

Irodymas. Uzrase Cy(us, ..., u,) = exp{Hp(uq,...,u,)} turime, kad

0 0
%Cg(ul,...,un) = CQ(U]_,...,U,n)%Hg(Ul,...7un)7
Cia ( . )
5 gn UI )" 7u7;9
~Ho(u ) yUn) =
o o ) 02( ﬁlui_e—n—kl)



¢ia funkcija g, (71, ..., x,) apibrézta (). Pasinaudoje Lema 1 turime, jog

o Jn ul_e,...,uga
B lnu(_le)] lnu(}g B
92(n—1)< ?zlui’e—rw—l) a
In ) Inugp)

(n=1) (T’ —n+ 1)

Paskutinioji nelygybeé isplaukia is to, kad

Cg(ul,...,un):<2u;9—n+1> EHui:H(ul,...,un).
i=1 i=1

]

Teoremos 4. [rodymas. Jei ugy = 1 arba wp) = 1, tai jrodomoji nelygybe
tampa akivaizdi. Todeél tarkime, jog un) < 1ir up) < 1. Yra Zinoma, kad
(Nelsen [21])

191%16'9(711, cooty) = (ug, .o uy).

Taigi pakanka parodyti, kad bet kokiam € € (0, 0) teisinga

0 0
Co(ug, ..., up) — Celug, ..., uy) = o

In ) Inug

>/€9 M(ur, ... un)"de  (6)

Couy, ..., uy)dz >

ZH(ula"'7un) n—1

ir pereiti prie ribos, kai € | 0. Bet @ isplaukia is to, kad

Inugy Inug)

0(0
i (1+z)
/6 (axC’m(ul,...,un) M(ur, ... up)] ) dr > 0,

n—1
o tai savo ruoztu isplaukia is Lemos 2. O

pav. trimatéje erdvéje is eilés nuo virsaus pavaizduota dvimateé
Clayton’o kopula su parametru 6 = 2, jos patikslintas apatinis rézis ir nepri-
klausomumo kopula. Vaizdumo délei kopuly galus nupjovéme. Matome, jog
dvimaciu atveju musy sukonstruotas apatinis Clayton’o kopulos rézis visame
kube yra geresnis nei nepriklausomumo kopula.
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g 03 0

2 pav.: Clayton’o kopula, jos patikslintasis apatinis rézis ir nepriklausomumo
kopula

Pastaba 3. Giliau paanalizavus auksciau pristatytg irodymaq nesunku paste-
béti, jog esminis viso jrodymo momentas yra funkcijos g, pasirinkimas. Mes
siekéme pasirinkti funkcijg g, kuo paprastesne bei tokiqg, kuri nekomplikuoty
integralo ir ji galétume tiksliai swintegruoti. Aisku, kad funkcijg g, galima
pasirinkti nevienareiksmiskai, todél tokiy réziy, tiek is apacios, tiek is virsaus
turéty buti gmanoma sukonstruoti ne vieng ir kiekvienas buty savaip geras bei
sdomus.

Pastaba 4. I$ (4)) matome, jog parametras 0 téra tik laipsnyje, be to, ne-
lygybe apsunkina logaritmai. Todél gautoji apatinio Clayton’o kopulos rézio
israiska néra patogi jg tatkyti UEND savybés tikrinimui. Kita vertus, jei pa-
vykty rasti ir pasinaudoti naudingomis nelygybémis, galbut sio réZio israiskq
pavykty pakeisti graZesne. Taciau tqg daryti deréty apdairiai, nepamirstant,
jog gautoji israiska turéty likti apribota Clayton’o kopulos Cy is virsaus bei
nepriklausomumo kopulos 11 is apacios.

Vienas is galimy budy - pasinaudoti Teiloro formule su Lagranzo formos
lieckamuoju nariu (A Priedas, A3) ir daugikl [(H?Zl ui)g — 1} pakeisti dviejy,
nariy eilute, tai yra,

(I Ui)g — 1201 w) + %62 In* (T} wi) -

Tada patikslinto apatinio Clayton’o kopulos réZio israiskq buty galima pakeisti
taip:

In U(l) In U(Q) ) (H?:l Ui)e — 1) >

(u, ... 1
(Ugy ..., Uy) ( + n—1 In (TT; w;)
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InumyInu 1
> (g, .. uy) (1 @ (9 + 592 In (H?zlul-)>> .
Laimime tai, jog parametras 0 is laipsnio persikelia j daugikly. Taciau dau-
giklyje atsirades 0, o ypac¢ 0%, veikia gana jautriai ir dél to nawjoji réZio is-
raiska yra geresné uz nepriklausomumo kopulg 11 tik, kai In (T}, u;) > —%.

Priesingu atveju, geresné nepriklausomumo kopula.

n—1

5 IsSvados ir tolimesnio tyrimo kryptys

Siame darbe tyréme Clayton’o kopulos rézius ir jy taikymg UEND savy-
bés tikrinimui. Pasirodo, jau trimaciu atveju vertinamos tikimybés israiska
tampa pernelyg komplikuota, jog buty galima su turimais jrankiais parodyti
UEND savybe. Nepavykus parodyti UEND, éméme ieskoti, kaip buty galima
tikslinti turimus rézius. Sukonstravome vieng patikslintg Clayton’o kopulos
rézj is apacios.

IS tiesy, tokiy réziy, tiek iS apacios, tiek is virsaus turéty buti jmanoma
sukonstruoti ir daugiau. Musy atveju rézio israiskg lémeé funkcijos g, pasirin-
kimas. Rinkdamiesi sia funkcija siekéme kuo paprastesnio integravimo arba
to integralo vertinimo. Taciau liko nepatikrintas tokio pasirinkimo optima-
lumas Clayton’o kopulos vertinime. Be to, rézio israiska vis tiek gavosi kiek
griozdiska ir nepatogi tikrinti UEND savybei. Galima buty ieskoti buduy,
kaip Sig israiska pakeisti patogesne.

Ateityje buty jdomu keic¢iant funkcija g, kitokiomis funkcijomis sukonst-
ruoti naujy jverciy, tiek is virsaus, tiek is apacios; ieskoti budy, kaip su-
konstruoti patj optimaliausig ar patogiausia jvertj; istirti jau turimy bei nau-
jai gauty jverciy optimaluma ir pabandyti pritaikyti naujai gautus jvercius
UEND savybés jrodymui.
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Priedas
Idéties - pasalinimo (ré¢io) principas.

]P(OAZ) = zn:]P(Ai)—Z]P(AimAj)+ Y PANANA)—---

i=1 1<J 1<j<k
+ (=D)"'P (ﬂ AZ-) :
=1

¢ia Ayg, ..., A, — ivykiai tikimybinéje erdvéje (€2, F, P).

De Morgan’o désniai.

i€l i€l
el i€l

¢ia I - bet kokia, nebutinai skaiti indeksy aibé, Ay, ..., A, — bet kokios
aibés.

Teiloro teorema.

Jei f € C"[xo; 2] (arba f € C"[x;x]) ir f™ yra diferencijuojama
intervale (zo; x) (atitinkamai (x; o)), tai 3¢ € (xg; x) :

= [ (o) fo(e)
f(x) = f(wo) +k§::1 (=) + o

)n+1‘

I

(x — xq

¢ia P, (vo;x) = f(zo) + Xpey 1O (zo) (z — x0)" vadinamas funkcijos f

!
. - . . . . _ ftD(e) n+1
n—tosios eilés Teiloro daugianariu, o R, (zg;z) = i) (x — z9)

vadinamas Teiloro formulés (Lagranzo pavidalo) liekamuoju nariu.
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B Priedas (Pateikty iliustracijy R kodas)

Zemiau pateikiamas darbe pavartototy iliustracijy R paketo (versija 3.0.3)
kodas.

#Tyrimui reikalingi paketai.
library(rgl)

#Pasirenkame parametra theta = 2.
theta <- 2

#Dvimaté Clayton’o kopula.
Ctheta <- function(x, y) {(x"(-theta) + y~(-theta) - 1)~ (-1/theta)}

#Nepriklausomumo kopula.
Pi <- function(x, y) {x*y}

#Patikslintasis Clayton’o kopulos virSutinis rézis.
Cupper <- function(x, y) {thetax(l-x-y) + (l+theta)x*x*y}

#Clayton’o ir nepriklausomumo kopulos trimatéje erdvéje.

#Vaizdumo délei nupjovéme kopuly galus (galuose susilieja i viena objekta)

plot3d(Ctheta, x1lim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), xlab="x", ylab="y",
zlab="z", col="grey30")

plot3d(Pi, x1lim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="black", add=TRUE)

#Clayton’o kopula ir jos virSutinis réZis trimatéje erdvéje.

plot3d(Cupper, xlim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), xlab="x", ylab="y",
zlab="z", col="grey70")

plot3d(Ctheta, x1im=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="grey30", add=TRUE)

#Taip pat palyginimui pridedame Frechet-Hoeffding virSutinji rézji, kuri
#'"pagaminame" pasinaudoje¢ tuo, kad Clayton’o kopula koverguoja i
#Frechet-Hoeffding virSutini réZji, kai theta -> begalybe.

theta <- 400

plot3d(Ctheta, x1im=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="grey70", add=TRUE)

#Analogiska veiksmy seka atliekame pasirinke theta = 0.2.

theta <- 0.2

plot3d(Cupper, xlim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), xlab="x", ylab="y",
zlab="z", col="grey70")
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plot3d(Ctheta, x1im=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="grey30", add=TRUE)
theta <- 400
plot3d(Ctheta, x1im=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="grey70", add=TRUE)

#Patikslintasis Clayton’o kopulos réZis iS apacios.
Clower <- function(x, y){x*y*(1l+log(x)*log(y)*((x*y) theta-1)/log(x*y))}

#Clayton’o kopula, patikslintasis jos apatinis réZis ir nepriklausomumo

#kopula trimatéje erdvéje.

plot3d(Ctheta, x1im=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), xlab="x", ylab="y",
zlab="z", col="grey30")

plot3d(Clower, x1lim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="grey70", add=TRUE)

plot3d(Pi, x1lim=c(0.2, 0.8), ylim=c(0.2, 0.8), col="black", add=TRUE)

27



	Ižanga
	Ivadas i kopulu teorija: svarbiausi faktai
	Kopula ir jos savybes
	Clayton'o kopula

	Clayton'o kopulos režiu taikymas UEND savybei patikrinti
	Patikslintas apatinis Clayton'o kopulos režis
	Išvados ir tolimesnio tyrimo kryptys
	Priedas
	Priedas (Pateiktu iliustraciju R kodas)

