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Bankroto tikimybé sudétiniame nehomogeniniame diskretaus laiko
rizikos atstatymo modelyje

Santrauka

Pirmoje darbo dalyje nagrinéjame salygas, kuriy reikia, kad atsiktinés atsitiktiniy
dydziu sumos &; + & +. .. + &, skirstinys priklausyty klasei N 2. Cia {&,&, ...} yra
nepriklausomy, tac¢iau nebutinai vienodai pasiskirs¢iusiy neneigiamy atsitiktiniy dydziy
(a.d.) seka, o n yra sveikareikSmis, neneigiamas, nulyje neiSsigimes ir nepriklausomas
nuo {£1,62,...} a.d.

Antrojoje darbo dalyje suformave reikiamas salygas, konstruojame baigtinio laiko
bankroto tikimybés asimptotine formule sudétiniam nehomogeniniam diskretaus laiko
rizikos atstatymo modeliui, uzrasomam formule:

t Mk
Ut)y=u+ct—» Y &M teN

k=11=1

oo
¢ia u > 0 apraso pradinj turta, ¢ > 0 jmoky gavimo greitj. A.d. seka { %k) ék), .. }
k=1

nusako zaly dydj momentu k. {f%k), §§k), .. .}OO yra nepriklausomos a.d. sekos {&1,&a, ...
kopijos su pasiskirstymo funkcijomis {F¢,, Fe,,...}. SveikareikSmis, neneigiamas ir nu-
lyje neiSsigimes a.d. n yra zaly skai¢ius laikotarpiu (k — 1, k], kurio pasiskirstymo
funkcija F),. Be to, laikome, kad a.d. 71,72,... ir 551),551), e ,552),552) ... yra nepri-
klausomi.

Galiausiai gauta asimptotine formule pritaikome konkretesniam modeliui, kuomet
a.d. 7 turi baigting atrama ir F¢, priklauso klasei .2 N Z bet kuriam ¢ = 1,2, ...

Raktiniai ZodzZiai: bankroto tikimybeé, asimptotiné formulé, rizikos atstatymo mo-
delis, nevienodai pasiskirsciusios zalos, atsitiktiné sasuka, sunkiauodegiai skirstiniai,
nehomogeninis modelis, klasé £, klas¢ &, baigtiné atrama



Ruin Probability for Inhomogeneous Compound Discrete-Time Renewal
Risk model

Abstract

In the beginning of the master thesis, the conditions are considered under which
distribution of random sum &; +&2+. . .+&, belongs to the class £NZ. Here {£1,&2,...}
is a sequence of independent but not necessarily identically distributed non-negative
random variables (r.v), while 7 is non-negative, non-degenerate at zero, integer valued
and independent of {&1,&a,...} r.v.

In the second part of the thesis, after all necessary conditions are analyzed, the
asymptotic formula is considered for the finite time ruin probability for Inhomogeneous
Compound Discrete-Time Renewal Risk model. Such model is defined by the formula:

t Mk
Ut)y=u+ct—Y Y &M teN

k=11=1

where v > 0 is initial risk reserve, o ¢ > 0 premium intensity. A sequence of r.v.
o0 [o ]

{ §k), §ék), .. }k describes claims sizes at moment k. We suppose that {f;k), ék), .. .}k
=1 =1

are copies of independent sequence of r.v. {&1,&,...} with distribution functions
{F¢,, Fe,,...}. Non-negative, non-degenerate at zero and integer-valued r.v. 1 is
the number of claims within time interval (k — 1, k] with distribution function F;. In
addition, we suppose that r.v. n1,72,... and ffl), él), ceey §2), §2) ... are independent.

Finally, we apply obtained asymptotic formula for more specific risk renewal model,

where 1.v. 1 has a bounded support and F¢, belong to class N % for each i = 1,2,...

Keywords: ruin probability, asymptotic formula, risk renewal model, not identical-
ly distributed claims, random convolution, long tailed distributions, inhomogeneous
model, class .Z, class &, bounded support
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1 Ivadas

Kalbant apie rizikos atstatymo modelius, visy pirma reikty pradéti nuo pacio paprasciausiojo
- diskretaus laiko rizikos modelio (1.1), kuris apraso kaip draudiko kapitalas U kinta bégant laikui
diskreciais momentais:

Un)=u+ct—Sn), S :ZZi (1.1)

¢ ¢la Zymi premiju/imoky surinkimo greitj per viena laiko vieneta, o u yra pradinis kapitalas.
Modeliui taikomi tokie apribojimai:

o turtas pradiniu laiko momentu u=U(0) yra neneigiamas sveikasis skai¢ius t.y. © € 0UN
o zalos {Z1,Z5,Z3 ...} yra nepriklausomos neneigiamo sveikareikSmio a.d. Z kopijos.

Diskretaus laiko rizikos modelis apraso draudiko kapitalo kitima vien tik diskreciais laiko mo-
mentais. Tuo tarpu klasikinis rizikos modelis (1.2) nusako draudiko kapitalo dydj bet kokiu laiko
momentu. Kintamuyjuy w ir ¢ reikSmeés islieka tokios pacios, tac¢iau be pagrindiniy apribojimy atsi-
randa naujy:

o N(t) yra zaly skaicius intervale [0, ¢]. Laikoma, kad N yra homogeninis Puasono procesas su
tam tikru teigiamu intensyvumu A

o Procesas N ir atsitiktiniy dydziy seka {Z1, Z2, Z3 ...} yra nepriklausomi.

N(t)
Uty=u+ct—S(t), St)=> Z, t>0 (1.2)

Klasikinis rizikos modelis taip pat yra tam tikras realaus gyvenimo supaprastinimas. Mode-
lyje nejvertinamas pajamy atsitiktinumas ir kapitalo investavimo galimybés. Be to, zaly skaic¢ius
N (t) laiko intervale [0, ¢] yra homogeninis Puasono procesas su tam tikru teigiamu intensyvumu A.
Tai gaunama tada ir tik tada, kai laiko tarpai tarp zaly yra nepriklausomi ir eksponentiskai pasi-
skirste atsitiktiniai dydziai. Toks apribojimas laiko tarpams klasikinj rizikos modelj daro sunkiai
pritaikoma realioms draudimo veikloms aprasyti. 1957 metais E. Sparre Andersen pasitlé laikyti,
kad laiko tarpai tarp zaly yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste, teigiamas reikSmes jgyjantys,
atsitiktiniai dydziai. Tokiu budu modelis tapo lengviau pritaikomu realioms trumpalaikio drau-
dimo veiklos rusims aprasyti. Naujasis patobulintas rizikos modelis paprastai vadinamas rizikos
atstatymo modeliu arba E. Sparre Andersen modeliu:

N(t)
Uty =u+ct—S(t), St)=> Z, t>0 (1.3)

Laikoma, kad (1.4) formulgje aprasytas N(t) yra skai¢iuojantis atstatymo procesas nepriklauso-
moms kazkokio neneigiamo, neiSsigimusio taske 0, atsitiktinio dydzio 6 kopijoms {6, 6s,03, ...},
t.y.
o0
N(t) = Z Lo, 400+ +0,<t} (1.4)
n=1

Atsitiktinis dydis 0; Zymi pirmosios zalos pasirodymo laika, o atsitiktiniai dydziai 6;,7 > 2 nusako
laiko tarpa tarp (i-1)-osios ir i-osios zalos. Siame modelyje taip pat laikoma, kad dydziu sekos
{61,02,05...} ir {Z,Z5, Z3 ...} yra tarp saves nepriklausomos.

Siame darbe nagrinéjame kiek sudétingesnj ir realybei artimesnj rizikos atstatymo modelj. Tar-
kime, kad kiekviena zala & yra akumuliuota ir sudaryta i$ daugelio smulkesniy nepriklausomuy



zaly, jvykusiy k-ajame laiko intervale (k — 1, k], kuriu atsitiktinj kiekj pazymime 7. Tokia situ-
acija pakankamai artima draudimo kompanijy praktikoje, kuomet per vieng diena jvyksta neviena
zala. Kiekviena tokio modelio zala turi pavidala:

Nk
S e (1.5)
i—1

Tarkime { %k),fék), .. }ZO ) zaly dydziai momentu k. {gg’“), gk), . }:o | yra nepriklausomos
a.d. sekos {1,&2,. ..} kopijos su pasiskirstymo f-omis {F,, Fe,,...}. Neneigiamas, nulyje neissi-
gimes, sveikareikSmis a.d. 7, - Zaly skaicius laikotarpiu (k — 1, k], kurio pasiskirstymo f-ja F,,. Be
to, a.d. n1,1m2,...ir fil), él), ey 52), ff) ... yra nepriklausomi. Esant tokioms prielaidoms, gau-
name sudétinj nehomogeninj diskretaus laiko rizikos atstatymo modelj. Pagal §j modelj draudiko
kapitalas U (t) kinta pagal formule:

t Mk
Ut)y=u+ct—Y Y &®, teN (1.6)

k=11i=1

kur w > 0, kaip ir ankséiau, pradinis turtas, o ¢ > 0 jmoky gavimo greitis.

Vertinant kapitalo kitima laike neretai bandoma atsakyti kiek sis dydis pakankamas ar kokia
bankroto tikimybé 5, 10, 15, ir t.t. mety laikotarpyje. ] antraji klausima padeda atsakyti baigtinio
laiko bankroto tikimybeé. Si tikimybé diskreciam rizikos modeliui (1.1) aprasoma Sitaip:

k
PY(u,T)=P < min _ U(t) <0|U(0) = u> =P | max (Zj—c)>u (1.7)

te{1,2,...T} 1<k<T =

Siame darbe nagrinéjamo modelio (1.6) baigtinio laiko bankroto tikimybe z/;(u, T), galime uz-
rasyti Sitaip:

t n;
du,T) =P <te{{r712iHAT} U(t) <0|U(0) = u) =P | max (Z €9 c> >u (1.8)
j=1 \i=1

Baigtinio laiko bankroto tikimybé analitiskai gali buty suskaic¢iuota nedaugeliui skirtingy zaly
skirstiniy. Daugeliu atveju jos reiksmé randama tiesiogiai taikant Monte Karlo simuliacijy metoda,
taciau tai uzima pakankamai nemazai laiko. Dél Sios priezasties i$ ties svarbus uzdavinys rasti
tinkama aproksimacine formule Siai tikimybei jvertinti.

Leipaus ir Siaulio straipsnyje "Finite-horizon ruin probability asymptotics in the compound
discrete-time risk model" (ziuréti [11] Saltinj) nagrinéjamas (1.6) pavidalo sudétinis homogeninis
diskretaus laiko rizikos atstatymo modelis, kuriame zalos {&1, &s, . . .} yra nepriklausomi ir vienodai
pasiskirste a.d. su pasiskirstymo funkcija Fe. Minétame straipsnyje autoriai remdamiesi Kors-
hunov lema (ziuréti 8 lemg 3.4. skyrelyje) ir tuo, kad atsiktiné zaly suma Fg, priklauso klasei
Z, (ziuréti 8 apibrezima antrame skyrelyje) aproksimuoja baigtinio laiko bankroto tikimybe (1.8)
suformuluodami tokia teorema:.

1 Teorema

Tarkime, nagrinéjame sudéting homogeninj diskretaus laiko rizikos atstatymo modeli (aprasytq (1.6)
lygybéje). Laikykime, kad {dk)7 gk), .. } zaly dydziai momentu k. {{Ek),ﬁék), . } yra ne-
k=1 k=1

priklausomos a.d. sekos {&1,&a,...} kopz'jog, kur &, 1 =1,2,... nepriklausomi vienodai pasiskirste
a.d. su pasiskirstymo f-ija F¢ ir baigtiniv vidurkiu 8 = E&. Neneigiamas, nulyje neissigimes,
sveikareiksmis a.d. ny - Zaly skaicius latkotarpiu (k — 1, k], kurio pasiskirstymo f-ja F, ir baigtinis



teigiamas vidurkis v = En. Be to, a.d. ni,n2,... ir 551),55”, . ,552),552) ... yra nepriklausomi.
Jeigu c —vp = pu >0, Fe € S ir Fyy(§) = o(Fe()) kazkokiam b > 3, tai

. v [utTe _
P T)~ 2 /u Fe(x)da (1.9)

tolygiai visiems T € N

Si teorema galioja sudétiniam homogeniniam diskretaus laiko rizikos atstatymo modeliui, kuo-
met zalos {&1, &2, . . .} yra nepriklausomi vienodai pasiskirste a.d. Pagrindinis Siame darbe iSsikeltas
tikslas - gauti analogiska teorema, nagrinéjant sudétinj nehomogeninj diskretaus laiko rizikos at-
statymo modelj, tokj, kuriame zalos yra nepriklausomi, taciau nebutinai vienodai pasiskirste a.d.
Nagrinésime kiek siauresne skirstiniy klase £ N2 C * (ziuréti 9 apibrézima antrame skyrelyje),
kurios uzdaruma atsitiktinés sasukos homogeniniu atveju 2012 m. [12] straipsnyje aprasé Siaulys
ir Leipus. Siame darbe, rasime salygas, kurias {Fg,, Fg,,...} ir F), turéty tenkinti, kad Fs, (x)
priklausyty klasei . N 2.

Sis darbas pradedamas i$vardinant pagrindines naudojamas savokas ir apibrézimus. Toliau per-
einama prie pagrindiniy rezultaty: 3.1. skyriuje atskirai nagrinéjama skirstiniy klase &, 3.2. - klasé
#. Galiausiai gauti rezultatai apibendrinami 3.3. skyrelyje, kuriame surandamos reikalingos saly-
gos klasés £ N7 uzdarumui atsitiktinés sasukos atzvilgiu. 3.4 skyrelyje pateikiamas pagrindinis $io
darbo rezultatas - 12 teorema. Kitame skyriuje demostruojamas iSvestosios teoremos pritaikymas
konkretiems pavyzdziams. Paskutinéje darbo dalyje pateikiamos darbo isvados ir rekomendacijos.



2 Apibrézimai
1 Apibrézimas. Pasiskirstymo funkcijos uodega vadinama funkcija F'(z) = 1 — F(z), kur F(z) =
P(X < z).

2 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X skirstinys, kurio pasiskirstymo funkcija apibrézta intervale
[0,00) turi sunkia uodega (F € ), jei V fiksuotam § > 0,

lim P(X > 2)e® = oo.

Tr— 00

3 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X skirstinys turi reguliariai kintancia uodega (F' € #) (angl.
Regular Variation), jei

ol

lim 7(xy) =y

kokiam nors v > 0 ir bet kuriam y > 0
4 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X skirstinys turi ilga uodega (F € &), jei V fiksuotam y > 0,

o Flety) _

5 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X skirstinys turi dominuojancio kintamumo uodega (F € 2)
(angl. dominated-varying tail), jei V fiksuotam y € (0, 1),

lim sup Lzy) < 00.

r—oo (@)

Pastaba. Pasiskirstymo funkcija F' € 2 tada ir tik tada, jei virSutinis Matuszewska indeksas

F(x
log lim inf = < 00. 2.1
g 7 (2.1)

6 Apibrézimas. Tarkime, kad F ir G yra dvi pasiskirstymo funkcijos, tuomet funkcija

+oo

H(z) :/ F(z — z)dG(x),

—00

zymima H = F % GG, vadinama funkcijy F' ir G sasuka.

Pastaba. A. N. Shiryaev knygoje "Probabily" ([15] knyga, 241-244 psl.) parodé, kad naudodami
sasukas galime rasti nepriklausomy a.d. sumos pasiskirstymo funkcija t.y.

P(X;1+Xo+...4 X, <z)=Fx, *«Fx, *x...x Fx (2)

7 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X pasiskirtymo funkcija F', apibrézta intervale [0, 00), yra
subeksponentiné (F € %), jei

FxF(z) _

Jm =

Klippelberg (ziuréti [5] saltinyje) aprasé stipriai subeksponentiniy skirstiniy klase. Pazymeki-
me ja Y.

8 Apibrézimas. Sakoma, kad a.d. X pasiskirtymo funkcija F', apibrézta intervale [0, oo) priklauso

klasei .7, jei F' turi baigtinj vidurkj p ir

o [TF(r—y) _
lim /0 WF(y)dy =2u

T—00

Veéliau Korshunov [6] straipsnyje aprasé kiek kitokia stipriai subeksponentiniy skirstiniy klase:



9 Apibrézimas. Tarkime F' apibrézta visoje realiyjy skaiciy tieséje su baigtiniu vidurkiu. Tuomet
bet kuriam ¢ > 0 apibrézkime funkcija F; € R, kurios pasiskirstymo f-ija yra

J— T+t —
Fi(z) = min (1,/ F(u)du) , x>0
xr
Tuomet, sakoma, kad F' yra stipriai subeksponentiné, zymima F € .*, jeigu

lim M =
T—00 Ft(x)
tolygiai, kai ¢ € [1, 00).

10 Apibrézimas. A.d. X Levy koncentracijos funkcija Q(X, \), vadinama funkcija, apibréziama

lygybe:
Q(X,\) =supP(z < X <z + ) (2.2)

VA > 0. Akivaizdu, kad Q(X,\) yra A atzvilgiu nemazéjanti funkcija, tenkinanti nelygybe:
0<Q(X,\N) <1, VA>0

11 Apibrézimas. Monte Karlo metodas (angl. Monte Carlo (MC)) - kompiuterinis skaic¢iavimo
metodas, kuriame uzdaviniui spresti naudojamas atsitiktiniy skaiciy generatorius. Sis metodas
pagristas statistiniu modeliavimu ir gauty rezultaty apdorojimu statistiniais metodais.



3 Pagrindiniai rezultatai

Nagrinésime neneigiamus nepriklausomus atsitiktinius dydzius (a.d) {£1, &2, . . .}, kuriy pasiskirs-
tymo funkcijos atitinkamai yra {F¢,, Fe,,...} ir 7 neneigiamas, nulyje neiSsigimes, sveikareiksmis
a.d. nepriklausomas nuo {&;,&,...}. Pazymékime Sp =0, S, = & + &+ ...+ &,n > 0. ir
Sy =& +& + ...+ &, Pagrindinis démesys bus skiriamas atsiktinés sumos S, pasiskirstymo
funkcijai Fg, . Aisku, kad

P(S, <xz)=P& +&+...+& <)
=P(n= )(1<$)+]P(77—2)P(§1+§2§$)+

o0

= Z P(S, < ) (3.1)

= ZP(U =n)Fg, * Fe, x...x Fe ()
n=0

Siaulio ir Leipaus [11] darbe jrodyta teorema (7r. 1 teorema pirmajame skyrelyje) galioja,
kuomet atsitiktinés zalos yra vienodai pasiskirste ir ju pasiskirstymo funkcija priklauso klasei .%.
Siame darbe nagrinésime klase .2 N 2, kurig pasirinkome remiantis daugeliui gerai Zinomu ir
nagrinétu (ziureti [14] psl. 39-53, [5], [2], [4] Saltiniuose) tokiu ilgauodegiu skirstiniy, turinéiy
baigtinius vidurkius, tarpusavio sarysiu

ACLNYCS oIS cr L (3.2)

Siuo sary$iu taip pat remiasi ir [11] straipsnio autoriai. Toliau darbe ieskosime kokiy salygy
reikia klasés .Z ir 2 uzdarumui atsitiktinés sasukos atzvilgiu t.y. kada atsitiktiné zaly sumos
pasiskirstymo funkcija Fys, priklauso klasei £ N2 C .7..

3.1 Priklausymas klasei ¥

Bingham, Goldie ir Teugels [8] knygoje "Regular Variation" (Zr. 2.2.1 teiginj) irodé Zemiau
suformuota lema;:

1 Lema. Tarkime F € & ir p > J;, tuomet 3 ¢1,c0 > 0:

?EZ; <c (%)p, vZ>uZ>c

Be to, B
u? = o(F(u)), Vp > J}'&

Zemiau pateiktos lema ir teorema paimtos i§ Siaulio ir Danilenko rankras¢io "Randomly stopped
sums of not identically distributed heavy tailed random variables" (zr. [13] 4.2 lema).

2 Lema. Tarkime yra tenkinamos sios Zemiau isvardintos prielaidos:

e {&1,&, ...} neneigiami nepriklausomi a.d., kuriy pasiskirstymo f-jos atitinkamai yra {Fe,, Fe,, . ..

e Iy, €, kazkuriam x> 1.

o limsup sup ﬁ S Fe(x) < 00

T—00 n>k

Tuometh>J}'§_3 3 >0:

Yn>kirx>0



Irodymas. Tarkime n > k ir x > 0. Tuomet
P(Sh>2)=P(E1+&+ ... +& > )

Jeigu & + & + ... + &, > @, tai 3 koks nors §; > £. Priesingu atveju, jeigu § < = V i nelygybe
negalioty - gautume & + & + ... + &, < x. Taigi,

1P(§1+§2+...+§n>a:)gP(Hie{l,z,...,n}:§i>%)

*(Us-5)

(3.3)

Dél trecios lemos salygos 3 konstantos cs ir cy:

> Felw) < canFe (2),
i=1
jeigu x > ¢3. Todél pratesiant (3.3), gauname, kad

P(S, > x) < canFe, (%) , (3.4)

jeigu x > c3n.
Kadangi F¢, € 2 pagal 1 lema 3 cs, cs:

Fe, (u)
Fe, (v)

Apjungus (3.4) ir (3.5) nelygybes galiausiai gauname:

P
<cs (3) s kai v >u > ce. (3.5)
("

P(Sn > ) _ nFTN(%)
Fe () = Fe(z) —

Va > ern, kur ¢; = max {c3, 6}
Priesingu atveju, jeigu 0 < z < ern:

P(ﬁ> z) < ! < 71 = 5(07) 71 < C57’Lp71 (3.7)
Fe (x) 7 Fe (v) = Fe(em) e (em) Fe, (cr) — Fe, (c7)

Cia pritaikéme (3.5) nelygybe , nes czn > ¢7 > cg.
Galiausiai i$ (3.6) ir (3.7) nelygybiu gauname, kad

Fg, x Fey .. % Fe, (7) - P(Sn > z) < maX{C4C5
Fe_(z) Fe (x)

_ }n”“, Vo > 0.
Fe, (c7)

O

3 Teorema. Tarkime {&1,&a,...} yra neneigiami ir nepriklausomi atsiktiniai dydziai (a.d.), kuriy
pasiskirstymo funkcijos yra {Fe,, Fe, ...}. A.d n yra nepriklausomas nuo {&1,&, ...}, sveikareiks-
mis, neneigiamas ir neissigimes nulyje, kurio atrama supp(n) = {n € Ng : P(n =n) > 0}. Tuomet
a.d. sumos pasiskirstymo funkcija Fs, € 9, jei tenkinamos Sios sqlygos:

10



(a) Fe, € D kazkuriam k € supp(n) \ {0}

(b) limsupsup —=— """ | F,(x) < 00

(¢) EnP*l < oo kazkokiam p > J;Jg .

[rodymas. Norédami parodyti, kad S, € 2 pagal 5 apibrézima, uztenka parodyti, kad

Fg (2 P(S, > %
lim sup S"(z) = lim sup 7( 1 2)
T—00 FST, (IE) T — 00 P(SU >

< 0 (3.8)

Tarkime x > 0, tuomet

P(5,> %) = 3P (S0 > Z)Plr=n)

x)[P’(n:n)—i— i P(Sn>g)P(n:n)

n=1 n=r+1

I
3
- i
=
/N
B
V
|

S]P’(S,{>g)]P’(n:n)+ i P(Sn>g)]P’(n:n)

n=r+1

SP(SK>§)+ i P(sn>§)nm(n:n) (3.9)

n=r+1

[e )
ST T (3) 4 3 e () Pu=n)
n=rk+1

= c3T%, (g) (m”“ + i nP Py = n))

n=r+1

o (2) (4B,
c3 > 0.

Dabar jvertinkime kita tikimybe:

P(Sy>2)= Y P(Sy>x)P(n=1n)
neSapp(n)
> ]P)(S,@ > I)P(n = /{) (3.10)
> P(f,f > 2)P(n = k)
= Fg, (2)P(n=£) >0

Apjunge gautas (3.9) ir (3.10) nelygybes dél a) ir ¢) teoremos salygu gauname, kad

P(S, > & p+1 4 Fpp+l F- (2
lim sup (Sy > 3) < s (W1 + BnP) lim sup £ (3)

< o0 (3.11)
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3.2 Priklausymas klasei .

Siame skyrelyje rasime salygas, kurioms esant skirtingai pasiskirsciusiy a.d. sumos pasiskirstymo
funkcija priklauso klasei .Z. Pirmoji Sio skyrelio lema yra nehomogeniné Albino (7r. [1]) 2.1. lemos
versija.

4 Lema. Tarkime {&1,&s,...} neneigiami ir nepriklausomi a.d. su pasiskirstymo funkcijomis
{F¢,,F,,...}. Jeigu

Fs (z—1
supygl—l—e
z>ds FSN(CC)

i _
F; -1
sup sup£§1+e

e>ds k>n P (2)
kazkokiam e > 0 ir ds > 1, tai Vn > k, galioja nelygybé
Fs,(x—1)

sup ————+ <1+e
e>n(ds—1)+1  Fs, (2)

Irodymas. Matome, kad, kai n = x lygybé teisinga. Tarkime, kad ji teisinga, kai n = N, N > k.
Parodysime, kad nelygybé teisinga ir tuo atveju, kai n = N + 1.

Pazymékime H = Fs, = F¢ * Fe, x ... % F¢. Naudodami integravimo dalimis formule rea-
liems z ir v, taip pat remiantis (2.11) ir (2.12) Embrechts ir Goldie (zr. [9]) lygybémis, gauname:

H e, o) = [ " He - w)dFey,, (u) + H()Fen s (@ —v) + | P wamt)

— 00

Todél, realiems x ir v, turime

r—v
HxFey,  (x—1)= / H(x —u—1)dFey, (u) + Hv—1)Fey,, (x —v)
— 00

n / U R —u— 1dH(@)

— 00

- [; WH(I —u)dFey, (u) + Mﬁ(v)m(x — )

+ H(v)Fey,, (z —v) +/v FgNH(x—u)dH(u)>

Hy-1 F, 1) | 7——
— max { sup L7 sup Fey(y—1) HFey,, (2)
Yy>v H(:’J) y>zr—v+l FEN+1 (y)

Taigi, gavome, kad

HeFey (e-1) _ { H(y - 1) Feyonly— 1)}
B ()

—_———— sup ————1, sup
H « F§N+1 (x) y>v H(y) y>x—v+1 FEN+1

12



Paskutinéje nelygybéje pasirinke v = NN—fl + ﬁ, gauname:

FE1 *F£2*...*F£N+1(I—1)

su
e>(N+1)(ds—1)+1  Fey ¥ Fep v .o Fey ()
Ay 1 P (1
< max sup L, sup M
V2RI TN H(y) y2r— it — w1 F§N+1(y)
H(y—1 Fey  (y—1
< max sup y, sup M
Y= z\zfvf1+N£r1 H(y) yZNLH-FNLH F§N+1 (y)

Hy—1 F; —1
< max sup (7y ) ,sup ENt1 (y )
y>N(ds—1)+1  HY) y>ds  Fen,, (y)

H(y—1 F, -1
< max sup (B ), sup exnn (¥ = 1) <l+e
y>N(ds—1)+1  H(y) y>ds Feniy (y)

Dél lemos salygy tiek pirmasis, tiek antrasis nariai tenkina sarysj. ]

Xu, Foss ir Wang 2015 m. isleido straipsnj "Convolution and Convolution-Root Properties of
Long-Tailed Distributions'[3], kuriame taip pat nagrinéja ilgauodegiy skirstiniy sasukas klaséje .Z.
2.1. Teoremoje (2) punkte, jie jrodé, tokj teiginj:

5 Lema. Tarkime n yra nepriklausomas skaiciuojantis atsitiktinis dydis su baigtine atrama ZZ:O P(n =
k) =1ir P(n =n) > 0, kazkuriam n > 1. Tuomet, Fs, € & <= Fs, € £

Remiantis 4 ir 5 lemomis, galiausiai galime suformuluoti pagrindine Sio skyrelio teorema:

6 Teorema. Tarkime, kad {&1,&> ...} yra nepriklausomi, neneigiami, taciau nebutinai vienodai
pasiskirste a.d., kuriy pasiskirstymo f-jos yra atitinkamai {Fe,, Fe, ...}, o P(& + &+ ...+ & <
x) =P(S; < x) € L kazkokiam k € supp(n)\ {0}. Taip pat tarkime, kad nulyje neissigimes a.d.
n nepriklausomas nuo {&1,&s, ...} su pasiskirstymo f-ja F,,. Sakykime, be to, tenkinamos tokios
sqlygos:

1. supsup (Fg, (z —1) — Fg, (z)) <1
k>k

. Fe, (x—1)
2. limsupsup —22—— =1
m~>oop k:ZE Fe, (z)

3. Fy(6z) = o (yxFs, (x)), V0 € (0,1), kai x — oo
Tada atsitiktinés sumos pasiskirstymo funkcija P(& + & ...+ & <x) =P(S, <z) e Z

[rodymas. Norédami parodyti, kad P(S, < x) = Fs, () € £ pagal £ klasés apibrézima turime
parodyti, kad Ve > 0 ir pakankamai dideliems .

P(S, >z —1)
——= <1
P(S, >xz) ~ L

Pradékime nuo P(S, > = — 1), pakankamai dideliems z,2 > K, o K parenkamas konkretus,
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tenkinantis salyga: sup,s x %1(;)1) < 1+ ¢, turime:

r—1 z—1
]P’(S,,>x—1):}P’(S,,>x—1,77§K 1)—HP’<S,,>3:—1,77>K_1>
Tz —

1 z—1
P -1
K1>+ (Sn>a: ,77>K1)
r—1 z—1
+P S77>:r777>K_1 -P Sn>ac,77>K_1

1
1>+IP’($1<S,]§9:,77>

:P(Sn>a:—1,77§

T —

1
K_1>+P(Sn>:z:,n>

xz—1

n<Kk  g<p< =L n>

P
( + Y | PSe>z-1DPh=n)+ > Pa-1<S8,<z)P(n=n)
P

K—-1 K—1
r—1
S,
+ < n>x,n>K_1>
=P(S, >z —-1,n<k)+ P(S, >z —1)P(n=n)
r<n< E=1

K—1

rz—1
+ Zl]P’(:v—l<Sn§m)IP’(n:n)+]P’<Sn>x,77>K_1>
n> gy

(3.12)

o Dél 5 lemos pirmas démuo P(S,, >z — 1,7 < k) < (1 +¢)P(S, > z,n < K);

o Kadangi antrajame démenyje x pakankamai dideli, x > K, pritaikius 4 lema gauname, kad

Z P(S, >x—1)P(n=n) < (l+e) Z P(S, > z)P(n =n)

x—1 z—1

K<n< =7 r<n< =7

r—1
=(1+6)P(Sn>x,m<n§K1)

o TreCiajame démenyje tikimybé sup, P(z — 1 < S,, < z) zinoma kaip koncentracijos funkeci-
ja. Siai funkcijai pritaikysime Kolmogorov Rogozin nelygybe (2.15 Teorema, (55) nelygybeé
knygoje [10]):

A
Vs (L —sup, Ple —1 <& <))

konstanta A > 0. Tuomet dél pirmos teoremos salygos:

supP(z —1< S, <)<
x

sup sup (E(x—l)—@(:ﬂ)) <1-A,

k>k

14
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kazkokiam 0 < A < 1. Todél

NE

(1 —supIP’(ac -1<& <))

;~
Il

1

l—Sup (Fe(x—1) — E(xm

5
5 (1o e ) T500)

k>k =«

A:(n—/{)A:n(l—E)AZ A

n

Todél, pratesiant (3.12) nelygybe, gauname:

P(Sn>x—1><<1+e>w><sn>x,n<n>+<1+e>P(sn>x,n<n< =)

K-1

z—1
XI:I m +IP’(S >x77>K_1)

n>w—7

< (14 €)P(S, >a:)+A\/7\/EP (77> Ix{__ll>

Narj P(S,, > z) galime jvertinti Sitaip:

=

B

P(S, > ) Z P(S, > ) Z P& + & +... + & > 2)
> P(n = r)P(Sx > z) = (iﬂ) (n= k)
Apjungus (3.13) ir (3.14) nelygybes, galiausiai gauname, kad
P(S, > — 1)<1+6+A\/>V 1F,(%=7)
B(S, > 2) Vo~ 1F5, (0)P(y = )
—1+e+A[V 1P (#5) Fg (2 — 1)
B Vo — 15, (2)B(n = #) Fs, (2 — 1)

Rty AYEVETr (p-1)

=t e e T F=R P

(3.13)

(3.14)

(3.15)

18 salygos zinome, kad Fs, € .Z, todél dél trecios teoremos salygos gauname, kad paskutinis gautos

iSraiskos narys artéja i 0.

3.3 Priklausymas klasei £ N2

O

Ankstesniuose dviejuose skyriuose nagrinéjome kokioms salygoms esant atsitiktiné atsitiktiniy
dydziy sumos pasiskirstymo funkcija Fg, priklauso klaséms . ir 2. Siame skyriuje apjungsime

gautus rezultatus.

7 Teorema. Tarkime, kad a.d. {&1,& ...} yra nepriklausomi, neneigiami, taciau nebutinai vie-
nodai pasiskirste su pasiskirstymo f-jomis {F¢ ,Fe,...}. Taip pat tarkime, kad nulyje neissigi-

mes, sveikareiksmis a.d. n nepriklausomas nuo {&1,&s,...} su pasiskirstymo f-ja Fy.

Fs, € £ N9, jei yra tenkinamos sios sqlygos:

15
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(a) Fs, €%, kaZkuriam k1 € supp(n) \ {0}
(b) Fe,, € D kazkuriam rky € supp(n) \ {0}

(c) sup sup (F (z — 1) - Fg (a) < 1

(d) limsup sup —L—>"" | F¢ (z) < o0

w00 n>ry "Eka ()

(e) EnPtl < oo kazkokiam p > J;,f5 )
o

i sup sup Fee@=D
(f) limsup sup @)

T—00 k>K1
(9) F,(6z) = o (vVzFs, (x)), V6 € (0,1), kai 2 — oo

Irodymas.

Irodymas isplaukia tiesiogiai is 6 ir 3 teoremuy . Dél a), ¢), f) ir g) punkty pagal 6 teorema Fs, € Z.
Dél b),d) ir e) punkty pagal 3 teorema Fs, € 2. Todél, jei yra tenkinamos a — g salygos,
an c¥Ng. O
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3.4 Bankroto tikimybés asimptotika

Foss, Korshunov ir Zachary knygoje "Introduction to Heavy Tailed and Subexponential Distri-
butions" nagrinéja jvairias ilgauodegiy skirstiniy poklases, ju sasukas bei kitas savybes. Viename
i§ skyriy autoriai nagrinéja atsitiktinio klaidziojimo Z uodegos maksimumo tikimybés baigtinia-
me laiko intervale aproksimacija. Zemiau pateikiame juy gautus rezultatus (zr. [14] saltinyje 5.3
Teorema, 102-103 psl.):

8 Lema. Tarkime {Zy, Zs, ...} yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka
su pasiskirstymo funkcija Fyz(x) € Z* ir baigtiniu vidurkiu EZ = —p < 0. Tuomet

k 1 £E+[L7L7
P max Zi>x | ~ */ Fz(y)dy,

1<k<
SRR K

kai x — oo tolygiai, kain > 1

Kadangi lema galioja, kai Fy(z) € %, o * C £ (sr. (3.2) sarys] tred¢iame skyrelyje).
Pagal . klasés savybe Fz(y — ¢) ~ Fz(y) t.y. paslinkus a.d. Z per ¢, skirstinio asimptotiskai
nepakeisime, todél 8 lemg galime performuluoti Sitaip:

9 Lema. Tarkime {Zy, Zs, ...} yra nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy seka
su pasiskirstymo funkcija Fz(x) € * ir baigtiniv vidurkiu BZ — ¢ = —p < 0. Tuomet

k 1 utpun -
P | max (Zi—c)>u| ~ f/ Fy(z)dx,
u

1<k<
) H

kai u — oo tolygiai, kain > 1

O tai yra ne kas kita kaip diskretaus laiko rizikos atstatymo (zr. ivade (1.1) lygybe) modelio
baigtinio laiko bankroto tikimybeés ¢(u,T) (zr. jvade (1.7) lygybe) asimptotine formulé:

k

1 u+pun -
= ) > ~
Y(u,T)=P e (Zj—c)>u . /u Fy(x)dz,

Panasiai samprotaujant sia asimptotine formule galima pritaikyti ir sudétinio nehomogeninio di-
skretaus laiko rizikos atstatymo modelio ¢(u, T) bankroto tikimybei (zr. jvade (1.8) lygybe).
Atsiktiktine zalg Z pakeitus atsiktine suma Z?zl &, esant baigtiniams skirstiniy vidurkiams pri-
taikius zinoma klasiy sarysj £ N2 C .*, gauname tokj rezultata:

10 Lema. Jei Fs, € NP, kur S, =] & irc—ES, =p >0, tai

R 1 futeT _
Y(u, T) ~ ;/u Fs, (x)dx (3.16)

kai u — oo tolygiai T € N.
Apibendrinant aukséiau paminétas lemas, galime formuluoti tokia teorema;:

11 Teorema. Tuarkime sudétinis nehomogeninis diskretaus laiko rizikos atstatymo modelis, ap-
rasytas (1.6) lygybéje tenkina visas 7 teoremoje isvardintas sqlygas. Tuomel, jei yra tenkinama
grynojo pelno sqlyga ¢ — ES, = p > 0, baigtinio laiko bankroto tikimybé ¢ (u,T) tenkina (3.16)
SqTYsy.

Irodymas. Teoremos jrodymas tiesiogiai iSplaukia is auksc¢iau suformuluotos 10 lemos. O
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3.4.1 Bankroto tikimybés asimptotika, kai n turi baigtine atrama, o Fy, € £ N 2,
i=1,2,...

Pabandykime siek tiek supaprastinti gauta asimptotine israiska nagrinéjant kiek konkretesnj
atvejj.

12 Teorema. Tarkime, kad n neneigiamas, sveikareiksmis, nulyje neissigimes, turintis baigtine
atramg P(n € {0,1,2,...,M}) =1 a.d., o Fr, € NP, Vi e N.

Fe, (x)
Fe, ()

Be to, limsup
T—r00

tenkinama grynojo pelno sqglyga ¢ — ES, = p > 0. Tuomet qﬂ(u,T) gali buti isreiksta sitokiu
pavidalu:

< oo, Vi € 1,2,..., M ir kazkuriam k € supp(n)\{0} (x). Taip pat yra

u+pT

M
B, T) ~ igm -0 [ R

u

kai u — oo tolygiai T € N. Cia ES,) = Zkle E&pFy(k — 1)

Irodymas. Norédami, taikyti 11 teoremoje gauta qﬂ(u,T) asimptotine israiska, pirmiausia turime
isitikinti, kad visos teoremoje iSvardintos salygos yra tenkinamos. Tam prireiks vienos pagalbinés
lemos, kurig kaip 2.1 teorema [4] straipsnyje suformulavo Tang ir Cai:

13 Lema. Jeigu F1 € ND ir Fo € NP, tuomet Iy x Fo € LN D ir
Fyx Fy(x) ~ Fi(z) + Fa(2)

Tarkime turime a.d. seka {&1,&,.. &k, -, &M, &k, Exy - - -} Sunumeruokime ja atitikamai
M, M2, o s My o s IM M1, M 425 - - - - Tikrindami salygas laikykime, kad k1 = M, k2 = &

(a) Fs,, €2, kazkuriam s, € supp(n) \ {0}
Kadangi pagal 12 teoremos salyga visy a.d. &;, ¢« = 1,2, ... pasiskirstymo funkcijos priklauso
klasei .Z N &, remiantis 13 lema, gauname, kad ir Fs,, € .Z N 2, taigi ir klasei .Z

(b) Fe,, € 2 kazkuriam kg € supp(n) \ {0}

K

Si salyga taip pat tenkinama, nes visy a.d. &, i = 1,2, ... pasiskirstymo funkcijos priklauso
klasei .£ N 2, vadinasi ir klasei &

(C) Sukanl Supy (Fifk(x - 1) - Fz(@) <1

Nemazindami bendrumo galime nagrinéti

sup sup (Fy, (¢ —1) = Fy (2)) = sup sup (Fe, (¢ — 1) — Fg, (2)) = sup (F, (v — 1) — Fe, (2))

k>M41 @ E>M41 @
< o {sup (Fe (o = 1) = Fe. (), sup (Fec(o = 1) = Fe(o)). sup (Fe (o= 1) = Fe )
<0 0<z<K e>K

ISnagrinékime Siuos narius atskirai:
* SUP,;<q (K(f” -1) - FZ(CU)) =0
* SUPp<a<Kk (FZ(SU -1 - FZ(@) < SUPgcp< i (1 - FZ(x)) <1l- E(K)

o sup,. g (Fe.(z — 1) = Fe, (2)) = sup,s i Fe, (2) (% - 1) < 1, kai K didelis

18



Taigi, kai K yra didelis, gauname:

_ _ N 1 — 1
sup sup (an(ﬂc —-1) - Fgm($)> < maX{O,l — Fe, (K), } = max{l — Fe, (K), } <1
k>M41 o ' ' 2 ' 2

nes dél F¢, priklausymo klasei ZNZ t.y. begalinés atramos turéjimo, gauname, kad }z (K) >
0,VK

lim sup sup,, >, 77”?571(@ S Fe,(7) < o0
Ko

T—r 00

Tegul teoremos (x) salyga yra patenkinta, tuomet

lim sup sup —— Z

T—00 N>k ’I’LF

n

) + limsup sup ——— E,,
r—o0 n>M nF Z

M n
Fe,(x) + limsup sup ——— (Z Fe (x Z &(x))

r—00 n>M TLF{

< limsup max
r—o0 KSN<M TLF

<limsup max ——
r—oo K<n<M HF ( )

EMiM
;1 =

i=M+1
1 Fe +Fe, +...+F 1 Fe + Fe, Fe — M Fe
< “limsup o e e TRy D gy 2 T e T gy g gup
R z—oco Fgm T—00 Fgm z—00 n>M n Fg'i

Dél (x) salygos pirmasis ir antrasis démuo yra baigtiniai. Kadangi n > M, treciasis narys
nevirSys 1. Taigi, gauname, kad §i salyga yra tenkinama.

EnPt! < oo kazkokiam p > Jlf,f£

Sko

Kadangi Fy, € 9, tai J}, Fe, < 00 A.d. n turi baigtine atrama, o baigtinio dydzio baigtinis
momentas - taip pat balgtmls Taigi, §i salyga yra tenkinama.

Fe, (z—1)
limsup sup —=22——+ =1
x~>oop k:>/£)1 ng( )

Laikykime k1 = M.

. F, (x—1 .
lim sup sup M = lim sup sup
r—00 k>M Fnk (JJ) r—oo k>M

(Fate - Rl 1} _,
Fey(x) ~ Fe(2)

IS esmés néra svarbu, kuris narys didesnis, nes pagal teoremos salyga visuy a.d. £ pasiskirstymo
funkcijos priklauso klasei £ N 2.

F,(0z) = o (VaFs, (z)), V6 € (0,1), kai z — oo
k1 = M yra baigtinis, todél gauname, kai = didelis - F,,(z) = 0.

Gavome, kad galiojant suformuluotoms 12 teoremos salygoms, galime taikyti 11 teorema ir

joje gauta ¥ (u,T) asimptotine (3.16) israiska. Tolimesniame teoremos jrodyme pateiksime kaip
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gaunami P(S, > z) ir ES, nariai.

P(S, > z) ZP P(S, > x)

_ ]P(n — DP(S, > 7) + P( = 2)P(Ss > @) + P(n = 3)P(Ss > @) + ... + P( = M)P(Sys > )
=P(n=1P& > ) +P(n=2)P + & > x) +P(n=3)P({1 + & + &3 > )

+.. .+ P =MPEG + S+ 8+ ..+ > )

=P(n = 1)F, (z) + P = 2)Fg, * Fe, (x) + P(n) = 3)F, * Fy, * Fe, (v)

+ ...+ P(n=M)Fg « Fe, % Fe, ... Fe, ()

(3.17)
Kadangi VF;, € .2 N 2 pritaikius 13 lema, pratesiant (3.17) lygybe gauname:
P(S, > @) ~ P(n = D)Fg, (2) + Pn = 2) (P, (2) + Fey (@) + P(n = 3) (P, () + Py (@) + Fe () )
oo+ Py = M) (g (2) + Py (2) + Fe (@) + .. + Feyy ()
= Fe,(2) (P = 1) + P(y = 2) + Pl = 3) + ... + P(y = M))
n=2+P(n=3)+...+P(n= M))
-+ Ty ()P(n = M)

Fe, () (P(n =2)
+ P (@) (P =3)+ ...+ Py = M) + ..
Fe, )FZ( ) +P(77>M_1)F§M( )

:&xm+wm>n&x>+Pm>2

 Fare) + Fa)Fes@) + Fo(Fesa) -+ Ty~ )y 0
M

=Y Fli- D)

Labai panasiai gaunama ir vidurkio israiska:

ES, =E( +&+&+ ..o+ &m)
=P(n=1ES +P(n =2)E( + &) +P(n = 3)E(& + & +&3)
+o AP =MEE +&+ &+ .+ Eu)
=P(n = 1)E& + P(n = 2)(E&; + E&) + P(n = 3)(EE; + Eé, + EE3)
+. P =M)(E&H +ES +ES + ..+ Eéy)

:IE§1<IE”(77:1)+]P’(n:2)+IP’(77:3)+...+IE”(17:M))
+E§2(]P’n:2)+P(n:3)+...+IP’(n:M)>

(
+E§3(]P’(T]= 3)-|—...+}P’(77:M)) + ...+ E&yP(y = M) (3.18)

M
= ZE&P@ > k)

:ZEngn>k—1)

zu

=Y E&F,(k—1)

k=1

Taigi, sustacius gautas iSraiskas j (3.16) ¢(u,T) iSraiska bei pasinaudojus tuo, kad turime
baigting suma, gauname reikiama rezultata. O
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4 Pavyzdziai

1 Pavyzdys. Tarkime turime tokj sudéting nehomogoneny diskretaus laiko rizikos atstatymo mo-
delj, kuriame Zaly sekq {&1, 82,83} nusako skirtingy parametry Pareto skirstiniai:

. 1 \2
Fil(x): (1—‘1-.%‘) , x>0
_ 2 \?2
F§2(m):(2+x) , x>0

. 3 \2
F53($)=(3+$) , >0,

Taip pat tarkime, kad Zaly skaiciy nusakantis a.d. n yra baigtinis ir

Rasime tokio sudétinio rizikos atstatymo modelio bankroto tikimybés z/s(u, T) asimptotine israiskq.
Pirmiausia turime patikrinti ar toks modelis tenkina 12 teoremoje suformuluotas salygas.

(a) Ar Fe, € ZN9,Vi e N?

Yra zinoma (zr. 1.4.22 pvz. [7] Saltinis) ir galima nesunkiai parodyti, kad visi Pareto skirstiniai
priklauso klasei . Norédami tai patikrinti, taikysime % klasés apibrézima (7r. 3 apib. 2-ame
skyrelyje)

[e3
. (kfy})a . E+xz\* L .
lim sup ——— = limsup = limsup | & =y 9

y,a, k> 0.

Is (3.2) sarysio 3-jame skyrelyje zinome, kad Z C £ N 2, todél §i salyga yra tenkinama.
Fe, (z)

(b) limsup F; @ <% Vi€ 1,2,..., M ir kazkuriam k € supp(n)\ {0}

T—r 00

Pasirinkime x = 3, tuomet

: Fey(z) T 34z 2
. llg?isogp% = hgrcrljip o) = haI;rLSOgP (3(1+z)) =5 <
e limsup Fey(2) _ lim sup (z35)° = lim sup (2(3+”))2 =%
zoo Te3(®) T—00 (3¢2)° w0 \3C2HT) 9
- Fey(o) _ . (515)°
e limsup =2~ = limsup -5 = 1 < 00
z—>oop Feg (@) :c—>ocp (3:31 )?

Kadangi visos iSvardintos salygos yra tenkinamos, jei yra tenkinama grynojo pelno salyga y = ¢ —
ES, > 0, siam sudétiniam rizikos atstatymo modeliui galime taikyti 12 teoremoje gauta asimptotine
formule:

M - u+p,T7
dat)~ Y-y [ Fds,
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kai u — oo tolygiai T' € N.

_ 2 1
IEST,:Z]E@FH(Z'—I):1*1+2*§+3*§:3—
=1
Tuomet, kai ¢ > 3%:
. 1em utuT
D T) ~ 3 Ffi = 1)/ e (x)de
i=1 u
1 u+puT 1 2 2 u+uT 9 2 1 u+pT 3 2
=— —— | dx+ = — ) dx+ - d
u(/u <1+x> x+3/u (2+I> x+3/u <3+x> *
__l 1 N 8 N 3 u+pT
 op\l4+z 32+=z) 3+z/],
L — s . )
op N +utpD)(+u)  32+u+pl)(2+u) 3B +u+ul)(3+u)

1

8

1

(

tolygiai T' € N, kai u — oo

I4+u+pT)(1+w)

MO Yo

METE T U TE

)

Naudojant statistine programa R palyginsime gautaja aproksimacijos formule su Monte Karlo
simuliacijy metodu gautais rezultatais:

U 50 100 200 300 400 500

MC 0,02415 0,009760 0,00347 0,0016 0,00093 0,00055
Aproksimacija || 0,013119554 | 0,003620565 | 0,0009505402| 0,0004295779| 0,0002436825| 0,0001567513
U 1000 2000 3000 10000

MC 0,17 %107 0,01 %106 0 0

Aproksimacija || 3,959032 % 107° | 9.948563 % 107 | 4.429181 x 106 3,99587 x 107

1 lentelé: MC simuliacijy metodo ir aproksimacijos formulés rezultatai.

simuliacijy sk. =10°

T =10, ¢ = 4, MC

Kaip ir tikétasi, galime pastebéti, kad esant nedideléms parametro U reikSméms, aproksimacijos
formulé neduoda pakankamai tiksliy rezultaty, taciau jam didéjant, abiem metodais gaunamos
tikimybiy reiksmeés panaséja. IS 1 lentelés matome, kad parametrui U esant pakankamai dideliam,
naudodami Monte Karlo metoda gauname bankroto tikimybe lygia nuliui, tuo tarpu naudojant
iSvestaja aproksimacijos formule - ne. Grafiskai rezultatai atrodyty Sitaip:
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MC metodo ir aproksimacijos f-les palyginimas

3
s | — MC
- Aproksimacijos f-le
[
o)
>
£
X o
= 3
o o
L
o
<
4
o
5]
o
[e]
1
8
o o -
g o
2
I
0
o
o -
o

C

1 pav.: ¢ =4, T = 10, MC simuliacijy sk.=10?

R programos kodas, kuriuo gauti 1 paveikslélis bei 1 lentelé, pateikiamas A.1 priede.

2 Pavyzdys. Panagrinékime kitq pavyzdg, pridédams kitokio tipo Zaly. Tarkime turime tokj sudé-
ting nehomogonenj diskretaus laiko rizikos atstatymo modelj, kuriame Zaly sekq {&1,&2, &3, 84,85, &6}
nusako skirtingy parametry Burr ir Pareto skirstiniai:

Veélgi pradésime nuo salygy tikrinimo.

a) IS pirmojo pavyzdzio zinome, kad Fg,, i = 4,5, 6 priklauso klasei .Z N 2. Taip pat yra Zinoma
&i
ir galima nesunkiai parodyti, kad pirmi trys nariai, pasiskirste pagal Burr skirstinj, priklauso
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klasei # (zr. 3 apibrézima):

2
1
. (ui(ym)?) i < 1+ a2 >2 1
msup ——>5— = 111msu P —— = —
z~>oop 1 )2 :c—)oop 1+(yl‘)2 y4
14+x2

Is (3.2) sarysio 3-jame skyrelyje Zinome, kad Z C £ N 2, todél pirmoji salyga yra tenkinama.

(b) Pasirinkime k = 6, tuomet

- 132 2

= limsup 20 = limsup (si2) =0<o0, i=123
xr—r o0

2
T—00 56( ) T—00 (7%2)

Matome, kad pirmieji trys nariai artéja i 0, o likusius zinojome i pirmojo pavyzdzio. Taigi,
salyga yra tenkinama.

Gavome, kad, jei yra tenkinama grynojo pelno salyga ¢ — ES,, > 0, galime taikyti 12 teorema.
Kadangi E&4, Eé5, E¢s radome pirmajame pavyzdyje, liko rasti E& = E&; = E€s:

oo 1 2
Efi:/o (1+x2> B

. i=1,2,3

a1

Taigi,
T 5 4 3 2 1 > 157
ES, =S E&F,(i—1) =2 (14242 ) 4150 4252 435 -+ =12+ —~
25 (@ 4( +6+6>+ I R Y

i 2, 15 .
Todél, jeigu ¢ > 15 + S, tuomet:

1&(“” T) ~

15 u+upT 1 2 3 u+pT 1 2
= ) des d
6 /. (1+x2> x+6/u (1+9:) v
utpT 2 2 1 u+pT 3 2
d — d
/u (2-1—90) x+6/u (3+x> ’
u+pT

é x + arctgr | — ! — 4 — 3
1\2211 )T e1+2)  32+x) 2B+a) )|,

5( 1 —upT — u?
((w+pT)? +1) (u?+1)

+ arctg(u + pT) — arctg(u))

1 4 3
+ + +
204+ u+pT)(1+u)  32+u+ul)(2+w) 2(3—|—u—|—uT)(3—|—u)>
tolygiai T € N, kai u — oo

Palyginkime gautaja aproksimacijos formule su Monte Karlo metodu gautais rezultatais:
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Gauname panasius rezultatus kaip ir pirmajame pavyzdyje.

MC metodo ir aproksimacijos f-les palyginimas

0
\—!_
(=]

)

o

>

1S

=z o
= 3
o o
1]

o

4

<

c

<

o

€]

X

8 5

o Q9

£ ©

S

2

©

m
o
O__
o

— MC
- Aproksimacijos f-le

2 pav.: ¢ =4, T = 10, simuliacijy sk.=10°

veikia esant dideléms parametro U reikSméms, tuo tarpu mazesnéms - Monte Karlo metodas.

Aproksimaciné formulé geriau

U 50 100 200 300 400 500

MC 0,00933 0,00348 0,0012 0,00036 0,00027 0,00019
Aproksimacija || 0,02394902 | 0,006327033 | 0,01627827 | 0,0004295779| 0,000412963 | 0,0002650784
U 1000 1500 2000 10000

MC 3%107° 1%10°° 0 0

Aproksimacija || 6,666404 %107 | 2,968735 % 107° | 1,671574 % 107> 6,702296 * 1077

2 lentelé: MC simuliacijy metodo ir aproksimacijos formulés rezultatai. T' = 10, ¢ = 4, simuliacijy

sk. =10°

R programos kodas, kuriuo gauti 2 paveikslélis bei 2 lentelé, pateikiamas A.2 priede.
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5 Isvados ir rekomendacijos

Darbe isnagrinéjome atsitiktinés sasukos uzdaruma klaséje .Z N 7, kai atsitiktiniai dydziai yra
nepriklausomi, taciau nebutinai vienodai pasiskirste. Gavome salygas, kurias Sie dydziai turéty
tenkinti, kad atsitiktiné zaly suma priklausyty siai klasei.

Kitoje darbo dalyje sudétiniam nehomogeniniam diskretaus laiko rizikos atstatymo modeliui
pritaikémé Korshunov lema (8 lema) ir gavome baigtinio laiko bankroto tikimybés asimptotine
israiska ((3.16) formulé). Gauta asimptotine iSraiSka pritaikéme konkretesniam atvejui, kuomet
a.d. n turi baigting atrama, o F¢,, i = 1,2,..., M priklauso klasei £ N Z ir gavome pagrindinj sio
darbo rezultata - 12 teorema. Gautoji teorema nesunkiai pritaikoma konkretiems pavyzdziams (1
ir 2 pvz.), taigi asimptotinés baigtinio laiko bankroto tikimybeés reikSmeés apskaic¢iavimas neuzima
daug laiko ir yra pritaikomas daugeliui skirtingy skirstiniy. Lyginant gautaja israiska su 1 teore-
moje Siaulio ir Leipaus jrodytaja homogeniniam atvejui galima jzvelgti panasumy, taciau gautos
israiskos néra identiskos.

Siame darbe pasickéme issikelta tikslg ir jrodéme, kad galima rasti baigtinio laiko bankroto
tikimybés asimptoting formule sudétiniam nehomogeninam diskretaus laiko rizikos atstatymo mo-
deliui. Tolimesni tyrinéjimai galéty buti tesiami bandant susilpninti salygas, reikalingas atsiktineés
sasukos uzdarumui klasés £ N Z atzvilgiu.
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A Priedai

A.1 1 pavyzdzio kodas

library (actuar)
### —Monte—Carlo simuliaciju metodas— ###

#u—pradine turto reitksme, c—premiju surinkimo greitis ,
#no. simulations—kiek kartu atliksime MC simulacijas
#I-laikas , tki kurio skaiciuosime bankroto tikimybe
#zalu_sk—galimas zalu skaicius per laiko 1 laiko wvieneta

ruin_time <— function(u, ¢, no.simulations, T,zalu_sk) {
trajektorija=matrix(nrow=no.simulations , ncol=T+1)

for (k in 1l:no.simulations){

U<—matrix (nrow=T, ncol=1)

U[l]<—u

zalos<—matrix (nrow=zalu_sk, ncol=1)

for (g in 1:zalu_sk){

zalos [g]<—rpareto (1,2,g)}

for (i in 1:T)

n=sample (1:zalu_sk,1)
for (j in 1:n){

S=0

S=zalos [j]+S

U[i4+1]=U[i]+c-S

trajektorija [k,]<-U
# a<—seq(0,T,1)
# if (k==1) plot(a,trajektorijalk,],type ="1")
# else lines(a,trajektorijal[k,])
}
suma=0
for (i in 1l:no.simulations){
for (j in 1:T+1){
if (trajektorijal[i,j]<=0)
{suma=I+suma
break}
}
}
suma
prob=suma/nrow(trajektorija)
prob

}

## — Gautoji aproksimacijos formule— ###

aproksimacija<— function(u, c, T) {

probability=Tx(1/((1+u+(c—10/3)*T)*(14+u))+8/(3*(24+u+(c—10/3)*T)*(2+u) )+1/ (3*(3+u+(
c—10/3)*T)*(3+u)))

probability

}

tikimybes<—matrix (nrow=10000, ncol=2)

i=5

while (i <=10000)
{tikimybes[i,1]=ruin_time(i,4,1075,10,3)
tikimybes [i,2]=aproksimacija(i,4,10)
i=i+b

}

tikimybes2<—matrix (nrow=2000,ncol=2)
i=1
for (i in 1:2000){
tikimybes2 [i,]<—tikimybes2[5*i,]

28




63
64
65

67
68

© 00~ U WN -

U U U O U i s b s b s B B s s W0 W W W W wWwWwwWwWwWwWhNNDNDNDDNDDNDDNNDN === == = = =
WP, OO TDADUERE WNFRFOOOTDDUERE WNFEF OOWOTDNUUER WN=OOWTO0 Uk W —=O

a<—seq(5,10000,5)

plot(a,tikimybes2[,1],main="MC metodo ir aproksimacijos f—les palyginimas",h6 xlab="
U", ylab="Baigtinio laiko bankroto tikimybe" type ="1", ylim=c(0,0.15), xlim=
c(0,700) ,lwd=2)

lines (a,tikimybes2[,2], lty=3,lwd=2)

legend ("topright’, lty=c(1,3),lwd=c(2,2), c(’MC’,’ Aproksimacijos f—le’))

A.2 2 pavyzdzio kodas

library (actuar)
### —Monte—Carlo simuliaciju metodas— ###

#u—pradine turto reitksme, c—premiju surinkimo greitis ,
#no. simulations—kiek kartu atliksime MC simulacijas
#T-laikas , t1ki kurio skaiciuosime bankroto tikimybe
#zalu_sk—galimas zalu skaicius per laiko 1 laiko wvieneta

ruin_time2 <— function(u, ¢, no.simulations, T,zalu_sk) {
trajektorija=matrix(nrow=no.simulations , ncol=T+1)
k=1
for (k in 1l:no.simulations){
<—matrix (nrow=T, ncol=1)
U[l]<—u
zalos<—matrix (nrow=(zalu_sk—3), ncol=1)
for (g in 1:(zalu_sk—3)){
zalos [g]<-rpareto(1,2,g)}
for (i in 1:T)

zalos2<—matrix (nrow=zalu_sk ,ncol=1)
1=1
for (1 in 1:zalu_sk){
if (1<=3) zalos2[l]<—rburr(1,2,2,1)
else zalos2[l]|<—zalos[l—3]

n=sample (1:zalu_sk,1)
for (j in 1l:n){
S=0
S=zalos2 [j]+S
}

}
trajektorija[k,]<-U

# a<_56q(07T)1)

# if (k==1) plot(a,trajektorijalk,],type ="1")
# else lines(a,trajektorijalk,])

U[i+1]=U[i]+c-S

}

suma=0

i=1

for (i in 1l:no.simulations){
j=1

for (j in 1:T+4+1){

if (trajektorijal[i,j]<=0)
{suma=1+suma

break}

}
}

suma
prob=suma/nrow(trajektorija)
prob

}

## — Gautoji aproksimacijos formule— ###
aproksimacija2<— function(u, c, T) {
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probability= Tx((5/4)*((1—u*(c—5/3—15%pi/24)*«T—u"2)/(((u+(c—5/3—15xpi/24)*T)"2+1)
*(u"2+1) )+
atan (u+(c—5/3—15%pi/24)*T)—atan(u))+1/(2*(1+u+(c—5/3—15xpi/24)«T) *
(14+u) )44/ (3%(2+u+( c—5/3—15%pi/24)*T)*(2+u))
+3/(2%(3+u+(c—5/3—15%pi/24)«T)*(3+u)))
probability

}

tikimybes3<—matrix (nrow=10000, ncol=2)
i=5

while (i<=10000)

{tikimybes3 [i,1]=ruin_time2(i,4,1075,10,6)
tikimybes3[i,2]=aproksimacija2(i,4,10)
i=i+5

}

tikimybesd<—matrix (nrow=2000,ncol=2)
i=1

for (i in 1:2000){

tikimybes4 [i ,]<—tikimybes3 [5xi ,]

a<-seq(5,1000,5)
plot (a, tikimybes4 [,1] ,main="MC metodo ir aproksimacijos f—les palyginimas", 6 xlab="
U", ylab="Baigtinio laiko bankroto tikimybe" type ="1", ylim=c(0,0.15), xlim=
c(0,500) ,lwd=2)
lines (a,tikimybes4 [,2], lty=3,lwd=2)
legend ("topright’, lty=c(1,3) ,lwd=c(2,2), c¢(’MC’,’ Aproksimacijos f—le’))
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