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Santrauka/Abstract

Nepriklausomuy nuosaikiai pasiskirscéiusiy atsitiktiniy dydziy sumy

maksimumas

Santrauka

Tegul &1,&9,...,&, - seka nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy dydziy, o S, = &1 +
+& + - -+ &,. Taip pat, tegul & - nuosaikiai pasiskirste atsitiktiniai dydziai su neigiamu baigtiniu
vidurkiu E¢; = —a < 0. Siame darbe nagrin¢jamas asimptotinis tikimybés P (max{Si, Sa, ..., S,} > z)
elgesys tolygiai pagal n > 1, kai x — oo. Taip pat, nagrinéjamas atvejis, kai n < M bet kokiam
fiksuotam M = 1,2,.... Pirmuoju atveju parodoma, kad egzistuoja tikimybés jvertis i§ virSaus.

Antruoju atveju pateikiamas jvertis is virSaus.

Raktiniai Zodziai : atsitiktiniy dydziy sumy maksimumas, nuosaikus pasiskirstymas, Poterio tipo

ivertis, Kesten tipo jvertis.

Maxima of Sums of Independent Random Variables with

Dominatedly Varying Distribution

Abstract

Let &1,&9,...,&, be a sequence of independent identically distributed random variables and .S, =

&+ &+ -+ &, Also, let & be dominatedly varying random variables with finite negative me-

an value E§; = —a < 0. In this paper, we study the asymptotic behavior for the probability
P (max{S1,S2,...,S,} > ) uniformly with respect to n > 1 as * — oo. Also, we consider the
case when n < M for any fixed M = 1,2,.... In the first case it is shown that a finite upper bound

does exist. In the second case an upper bound for the probability is found.

Key words : Maxima of sums of random variables, dominated variation, Potter bound, Kesten bound.



Ivadas

Tegul &1, &, ..., &, - seka nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy su pa-
siskirstymo funkcija F'(z). Tegul Sop = 0,5, =& + & + -+ &, ir M, = max{S;,0 < k < n}.
Tarkime, kad E¢ egzistuoja ir E¢ < 0. Pazymékime a = |E€|. Sio darbo tikslas yra jvertinti
is virSaus tikimybeés P (M,, > x) elgesj, kai © — 00, o & yra nuosaikiai pasiskirstes atsitikti-
nis dydis. Darbe bus nagrinéjamas tikimybés P (M,, > x) elgesys tolygiai pagal n > 1. Taip
pat, bus nagrinéjamas atvejis, kai n < M bet kokiam fiksuotam M = 1,2,.... Sis atvejis

interpretuotinas kaip bankroto tikimybés vertinimas baigtiniame laike.

1.1. Apibrézimas

Atsitiktinio dydzio ¢ skirstinys vadinamas sunkiauodegiu, jei Ee’ = oo visiems § > 0.

1.2. Apibrézimas

Pasiskirstymo funkcija F' vadinama ilgauodege (priklausancia klasei £), jei kiekvienam fik-

suotam ¢t > 0

lim —Fix +1) =
z—oo F (m)

1.3. Apibrézimas

Sakoma, kad atsitiktinis dydis £ yra nuosaikiai pasiskirstes (jo pasiskirstymo funkcija pri-

klauso klasei D), jei kiekvienam fiksuotamam ¢ € (0, 1)

: F (xt)
lim sup = < 00
1.4. Apibrézimas
Pasiskirstymo funkcijy sekos F, Fy, ... virSutiniu Matuszewska indeksu J; vadinsime
Fo
Jf = — lim log ( liminf inf _(a:y) .
y—00 logy z—oo m>1 f (ill')

Nesunkiai galima gauti, kad

o 7o (=)
B logy P\ e st B ()



Kad J;i apibrézimas korektiskas klas¢je D, yra parodoma priede A.2. Be to, priede A.4

remiantis Hille ir Phillips teorema parodyta, kad J; galima uzrasyti tokia israiska:

3t = gy o (ot 250
arba
| | T (w3)
J;f = ;I;fl oz y log hin_> soljp Szuzli T(w)

1.5. Apibrézimas

Atsitiktinis dydis £ vadinamas subeksponentiniu (jo pasiskirstymo funkcija F' priklauso klasei
S), jei

. Py xFy (2)
11m — e — 3
w0 Fy (x)

c¢ia Fy (z) = F'(x) L{z>0}, 0 Fy x F zymi pasiskirstymo funkcijos F, sastuka su pacia savimi.

1.6. Apibrézimas

Pasiskirstymo funkcija F' vadinama stipriai subeksponentine (priklauso klasei §*), jei

J. o F(y)dy < oo ir

Zinoma, kad LND C 8 C L (r. [7]) ir pasiskirstymo funkcijoms F, kurioms
fooof(y) dy < oo, teisinga LND C S* C S (zr. [8]). Taip pat, yra zinoma, kad S*ND # .

Darbe naudojamas zyméjimas

Ly = lim lim inf F;(xy)
yll z—oo (1)

Akivaizdu, kad 0 < Lr < 1 bet kokiai pasiskirstymo fiunkcijai F'. Be to, galima parodyti,
kad

F
L' = lim lim sup _(a:y)
vt 200 F(2)




Jei f(x) ir g(x) yra dvi teigiamos funkcijos, zymésime

F(2) < 9(a), jei nmp% <1ir

f(x)

f(x) 2 g(x), jei liminf —= > 1.
(@) 2 9(o). Je ming L2

Darbe [1] yra parodyta, kad, kai £ yra nuosaikiai pasiskirstes atsitiktinis dydis, teisinga
nelygybé

lim inf int P (maX{So,Sl, .. .,Sn} > ZL')

— > Lp.
z—00 n>1 %f;—ﬁ-nap(y) dy r

Taip pat, gaunama, kad kai papildomai tenkinama salyga

[F - dy N

lim sup sup e
r—o00 n>1 f:v+ F(y) dy

yra teisinga nelygybé

lim sup sup P (max{Sp, S1,...,S.} > 7)

— < L.
r—oo n>1 %fxﬁmF(y) dy o

Taciau néra zinoma, ar galima rasti baigtinj jvertj is virSaus atsisakius papildomos salygos.
Sio darbo tikslas yra jvertinti i§ virSaus tikimybes P (M, > ) elgesi, kai  — oo, atsisakius
prielaidos (1). Gaunamas rezultatas, kad toks baigtinis jvertis egzistuoja.

Remiantis 1-ame ir 2-ame skyriuose pateiktomis lemomis, 3-ame skyriuje jrodoma pagrindinée
teorema. Taip pat, 4-ame skyriuje pateikiamas tikslesnis vertinimas baigtinio laiko atveju, t.y.

kain =1,2,..., M. Pagrindine darbo teorema suformuluojame c¢ia.



Teorema 1. Sakykime, E§E = —a < 0, F € D. Tada 3¢ > 0 :

1 x—i-na_
P (max{Sp, S1,..., 5.} >2) < ca/ F(y) dy

xT

tolygiai pagal n > 1, kai x — oo, t.y.

P (max{Sy, S1,...,S,} > x)

lim sup sup e <ec.
rz—oo n>1 éfx—’— F(y) dy
Cia, iprastai
So - 0,
Sl = 51;
Sy = &1 + &2,

Sn:£1+52+"'+€n7

0&1,&,...,&, yra nepriklausomos a.d. & kopijos.



1. Poterio pavidalo jvertis pasiskirstymo funkcijy seimai

1 lema. Sakykime pasiskirstymo funkcijy seka Fy, Fs, ... tenkina sqlygq

7 (3)

lim sup sup — < 00. 2

Tada bet kuriam p > Ji egzistuoja konstantos ¢y ir co kurioms teisingas jvertis

V\P .
c1 (—) , katv > u > cs.
U

Pazymime

. F, (yx)
N ;= lim sup sup — .

IS salygos (2) ir ¥ apibrézimo turime:

Ty yt.

IS siy savybiy isplaukia, kad ¥ (y) < oo, Yy > 0.

Antra vertus, i§ J;; apibrézimo iSplaukia, kad



1 F
Ji = — lim log <lim inf inf = (a?y)>

yY—00 1ogy T—r00 m21 F_m(SB)
1
= — lim log | = 1
Yy—00 lOg Yy lim SUP; 00 © Fm (zy)
infm>1 FEG)
1
— — lim log Fon
y—oo logy limsup,_, SUpP;,>1 %(ix;)
1
= — lim lo =
y—oo logy & Fn(2})

limsup,_, ., Sup,,>1 e

1 F, <x1>
= lim ——log [ limsup sup ——= z
Yy—r00 lOgy z—o00 m>1 Fm (II?)

Fy (m))

1
= lim log [ lim sup sup —
20 10g% & ( w—>oopm2% Fm (I‘)

1
= lim | — log U
;{g< logy) og ¥ (y)
— lim <_M).

logy

Tegul p > J;. Toks baigtinis p egzistuoja. IS tiesuy, turime J- iSraiska (7zr. prieda A.4):

, 1 7o (=)
T ogy 8 | P

Tarkime priesingai, kad J;7 = co. Bet tada

P (23)

limsupsup ———= =00, Vy>1
r—o00 m2>1 Fm (x) 4

t.y. gauname priestara salygai (2).

Taigi, imkime p > J. Tada

log ¥
lim (_Og_@)) “»
410 logy

lim (M) > —p.

410 logy
Todél egzistuoja 0 < y* < 1, kuriam

log W (y") _
log y*



IS cia

log ¥ (y*) < —plogy”,

Arba

F,, (xy* 1)?
limsupsupﬂ < <—) :
r—oo m>1 Fm(.l')

Galima parinkti tokj x*, kad

m (uy™) ( 1
Sup ————— S —
m>1 Fp, (u) y*

<

N—
=

visiem u > z*.

Tegul dabar v > u > «* ir

kazkokiam r > 0.

Tada turime

tai yra
v(y)" =,
) <
Vadinasi,
B B0 Teey)) T
m>1 Fp, (0)  m>1 By (v)  F, (vy*) m (v (y*)“l) Fo (v (y*)")
wp Enoy) Fa (0())  Fa(wy)) o F(u)
S e g P BRI o PO e e o YOS




Kadangi (yi) < 2, tai i gautos nelygybes isplaukia, kad

jeigu v > u > x*.

10



2. Kesten pavidalo jvertis pasiskirstymo funkcijy seimai

2 lema. Sakykime, pasiskirstymo funkcijy seka Fi, Fy, ... tenkina

F, (&
lim sup sup _m(Q)
g0 m>1 Fp, ()

< 00.

Tada bet kuriam p > Ji egzistuoja konstantos c; > 0 ir ¢y > 0, kurioms

.*m
SUp —=

< eymPt
i>1 F;(x

visiems x > com ir visiems m > 1.

>
Sakykime, x > 0. Pazymékime & a.d. su pasiskirstymo funkcija F;. Tegul, be to,
5}1), 552), e ,fi(m) yra nepriklausomos a.d. &; kopijos. Tada bet kuriam x > 0
P 0) = P (6069 4+ 5 2)
gP Elje{l coo,m} I35 >—)
=P <U{£“ > —})
-2E ()
7j=1
7 ()
=mr;{— .
m
Todél
sup —— (z) msup _(m) (3)
>1 Fi(x) i>1 Fi(x)
Pagal 1 lema i$ 1-o skyriaus gauname, kad konstantoms ¢; > 0 ir ¢5 > 0
F(z '
sup _<m) < (%) =cym?,
i>1 Fj(x) poe
jeigux > = > ¢

Istate i (3) turime, kad

11



jeigu x > com.

sup
i>1

*m

i

i

T

< Clmp-i-l

12



3. Pagrindinés teoremos jrodymas

Siame skyriuje pateikiamas teoremos 1 jrodymas.

>

Kartojant jrodymo pradzia i$ [1], imkime A > a ir 4, € € (O,min{%,% ) bei apibrézkime

apibendrinta atsitiktinj dydj

min{j >1:5;,>A—j(a—e)},
T=71(c,A) = ’
00, jei §; < A — j(a— ¢)visiems j.

Pazymime

v=7v(e,A) =P (1 > 0).

Bet kuriam K € N turime

)
I
)—U

T>00)=P(3j: 5 >A—j(a—¢))

:P<(Q 7j+a>§+€}>u(j:@+l{%+a>?+s}>>
§iP(7j+a>%)+P(sup >5>.

J>K41
I8 stipriojo didziyjy skaic¢iy desnio isplaukia, kad bet kuriam fiksuotam e

S.
< +a
J

JEEOV(&A) = 0.

Vertinkime tikimybes P (S;, > ).

13



Bet kuriam n > 1 turime:
P (Sranse) = Y P(TAn=k S > )
k=1

Zn:P(Sk_l§A—(k—1)(a—5),5k>x)

k=1

ZF (x—A+(k—1)(a—¢))

z+k(a—e)
2) / Fly—A—(a—2)) dy

(k—1)(a—¢)
1

m+na s
— [ Fu-a-@-o)d

IN

| N

| N

a—¢

Fly-A—(a—c) 1 [
=5 () a—e/m Flo) v

Pritaike L' apibrézima, galime gauti, kad

P (S;nn >
lim sup sup - (Hé\a_ ?) < L;l.
rz—oo n>1 — F(y) dy

a—e Jx

Tai reiskia, kad pakankamai dideliems x (z > x¢)

1+¢
a—¢

r+na
P (Sonn > ) < L' / F(y)dy, Vn=1,2,... (4)

Apibrézkime daugiau atstatymo momenty. Tegul 7 = 7, o visiems k > 2

Te—r +min{j >1:5, 1 — S, >A—j(a—e)}, jeigu 71 < o0,
Tk = Tk (E, A) =

00, jeigu 7,_1 = oo arba S;, 4 — 5, , < A—j(a—¢)visiems j.

Jeigu 7, < oo, tai pagal A.3 priedo lemg vektoriai
(11, 57), (7o = 71,87, —S7,) - -+, (Tk — Th—1,57, — STkil) (5)

yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste.

Sakykime, ¢, 1,¢n2,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai, ku-

riems

P (pn1 > x) =P (S > x|m1 < 00).

14



Pagal (4) turime, kad

P(Spmn >z, 11 <00) _ P(Syan> 1) 1+e¢ /‘”"“_
P(p,1>2)= : : < : < F(y)dy, (6
((p ,1 'T) P(Tl < OO) = v = fYLF (a_g) ; (y) Y ( )
visiems x > xg ir visiems n =1,2,...
Apibrézkime funkcijy aibe G, (z) lygybémis

. 1 , jeigu x < ¢ + 1,
G () = o g

min{1, WL;J(FQE_Q LT F (y) dy} o jeigu @ > x4 1.

Kadangi fooo F(y)dy < oo, tai G, (x) yra pasiskirstymo funkcijos. Be to, i$ (6) turime, kad

P (¢n1 > ) < G (2) (8)

visiems x € R ir visiems n =1,2,....

Pazymékime
M,, = max{S,,Si,..., S}

Tegul = pakankamai didelis (x > A). Jeigu M,, > x, tai egzistuoja 7, < n ir j € [Tk, Th11)
tokie, kad S; > x. IS tiesy, priesingu atveju gautume, kad néra tokio 7, < m. Vadinasi,
visi 7, > n. Taigi ir 7 > n + 1. Pagal apibrézima tokiu atveju S; < A — j(a — ¢) visiems

Jg=12 ... n, tai yra

S1<A—(a—¢) <z,

Se<A—-2(a—c¢)<u,
Sp<A—-n(a—e)<ux.
Gavome priestaravima tam, kad M, > x. Taigi, turime
P(M,>xz)<P(3n, <nirje€m, ) S;>x). (9)
Tolimesniam vertinimui pastebékime, kad
{S; > x kazkokiam j € [7, Tj41)} C {Sr, >z —A+a—e}. (10)

15



IS tiesy, tare priesingai, S; <z — A+ a — ¢ < z, gauname, kad j € (7, Tpy1) ir
Si—=S,>r—(r—A+a—¢)=A—(a—¢).

Antra vertus, pagal sekos {7} } apibrézima turi buti
S; =8, <A—(j—m)(a—¢e)<A—(a—¢)

visiems j € (g, Tht1)-
Gautas priestaravimas rodo, kad jdéjimas (10) yra teisingas. Taigi, i$ (9) ir (10) turime,

kad pakankamai dideliems x (x > A)

P(M,>z)<P(3n,<n:8, >r—A+a—¢)

:P<U{8Tk>x—A+a—s, Tkgn}>

k=1

P(U{STkAn>x—A+a—a, Tkgn}>

k=1

(Sran>x—A+a—e, 7 <n)

I
NE

k=1

(Sroan > —A+a—e, 7, < 00)

[
WK

e
Il

1

Pagal (5) ir atsitiktiniy dydziu ¢n.1, ¢na, ... apibrézima turime, kad bet kuriam z € R

P (S > 2,1 <00) =P (Syan > 2|1 <00)P (11 <o00) =79P (pp1 > 2),

P (Smynn > 2, T < 00)
=P (Sran — Srian + Srjan > 2|72 < 00) P (15 < 00)

=P(n—m+mn< oo)/P(STQAn — Shan > 2 —y|T2 < 00) dP (Syjan < ylTa < 00)
R

P(Sn/\n <y, o—T1 < OO)

= P(r — P (S nn — d
(7o 7'1<oo,7'1<o<>)/]R (Srian > 2 — Yyl < 00) P (rs— 71 < 00)

P(Simn <y, 1 <o0)P(mn—7 < o0)
=P(n—7 <)P(r < P(pp1>z2—1y)d : :
(2= < )P <) [ Pl >3 my) dt B LT TR T
:72/P(g0n,1 > 2z —y) dP (Srpn <y, 11 < 00)
R
ZVQ/P(SDn,l >z —y) dP (pny <)
R

= V2P (@1 + 2 > 2) .

16



Tesdami toliau gautume, kad bet kuriam k£ =1,2,...

P(STk-/\TL > 2, Tg < OO) - fykP (Son,l + Pn,2 + Pn k > Z) .

Vadinasi,
o
M >£C Z (pn,1+(pn,2+"'+§0n,k>x_A+a_€)' (11>
k=1
Tegul W, 1, W, 9, ... yranepriklausomi atsitiktiniai dydziai, kurie nepriklauso nuo ¢, 1, ¢n 2, - - -

ir kurie yra vienodai pasiskirste pagal pasiskirstymo funkcija G, (z).

Pagal (8) turime

P (pn1 > 2) SG_n(z), z € R.

P(pn1+ pn2>2)= [ Plons>2—y) dP (pn2 <)

P(W,1>2—vy) dP(pn2 <)

IA
—

|
)—U

(\I!n,l + Ona2 > Z)

P(pn2>2z—y) dP (¥, <vy)

[
—

< [ P(W,o>z—y)dP (U, <vy)
R

= P (\Ijn,l + \Iln,Q > Z)

=G2(z2), z€R.

Tesdami gautume, kad bet kuriam z € R ir bet kuriam k£ =1,2,...

P(Son,l +90n,2+ "'+90n,k > Z) S G;‘;k (Z)

Vadinasi, pagal (11) turime, kad

VGE (- A+ a—¢).

Mg

P (M, > z) <

B
Il
—_

17



Taigi, turime

, P (max{Sy,...,S,} > )
lim sup sup pE———
z—00  n>1 L[ (y) dy

. P (M, > x) _ Gplr—A+a—oe)
< lim sup sup = lim sup sup w—
rz—o0o n>1 Gn (Jf —A +a— 5) r—oo n>1 % fa: F (y) dy
VG (r— At a— Go(r—A+a-—
< lim sup sup Zk:ﬁ i ta—¢) lim sup sup G (ﬁJrna _+ a=¢)
rz—oo n>1 Gn (l’ — A +a— 5) z—oo n>1 %fx F (y) dy
o VGEE Gp(r—A+a-—
= lim sup sup Zk:ﬂ i (2) lim sup sup <xx+na _+ a—¢) .
z—o0o n>1 Gn (x) z—o0o n>1 %fx F (y) dy

Kadangi

Gp(r—A+a—e)

L F (y) dy

r—A+a—e+na =
1 F d
= lim sup sup +2)a Jontae W) dy

z—00 n>1 YLr (@ —€) fxﬁmf (y) dy

lim sup sup
z—oo n>1

(1+e)a [T F(y—A+a—e)dy
= —— limsupsup pouy—
’YLF (CL - 5) z—o0 n>1 fx F(y) dy
F(y—A+a—e) pr+na 4
(1+e)a SUp, ., TS [TTF (y) dy
< ———— limsupsup poarp—
YLr (@ =€) 2500 n>1 [T (y) dy
1 F(yo
(1+¢)a lim lim sup _(y )
YLr(a—¢) ol oo F (y)
(1+¢)a
VL (a—e€)
tai lieka jvertinti dydj
o) km
lim sup sup Zk:ﬂ L (x)
z—oo n>1 Gn (27)

18



Pakankamai dideliam z (z > xy 4 1) turime

—_ 2+na
z Yy
sup _n(z) = sup fx—f—na ( )

>1 Gy (ZL’) n>1 f
Jrme R (%) d (%)
F(

= sup T na
n>1 f + y)
1 JTTME(3) de +f”ff§“ (5) d=
= 5 sup +na
n>1 Je y) dy
r+na 35
_ 1 cup 2, F( ) dz

F % T+na 1=
sup Supyzm f((y)) fx F (y) dy
n>1 fxﬁnaf (y) dy

0
T eh F ()

IN

< 00,

todeél

G (3)

lim sup sup —
r—oo n>1 n (.’L‘)

< 00,

t.y. funkcijy seka G, tenkina 2 lemos salyga. Pagal Sia lema turime, kad bet kuriam p > JZ,

deg > 0ir ¢4 > 0, kad

*k
sup GiF (x)

S CSkp+17
n>1 Gy (2

visiems z > ¢4k ir visiems k > 1. Cia

G
JE = = Tim —— log (liminf inf S
y—00 logy z—00 m>1 Gm ($)
Turime
o kyxk ] <k Z,ji = +1’YkG_§§k (z)
lim sup sup Zk:ﬁ Git (z) < lim sup sup 2k :ﬂ Git (z) + lim sup sup [04]_ .
rz—oo n>1 Gn (ZL‘) rz—oo n>1 Gn (ZL’) rz—o0o n>1 Gn (I’)

Pritaikome 2 lema pirmajai ribai. Imame kokj nors p* > max{1, J&}. Tada turime

19



lim sup su S
2]
G (z)
< limsu ksup =2~

< ¢z lim sup Z AR P

[o.¢]
=C3 E kap i
k=1

= chvk (k+1)""",
k=0

Vertiname antraja riba. Kai x > xg + 1, turime

lim sup sup —
r—oo n>1 Gn (33)

L[z

< lim sup su
=]

i Jal IR
= lim sup sup P
vLyla—e) W[i]ﬂ

= lim su
(1_’7 <1+5 x—)oop fa:-i-a

vL¢ (a—¢) — y[é]“ _
(1= (1+¢) 250 aF(x+a)

¢ia paskutiné lygybé isplaukia is fakto, kad nuosaikiai pasiskirstes skirstinys yra sunkiauodegis.

Taigi, gavome, jog 3¢z > 0:

fe'e) k@ o] .
lim sup sup Zk:ﬁ i () < ez nyk (k+1)7*
z—o0o0 n>1 Gn (ZE) =0

Galiausiai turime

, P (max{Sy, ... S}>x = 1 (I4+¢)a
lim sup su ’ )P R S e
:c—)oop nZII) % fza:-i-na F ( ) kz:: L% (CL — 8)

20



Zinome, kad >3 v* (k + l)p*+1 konverguoja, jei v < % Todeél, peréje prie ribos, kai

A — oo (tada v — 0), o po to, kai € — 0, gauname

P ..
lim sup sup (max{So,..., 5} > 7)

— < e3Li2
r—oo n>1 %f;+naF(y) dy i
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4.

Teorema esant baigtiniam laikui

Teorema 2. Sakykime, EE = —a < 0, FF € D. Tada VM =1,2,...

P (maX{S(], Sl, . ,Sn} > IL‘)

lim sup max — < L2
HooplsnSM 1 f;*"‘lF (y) dy -
Cia, iprastas
So =0,
Sl = 517
Sy = &1 + &2,

Sp=&+&+ -+ &,

0&1,&, ..., &, yra nepriklausomos a.d. & kopijos.

Pazymékime

St =&

Sy =& +&,

St=¢e+& +---+&1,

kur & = max{0, &}
Teigiamiems z turime

P (max{Sy, S1,...,5,} > x)

A :=limsup max

vosoo 1En<M LW (y) dy
‘ P (max{S{,S’,..., 5} > )
<limsup max prT——
z—oo 1<n<M %f:c F(y) dy
P (S} >x)

=limsup max —
£no) 1SnEM L fxﬁmF(y) dy

) P (S >ux)
= max limsup —_—-"*—
I<ns<M go00 éfx F (y) dy
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P (S, > )

nP (ﬁf > a:)

< max limsup lim sup 1

I<n<M g0 W T—00 fg:+na dy

Tada, pagal 5 lema is A.6 priedo turime

r
A< max L' lim sup (z)
1<n< r—00 NF (z + an)

F
=L 1hmsup_i

. F (z)
=L7'1 —

FLRP T (o (11 40
_L lLl L2
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5. ISvados

Darbe buvo nagrinéti nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai &, &, ... (S, =
&1+&+---+&,), kuriy vidurkis E€ = —a < 0 ir kuriy pasiskirstymo funkcija F' € D. Parodyta,
kad egzistuoja baigtinis asimptotinis tolygus pagal n > 1 tikimybés P (max{Si,...,S,} > )
jvertis i$ virSaus. Taip pat, baigtinio laiko atveju tikimybei P (max{Si, ..., S,} > x) buvo rastas
asimptotinis jvertis i§ virsaus. Sis rezultatas padeda vertinti baigtinio laiko bankroto tikimybeés

asimptotinius jvercius, jei zalos yra nuosaikiai pasiskirste atsitiktiniai dydziai.
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A. Priedai

A.1. Priedas

Salyga
L, (2
lim sup sup = (2) < 00.
r—oo m>1 F (.’E)
yra ekvivalenti salygai
Fn
lim sup sup _(xy) < oo, Yy € (0,1).
z—o00 m>1 Fm (l’)

Tvirtinimas iSplaukia is nelygybés

x
lim sup sup _( )

r—oo m2>1 Fm( )

_ Fo (my1y2) Fi (2y1)
= lim sup sup — —
r—o00 m>1 Fm (%yl) Fm (l’)

F_ F_
<lim sup sup M lim sup sup M

r—o0 m>1 F (.Ty1> z—o00 m2>1 Fm (l’
F, 5,
= lim sup sup ﬂ lim sup sup M
00 m>1 Fp (T) e m>1 F, (2)

~—

bet kuriem y;, 99 € (0, 1).



A.2. Priedas

Pasiskirstymo funkcijy seimai Fy, Fy, F3, ..

., tenkinanciai salyga

. Fun (5)
lim sup sup — < 00.
rz—o00 m>1 Fm (.’ﬂ)
Jj apibrézimas yra korektiskas.
IS tiesy,
Fn 1
liminf inf _(xy) = - T
x—o0 m2>1 Fm (x) hmsupT—m(zy)
zoo Iof TG
1 1
= —— = — 0, V 1.
e ) T

lim sup sup,,,>; F(zy)  limsupsup

T—r00

z—00 m>1 Fn ()
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A.3. Priedas

3 lema. Sakykime, X1, Xs,... yra nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniar dydZiai,
m=X1+Xo+ -+ X,,l=1,2,...,0B € B(R), By € B(R#)... yra Borelio aibiy seka.
Apibrézkime:
o =inf{j > 1: (77T1a777'2a . ,mj) € B;},
Tr—1+ lnf{] >1: (77n_1+1, Nre_1+425 -+ - 7777r—1+,j) € B]} ) jeigu Tr—1 < 00
7. =7(g,A) =

00 , jeigu 7.1 = 00,

¢ia r > 2, o pagal susitarimg inf{@} = oc.
Tada bet kuriam r > 2 vektoriai (11,107), (T2 = 71,0, = M) 5 -+, (To = Tost, Ny — 1)

yra nepriklausomi, vienodai pasiskirste su sqlyga 1, < 0o, t.y.

p ((7—17777'1) € Ala (7_2 — T1, Ny — 777'1> € A27 EIR) (Tr — Tr—1,1r. — 777',«_1) € Ar‘Tr < OO)
=P ((m1,n,) € A1|7 < 00)P (72 — 71,17y — My ) € As|T < 00) - ... -

-P ((Tr — Tr—1,0r. — 77%4) € AT|T,, < oo)

visoms galimoms Borelio aibéms Ay, As, ..., A, ir:

P ((Tj — 71N — nTj_l) c A|Tr < OO)
=P ((T] - Tj—l?UTj - 7’]7—j_1) - A|7-] < OO)

=P ((7'1,777-1) c A|7'1 < OO)

vistems j = 2,3,...,r ir visoms galimoms Borelio aibéms.

Lemos jrodyma galima rasti [6].
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A.4. Priedas

Ekvivalenti virsutinio Matuszewska indekso israiska

4 lema. Pasiskirstymo funkcijy sekai Fy, Fy, ..., tenkinanciai sqlygg lim sup sup F—(()) < 00,

z—o00 m>1 "™
) )

. y

lim log | lim sup sup ——=

Y—o0 1Ogy z—00 m>1 (

teisinga lygybé:

= inf log | lim sup sup ——=
y>1 logy & :c—)oopm>€ F, (

N ,tdl'—'

\_/

> Tvirtinimo jrodymui pasinaudosime Hille ir Phillips teorema is A.5 priedo.

Pazymékime funkcija

f(z) =log (lim sup sup M) :

r—o0o m>1 Fm (ZL')

f yra subadityvi. IS tiesy,

lim sup sup

z1+29) =1o
flatz) & z—00 m>1 Fm (x)

lim sup sup
rz—o0 m2>1

log

N N7 ~N ~
oE)
~—~I%
Qs [l
vz\?
N—
|
A
& |k
N

F (== 7
< log lliILS;}p Enuz];i ;_nfzz;zi) llis;}p fnuji m ((e )))
- (o 2 S5 —m(<x>)>

= f(z1) + f(22).

Be to, f yra mati, nes visos funkcijos F,, yra laiptinés. Todeél pagal Hille ir Phillips teorema

wp {7 = i {1

inf{f(logw} — him {f(logy)}
y>1 Yy Yy—r00 Yy

kas ir yra jrodin¢jama lygybe.

arba
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A.5. Priedas

Hille ir Phillips teorema

Teorema 3. Sakykime, [ : (0,00) = R yra subadityvi, t.y. f(x+y) < f(x)+[f(y), Va,y > 0.

i {1} )

Teorema pateikta [4] Saltinyje, 123 psl.

Jei f yra mati, tai
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A.6. Priedas

5 lema. Sakykime &1,&s, ... yra nepriklausomi neneigiami vienodai pasiskirste atsitiktinias

dydziai, kuriy pasiskirstymo funkcija F' € D. Tada bet kuriam fiksuotam n > 1
P (S, >z) < Lp'nF (z).

Lemos jrodyma galima rasti [3], 226psl.
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A.7. Priedas

Sukonstruosime pasiskirstymo funkcijos F' pavyzdj tokj, kad F' € D, F ¢ S ir E€ < 0. Peter

ir Paul skirstinys nusakomas pasiskirstymo funkcija:

pasiskirstymo funkcija.
.
Kadangi Fl(:(—%)l) =241 visiems k=2,3,..., tai F ¢ L, tuo paciu F' ¢ S.

Taciau

F £ og T og T
lim sup _(2) = lim sup oliczz]-[ss—1]
z—o0 P (x T—00

Taigi, F' € D, bet EX = .

=2

Modifikave pasiskirstymo funkcija i
1 _[log=z
Fla)=23 g =1-371%4)

2k<g

gauname, kad tai yra atsitiktinio dydzio X,

pasiskirstymo funkcija.

o
Kadangi Ff(zk)l) =3# 1visiems k=2,3,...,tai F ¢ L, tuo pac¢iu F' ¢ S.

Taciau

log log
lim sup — — lim sup 3Lz [R5 1] _ 5.
x—xmp }7($) x—ﬂmp

Taigi, F' € D.

Be to, musy atveju

=2k SN2}
EX = =2 (g) =4 < o0,
k=1

Vadinasi, ieskomasis atsitiktinis dydis bus, pavyzdziui, ¥ = X — 5,

P(Yzzk—s):%, k=1,2,...
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