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Atvaizdziai dvimaciy kopuly aibéje ir jy savybés

Santrauka

Siame darbe mes jvedame viena, gan bendrg, transformacijg kopuly aibéje, kuri sujungia kelias,
jau nagrinétas, transformacijas bei kopuly Seimas. Tada randame pakankamas salygas, kad Sios
transformacijos rezultatas buty arba kvazikopula, arba kopula. Taip pat iStiriame pagrindines Sios

transformacijos savybes bei pasiulome kelis galimus Sios transformacijos apibendrinimus.

Raktiniai zodzZiai: kopula, transformacija, kvazikopula

Mappings in the set of two-dimensional copulas and their
properties

Abstract

In this paper we introduce one transformation, which is quite abstract, but unites several already
known transformations and families of copulas. We also define the constraints under which the result
of transformation is either copula or quasi-copula. Furthermore, we provide some key properties of

this transformation and explore some ways in which it can be generalized.

Keywords: copula, transformation, quasi-copula
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1 TIzanga

Kopulos, ypa¢ dvimatés, pastaraisiais metais susilaukia vis daugiau démesio literaturoje
ir praktikoje, didziaja dalimi dél jy plataus taikymo. Kopulos populiarios sprendziant
daugiamates statistines problemas, nes jos leidzia paprastai modeliuoti atsitiktiniy vektoriy
skirstinius, atskiriant marginaliuosius skirstinius ir kopula. Praktikoje kopulos daznai
taikomos finansy matematikoje, modeliuojant finansiniy aktyvy priklausomybine strukturg.
Yra zinoma nemazai parametriniy kopuly Seimy, kur parametras daznai reguliuoja
tarpusavio priklausomybés stipruma.

Pastaruoju metu yra stengiamasi rasti metodus kopuly Seimoms praplésti arba budus
naujoms kopuly Seimoms konstruoti. Sj tyrimg daznai motyvuoja lankstesniy stochastiniy
modeliy butinybé, atsisakant daznai nerealiy prielaidy daugiamaciam skirstiniui. Daznai
pasitaikantis metodas yra kopuly transformacija [2, 8, [7, O [6, 18, [15], t. y. atvaizdis is
kopuly Seimos (arba jos poaibio) i ja pacia.

Siame darbe mes nagrinéjame viena, gan bendra, kopuly transformacija, kuri apibendrina
keleta literaturoje jau nagrinéty bei siulytu nagrinéjimui transformaciju [7, 9, [15] bei kopuly
Seimy [8, I, 5]. Si transformacija apima didele dalj kopuly aibés ir daznai supaprastina
optimalios kopulos paieska iki vienmatés funkcijos f, atitinkancios tam tikrus reikalavimus,
pasirinkimo. Sis atvaizdis taip pat leidzia, pasirenkant tam tikras vienmadiy funkcijy Seimas,
bet kuriai norimai kopulai papildomai jvesti vieng ar daugiau parametry.

Is pradziy, antrajame skyriuje, pateikiame pagrindinius reikalingus apibrézimus ir
zinomus faktus is kopuly teorijos. Tada treCiajame skyriuje, pirmiausia, pateikiame
reikalavimus funkcijai f ir jrodome, kad jy pakanka, jog transformacijos rezultatas buty
kvazikopula. Véliau suformuluojame reikalavimus reikalingus, kad transformacijos
rezultatas buty kopula bei pateikiame keletg funkcijy, atitinkanciy Siuos reikalavimus,
pavyzdziy. Ketvirtajame skyriuje iSnagrinéjame esmines Sios transformacijos savybes, o
penktajame  skyriuje  pateikiame  kelis galimus nagrinéjamos  transformacijos
apibendrinimus. Galiausiai, Sestajame skyriuje, atliekame empirinj tyrima, iliustruojantj

gautos transformacijos taikyma praktikoje.

2 Apibrézimai ir pastabos

Siame skyriuje pateikiame pagrindinius apibrézimus ir Zinomus teiginius i§ kopuly teorijos,
kurie pravers tolesniame darbe.
Dvimate kopula vadinsime dvimate pasiskirstymo funkcija, kurios marginalieji skirstiniai

yra tolygus intervale [0, 1]. Kopula galima apibrézti ir analiziskai.



2.1 Apibrézimas. Dvimate funkcija C : [0,1]* — [0, 1] vadinsime (dvimate) kopula, jei ji

tenkina
(C1) krastines salygas, t. y. C(¢,0) = C(0,t) =01ir C(t,1) = C(1,t) =t, Vtel:=]0,1],

(C2) ir yra 2-nemazéjanti, t. y.
Ve(lzr, m2] X [y1, 42]) = C(@2,92) — Cla1,92) — C(z2,41) + Cla1,51) =2 0

visiems x1, T2, Y1, y2 € [0, 1] tokiems, kad x; < x5 ir y; < yo.

Geometriskai savybe galima interpretuoti taip: kiekvieno stac¢iakampio i§ I? aibés
C'—turis turi buti neneigiamas. Visy kopuly erdve zymésime C.

Jei kopula turi antros eilés isvestines, tai|(C2)|savybé yra ekvivalenti salygai, kad

82
0xdy

C(z,y) >0,  V(z,y) eI’

Toliau daznai, supaprastinant zymenis, praleisime kopulos argumentus z ir y (tuo atveju

suprasime, kad sary$iai galioja visiems (x,y) € I?) bei dalines kopulos iSvestines Zymeésime

2

P 0
D\C = —C(x,y), D:C:=_-C(x,y), DpC:= Ox0y

ox dy

C(z,y).

Pasinaudojus [(C2), nesunku jsitikinti, kad kiekviena kopula yra nemazéjanti pagal

kiekviena kintamaji, t. y. visiems x1, 22, y1,y2 € I ir 9 > 21,y > y; teisinga

C(x2,y1) > C(x1,41) it C(x1,12) > C(a1,11). (2.1)

Kita vertus, galima parodyti (zr. [19] 2.2.4 teorema), kad kiekviena C' € C yra 1-Lipschitz
tolydi, t. y.

|C(22,y2) — Clxr,y1)| < |xe — 21| + |Y2 — v1ls Vay, wo,y1,y2 € 1. (2.2)

Kopuly svarba isryskéja pritaikius Sklar teorema (7r. [19] 2.3.3 teorema), kuri leidZia
bet kurig dvimate pasiskirstymo funkcijg isreiksti per kopulg ir marginaliuosius skirstinius.
Yra zinoma, kad bet kuri kopula C' tenkina, vadinamus Frechet—Hoeffding rézius, kuriuos

zymésime M ir W (zr. [19] 2.2.3 teorema), t. y.

W(x,y) = max(x +y+1,0) < C(z,y) < min(z,y) =: M(z,y), V(x,y) € [0,1]*.



Galima jsitikinti, kad M ir W taip pat yra kopulos. Toliau II zZymésime nepriklausomumo

kopula, t. y. II(x,y) = zy visiems (z,y) € [0, 1]
2.2 Apibrézimas. Tarkime, C' yra bet kokia kopula. Tada

1. C(z,y) =1 -2 —y+C(z,y), (z,y) € [0,1] vadinsime kopulos C' igyvenamumo

funkcija,
2. C*(z,y) :=x+y—C(x,y), (z,y) € [0, 1]* vadinsime kopulos C' dualia funkcija.

Nesunku jsitikinti, kad nei kopulos iSgyvenamumo funkcija, nei duali funkcija néra

kopulos.

2.3 Apibrézimas. Tarkime, B yra bet koks vienetinio kvadrato I? poaibis, kuris gali buti
uzrasomas tokiu pavidalu
B={(F(t),G(t)):0<t<1}

tolydzioms pasiskirstymo funkcijoms F ir G tokioms, kad F(0)=G(0)=0 ir
F(1) = G(1) = 1. Tarkime, funkcija @ : [0,1]> — [0, 1], yra tokia, kad kiekvienai aibei B
egzistuoja kopula C'g € C, kuri sutampa su () aibéje B, t. y.

Q(z,y) = Cp(z,y), (x,y) € B.

Tokia funkcija @) vadinsime kvazikopula.
Is kvazikopulos apibrézimo akivaizdu, kad kvazikopuly aibé yra platesné nei kopuly, t. y.
jei C' yra kopula, tai ji yra ir kvazikopula. Kvazikopulas, kurios néra kopulos, vadinsime

tikrinémis kvazikopulomis.

2.1 Teorema. Funkcija () yra kvazikopula tada ir tik tada, kai ji tenkina Sias salygas:
(Ql) Q(t,0) =Q(0,t) =01ir Q(t,1) = Q(1,t) =t, Vtel:=]0,1],

(Q2) yra nemazéjanti pagal kiekvieng kintamajj, t. y. galioja nelygybé,

(Q3) yra 1-Lipschitz tolydi, t. y. tenkinama nelygybeé.

Irodymas. Teoremos jrodyma galima rasti Genest ir bendraautoriy darbe (zr. [11] 2 teiginj).
]

ir salygos kartu yra ekvivalentu reikalavimui, kad kvazikopula @) tenkinty

savybe tik tada, kai bent vienas i$ kintamujuy x1, 2, y1, y2 yra lygus 0 arba 1. Geometriskai
tai reigkia, kad tik tie stac¢iakampiai aibéje 12, kuriy krasto dalis yra /2 krasto poaibis, privalo

turéti neneigiama ()—turj.



2.4 Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra atsitiktiniai dydziai ir (a,b) € R%. Tada sakome,
kad (X,Y) yra radialiai simetriné apie taska (a, b) jei vektoriy (X —a,Y —b) ir (a— X, b—Y)

pasiskirstymo funkcijos sutampa.

Yra zinoma (zr. [19] 2.7.3. teorema), kad (X,Y") yra radialiai simetriné tada ir tik tada,
kai (X,Y) atitinkanti kopula tenkina

C’(x,y)zm+y—1+0(l—x,1—y):a(w,y), (ZE,y)GI2.

Taip pat sakysime, kad C € C yra simetring, jei C(z,y) = C(y,z), (z,y) € I*
Toliau apibrésime kelis populiarius priklausomybés matus, kuriuos naudosime sSiame
darbe.

2.5 Apibrézimas. Tarkime, (X,Y) yra atsitiktinis vektorius su dvimate pasiskirstymo
funkcija H. Taip pat tarkime, kad (X3,Y;) ir (Xs,Y3) yra dvi nepriklausomos vienodai
pasiskirsciusios atsitiktinio vektoriaus (X,Y) kopijos. = Tada Kendall tau vadinsime

tikimybiy skirtuma
T(X,Y) =P[(X1 — X2)(Y1 = ¥3) > 0] = P[(X; — Xo)(Y1 — Y2) < 0.

Tarkime, vektoriaus (X,Y’) kopula yra C. Tada yra zinoma (zr. [19] 5.1.3. teorema), kad
Kendall tau bus

T(X,Y) =7(C) = 4//1 C(u, v)dC(u, v) — 1.

2.6 Apibrézimas. Tarkime, (X,Y) yra atsitiktinis vektorius su dvimate pasiskirstymo
funkcija H. Taip pat tarkime, kad (Xi,Y]), (Xs,Ys) ir (X3,Y3) yra trys nepriklausomos
vienodai pasiskirsciusios atsitiktinio vektoriaus (X,Y’) kopijos. Tada Spearman rho

vadinsime tikimybiy skirtuma
p(X,Y) =3 (P[(X; — X5)(Y1 — Y3) > 0] = P[(X71 — X2)(Y1 — ¥3) < 0]).

Tarkime, vektoriaus (X,Y’) kopula yra C'. Tada yra zinoma (zr. [19] 5.1.6. teorema), kad

Spearman rho bus
p(X,Y) =p(C)=12 // C(u,v)dudv — 3.
12

2.7 Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra du atsitiktiniai tolydus dydziai su pasiskirstymo
funkcijomis atitinkamai F ir G. Tada desinés uodegos priklausomybés koeficientu AU,

vadinsime riba (jei ji egzistuoja)

A\ = 1%11@(3/ > GEV)|X > FED(@).



Panasiai, kairés uodegos priklausomybés koeficientu A\, vadinsime riba (jei ji egzistuoja)

A= %P(Y <GV @)X < FEY@)).

Galima parodyti (zr. [19] 5.4.2 teorema), kad, jei X ir Y turi bendra kopula C, tai

ekvivalenciai
. 1—=460(t) )
U /
A —2—ltlTnlﬂ—1 ; =2 lgTr{l(SC(t),
dc(t) )
L 1 C o /
A= ltli%l t lt%l O (1),

Cia 6¢(t) zymi kopulos C jstrizaji pjiuvi t. y. dc(t) := C(t,1).
2.8 Apibrézimas. Tarkime, X ir Y yra du atsitiktiniai dydziai. Sakysime, kad

o Y turi X atzvilgiu didéjancia kaire uodega (zymeésime LTI(Y]|X)), jei
P(Y < y|X < x) yra nemazéjanti funkcija pagal x visiems v,

o Y turi X atzvilgiu mazéjancia deSine uodega (zymeésime RTD(Y|X)), jei
P(Y > y|X > ) yra nedidéjanti funkcija pagal = visiems y.

Analogiskai galima apibrézti LTI(X]Y) ir RTD(Y|X).
2.2 Teorema. Tarkime, X ir Y yra tolydus atsitiktiniai dydziai su kopula C. Tada
o LTI(Y|X) tada ir tik tada, kai bet kuriam y € I, x — @ yra nemazéjanti,

o RTD(Y|X) tada ir tik tada, kai bet kuriam y € I, x a%f) yra nedidéjanti arba

1
analogiskai x + w
—T

yra nemazéjanti.
Jrodymas. Zr. [19] 5.2.5. teorema. O
2.3 Isvada. Tarkime, X ir Y yra tolydus atsitiktiniai dydziai su kopula C'. Tada

o LTI(Y|X) tada ir tik tada, kai bet kuriam y € I ir beveik visiems x

9C(z,y) _ C(z,y)
ox - T

9

« RTD(Y|X) tada ir tik tada, kai bet kuriam y € I ir beveik visiems x

or 1—=z




Jrodymas. Zr. [19] 5.2.6. i$vada. O

Toliau aib¢ kopuly C|, kurios yra LTI(Y|X), LTI(X|Y), RTD(Y|X) ir RTD(X|Y) zymésime
C—. Tam, kad C' € C~ butina, kad C' < II (zr. [19] 5.2.4. teorema), ta¢iau to nepakanka
(zr. [19] 5.30. uzdavinj).

3 Pagrindiniai rezultatai

Siame skyrelyje nagrinésime atvaizdj

Hy(C)(z,y) = C(z,y)f(Clx,y)). (3.1)

Tokj atvaizdZzio pasirinkima lémé literaturoje nagrinétos transformacijos [7, 9] ir kopuly
seimos [8, [l Bl 17]. Kaip parodysime, Sias transformacijas ir kopuly Seimas galime isreiksti
H transformacijoje parinkus atitinkama funkcija f arba fiksavus tam tikra kopulg C.

Nagrinésime tokius apribojimus funkcijai f:
(H1) f yra dukart diferencijuojama intervale [0, 1],
(H2) £(0) =1,
(H3) f yra nedidéjanti intervale [0,1], t. y. f'(z) <0,
(H4) = — % yra nemazéjanti intervale [0, 1),
(H5) f yra iskila intervale [0, 1], t. y. f"(z) > 0.

Toliau siame skyrelyje parodysime, kuriy i$ 8iy salyguy pakanka, kad H;(C) buty arba
kvazikopula, arba kopula, bet pirmiau jrodykime kelias pagalbines lemas, kurios pravers

tolesniy teoremy jrodymuose.

3.1 Lema. Tarkime, f tenkina |(H3)|ir [(H4)l Tada

T

0< f(tz) = flz) < (1 1)

; _xf(x), tel0,1], xe€]0,1].

Irodymas. Apatinis rézis isSplaukia i funkcijos nedidéjimo. Norédami jrodyti virSutinj,

pastebékime, kad dél [(H4)| salygos

fltr) _ (@)
l—ter — 1—2a’

te0,1].



Padauginus abi puses i§ 1 — tx ir atémus f(x) gauname

1—tx T

fl@) = flz) = (1-1)

ftz) — flz) < /().

1—=x 1—2

]

3.2 Lema. Tarkime, f tenkina |(H2)| ((H3)| ir |(H4)] Tada funkcijos reiksmiy sritis yra
trikampyje

l—z< f(z) <1, x € [0,1].

Irodymas. Kadangi funkcija f yra nedidéjanti intervale [0, 1], tai 1 = f(0) > f(x), visiems

x € [0,1]. Kita vertus, kadangi = — % yra nemazéjanti, tai £2 > 1O — 1 i todél

flz)>1—=z. O

3.3 Lema. Tarkime, f tenkina |(HI1)H(H5)| Tada galioja
1< f'(z) <0.

Irodymas. Virsutinis rézis iSplaukia iS funkcijos nedidéjimo. Kadangi funkcija yra iskila,
tai t — f'(t) yra nedidéjanti, ir uztenka parodyti, kad —1 < f’(0). Bet taip ir yra, nes
pasinaudojus [3.2] lema,

Ch=1—h—1< f(h) - £(0).

Padaling abi puses i$ h ir peréje prie ribos, kai h | 0, gauname, kad —1 < f/(0). O]

3.4 Lema. Tarkime, f tenkina (Hb)l Tada visiems x1, 25 € I tokiems, kad xy > x;
galioja

f(x1) = f(22) < @3 — 21

Irodymas. Gerai zinoma, kad diferencijuojama funkcija yra iskila intervale tada ir tik tada,

jei ji yra virs kiekvienos jos liestinés tame intervale, t. y.

f(fl'g) Z f(fEl) + f,(l'l)(l'g — Il), Vl’l, To € I.

Pertvarke reiskinj ir panaudoje [3.3] lema gauname

f(x1) = fz2) < —f(z1) (e — 1) < 29 — 29, To > 1.



3.5 Teorema. Atvaizdzio H; rezultatas Hy(C), C' € C tenkina krastines salygas, yra
nemazéjantis pagal kiekviena koordinate ir yra 1-Lipschitz tolydus, t. y. H;(C) yra

kvazikopula su bet kuria C' € C, jei f tenkina (H4)|

Irodymas. Imkime bet kokia C' € C. Pasinaudoje gauname

Hi(C)(L,y) =C(Ly)f(CLy) =yfl—1—y+y)=yf(0) =y,
C

Ly
Hy(C)(0,y) = C(0,4)f(C(0,y)) = 0.

Analogiskai
Hf(C)(.T,l):SL’, Hf(C)(f,O):O,

t. y. H¢(C) tenkina krastines salygas.
Norédami parodyti, kad H; yra 1-Lipschitz tolydi, pirmiausia pastebékime, kad,
pasinaudoje lema bei tuo, kad C(x + h,y) < C(z,y), gauname

C(ZL‘,’y) 1—C($,y) 1_6($7y)

_h=(Cla+hy) = Clw)
= R )

< (1_ C'(_x—i-h,y)) C(;'E;w f@(aﬁ,y)) _ C(x,y) - C x+h’y)f(6(x,y)) (3.2)
h

Toliau nagrinékime skirtuma

0 < Hi(C)(z + hyy) — Hi(C)(z,y) = C(x + h,y) f(C(x + h,y)) — C(x

= Cle ) (@ + b)) ~ FCLa) + (Cla+ hy) — Cla,y) ST
< Ca) AL CEI (@) + (Cla+ hoy) = Cla) SO+ o)

<h—=(C(z+hy) = Clz,y)) + (Clz + h,y) = C(z,y)) = h,

nes pagal 3.2 lema f aprézta i§ virSaus vienetu, o C(z,y) < 1 — C(z,y) = C*(z,y).
Skirtumas H(C)(z,y + h) — Hy(C)(z,y) ivertinamas analogiskai. Taigi, remiantis
teorema, H¢(C) yra kvazikopula. ]

Atkreipkime démesj, kad nebuvo butina, kad H;(C) buty kvazikopula. Deja, si
salyga yra reikalinga ieskant kada H(C) islieka kopuly aibéje. Taip pat pastebékime, kad

pridéjus salyga, ir salygas galima perrasyti kaip 1 — z < f(z) < 1, kai
x € [0,1], t. y. kaip [3.2] lemos tvirtinima.

10



3.6 Teorema. Transformacijos rezultatas H;(C) yra kopula, jei generatorius f tenkina

(H1) salygas.

Irodymas. Tarkime, C' € C yra tolydi su tolydziomis misriomis iSvestinémis. Tada pirma

H¢(C) isvestine pagal pirma kintamajj bus
D\H{(C) = D,C- f(C)+C- f(C)(D:C —1)

ir todél antra misri H;(C') iSvestiné bus

D12Hf(C>ID12 f(C )+ch - f1(C) (D2C = 1) + DyC - f'(C) (D1C = 1)
C- (f"(C)(D:C = 1) (D,C = 1) + f'(C)D1,C)
=D,C f@( C —1)+ D,C - f/(C) (D:C —1)
+C- f"(C)(D1C = 1) (D0 = 1)+ D C - (F(C)+ C - f1(C)) .

Pasinaudoje [3.2] ir [3.3] lemomis, gauname
fOY+C-f(C)>1-C-C=1-1+2+y—20=(x-C)+(y—C) >0
Pasinaudoje Siuo rezultatu ir prisimine, kad 0 < D;C <1 bei D1,C' > 0, gauname
DiyH¢(C)(z,y) >0, Y(z,y) € I%.

Taigi, Hf(C') yra kopula, jei C' turi tolydzia misria iSvesting. Pasinaudoje tuo, kad kopuly
su tolydzia miSria iSvestine aibé yra L normos prasme tirsta aibéje C (pakanka nagrinéti

Bernstein kopuly aibe, zr. [16]), gauname, kad H;(C') yra kopula su bet kuria C' € C. H

3.1 Pavyzdys. Nors i$ pirmo zvilgsnio atrodo, kad apribojimai funkcijai f yra gan griezti,
transformacija Hy yra pakankamai lanksti ir apima dalj literaturoje jau nagrinéty bei siulyty

atvejy. Pavyzdziui, nagrinékime generatoriy

k() = : A€ 0,1].

Jis yra tolydus, dukart diferencijuojamas ir f(0) = 1, t. y. k) tenkina ir salygas.

Jo iSvestiné yra

0 A
< S A
830'%’\(:1:) (1+Az)? — 0

t. y. generatorius yra nedidéjantis (galioja |(H3)| salyga). Taip pat nesunku parodyti, jog
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galioja ir |(H4)| salyga, nes

0 (ma@)Y _ A 1 N 1 I —Ml—2)+ 1+ Ax)
or\1—z)  (1+M)?21l—2 (Q1—-2)214+Xx (14 2)2(1 — )2
o 1-A+2\ >0

(14 Xx)2(1—2)? —
Generatorius tenkina salyga, nes antra iSvestiné yra

02 (2) = 202 >0
g2 M T (14 Ax)? —

Taigi generatorius ) tenkina Siame skyriuje iSkeltas salygas. Sj generatoriy atitinkanti

transformacija bus
C(z,y)

Hm(c)(%y) = m,

A€ 0,1].
Si transformacija pasiiilyta [7] ir nagrinéta [9] straipsnyje.
3.2 Pavyzdys. Dabar imkime generatoriy

do(2) =1 — au, a€[0,1].

Veélgi, jis tenkina ir . Sio generatoriaus iSvestiné yra

0

= —_—a<
a$5a(x) a<0

ir todél generatorius tenkina |(H3)l Kadangi

0 (da(x)\ —a(l-z)+1l—-ar 1-a
%(1—x)_ (1—x)? (=22 77

tai galioja salyga. taip pat galioja, nes
82

@50[(1') =0.

Taigi generatorius d, tenkina Siame skyriuje iSkeltas salygas. Si generatoriy atitinkanti

transformacija bus
H;,(C)(z,y) = C(z,y)(1 —aC(z,y)),  a€0,1].

Si transformacija nagrinéta [7] straipsnyje. Krastiniy generatoriy atveju k; ir d; palyginima

12



galima pamatyti pav.

< <

x| Q|

o e

< <

e} =)

= = ]

o e

o N X

S S e

dr(T)
< = h
. \ \ \ \ \ < = \ \ \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Funkcija v(-) su skirtingais parametrais (b) Funkcijos x1(z), v_1(z) ir 61(x)

1 pav.: f(-) reikSmiy sritis, su kuria H yra transformacija ir jvairus f(-) pavyzdziai

3.3 Pavyzdys. Imkime H transformacijos generatoriy
vs(x) = exp(0x), 6 €[-1,0].

Jis tenkina ir salygas. taip pat tenkinama, nes

0
%Vg(l’) = dexp(dx) <0.

Nagrinékime savybe. Ji galioja, nes

) (1/5(3:)> _ Gexp(o)(1 - ) + exp(dz)

> (14 6)exp(dx)

> 0.
1—=x 1—=x

or \1—=x
Antra generatoriaus vs iSvestiné bus

2
%Vg(&?) = 6% exp(dz) > 0

ir todél galioja salyga.
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Taigi generatorius vs tenkina reikalingas salygas. Jj atitinkanti tansformacija bus
Ns(C)(x,y) := Hy, (C)(2,y) = Cla,y) exp(6C(z,y)), &€ [-1,0].

Sis atvaizdis buvo pasitlytas [7] straipsnyje, ta¢iau nebuvo surasta, kada transformacijos
rezultatas yra kopula. [ Sia transformacija taip pat galima ziuréti kaip i Cuadras [5]

nagrinetos kopuly Seimos apibendrinima, nes, jstate nepriklausomumo kopulg, gauname

Ns(I)(z,y) = zyexp(6(1 —2)(1 —y)),  d€[-1,0].

Butent tokio pavidalo kopuly Seima nagrinéjo Cuadras [5]. Jis parodé, kad si kopuly Seima
i tiesy yra kopula su parametru § € [—1,1] (t. y. su platesne § sritimi, nei leidzia
sukonstruoti musy transformacija). skyrelyje nagrinésime, kokioms salygoms galiojant,
galima praplésti Hy transformacijos generatoriaus f sritj, kad transformacija H; visiskai
apimty Cuadras [5] kopuly Seima.

Funkcijos vs grafikas su skirtingomis ¢ reikSmémis pavaizduotas pav.

3.4 Pavyzdys. Imkime tokio pavidalo funkcija
fo(z;a) = ar®* — (a+ 1)z + 1, a € (0,1].

Ji yra tolydi, nedidéjanti ir iskila, taciau f(x) < 1 — z, visiems x € I, t. y. ji netenkina
lemoje minimos savybés.
Parodysime, kad bendru atveju Hy(C) nebus kopula. Nagrinékime kopulos M

H -transformacija

Hyy(M)(x,y) = M(z,y)(aM (z,y) — (a+ 1)M(z,y) + 1)

= min(z, y)(a(1 — max(x,y))* — (a + 1)(1 — max(x,y)) + 1)

= min(z, y)(—2amax(z,y) + a(max(x,y))* + a max(z,y) + max(z, y))
= min(z, y) max(z, y)(emax(z,y) —a + 1) = zy(amax(z,y) —a+1).
Patikrinkime 2-nemazéjimo savybe , kaiy, =x;, 1 =1,2,t. y.

Vo= Vi, an([z1, 2] X (21, 22]) = r2(axe —a+ 1) — 2x9xy (aze —a + 1) + 23(azy —a + 1)
= (23 — 2x9x1 + 27)(azy —a + 1) — a(wy — 21)2]

= (23 — x1)((aze — a + 1) (29 — 21) — ax?).
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Imkime € € (0,1 — x7) ir x5 = z; + €. Tada
V = ¢[(a(zy + € —1) + 1)e — axi] < €le — axi).

Gauname, kad kiekvienam a € (0, 1] ir kiekvienam x; € (0, 1] galime parinkti €, taip, kad
V <0, t. y. Hp (M) néra kopula.

3 T\ a reikSmeé S T =TTV € reikSmeé

[e 0] ]

S =

<« e

o o

] =

o o

(] [a]

S 7 o T

< <

S N \ \ \ \ I < 4 \ \ \ \ I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Funkcija fo(x;a) (b) Funkcija fi(x;0.5,€)

2 pav.: Funkcijos fy ir f;

3.5 Pavyzdys. Tarkime, a € (0,1) ir € yra toks, kad 0 < € < min(a,1 — a). Imkime tokia

funkcija
1, jeiz < a—e,
filz;a,e) =<1 — (ie?(sz))Q’ jeix € (a—¢€,a+¢),
-2 jeix >a+e.

Si funkcija yra tolydi, diferencijuojama ir nedidéjanti. Taip pat ji tenkina savybe bei
f1(0;a,€) = 1. Taciau funkcija f; néra iskila, t. y. ji netenkina savybés. Funkcijos
grafika su a = 0.5 ir skirtingomis e reikSmémis galima pamatyti pav. Imkime
nepriklausomumo kopulos Hy -transformacija su @ = 0.5 ir € = 0.01. Taip pat nagrinékime
tokj I? poaibj

B =10,30;0.36] x [0,23;0,28].
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Tada elementariais skai¢iavimais (R kodas pateiktas priede) gauname, kad
VHfl(n)(B) ~ —0,001526342,

t. y. Vi, any(B) yra neigiamas, o tai reiskia, kad Hp, (II) néra kopula.

4 Esminés H; transformacijos savybes

Siame skyrelyje panagrinésime transformacijos H ¢ savybes. Rasime kurios kopulos yra
Hy invariantines, patikrinsime ar iSlaikomas konkordancijos tvarkos sarySis bei rasime
priklausomybés maty jvercius. Taip pat nagrinésime transformacijos iteracijg ir atsakysime

i klausimg ar minéta transformacija islaiko simetriskuma.

4.1 Teiginys. Tarkime, f tenkina |[(H1)| salygas ir néra tapatingai lygi vienetui. Tada
kopula W' yra vienintelé transformacijos H atzvilgiu invariantiné kopula, t. y.

Hi(C)=C <= C=W.
Jrodymas. Tarkime f néra tapatingai lygi vienetui. Kad su visais (z,y) € I? galioty lygybé

Hy(C)(z,y) = Cla,y) f(C(z,y) = Clz,y),

reikia, kad f(C(z,y)) = 1 su visais (,y), ten kur kopula C(z,y) # 0. I§|(H2), |(H3)|ir |[(H5),

gauname, kad yra tik vienas taskas x = 0 kuriame f lygi 1. Tada

Clz,y)=z+y—1

Is salygy kopulai ir Frechet—Hoeffding réziy gauname, kad vienintelé kopula tenkinanti Sig
salyga yra W. O]

4.2 Teiginys. Transformacija H islaiko konkordancijos tvarkos sarysj tarp kopuly, t. y.,
jei Cl Z Cg, tai Hf(Cl) Z Hf(CQ)

Jrodymas. Tarkime, C; > Cs su visais (x,y) € I?. Tada C; > Cy ir

f(Cr) < f(Co).
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Pasinaudoje [3.4] lema gauname, kad
f(CQ) — f(Cl> S 61 - 62 — Cl - CQ.

Galiausiai nagrinéjame skirtuma

Hy(Cy) — Hy(Cy) = Cy - f(C1) = Cy - f(Co)
= [(C1)(Cy = Ca) — (f(C2) — f(C1))Cy
> f(C1)(C1 — Ca) — (Cy — C3)Cy = (Cy — Co)(f(Ch) — Ca).

Belieka parodyti, kad f(C}) — Cs > 0. Bet taip ir yra, nes

f(Ci(z,y)) 21 =Ci(z,y) =2 +y— Ci(z,y) > v +y — min(z,y)
= max(x,y) = Cl('r?y) = 02<x7y)'
Taigi Hy(Cy) > Hy(Ch). 0

Kadangi parodéme, kad transformacija islaiko konkordancijos tvarkos sarysj, tai jdomus
ir naujos kopulos H;(C') réziai. Parodéme, kad W yra invariantiné transformacijos atzvilgiu,

taigi belieka surasti virSutinj rézj, kurj gausime j transformacija jstate M, t. y.
W(z,y) < Hy(C)(z,y) < min(z,y) f(1 - max(z,y)),  (v,y) €I*, CeC.

Tai rodo, kad transformacija su generatoriumi, kuris néra tapatingai lygus vienetui, negali
modeliuoti tobulos teigiamos priklausomybeés. Kitas faktas, kuris iSplaukia i$ transformacijos

rezultato réziy, suformuotas ateinanc¢iame teiginyje.

4.3 Teiginys. Tarkime, f tenkina salygas ir C' yra bet kokia kopula. Tada galioja
Sios nelygybeés

LA (H(O) <4 [ (1) fa)da - 1.
12 (O <12 [ (1= fa)da =3,

Irodymas. Kadangi transformacija islaiko konkordancijos tvarkos sarysj ir yra aprézta is
apacios kopula W, gauname apatinius Kandall tau ir Spearman rho rézius. Belieka

suskaiciuoti virsutinius. Pastebékime, kad

Hy(M) = min(z,y) f(1 — max(z,y)) := min(z, y)g(max(z,y))
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yra tokio pavidalo, kuris nagrinétas Durante [8]. Taip pat pastebékime, kad g(-) tenkina
reikalingas salygas (zr. [§] 1 teorema). IS tikryju,

« i§|(H2) gauname, kad g(1) = f(1 —1) =1,
o i8 gauname, kad ¢g(t) = f(1 —t) yra nemazéjanti intervale I,
o i gauname, kad t — ¢(t)/t yra nedidéjanti intervale (0, 1].

Taigi Hy(M) priklauso kopuly Seimai nagrinétai Durante [§]. Galime teigti, kad H(C') yra
tam tikras Sios kopuly Seimos apibendrinimas. Yra parodyta (zr. [§] 4 teorema), kad jei C”

priklauso siai kopuly Seimai, tai

7(C") = 4/0 rg*(x)dr — 1, p(C") = 12/0 v?g(x)dr — 3.

Belieka integraluose jstatyti g(z) = f(1 — x) ir atlikti kintamuyju keitimg ir gausime teiginio

tvirtinima. N

Pastebékime, kad transformacija H; pakei¢ia kopulos kairés uodegos priklausomybés bei
desinés uodegos priklausomybés koeficientus (ten kur jie egzistuoja). Tikslesnes koeficienty

reiksmes nusako kitas teiginys.

4.4 Teiginys. Tarkime, f tenkina|[(H1)H(H5)[salygas, o C' € C. Tada kopulos H¢(C') desinés

uodegos priklausomybeés ir kairés uodegos priklausomybés koeficientai yra

Ag[f(C) = (1+ f(0))AE, )\fff(C) = F(1)AG.
Irodymas. Pastebékime, kad H;(C') jstrizasis pjuvis yra
0wy (t) = 6c(t) f(1 =2t + dc(t))
ir jo iSvestine
Hy (o) (t) = 0 (8) (1 =2t + 6c(t)) — o () f'(1 = 2t + 0c())(2 = d¢ (1))
Tada
N oy = 2 — Tim 8l o(t) = 2 — F(O) () + 50(1) (0)(2 — Tim dl(t)

1 1 11
=(2- lim de()(1+ f/(0)) = A& (1 + £(0))
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ir

Moy = ltlﬁ)l O, (cy(t) = [(1) %I)l d¢c(t) = 6c(0) f'(1)(2 — 1%1 5 () = F(DAE.

]

4.5 Pastaba. IS lemos zinome, kad 0 < f(1) < 1, o deél [(H3) salygos f'(0) < 0.
Taigi transformacija Hy nepadidina nei kairés uodegos priklausomybés nei desinés uodegos

priklausomybeés koeficienty, t. y.
)\%f(C) < A A%f(C) < A,

ten kur jie egzistuoja.

Transformacija Hy apibrézia atvaizdj H; : C — C, kitaip sakant atvaizdj aibéje C. Todél
gali buti jdomu paziuréeti, kas vyksta, jei iteruojame transformacija. Jdomu tai, kad Si
iteracija konverguoja j fiksuotg tasks kuris yra W. Zinoma, jei f(z) = 1, Vz € [0,1] &
savybé negalioja, bet Sis atvejis trivialus, nes H Jz(C) =C.

Toliau naudosime tokius zZymenis:

H} = H;}*l oHp, n>2.

4.6 Teiginys. Tarkime, f tenkina salygas ir néra tapatingai lygi vienetui. Tada
kiekvienai C' € C teisinga

lim ||[H}(C) — Wl = 0. (4.1)
n—oo

Cia || - ||oo Zymi norma L, erdvéje.

[rodymas. Pirmiausia pastebéekime, kad

—k—1

H(C)(w,y) = Hy (C) (@, y) f(Hy (C)(w,y)) < Hy(C)(,y)

ir del bei kopulos iSgyvenamumo funkecijos savybiy

FENC) (@, y) > FHS (O, y)).
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Hy ()

i T i T ‘\‘\\\j@
w
3 pav.: Transformacijos H J’f konvergavimas
Tada

0 < HY(C)(z,y) — W(z,y) = HE YO, ) f(Hy (C)(a,y)) — W(a,y)
< F(H} (C)(a,y) (HEN(C) (2, y) — W(z,y))
< f(Hy (C)(a,y) fH (C)(w,9) (HE2(C) (2, ) — W(z,y)) (4.2)
< PA(H}(O)a,y) (HEA(C) (2,y) — W(ay) < ...
< fHHT O (2,9)(Cla,y) — W(z,y)) = Ay

Pirmiausia pastebékime, kad f(H; (C)(0,y)) = f(H; (C)(x,0)) = 1, bet tada dél
krastiniy salygy turime, kad aukséiau nagrinétas skirtumas lygus nuliui. Todél galime
apsiriboti atveju (z,y) € (0, 1]2.

Taip pat pastebékime, kad f(ﬁfc_l(C’) (z,y)) = 1 tada ir tik tada, kai HI;_I(C’)(x, y) =0,
o tai galioja tik tiems (z,y), su kuriais H}“’I(C’)(a:,y) ir W(z,y) sutampa. Bet tuomet
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aukscéiau nagrinetas skirtumas taip pat yra lygus 0.
Dabar tarkime, kad f (ﬁ’;_l(m‘, y)) < 1. Tada peréje prie ribos nelygybéje, gauname,
kad
lim (H§(C)(z,y) — W(z,y)) =0, V(z,y).

n—oo
Pastebékime, kad {4, } yra monotoniskai mazéjanti tolydziu funkcijy seka kompaktiskoje
aibéje I?, kurios pataskiui ribiné funkcija taip pat yra tolydi. Pasinaudoj¢ Dini teorema (7r.

[20] 7.13. teorema), galime praplésti pataskinj konvergavima iki tolygaus, t. y.
lim ||[H}(C) — Wl = 0.
n—oo
O

Atkreipkime démesj | tai, kad, jei f néra tapatingai lygi vienetui ir C' # W, tai,
pasinaudoje (4.2)) nelygybe, galime gauti

1H(C) = Wlloo < [[C = Wlos,

t. y. Hy(C) yra ar¢iau W kopulos L. metrikos prasme, nei C.  Transformacijos
intensyvumas priklauso nuo f formos. Pavyzdziui, palyginkite [ pav. pavaizduotus

transformacijy rezultatus.

Naudojant ;(z) Naudojant v_;(x) Naudojant 6, ()
o o
=] 0 Somp o &L o = (.9 0% P8 ° o6
08% @ x° c%ooog o@@ o&gmog 08800 & 00(2%%3@ 0ol %; (z;)
0 | °o g © @OOO@ ® o | e Oc9©o @Oo(gﬂw o
pac on 8 x S S, =) 3?000@ @Qo OOCQ ©° oO %O ooood'é3 %%o
o &° P Po ©0° o
2 4 o ° OO Ogj@ pacg Booggo OBOO(OQSQCDSgOOO@
< 86 o 0" < %o 88 @Ooc%%goo ° OOO%
~ 000 o %é’% S Z O%S > Ao % 82 ° Oc;gjg
31,0% L5 Fogr 2 of S0t Cwed By
& ofo PP ° o ‘g 98 0g®
o~ OOO @ ™ 0,0 S @ 000" ¢ O(%O @o
21 ° °gg S Jogdig o o o5 ° Q0B
o g o & 9 o%oo(p o 0% °
< ® @ @0 @ < ] Ooo&&&gj 0° o Ooooo‘%o @ °
S T T T T \ S T T T T \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

4 pav.: Sumodeliuotos H (M) realizacijos su skirtingais generatoriais f

Po transformacijos gauta kopula H;(C) yra unikali Sios transformacijos atzvilgiu, t. y.

H/ kiekvieng kopula C' atvaizduoja j unikalia kopula H(C). Tai jrodo kitas teiginys.

4.7 Teiginys. Tarkime, Cy,Cy € C yra tokios, kad Hf(Cy) = Hy(Cy). Tada Cy = Cs.
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Irodymas. Tarkime, Cy,Cy € C yra tokios, kad H;(Cy) = H¢(Cy), ir tarkime, kad f néra
tapatingai lygi 1 (atvejis, kai f tapatingai lygi 1, yra trivialus). Tada

Cl(xvy)f(a(xvy)) = 02(1’, y)f(@(xv y))7

arba ekvivalenciai,

0= Ci(z,y)f(Ci(z.y)) — Calw, y) f(Calz, y))
= Ci(2,9)(f(Ci(z.y) = f(Ca(z,y))) + (Cilw,y) — Co(w,y)) f(Ca(z,y)) = B(,y).

Tarkime, kad egzistuoja taskas (zg,yo) € [0,1]* toks, kad Ci(zg,v0) > Ca(zo,y0). Tada
Ci(w0,y0) > Co(z0,y0) ir dél bei lemos

0< f( 2(70, Y0)) — f(a(l'o,yo)) < C1(0,90) — Ca(wo,Y0)-

Kadangi
f(Co(wo,90)) > w0 + yo — Calzo, yo) > max(zg, yo) > Ci(z0, Yo)

ir C1(wo,y0) > Ca(z0,%0), tai

B(zo,y0) = Ci(x0, %0) (f (Ci(z0,10)) — f(Ca20,%0))) + (Ci(wo, yo) — Calz0,%0)) f (Ca(z0, y0))

> (C1(20, o) — C2(o, 1)) (f (Ca(wo, %0)) — C1(x0,Y0)) > 0.

Gavome priestara, kuri jrodo auksc¢iau suformuota teiginj. O]

Toliau nagrinésime kopulos simetriskumo savybes. Pirmiausia, pastebékime, kad jei
kopula C yra simetrine, tai ir H(C') yra simetriné. Kitas teiginys nurodo salygas, kurioms

esant transformacija islaiko ir radialinj simetriskuma.

4.8 Teiginys. Tarkime, C' € C ir C yra radialiai simetriné, t. y. C = C. Tada H 7(C) yra
radialiai simetriné tada ir tik tada, kai f(z) =1 — ax, a € [0, 1].

Irodymas. Pakankamumas jrodytas [7] 3.9 teoremoje, todél belieka jrodyti butinuma.
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Bitinumas. Imkime C € C tokia, kad C' = C. Tada H #(C) bus radialiai simetrine, jei

0= H(C)(wy) — Hy(O)(w,y) =2 +y — L+ H{(C)(1 — 2,1 — y) — Hy(C)(x,y)
=rx+y—1+Cl—z,1—y)fl—-(1-2)—(1—-y)+C1—2z,1—y))—C(z,y)f(C(z
:x—i—y—l—i—C’(x, )f(

=z+y—1+C(z,y)f(C
—x+y—1+[€<x, y) - c<x,y>]f Cla,y)) + Clz,y)[f(Clzy) — f(Clx,y))]

Tarkime, 1 — 2 — y > 0, ir padalinkime abi puses i§ 1 — z — y. Tuomet

f(C(z,y) +1—2—y)— f(Clz,y))
l—z—y '

0=f(C(x,y)) —1—C(z,y)
Peréje prie ribos, kai 1 —x —y | 0, ir pazyméje t = C(z, 1 — x), gauname diferencialine lygtj

0= f(t) —1—t'(1),

kurios sprendinys yra f(t) = 1 — at, ¢ia a € [0,1] deél lemos. Taigi, gavome, kad f(t)
privalo buti tokio pavidalo, kad H¢(C) taip pat buty radialiai simetrine. ]

5 Transformacijos H; apibendrinimai

Siame skyrelyje pasitilysime kelis galimus auk$¢iau jvestos transformacijos H ¥
apibendrinimus. Pirmiausia, pameéginsime transformacija pertvarkyti taip, kad jai
invariantinis taskas buty virsutinis Frechet—Hoeffding rézis M, vietoje apatinio rézio W.
Antrajame poskyryje pasiulysime atvaizdi Ry : C x C — C, kuris yra glaudziai susijes su
H¢, o treCiajame poskyryje méginsime praplésti transformacijos H; generatoriaus f sritj

kai kurioms kopuloms.

5.1 Transformacijos H; posukis

Praeitame skyriuje parodéme, kad atvaizdis Hy priartina kopulg prie apatinio
Frechet-Hoeffding rézio W. Butu jdomu rasti panasy atvaizdi H} kopuly aibéje, kad
H3(C) > C, t. y. Hj priartinty kopula prie virSutinio Frechet-Hoeffding rézio M. Tam

pasinaudosime De Baets ir bendraautoriy [6] rezultatais.

5.1 Apibrézimas. Tarkime, C' € C. Tada kopulos C(x, y) posukiu pagal x koordinate (arba
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tiesiog x-posukiu) vadinsime operatoriy
2, (C)(z,y) ==y —C(1—x,y).

Analogiskai apibrésime ir kopulos C' y-posukj ®,(C)(z,y).

Pastebékime, kad
P2(C):=d,00,(C)=C, VCeC.

Be to, De Baets ir bendraautoriai [6] parodé, kad ®,(C) yra kopula, bet kuriai kopulai

C'. Pasinaudoje¢ siuo faktu, galime apibrézti transformacija kopuly aibéje

H}(C)(w,y) := 0 Hp o @, (C)(z,y) =y — Hp o @,(C)(1 — x,y)
=y—(y—-Clr,y)fl-(1-2)-y+y—Clz,y))
(

Y)
=y—(y—C(x,y)f(v — Cz,y)).

Pastebékime, kad
ir todeél

H;(M)(I,y) =&, 0 Hf © (Dm(M)(xay) =, 0 Hf(W)(x7y) = (Dm(W) =M,

t. y. M yra H} invariantine.

Taciau norimag atvaizdj galima apibrézti ir naudojant y-posukio operatoriy, t. y.

Hy (C)(z,y) := @0 Hy 0o ©,C)(w,y) = v — (x — C(x,y)) f(y — Clz,y)).

Analogiskal galima patikrinti, kad M taip pat yra H}" invariantine.
Kaip rodo kita teorema, bendru atveju H7(C) ir H;*(C') nesutampa.

5.1 Teorema. Tarkime, C' € C. Tada H;(C) = H;*(C) tada ir tik tada, kai
f(z) =04(x) =1—ax, a€]|0,1].

Irodymas. Irodysime pakankamuma ir butinuma:

Pakankamumas. Tarkime, C' yra bet kokia kopula. Tada

Hi (C)(w,y) =y —(y—C(z,9))(1 — a(z — C(z,y))) = C(z,y) + a(z — C(z,y))(y — C(z,y))
=1 — (z—C(z,y)(1 — alz — C(z,y))) = H;  (C)(z, y).
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Butinumas. Tarkime, C' yra bet kokia kopula. Tada Hj ir sutaps H;*, jei

0= H; (O)(x,y) — Hi (C)(z,y) = v — (2 — Clx,y) [y — C(x,y))
—y+ @y —Cr,y)f(r —Cz,y) =r -y + (y — Clx,y)(f(x — C(z,9)) — f(y — C(x,y)))
+ (= y)fly — C(z,y)).

Tarkime, z > y ir padalinkime abi puses iS z — y. Tada

flx —C(x,y) — fly — C(z,y))
T —y

0=1+4+ (y—C(z,9)) + fly — C(z,y)).

Pereikime prie ribos kai = | y ir pazymékime ¢ := y — lim,, C(z,y). Si riba egzistuoja
kiekvienam y ir kiekvienai kopulai C, nes kiekviena kopula yra 1-Lipschitz tolydi, t. y. tolydi
pagal kiekviena kintamajj. Gauname diferencialing lygti

0=1+tf'(t)+ f(t),

kurios sprendinys yra f(t) = 1 + ct. Dél lemos ¢ € [—1,0], t. y. gavome, kad f(¢) turi
buti tokio pavidalo, kuris reikalautas salygoje. O]

Pastebékime, kad jeigu C' yra simetrine, tai H3*(C)(w,y) = H7(C)(y,r) ir todél
bendruoju atveju Hj neislaiko simetrisSkumo. Si savybé gali buti naudinga praktikoje, nes

leidzia modeliuoti asimetrines priklausomybes.

5.1 Pavyzdys. Imkime generatoriy is teoremos su @ = 1, t. y. fo(z) =1 — 2. Tada

H; (O)(x,y) =y — (y — Cz,y))(1 — (z — C(x,9)))
= C(z,y) (1 — 2+ C(x,y)) +ylx — Clz,y)) = 2y + C(z,y)C(z,y),

t. y. transformacija C* nagrinéta Dolati ir Ubeda-Flores [7]. Parametra « galima jvesti
paémus gautos kopulos ir II(z, y) iskila kombinacija, analogiskai kaip minétame straipsnyje.

Kita vertus, paémus Hy, (C)(z,y) ir C tiesing kombinacija galime gauti

AH (C)(z,y) + (1 = N)C(z,y) = vy + AC(z,y)C(x,y) — AC(z,y) + C(x,y)
:C(:E,y)+)\(x—0(x,y))(y—C’(x,y)), AE [Oa l]a

t. y. transformacija nagrinéta Mesiar ir bendraautoriy straipsnyje [15].
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5.2 Pavyzdys. Imkime jau nagrinéta generatoriy vs = exp(dx), ¢ € [0, 1]. Tada

H; (C)(z,y) =y — (y — C(z,y)) exp(6(z — C(x,y))),
Hy*(C)(w,y) =2 — (z — C(z,y)) exp(0(y — C(z,9))).
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5 pav.: Sumodeliuotos Hy; (W) ir H;*(W) realizacijos su 0 = —1

Kaip parodéme [5.1] teoremoje, Sios transformacijos nesutampa. Tai iliustruojame [5]

paveikslu.

5.2 Transformacijos H; apibendrinimas C x C aibéje

Siame skyrelyje nagrinésime atvaizdzius i C x C i C, t. y. atvaizdzius, kurie dvi kopulas
atvaizduoja j viena. Gerai zinomas tokio atvaizdzio pavyzdys kopuly aibéje yra iskila

kombinacija
F)\(Cl,CQ) :)\Cl+(1—)\)02, 01,02 GC, )\6 [O, 1]

Siame skyrelyje méginsime apibendrinti praecitame skyrelyje gautg transformacija H £, taip

kad ji dvi kopulas atvaizduoty j viena. Pavyzdziui, nagrinékime tokig transformacija:

Pr(Cy, Co)(x,y) := Ci(w,y)f(Calz,y)). (5.1)
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5.2 Teiginys. P(C') yra kvazikopula su bet kuriomis Cy,Cy € C, jei f tenkina (H4
salygas.
[rodymas. Krastiniy sglygy tikrinimas analogiskas kaip ir Hy atveju. Skirtumas

Pi(Ch,Cy)(x + h,y) — Pr(Cy,Cy)(x,y) taip pat jvertinimas panasiai, pasinaudojant

lema
0< Pf(017 Cg)(l’ + h7y) - Pf(Cb C2)(£>y) = 01(1' + hv y)f(@(x + ha y)) - C’l(a:,y)f(@(x,y))
= Ci(z,9)(f(Colz + hoay)) — f(Ca(z,y))) + (Ci(z + h,y) — Ci(z,y)) f(Cal + h.y))

)h - Cg(l.lijciz,(yz ;)C(I, y))ﬂ@(% Y)) + (Ci(z + hyy) — Ci(x,y)) f(Co(x + h,y))

< h—(Co(z + h,y) — Ca(x,y)) + Ci(x + h,y) — Ci(z,y) = h,

S Cl<xvy

nes pagal 3.2 lema f aprézta i§ virsaus vienetu, o C(z,y) < 1 — C(z,y) = C*(z,y).
Taigi, remiantis [2.1] teorema, P(C4, Cy) yra kvazikopula. O

5.3 Pastaba. Pastebékime, kad, nors Py(C, Cs)(x,y) yra kvazikopula, ji bendruoju atveju
néra kopula. Pavyzdziui, paéme f(z) =d01(z) =1—z, C; =W, Cy = M, gauname

Ps,(W, M) = max(z +y —1,0)(1 — (1 — max(x,y))) = max(z + y — 1,0) max(zx, y).

Jei 2 > x+y > 1ir max(z,y) < 1, tai Ps,(W, M) < W(z,y), t. y. Ps,(W, M) netenkina
apatinio Frechet—Hoeffding rézio ir dél to negali buti kopula.
Toliau nagrinékime tokj galimg H; apibendrinima:
1 1 — —
Ry (Ch, Cp) = S(Py(Ch, Co) + Pr(Cy, C1)) = S (Culz, y) f(Calz,9)) + Colw, ) f(Crlz, y)))-
(5.2)
Idomu, tai, kad Ry, kuri tiesiog yra dvieju tikriniy kvazikopuly P(Cy,Cy) ir Pr(Cs, Cy)

aritmetinis vidurkis, yra kopula.

5.4 Teorema. R;(C},C5) yra kvazikopula su bet kuriomis Cy,Cy € C, jei f tenkina

salygas.

Irodymas. Imkime Cy,Cy € C. Kadangi R;(Cy,Cs) yra iskila kvazikopuly transformacija ir

kvazikopuly aibé yra uzdara iskilos kombinacijos atzvilgiu, gauname teoremos tvirtinimg. [J

5.5 Teorema. Jei C1,Cy € C ir f tenkina |(H1)H(H5)| salygas, tai ir R¢(Ch,Cs) € C.
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Irodymas. Tarkime, C' yra tolydi su tolydziomis misriomis iSvestinémis. Raskime antra

misrig Ry(Cy, Cy) iSvestine:
1
Dy Ry (Cy,Cy) = §(D12Pf(01702) + D13 Pp(Csy, Ch)),
¢ia
D1y Py (Ch,Cy) = D1Ch - f/(@)(DQCQ — 1)+ DyCy - f’(@)(D1CQ —1)
+ Cy - f'(Co)(D1Cy — 1)(D9Cy — 1) + D12Cy - f(Cy) + D1sCs - Cy - f/(Cy).

Pastebékime, kad dél kopulos ir funkcijos f savybiy pirmi trys sumos nariai neneigiami.
Todeél
D13 P(Ch,Co) > D12Cy - f(Cy) + D1oCy - Cy - f/(Ca)
ir
1 - .
D12 R¢(Cy, Cy) > §(D1201 - f(C2) + D1oCy - Cy - f1(Ch)
+ D12Cs - f(@) + Dy2Cy - Cy - f’(@))
1

DyCh - (f(@) +Csy - f’(@)) + %DHCQ . (f(@) +C - fl(@))

Taciau kadangi
f(C)+Co-Dif(Cr) 21—=Co—Co=1—-1+a+y—2C,=(x—Cy)+ (y—C2) >0

ir analogiskai su antru démeniu, gauname, kad DisR¢(Cy,Cs) > 0. Vél pasinaudoje tuo
paciu samprotavimu kaip ir [3.6) teoremoje, kad kopuly su tolydzia misria iSvestine aibé yra

tirsta C aibéje, gauname teoremos tvirtinima. O

5.3 Pavyzdys. Imkime generatoriy d,(z) = 1 — ax, tada
1 — _
Rf(cl,CQ) = 5(01 . (1 — OéCQ) + 01 . (1 — OéCQ)) = Ta<01, Cg),

t. y. kopuly transformacijos nagrinétos [7] apibendrinimas. Sj apibendrinima nesunku gauti

ir naudojant pozicines statistikas panasiai, kaip minétame straipsnyje.

5.3 Generatoriaus f srities praplétimas

Siame skyrelyje méginsime praplesti H ¢ transformacijos generatoriaus f sritj, apibrézta
salygomis, kopuloms i§ C~. Imtis Sio darbo paskatino kelios kopuly Seimos:
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Ali-Mikhail-Haq (AMH) [1], Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) [10, 12, 17] ir Cuadras [5]
nagrinéta kopuly Seima. Sias Seimas galima perrasyti naudojant transformacija H ¢, kopulg
II, bei atitinkamai parinkus generatoriy f. Taciau tokiu uzrasu galima apimti tik dalj
minéty kopuly Seinny parametry srities. Siame skyrelyje praplésime f sritj taip, kad H £(II)
visiskai apimty minétas kopuly Seimas.

Taigi nagrinésime transformacija H; kopuloms C' € C~. Jau zinome, kad H;(C) yra
kopula, kai tenkinamos salygos. Pasirodo kai kurioms kopuloms galime praplésti
H; transformacija ir didéjancioms funkcijoms f. Toliau naudosime tokias salygas dukart

diferencijuojamai funkcijai f:
(H1) f(0) =1,
(H2) f(z) < 5,
(H3) f(x) yra didéjanti ir 0 < f'(x) < %,
(H4) f"(z) = 0.
Pirmiausia jrodysime viena pagalbine lema ir tada pereisime prie teoremuy.
5.6 Lema. Tarkime, C' € C. Tada visiems (z,y) € I* ir h € [0,1 — z]
Clz +h,y) = Cla,y) < hC*(z,y),
C(z,y+h) —C(z,y) < hC*(z,y).

[rodymas. Tarkime, h =1 — z. Tada

Clr+hy) —Clz,y) =y —Clz,y) <y—C(z,y) +2C(x,y) =z +y — C(x,y) — 2C*(2,y)

Dabar tarkime, h < 1 — z. Pasinaudoje 2.2] teorema, gauname nelygybe

y—Clzthy _ y=-Clzy
1l—z—~h - 1—z 7

kuri yra ekvivalenti

Cla+hy) — Cla,y) < =Y

1—2z

Belieka parodyti, kad %(iy) < C*(x,y), bet tai galioja bet kuriai kopulai, nes

C'(z,y)(1—2)=(z+y—C(z,y)1—2) =y - C(z,y) +z —2(x +y — C(x,y))
=y —C(z,y) + 2C(x,y) >y — C(xz,y).
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Antra nelygybé gaunama analogiskai. O]
5.7 Teorema. Tarkime, C' € C™ ir f tenkina|(H1)H(H3)l Tada H(C)(z,y) yra kvazikopula.

Jrodymas. Akivaizdu, kad krastinés salygos tenkinamos (tam pakanka [(H1)). Parodysime,
kad H(C)(z,y) yra didéjanti pagal kiekviena kintamajj. I3 tiesu, pasinaudoje |(H3)| ir

iSvada, gauname:

DH(C) = D,C - f(_) +C - f(CYD,C —1)>DC-(1-C)f(C)+C - f(C)(D,C —1)
=f(C)(DiC-(1=C)+C - (D:C = 1)) = f(C) (D:iC - (x +y) = C)

zf@(“yc 0) 1% >0

Analogiskai galima gauti didéjimg pagal kita koordinate.

Dabar nagrinékime skirtuma,

ApHy o= Hy(C)(w + hyy) — Hy(C)(w,y) = Cla+ h,y) f(Clz + h,y)) — Clz,y) f(C(z,y))
= (Cla+h,y) = Cla,y) f([Clz+ h,y) + C(z,y)(f(Clz + h,y)) — F(C(z.9)))-

Kadangi f nemazéjanti, tai f(C(z + h,y)) < f(C(z,y)) ir todél pritaikius

A Hp < (Cla+hyy) = Cla,y) f(Clz + hy)) < C@i - %(gj:c); hC (y:; .
_ C(x+ h,y) —C(:E,y)'

C*(z,y)

Pasinaudoje lema, gauname, kad A,H; < h. Analogiskai galima jvertinti ir skirtuma
Hi(C)(x,y +h) — Hi(C)(z,y). Taigi naudodamiesi [2.1] teorema, gauname, kad H¢(C') yra
kvazikopula. O

Tyrimas, ar Hp(C), YVC € C~ yra kopula, yra problemiskas, todél toliau jvesime

papildomus apribojimus kopulos antrai misriai dalinei iSvestinei D5C'.

5.8 Teorema. Tarkime, C' turi antrg misrig iSvestine bei

Ducs D0 A=DC) L DC (1= DiO)

Yy T

Taip pat tarkime, kad f tenkina [(H1)H(H4), Tada H;(C)(z,y) yra kopula.

Irodymas. Tarkime, C' tenkina teoremoje suformuotus rézius antrai misriai dalinei iSvestinei.
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Nagrinékime antra misrig H(C') iSvesting

D1oH;(C) = D,C - f'(C)(DyC — 1) + DyC - f/(C)(D,C — 1)
+C - f"(C)(D,C = 1)(DyC — 1) + D12C - f(C) + D15C - C - f/(C).

Pasinaudojus ir galime ja jvertinti iS apacios

DipHy(C) > f(C)(C - D13C — DiC - (1 = DyC) — DoC - (1 — DiC)) + D1oC - f(C)
> f/(C)(C - DisC — DyC - (1 = DyC) — DyC - (1 = DiC) + DisC(1 — T))
= f(C)((z +y)D12C — D1C - (1 — D,C) — DoC - (1 — D1 C))
— P(C)(D1sC — DsC - (1 — DiCOY)) + f/(C)(yD1sC — DiC - (1 — DyC)).

Del nelygybés gauname, kad
DiH;(C) > 0.

Kadangi krastines salygos taip pat yra tenkinamos gauname, kad H;(C') yra kopula. O

Atvira problema lieka detalesnio sarysio tarp kopuly tenkinanciy [5.3] nelygybes ir kopuly
is C'~ nustatymas, taciau tikrai yra viena kopula kuri tenkina nelygybes ir yra is C'~.

Tai yra nepriklausomumo kopula II, nes
Dill(z,y) =y,  Doll(z,y) =2  ir Dpll(z,y) =1
Toliau apsiribosime nepriklausomumo kopula II ir naudosime Zymenj

Df((l],y) = Hf(H)<x7y)

Prisiminkime generatorius nagrinétus [3.1] ir pavyzdziuose. Kaip parodéme, jie
tenkina ((H1)H(H5)| salygas. Dabar parodysime, kad D; kopuly Seimai galima praplésti iy

generatoriy parametry sritis.

5.4 Pavyzdys. Nagrinékime k) (z) = (1+Ax)"! su A € [-1,0]. Akivaizdu, kad generatorius
yra tolydus, diferencijuojamas ir tenkina ir . Pastebékime, kad

0 - —Xex(z)  ka(z)
—_ = = <
8:5“’\(”%) (14 Ax)? I+ ~ 14z

bei Zrky(z) > 0 ir todél £y tenkina |(H3)] Antra generatoriaus iSvestiné bus

8_2,% (x)_2—>\2>()
a2 T 1+ am)E T
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t. y. generatorius k) tenkina salyga. Taigi, kartu su pavyzdzio rezultatais gauname,

kad
Ty
= A1-2)(1—y)’

yra kopula su visais A € [—1, 1]. Pastebé¢kime, kad i3 tiesy tai yra AMH kopuly seima [I].

D,.@)\(.ilj,y) =

5.5 Pavyzdys. Nagrinékime 0,(z) = 1 — ax su « € [—1,0]. Generatorius yra tolydus ir

diferencijuojamas. Taip pat galioja ir [((H1)| bei|[(H2)} 6,(z) iSvestiné bus

o)

1 _ Y

0
< — =—a<1<
O_axéa(a:) a<l1<

o antra iSvestiné aa—;éa(x) = 0. Taigi 0, tenkina [(H3)|ir |(H4), Prijunge pavyzdzio

rezultatus, gauname, kad bet kuriam a € [—1, 1]

>

8

Dso (2,y) = zy(1 — (1 — 2)(1 —y)),
yra kopula. Pastebékime, kad tai yra FGM kopuly Seima [10], 12} [17].

5.6 Pavyzdys. Nagrinckime vs(x) = exp(dz) su d € (0,1]. Generatorius yra tolydus ir

diferencijuojamas. Taip pat galioja ir [(H1)| bei [(H2), nes

vs(1—2) =e(1 —2) <e®(1—2) <e(1—-0)=1.
vs(x) iSvestiné bus

V(;(.’E)
1_ 2’

o antra iSvestine aa—;z/(;(x) > 0. Taigi vs tenkina |(H3)|ir |(H4)l Prijunge pavyzdZzio

rezultatus, gauname, kad bet kuriam 6 € [—1,1]

0 < —wvs(z) = 8”1 = de ws(z) < ws(z) <

8

Ds, (z,y) = zyexp(d(1 — 2)(1 — y)),
yra kopula. Si kopuly $eima nagrinéta Cuadras [5].

5.9 Pastaba. Pastebékime, kad jei fo(x) > fi(x), visiems z € [ tai Dy, (x,y) > Dy, (x,y),
visiems (z,y) € I?. PaZymeékime kraStinius generatorius, tenkinancius arba
1
1—2z

fmin(a:) —1— z, fmax(x) —

Y
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ir juos atitinkancias kopulas

Ty
1-(1-2)(1-y)

D™ (z,9) = 2y(1 — (1 —2)(1 —y)), D" (x,y) =

Bet tai yra atitinkamai FGM kopula su parametru —1 ir AMH kopula su parametru 1. Todél
nesunkiai galime gauti kopuly Seimos Dy priklausomybés maty rézius (zr. [19] 5.2. pavyzdj,
5.10 uzdavinj, [14] 2.4. pavyzdj)

— — = Tpmin STD S Tpmax = —,
9 ! 3

1
=3 = Ppmin Spp; < ppmes = —47* — 39 ~ 0,4784.

6 Empirinis taikymas

Gauta transformacija Hy ir jos apibendrinimai suteikia nemazai laisvés taikymuose.
[liustracijai naudosime birzose prekiaujamy fondy (angl. exchange-traded funds) duomenis.
Konkreciau iShares Europos vyriausybiu obligaciju (angl. iShares Core Furo Government
Bond UCITS ETF) ir iShares Europos korporaciju obligaciju (angl. #Shares Core Euro
Corporate Bond UCITS ETF') birzose prekiaujamy fondy logaritmines dienines grazas nuo
2010 m. spalio 1 d. iki 2015 m. gruodzio 11 d. Savaitgaliai ir $ventinés dienos nenagrinétos.
I$ viso 1315 stebéjimy (darbo dieny). Kadangi domina tik pacios kopulos modeliavimas,
marginaliuosius skirstinius imsime empirinius, t. y. modeliuosime kopula tarp empiriniy
pasiskirstymo funkcijy reiksSmiy. Sias reikSmes zymésime atitinkamai z; ir ;,
1 =1,...,1315. Jos pavaizduotos pav.

Optimalios kopulos paieskai naudojome gerai zinomas Gauso ir Studento kopuly Seimas
(zr. [3] 3.2.1ir 3.2.2 skyrelius). Taip pat naudojome gerai zinomy Clayton [4] (zymeésime C¢;)
ir Gumbel [13] (Zymésime Cg,) kopuly, iskilg kombinacija, t. y. nagrinéjome trijy parametry
kopuly Seima

Fa(CC’l, CGu) = QCCI($7y;ﬁ)+(1_a)CGu<x7y;7)v o€ [O’ 1]’/8 € [_17 OO)\{O}>7 € [1’ OO)

Sias Seimas palyginome su kopuly Seima gauta naudojantis miisy jvesta transformacija Ry,
bei generatoriumi vs(z) = exp(dx),d € [—1,0]. Vélgi, naudojome Clayton ir Gumbel kopulas,

t. y. nagrinéjome trijy parametry kopuly Seima

Ry (Cer, Can) (36, 8,7) = = (Carlz, y; B)vs(Caulz, y)) + Coulz, y; B)vs(Corlz, ) ,

N | —

¢ia § € [—1,0], B € [-1,00)\{0} ir v € [1, 00).
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Kopuly Seimos optimaliy parametry parinkimui naudojome didziausio tikétinumo

metoda, t. y. maksimizavome logaritminés didziausio tikétinumo funkcijos, apibréztos

lygybe
1315

log(L) := ZlD(DmC(%‘, yi)),

reiksme.
Optimizuotas kopulas tarpusavyje lyginsime naudojant Sios funkcijos reikSmes.

Optimizacijos rezultatai pateikiami [1| lenteléje.
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= 2
2 =
T g3}
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& &
S o | 3
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w0 wn
: :
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= =

Europos vyriausybiy birz. prek. fondas Europos vyriausybiy birz. prek. fondas

(a) Realus duomenys (b) Sumodeliuotos kopulos R, realizacijos

6 pav.: Naudoti duomenys ir kopulos R, su optimaliais parametrais simuliuotos realizacijos

1 lentelé: Optimizuoti parametrai ir log(L) funkcijos reikSmeés

Kopula Optimalus parametrai log(L) reiksme
Gauso 0 = 0.5874 278.672
Stjudento v=23,0=0.6416 372.6432
[skila Cg; ir Cg, kombinacija o = 0.4685, § = 0.4775, v = 2.9945 357.383

R, (Cet, Cau) 0 =-0.2495, f = 2.8029, v = 2.6470 382.6325

Kaip ir buvo galima tikétis i$ pav., Gauso kopula nelabai tinka Siems duomenims,
nes ji nesugeba modeliuoti sunkiy uodegy, o finansiniai duomenys daznai pasizymi Sia

savybe. Stjudento kopula ir tiesiné dviejy Archimedo kopuly kombinacija atrodo gan gerai,
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nes jos abi geba modeliuoti sunkias uodegas. IS Siy dvieju kopuly, Stjudento su optimaliais
parametrais atitinka duomenis Siek tiek geriau nei tiesiné dvieju Archimedo kopuly
kombinacija.  Optimizuojant kopuly Seimos, gautos naudojant Ry transformacija ir
generatoriy vy, parametrus galima dar sSiek tiek pagerinti kopulos atitikimg duomenims,
nepadidinant (lyginant su tiesine kombinacija) parametry skaiciaus. Taigi Siuo atveju musy

ivesta transformacija leidzia rasti kopuly Seima, kuri geriau atitinka duomenis.

7 ISvados

Siame darbe jvedéme transformacija H 7, kuri sujungé keletg literaturoje jau nagrinéty
transformacijy ir kopuly seimy. Si kopuly transformacija yra gan bendra ir apima nemazg
dalj kopuly. Galima sakyti, kad ji supaprastina optimalios kopulos pasirinkima iki vienmateés
funkcijos f pasirinkimo. Pavyzdziuose pasiulytos galimos generatoriaus f vieno parametro
seimos. Analogiskai galima jvesti ir generatorius su didesniu parametry skai¢iumi. Jie duoty
kopuly Seimas, kurios leisty modeliuoti jvairesnes priklausomybines strukturas. Taigi Si
transformacija leidzia praplésti gerai zinomy kopuly ir juy Seimy sritis, jvedant didesnj skaiciy
parametry. Be to, naudodamiesi Hy atvaizdziu atkuréme kelias populiarias kopuly Seimas
(AMH, FGM), taigi H; transformacija galima interpretuoti kaip $iy Seimy apibendrinima.

Taip pat istyréeme pagrindines Sios transformacijos savybes: parodéme, kad W yra
vienintel¢ transformacijai H; invariantine kopula, taip pat, kad transformacija islaiko
konkordancijos tvarkos sarysj. Radome priklausomybés maty rézius, istyréme, kada
transformacija iSlaiko radialinio simetriSkumo savybe bei parodéme, kad H; priartina
kopulg prie W kopulos L., metrikos prasme.

Darbe pasiuléme kelis galimus H; transformacijos apibendrinimus: Sios transformacijos
posukj, kuris pakeicia atvaizdzio fiksuotag taska is W i M, apibendrinimg C x C' aibéje
bei generatoriaus f srities praplétima kopuloms, kurios pasizymi LTI ir RTD savybémis ir
placiau nepriklausomumo kopulai II. Atvira problema lieka klausimas, ar transformacijos Hy,
su generatoriumi tenkinancéiu salygas, rezultatas yra kopula bet kuriai kopulai is
C~. Taip pat buty naudingas ir detalesnis siulyty apibendrinimy savybiy nagrinéjimas bei
pacios transformacijos apibendrinimas n—matéms kopuloms.

Galiausiai atlikome empirinj tyrima, iliustruojantj praktinj sios transformacijos taikyma.
Gauti rezultatai parodé, kad pritaikius transformacija galima pagerinti kopulos atitikima

duomenims, lyginant rezultatus su gerai zinomomis kopuly Seimomis.
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A Priedai

A.1 Kodo fragmentai

# R vesija 3.2.1 (2015-06—18)
#
# Poaibio B C-turis
V = function(C, B) {
Cc(B[1,2], B[2,2]) - C(B[1,1], B[2,2]) - C(B[1,2], B[2,1]) + C(B[1,1], B
[2,1])

}

# Transformacija H_f

dual = function(C) function(x, y) x +y — C(x, y)
survival = function(C) function(x, y) 1 — dual(C)(x, y)
H = function(f) function(C) function(x, y) C(x, y)*f(survival (C)(x, y))

# Generatorius f2

gen_fl = function(a, epsilon = 0.01) function(x) {
I 1 = (x> a—epsilon & x < atepsilon)
I 2 = (x >= atepsilon)
1-I_1x(x—atepsilon)”2/(4dxepsilon*(l—a))-I 2x(x—a)/(1—a)

}

# Nepriklausomumo kopula

PI = function(x, y) x*y

# Neigiamo C—turio pavyzdys

B = matrix(c (0.3, 0.23, 0.36, 0.28), nrow = 2)

V(H(gen_f1(0.5, 0.01))(PI), B)

Kodo fragmentas 1: pavyzdzio R kodas
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