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Stochastiniy diferencialiniy lygciy diskrecios ir pusiau
diskrecios aproksimacijos ir juy taikymas palukany normy
modeliams

Santrauka

Siame darbe nagrinéjamas pusiau diskretus Oilerio metodas stochastinéms diferencia-
linéms lygtims skaitinias metodais spresti, konstruojama nauja pusiau diskreti Hoino
schema, taip pat tiriama Siy aproksimacijy eilé bei paklaida. Pusiau diskreciy ap-
roksimacijy tikslumas lyginamas su diskrec¢iy Oilerio, Hoino ir Milsteino aproksima-
cijy tikslumu. Véliau tiek diskrecios, tiek pusiau diskrecios aproksimacijos taikomos
trumpalaikiy palukany normy modeliy (Vasiceko ir CIR) lygtims aproksimuoti bei
bekuponés obligacijos kainai modeliuoti.

Raktiniai Zodziai: stochastiniy diferencialiniy lyg¢iy aproksimacijos, pusiau diskreti
Oilerio aproksimacija, pusiau diskreti Hoino aproksimacija, CIR modelis, Vasiceko
modelis, bekuponé obligacija

Discrete and Semidiscrete Approximations of Stochastic
Differential Equations and Applications to Interest Rate
Models

Abstract

In this paper, we analyze the semidiscrete Euler approximation of stochastic differential
equations and propose a new semidiscrete Heun method and estimate the convergence
rate of both methods. The efficiency and behavior of semidiscrete approximations
are compared to discrete Euler, Heun, and Milstein schemes. Then we apply discrete
and semidiscrete approximations to Vasicek and CIR equations and model the price
of zero-coupon bond.

Key words: approximations of SDEs, semidiscrete Euler method, semidiscrete Heun
method, CIR model, Vasicek model, zero-coupon bond



Turinys

1

2

Ivadas 4
Pusiau diskretus (semidiscrete) metodas stochastinéms diferen-

cialinéms lygtims spresti 5
2.1 Hoino aproksimacijos taikymas . . . . . .. ... ... ... ... 9
Aproksimacijy konvergavimo skaitinis tyrimas 11

Aproksimacijy taikymas trumpalaikiams palukany normy mo-

deliams 15
4.1 Vasicekomodelis . . . . . ... ..o 16
4.1.1 Vasiceko lygties aproksimacijos ir bekuponés obligacijos

kainos modeliavimas . . . . . .. .. ..o 17

4.2 CIRmodelis. . . . . . . .. ... 20
4.2.1 CIR lygties aproksimacijos ir bekuponés obligacijos kainos

modeliavimas . . . . . .. ... 22

Isvados 28



Apibrézimai

Arbitrazas — galimybé gauti garantuota pelna nerizikuojant, su nulinémis in-
vesticijomis.

Aproksimacijos stochastinei diferencialinei lygéiai

X(t):x(0)+/0 b(X(s))ds—k/o o(X(s))dBs, te€0,T],

ABy =By, — B, h=T/N, to=kh, k=01, N—1I

otlert Xi1(t) = Xp(te) + b(Xg(te))h + 0 ( Xy (tr)) ABy;
Hoino:
X1 (t) = Xi(tn) + %(bl()_(k(tk)) + b1 (X1 (tr41))) by
Xit1(t) = X (tr) + b1 (Xp(tr))hs
Milsteino:

Kp(t) = )_(k(tk)—i—b()_(k(tk))h—l—a()_(k(tk))ABk—i—%aa’()_(k(tk))(AB,%—h).

Stiprioji aproksimacija. Sakoma, kad {X"} yra stochastinés diferencialinés
lygties (1) sprendinio X; n—osios eilés stiprioji aproksimacija, jei su visais
te0,T]

E| X" - X,/ =0(n"), h—0.

LipSico salyga. Sakome, kad stochastinés diferencialinés lygties (1) koeficien-
tai tenkina LipsSico salyga, jei su kokia nors konstanta C' > 0 teisinga
nelygybé

|b(x7t) - b(yvt)|2 + |O—($vt) - J(yat)|2 < C|$ - y|27 T,y € Rv te R+'

Tiesisko augimo salyga. Sakome, kad lygties (1) koeficientai tenkina tiesisko
augimo salyga, jei jei su kokia nors konstanta C' > 0 teisinga nelygybé

|b(a;,t)\2 + |0(ax,t)|2 <C(142%, zeR, teRy
diaz,y € R, t € Ry, C > 0 — konstanta.

Ornsteino—Ulenbeko procesas — atsitiktinis procesas, kuris yra stochastinés
diferencialinés lygties

dX(t) = k(0 — X(t))dt + odBy,

sprendinys (k,0 > 0, § € R).



1 Ivadas

Stochastinés diferencialinés lygtys (SDL) yra labai svarbios modeliuojant
realius reiskinius, priklausancius nuo jvariy atsitiktiniy veiksniy, ne tik fizikoje
ar inzinerijoje, bet ir ekonomikoje bei finansuose. Puikus stochastiniy dife-
rencialiniy lygciy pritaikymo finansuose pavyzdys yra garsusis Black—Scholes
modelis, pla¢iai naudojamas teorinéms europietisky pirkimo (put) ir pardavimo
(call) opciony kainoms skai¢iuoti. Vis délto modeliuojant daznai susiduriama
su problema, jog stochastiné diferencialiné lygtis

X(t) = z(0) —l—/o b(X(s))ds—i—/o o(X(s))dBs, tel0,T], (1)

isreikstiniu pavidalu yra neiSsprendziama ir reikia skaitiniy sprendimo metody,
kurie leisty tokios lygties sprendinj modeliuoti kompiuteriu [6].

Literaturoje be gerai zinomy Oilerio-Marujamos, Hoino ar Milsteino aprok-
simacijy, yra pristatoma ir daugybé kity budy, skirty skaitiskai spresti stochas-
tines diferencialines lygtis. Pavyzdziui [8] yra siulomas atskyrimo (split-step)
metodas. Stochastiné diferencialiné lygtis iSskaidoma j deterministine ir sto-
chastine dalis, tada deterministiné dalis sprendziama tiksliai, o stochastiné —
aproksimuojama. Straipsnio [9] autoriai (1) pavidalo lygtj siulo isskirti j dvi
lygtis, i$ kuriy bent vienos tikslus sprendinys buty zinomas iSreikstiniu pa-
vidalu. Ivairiy straipsniy gausa rodo, jog naujy aproksimacijy stochastinéms
diferencialinéms lygtims konstravimas ir tyrimas yra aktuali tema.

Halidias [4] pasiulé vadinamasias pusiau diskre¢ias (semidiscrete) SDL ap-
roksimacijas, kai lygtis iSskaidoma j dvi dalis, is kuriy viena sprendziama tiksliai,
o kita aproksimuojama kokiu nors zinomu diskre¢iuoju metodu. Siame darbe
sitlome Halidias’o [4] nagrinéto pusiau diskretaus Oilerio metodo (semidiscre-
te Euler scheme) pagerinimg — pusiau diskretyji Hoino metoda, diskreciojoje
dalyje vietoje Oilerio schemos naudojant diskreciaja Hoino schema. IStyréme
abiejy aproksimacijy eiles bei paklaidas. Pusiau diskreciy aproksimacijy tiks-
luma véliau palyginame su diskreciy Oilerio, Hoino ir Milsteino aproksimacijy
tikslumu.

Svarbi darbo dalis — aproksimacijy taikymas trumpalaikiams palukany nor-
my modeliams ir bekuponés obligacijos kainos modeliavimui. Tyrimui pasirin-
kome vienfaktorius Vasiceko ir CIR modelius. Anot [3], Sie modeliai daznai nau-
dojami vertinant iSvestiniy finansiniy instrumenty kaina, nes pasizymi grizta-
mumo prie vidurkio savybe, realiai stebima finansy rinkose: vyraujant aukstoms
palukany normoms, ekonomika létéja, pinigy paklausa mazéja, todél mazéja ir
palukany normos, artédamos prie ilgalaikio vidutinio lygio. Ir atvirksciai, rin-
koje vyraujant zemoms palukany normoms, pinigy paklausa auga, o kartu prie
ilgalaikio vidurkio kyla palukany normos.

Pagrindinj démesj skyréme CIR lygties sprendinio aproksimavimui, nes skir-
tingai nei Vasiceko modelyje, CIR lygties sprendinio iSreikstiniu pavidalu rasti
negalime. Nors CIR proceso priaugiai turi necentruota x? skirstinj ir vis gi tiks-
lus Sios lygties sprendinio modeliavimas yra jmanomas, tac¢iau toks budas yra
gana létas, lyginant su skaitiniais sprendimo metodais [8].



2 Pusiau diskretus (semidiscrete) metodas sto-
chastinéms diferencialinéms lygtims spresti

Halidias straipsnyje [4] taiko pusiau diskrety algoritma (1) pavidalo lygtims
skaitiniais metodais spresti. Pagrindiné sios stochastiniy diferencialiniy lygciy
sprendimo schemos idéja yra tokia.

Tarkime, kad tg = 0 < t; <ty < --- <ty =T yra fiksuoto laiko intervalo
[0, T diskretizacija su pastoviu zingsniu h = T'/N, t, = kh, k=0,1,...,N — 1,
B — Brauno judesys. Tegul (1) lygties koeficientai gali buti iSskaidomi taip:
b(X (1)) = ba(X (1)) + b2(X (1)),
o(X(t) = o1(X(t) + o2(X(t)).

Tuomet

X(t) = X(O)+/0 bl(X(s))ds—l—/O bg(X(s))ds+/0 Jl(X(s))st—i—/O 02(X(s))dBs.

Sekdami [6], funkcijoms by ir o7 pritaikysime formule

FX(1) = F(X()) + / AF(X(s))ds + / SFX(s)dBs, t>t  (2)

23

Ga Af = bf + 10%f", Sf = of’ (Sios formulés jrodyma galima rasti [6], 9.6
teorema). Taigi turime:

X(t):X(tk)—i—/tt bl(X(s))ds—i-/tt ba(X (s))ds

+/t o1(X(s))dBs +/tt o9(X (s))dBs

ty

:X(tk)—i—/tt bl(X(tk))+/S Abl(X(u))du—i—/ts Sy (X (u))dB, ) ds
+ /t o1 (X () / Aoy (X (u))du + / SSal(X(u))dBu>st

/bg ds+/ 2(X(5))dBs = X (b) + by (X (t) /ds
/bg( (s))ds + o1 (X (t) /ds—|—/ 02(X(s))dBs + R, t € [tg,tkt1],
(3)

su lieckamuoju nariu

//Ab1 duder/ / Sby (X (u))dB,ds
+/ / Ao1(X (u))dudBs +/ / So1(X(u))dB,dBs.
tk



Atmete liekamajj narj R ir pazyméje ABy = By — By, , intervaluose [tx, txi1],
k=0,1,..., N — 1, nuosekliai gauname pusiau diskrecia aproksimacija

X(t) = X (tr) + bi(X (tg))h + o1 (X (tr)) ABg

+ /t bQ(X(S))dS + /t UQ(X(S))dBS, te [tk,thrﬂ. (4)

tr tr

Nesunku pastebéti, kad jei by = 09 = 0, tai gaunama jprasta Oilerio aproksi-
macija, todél (4) dar vadinama pusiau diskrecia Oilerio schema (semidiscrete
Euler scheme) [4].

Norint pritaikyti pusiau diskrety algoritma stochastinéms diferencialinéms
lygtims spresti yra svarbu lygties (1) koeficientus b ir o i$skaidyti taip, kad kiek-
viename zingsnyje egzistuoty vienintelis sprendinys iSreikstiniu pavidalu (gali-
ma tikrinti, ar tenkinamos tiesisko augimo bei Lipsico salygos, nes pagal [6] 5.4
teorema Siy prielaidy buvimas garantuoja stochastinés diferencialinés lygties
sprendinio egzistavima ir vienatj). Straipsnyje [4] yra siulomas toks metodas.
Tegul b = by + by, funkcijos by, by yra tolydzios. Tegul, be to, by = b — %O’U/ ir
by = 00’. Siuo atveju o1 =0, 0 0 = 0. Pazyméje

T = X(t) + b1 (X (tr))h,

lygti (4) galime perrasyti tokiu budu:

arba

t
X(t) Zi‘k—l-/ o(X(s)) odBs, t € [th,trt1]

ty
Pastaraja jau galésime iSspresti iSreikstiniu pavidalu, o tikslus lygties sprendinys
kiekviename zingsnyje bus lygus

X(t)=H(G(ir) + B, — By,), t€ [ti tr];

¢ia G yra funkcijos o~ pirmyksté funkcija (G’ = o~1), o H — funkcijos G
atvirkstiné funkcija ([6] 7.7 teorema ir jrodymas).

Palyginkime pusiau diskretaus, Oilerio ir Milsteino metody tiksluma skai-
tiskai ir pavaizduokime gautus rezultatus grafiskai. Nagrinékime geometrinj
Brauno judesio procesa

X(t) = X(0) +/O uX(s)ds +/0 oX(s)dBs, te[0,T], (5)



su sprendiniu
0_2
‘( (t) = ‘< (0)6('“7 2 )t+UBt'

Geometrinis Brauno judesio procesas buvo pasirinktas dél to, kad yra zinomas
tikslus sios lygties sprendinys isreikstiniu pavidalu. Be to, jis apibudina akcijy
kurso kitima klasikiniame Black—Scholes modelyje (¢ia g yra vidutiné graZos
norma (mean rate of return), o o > 0 — kintamumas (volatility), rodantis ak-
cijos rizikingumo laipsnj [7]). Pasak [11], modelis yra labai svarbus ir placiai
naudojamas modernioje finansy teorijoje, kadangi tokiu budu jmanoma gana
tiksliai nustatyti realias finansy rinkose stebimas aktyvy kainas.

Pusiau diskreciai Oilerio schemai koeficientus parinke auksciau aptartu bu-
du, aproksimacija geometriniam Brauno judesio procesui kiekviename zingsnyje
yra lygi

t

X(t) = X (ty) + (uX (tg) — %azX(tk))h +o | X(s)odBs, tE€ [tk,tk1];

pazymeéje
- S S 1 55
T = X(tr) + (,uX(tk) — §G2X(tk))h,

gauname lygti
— t —
X(t) =2+ J/ X(s)odBs, tE€ [tg,tri1],
tk

kurios sprendinys yra lygus
X(t) = 2 exp{o(B; — By,)}, t € [th,thr1]-

Zemiau pateikiami grafikai, iliustruojantys aproksimacijy geruma, lyginant
su tiksliu sprendiniu esant skirtingam kintamumui o. IS paveiksly 1, 2 ir 3 ais-
kiai matome, kad didinant o didéja ir jprastos Oilerio aproksimacijos paklaida.
Nesunku pastebéti, kad pusiau diskreti Oilerio aproksimacija elgiasi panasiai
kaip Milsteino aproksimacija ir visais atvejais (0 = 1, 0 = 1.5 ir 0 = 3) yra
tiksliausia.



o _| — Tiksl .
Rt <-++ Qileria
s MilSteino
Semi-discrete
Vel -
o
4_4‘ = _|
o o
w |
= _ ——
H(0)=1, h=02, u=1, o=1
T T T T T T
00 0z 04 06 03 1.0
t
1 pav.: Mazas kintamumas, o2 < 2.
w - —— Tiksli
QCilerio R
Milsteino
Semi-discrete
-
= @
=
o~
A0}=1,h=01,p=1,0=15
T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0
¢ ! z 3 & El & 7 il 4a 1w
Tiksli 1 07570266 06702934 1 3865527 14158004 14867485 33120208 40704383 22059968 1 572835 12575175
Sembdiscrete 1 0,7568668 06701876 1366225 14154542 1486164 33106556 40681342 22046068 1 5717152 1 2563274

2 pav.: Didelis kintamumas, 02 = 2.



— Tiksli
<o Qilerio
- Milsteino

Semi-discrete

X(0)=1,h=0.1, =1, o=3
T T T T T T
00 02 04 06 08 10

3 pav.: Labai didelis kintamumas, o2 > 2pu.

2.1 Hoino aproksimacijos taikymas

Pabandykime pagerinti Halidias [4] sitloma schema. Kadangi parametras
01 yra parenkamas lygus nuliui, tai aproksimuodami b; taikykime ne Oilerio, o
Hoino metoda. Tada, jei by = b — $00’, by = 200’, 01 = 0, 0 0 = 02, pusiau
diskreti Hoino aproksimacija kiekviename zingsnyje yra apibréziama lygybe

X(0) = X(t) + 3 (b~ 300/)(X(0) + (b~ 200') (X (12)))

X(t) = X(tp) + i (X (te))h,  t € [ty trsr]-
Pazyméje
i = X (1) + 5 (0= 500) (X(t) + (b — 500") (X (tx41)) )
turime



3.0 7 — Tiksli
28 4 Semi-discrete Qilerio

Semi-discrete Hoino
26 - ~°° Qilerio

seo Mildteing

24 —
2.2 7
2.0
1.8
1.6 4
1.4
1.2 4
10 | e,
0.8 "
06 4

Xt

04
02

X(0)=1, h=0.2, u=1, c=2

00 4

T T T T T T
0o 0z 04 06 08 1.0

4 pav.: Geometrinio Brauno judesio pusiau diskreti Hoino aproksimacija.

Pusiau diskrec¢ios Hoino aproksimacijos israiska geometriniam Brauno jude-
sio procesui:

(1) = X () + 5 [(1X (1) = 50° X (1) + (X (0) — 50°X (1)) |

t
+0’/ X(S)OdBS, te [tk7tk+1];
tr

K (1) = X(t) + (X (0) — 30" X (1) .
Pazyméjus
. lr, 1, , 1,
i = X (t) + 5 [ (1 () = 502X (00) + (uX (t) = 30X ()]
turime

X(t) = Zrexp{o(B; — By,)}, t€ [t thr1]-
IS paveikslo 4 matome, kad pusiau diskrecia Hoino aproksimacija nuo tikslaus

sprendinio vizualiai yra sunku atskirti. Taip pat akivaizdu, kad lygéiai (5) ji
yra geresné nei pusiau diskreti Oilerio aproksimacija.
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3 Aproksimacijy konvergavimo skaitinis tyrimas

Norédami jsitikinti pusiau diskreéiy aproksimacijy tikslumu ir véliau jas
palyginti su diskrec¢iomis aproksimacijomis, konvergavimo greicio skaitiniam ty-
rimui naudosimies Alfonsi straipsnyje [1] suformuluota ir jrodyta lema.

Lema. Tegul aproksimacija (Xt") konverguoja § tolydy procesq Xy ir

E( sup !)_(" — Xyn

0<i<n

) ——o.

n— oo

Tada Yoo >0 ir >0

)= o(ﬂr;?;‘)B) & B( suwp [Xp-X3[) = O((lnn)ﬁ)_

0<i<n ne

E( sup |X§}—Xt?

0<i<n

Kaip ir straipsnyje [1], nagrinékime laiko intervala [0, 1], pazymékime

Be to, tarkime, kad konvergavimo greitis .S, ~ n%, kur o > 0, o C' — konstanta.

Tada, remiantis lema, tai bus ekvivalentu konvergavimo grei¢iui —, o o reiksmes

nOt )
galésime apskaiciuoti naudojantis

S, = E( sup ’X”n - Xz
0<i<n v 24

log,(Sn) — logy(San) ——
n—oo
¢ia « atitinka stipriosios aproksimacijos eile.

Pateiktuose grafikuose nagrinétas geometrinis Brauno judesio procesas. Ti-
riama Siame darbe aptarinéjamy aproksimacijy eilé bei parametro a priklau-
somybé nuo o. IS paveiksly 5, 7 ir 9 matome, kad didinant ¢ aproksimacijy
eilé o geometriniam Brauno judesiui beveik nepasikeicia, tik kai o2 > 2y ji siek
tiek sumazéja. Grafikuose 6, 8 ir 10 nagrinéjamos aproksimacijy paklaidos ir jy
priklausomybé nuo aproksimacijos zingsniy skaic¢iaus n. Visuose trijuose grafi-
kuose aiskiai matomas pusiau diskreciy aproksimacijy pranasumas gemetriniam
Brauno judesio procesui. Be to, pusiau diskre¢ios Hoino aproksimacijos paklai-
da visais atvejais (02 < 2u, 02 > 2 ir 02 ~ 2u) yra ryskiai mazesné nei pusiau
diskrecios Oilerio ar Milsteino aproksimacijos.

11
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5 pav.: Aproksimacijy eilé «, kai 02 < 2.
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0
g 4
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6 pav.: Aproksimacijy paklaidos logaritminéje skaléje, kai o2 < 2.
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7 pav.: Aproksimacijy eilé «, kai 02 ~ 2.
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\ — Oilerio
— Milsteino
@ - \
B
T w
2 5
=
o
g
0
g 4
% HO)=1,u=1,0=14

T T T T T T T
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8 pav.: Aproksimacijy paklaidos logaritminéje skaléje, kai 02 ~ 2.
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9 pav.: Aproksimacijy eilé a, kai 02 > 2pu.
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S
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10 pav.: Aproksimacijy paklaidos logaritminéje skaléje, kai o2 > 2.
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4 Aproksimacijy taikymas trumpalaikiams pa-
lukany normy modeliams

Trumpalaikiuose palukany normy modeliuose momentinés palukany nor-
mos r kitimas apibudinamas stochastine diferencialine lygtimi

dr(t) = a(t,r(t))dt + B(t,r(t))dB, (6)

su tam tikru poslinkio koeficientu « ir difuzijos keoficientu 8. Tokio tipo mo-
deliai yra vadinami vienfaktoriais (arba klasikiniais), nes juose yra tik vienas
atsitiktinis procesas. Kadangi koeficientai a ir 8 gali buti parenkami neviena-
reiksmiskai, yra daug skirtingy varianty momentinés palukany normos dinami-
kai apibudinti. [5]

Toliau nagrinésime Vasiceko ir Cox-Ingersoll-Ross (CIR) modelius, literatu-
roje dar vadinamus pusiausvyros modeliais (equilibrium term structure models).
Didziausia démesj skirsime stochastinés diferencialinés lygties, nusakancios pa-
lukany normos r kitima, aproksimavimui bei obligacijos kainos modeliavimui.
Modeliuodami laikysimés zemiau iSvardinty prielaidy bei naudosime pateiktas
formules ir apibrézimus (apibrézimai, formulés ir teiginiai yra is [7]):

e Obligacijos kaina momentu ¢, kurios verté iSpirkimo momentu T yra lygi 1,
Zymesime P(t,T). P yra teigiama ir tenkina salyga P(T,T) = 1. Bearbi-
trazéje rinkoje taip pat galioja multiplikatyvumo salyga:

P(t,s) = P(t,u)P(u,s), t<u<s.
e Vidutiné palukany norma (average interest rate) R(t,T) intervale [t,T)
apibréziama lygybe

P(t,T) = e~ THRET) (7)

t.y.

1

R(T) =~

InP(t,T). (8)

Funkcija R(t,T) kaip kintamojo T > t funkcija vadinama pajamingumo
kreive (yield curve).

e Momentiné palukany norma (spot interest rate). Jei tolydziai diferenci-
juojama funkcija P(t, s), to < t < s < T, tenkina multiplikatyvumo salyga
ir P(t,t) = 1, tai egzistuoja funkcija r su kuria

P(t,s) =exp { —/k r(u)du}, to<t<s<T.
t

Funkcija r yra vadinama momentine palukany norma.
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e Taip pat laikysime, kad rinkoje kartu su rizikinga investicija, kurios verté mo-
mentu ¢ yra P(t,T), yra ir nerizikinga investicija, kurios verté momentu ¢
yra

50— exp{/otr(sms}.

e Rizikai neutrali tikimybé. Tikimybé P vadinama rizikai neutralia tikimy-
be, jei ji ekvivalenti tikimybei P ir jei visos diskontuotos akcijuy kainos
Si = e "S! t € [0,T), yra P-martingalai. Terminas rizikai neutrali ti-
kimybé paaiékinamas tuo, kad visy akcijy S; = S'tie” vidutinés grazos
normos P atzvilgiu yra lygios nerizikingos obligacijos palukany normai r.
Remiantis bearbitrazés rinkos principu, egzistuoja rizikai neutrali tikimy-
bé P, su kuria diskontuotos obligacijos kainos P(t,T)/S?, t € [0,T], yra
P-martingalai su visais T. I§ ¢ia gauname, kad

P(t,T) = B[ exp { - / 5)ds)

Tt (9)

e Norint rasti obligacijos kaing, reikia zinoti stochastine diferencialine lygtj, pa-
gal kuria kinta palukany norma r, rizikai neutralios tikimybeés P atzvilgiu.
Tarkime, kad \ yra atsitiktinis procesas, su kuriuo B, = B; + f(f A(s)ds
yra Brauno jusdesys P atzvilgiu. Trumpalaikiuose palikany normy mo-
delivose (zr. lygti 6) A\(t) = A(t,7(t)), t.y. procesas priklauso ir nuo laiko,
ir nuo palukany normy. Tada r(t) rizikai neutralios tikimybes P atzvilgiu
tenkina lygti

dr(t) = (a(t, r(t)) — A(t,r(t))o(t, r(t)))dt +o(t,r(t))dB;.

r tenkina to paties pavidalo lygtis abiejy tikimybiy P ir P atzvilgiu, o
procesas A yra vadinamas rizikos premija (risk premium).

4.1 Vasiceko modelis

Vasiceko modelyje (1977) momentinés palukany normos kinta pagal Orns-
teino —Ulenbeko procesa su pastoviais koeficientais, t.y. 7(¢) tenkina tokia lygti
rizikai neutralios tikimybés atzvilgiu:

dr(t) =a(b—r(t))dt + odBy, 7(0)=r0; (10)

¢ia a,b ir o — teigiamos konstantos, o B — Brauno judesys [2]. Parametras o
kitaip dar yra vadinamas kintamumo konstanta (constant of volatility), para-
metras a — grizimo prie vidurkio lygiu (mean reversion level), o parametras b —
ilgo laikotarpio vidurkio lygiu (long-term mean level). Brauno judesio procesas
B; modeliuoja atsitiktine rinkos rizika.
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Pritaikius Ito lema, lygti (10) galime iSspresti iSreikstiniu pavidalu. Kiek-
vienam s < t sprendinys yra lygus

t
r(t) = r(s)e” =% 4 b(1— ea(t_s)) + O’/ e~ (t=wgRB,.

Be to, r(t) atzvilgiu F, yra normaliai pasiskirstes atsitiktinis dydis su salyginiu
vidurkiu

E[T(t)‘f‘;] = T(S)@ia(tfs) + b(l _ efa(tfs))
ir dispersija

02
D[r(t)| 7] = o (1~ e 2at=9)),

Pagal [2], bekuponés obligacijos kaina yra apskaic¢iuojama pagal formule

P(t,T) = A(t, T)e BEDT®) (11)

A(t,T) = exp { (b— %) (B(t,T) =T +1) - “ B, T)Q}

4a
Bt,T) = %(1 —e ),

4.1.1 Vasiceko lygties aproksimacijos ir bekuponés obligacijos kainos
modeliavimas

Kadangi palukany normos r(t) kitima Vasiceko modelyje apibudina proce-
sas su pastoviu difuzijos koeficientu (t.y. 8(¢,r(t)) = o), tai pusiau diskrecios
aproksimacijos sutampa su diskrec¢iomis.

Oilerio aproksimacijos israiska Vasiceko modeliui:

T(tgs1) = 7(tg) + a(b — f(tk))h + oA By;
cia
ABy = By,,, — B, h=T/N, tp,=kh, k=0,1,...,N—1.

Hoino aproksimacijos israiska:

=

1 .
() = (1) + 5 [a(b —#(t)) +a(b— r(tkﬂ))} h+ oABy,
Ptps1) = T(ty) +a(b— 7(tg))h.
Norédami stebéti obligacijos kainos pokycius artéjant iSpirkimo terminui 7T,

bréziame funkcijos P(t,T) kaip kintamojo ¢ grafika. Palukany normos r(t)
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reikSmes modeliuojame diskrec¢iy aproksimacijy pagalba, o gautas reiksmes kiek-
viename zingsnyje statome j (11) formule. Vasiceko lygties (10) modeliavimui
parametrus a, b ir ¢ naudosime kaip ir [7].

Is grafiko 11 matome, kad laiko momentu ¢ = 0 nusipirkus obligacija uz
0.7569 piniginio vieneto, po desimties mety jos verté bus lygi vienam pinigi-
niam vienetui. Be to, nesunku pastebéti, kad skirtumo tarp obligacijos kainy,
gauty naudojant Oilerio aproksimacija, ir P(¢,T), gauty naudojant Hoino ap-
roksimacijg palukany normoms, vizualiai beveik néra.

10
10

— Cileria — Hoino

09
I
09

PIET)
PILT)

07
I
07

06
06

05
1

T=10, a=0.5, b=0.05, o=0.1, rp=0.01 T=10, a=0.5, b=0.05, o=0.1, r,=0.01
T T T T T T T T T T T T
s} 2 4 5} 8 10 8] 2 4 51 ] 10

05
1

11 pav.: Obligacijos kaina P(¢,T) kaip kintamojo ¢ funkcija

Vasiceko modelio pajamingumo kreive galime rasti dviem budais — is tikslios
formulés bei naudojant siame darbe nagrinéjamas aproksimacijas. IS grafiko 12
pastebime, kaip kei¢iant ro skiriasi pajamingumo kreiviy R(0,T") forma. Krei-
véms nubrézti modeliavome 5000 palukany normy trajektoriju.
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RI]

—— Pagal formulg
w0 Qileric
g I Hoina
[re)

&
=
=
=
=
o
=
=
o~
=
=
é — a=0.5, b=0.05, c=0.1, p=0.01, 0.03, 0.06

T T T T T T
8] 2 4 5] 8 10

12 pav.: Pajamingumo kreivés R(0,T") Vasiceko modelyje

Aproksimacijuy, kurias naudojome tiek obligacijos kainai P(t, T') apskaiciuoti,
tiek skirtingy formy pajamingumo kreivéms R(0,T) nubrézti, eilei ir paklaidai

nustatyti pasinaudosime skyrelio 3 lema.
grafikuose.

Gauti rezultatai pateikti 13 ir 14

Oilerio
= — Hoino
L |
o=
=
= o i FE —— =
=] — 7 TS =—mm=Z === ===Z-Z == ===
e |
=
= 4 M=1000,a=0:5, =805, =01, f7=8:01
T T T T T T T
Qe+00 1e-04 2e-04 3e-04 “de-04 Se-D4 Ge-04

1/n

13 pav.: Hoino ir Oilerio aproksimacijy eilés Vasiceko modeliui

19



Qilerio
— = Hoino

-10

In{Sn)

-12

13

— M=1000, 8=0.5, b=0.05, =01, 1;=0.01

14 pav.: Hoino ir Oilerio aproksimacijy paklaidos Vasiceko modeliui

4.2 CIR modelis

CIR modelis (1985) buvo pasiulytas kaip Vasiceko modelio praplétimas.
Pagrindinis CIR modelio privalumas yra tas, kad modeliuojant iSvengiama nei-
giamy palukany normy reiksmiy, kas labai daznai yra jvardijama kaip didziau-
sias Vasiceko modelio trukumas [10].

Nagrinékime tokig lygti rizikai neutralios tikimybés atzvilgiu:

dr(t) = a(b—r(t))dt + o+/r(t)dB;, r(0) =1y, (12)

¢ia B — Brauno judesys, a, b, o ir ry yra teigiamos konstantos. Kaip ir Vasiceko
modelyje, parametras a yra grizimo prie vidurkio lygis, b — ilgo laikotarpio
vidurkis, o ¢ — kintamumas. Norint uztikrinti, kad momentiné palukany norma
r(t) buty visada teigiama, koeficientai a, b ir o turi tenkinti nelygybe

2ab > o°.

Priesingu atveju ji bus tik neneigiama [2].
Palukany normos r(t) salyginis vidurkis ir dispersija atzvilgiu Fy yra lygus:

E[T(t”}—s] = T‘(S)e—a(t—s) + b(l _ e—a(t—s))7
2 2

(efa(tfs) . 872a(t75)) + b%(l . efa(t()s))Q'

g

D [r(t)|_7-}] = T(S);
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Pagal [7] 15.4 teorema, CIR modelyje bekuponés obligacijos kaina momentu
t yra apskaiciuojama pagal formule:

P(t,T) = f(T —t)exp{ — g(T — t)r(t)}, (13)

¢ia funkcijos f ir g apibréziamos taip:

)= N
g _<a+p)(e"‘9—1)+2p’ p=Vva o
2ab 2pelatr)0/2

f(e)zd)(a)ﬁv ¢(9): (a_i_p)(epQ_l)_‘_Qp'

Pajamingumo kreivé momentu ¢ yra lygi

gT—1) . 20WoT 1)

R(t,T) = r(t
(t.T) T—t ®) o2 T—t
rg=0.2
r0=0.3
@ _| r0=04
=] r0=05
r0=0.6
|
=
.
C). N -
. .:‘.‘.'.:.:._'._'-_'-"-_'-_‘-_‘-_‘-_‘-_‘:‘;:‘:‘:‘ ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ FE A AT AT EEEFT AP PGP EF I ES S
“
o]
o a=05,b=05,0=05
[ T T T T [
0 20 40 60 80 100

15 pav.: Skirtingy formy pajamingumo kreivés R(0,7) CIR modelyje. Mode-
liavimui naudojami CIR lygties parametrai is [7].
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4.2.1 CIR lygties aproksimacijos ir bekuponés obligacijos kainos mo-
deliavimas

CIR lygciai aproksimuoti naudosime tiek diskrecias, tiek pusiau diskrecias
aproksimacijas. Pusiau diskreti Oilerio aproksimacija kiekviename zingsnyje yra
apibréziama lygybémis:

F(t) = #(ti) + (ab — ar(ty) — 302)h+/ o\/7(8) 0 dBs, 1€ [trtrsl:

ty

pazyméjus
- _ _ 1 5
e = 7 (tg) + (ab — aF(ty,) — 1° )h,

gauname lygti

t
7(t) = 7 +/ oy/T(s) odBs, tE€ [tk,trt1],

ty

kurios sprendinys bus lygus

_ — o’ 2
’I’(t): (w/rk'i_?(Bt_Btk)) , te [tkatk+1]~
Pusiau diskrecios Hoino aproksimacijos israiska:
_ _ 1 i 1 5 1,
7(t) = 7(ty) + 3 [(ab — ar(ty) — 1° ) + (ab—ao(ty) — <o )} h

4
t
+/ o\/T(s) odBs, tE€ [tg,trt1],

tr
¢ia
_ _ 1,5
o(tr) = 7(ty) + (ab— ar(ty) — i )h.
Pazyméje
~ _ 1 _ 1 2 1 2
T = T(tg) + 3 {(ab — af(ty) — 1° ) + (ab —ao(ty) — 1° )] h,
gauname StratonovicCiaus pavidalo lygtj, kurios sprendinys lygus
_ — o 2
F(t) = (Ve + 7(Bt —By,))", tE€ [thtiga)-
Diskrecios Oilerio aproksimacijos israiska:

Ftps1) = 7(ty) +a(b— 7(tg)) h + o/T(tx) A Bg;
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cia

ABy = By,,, — B, h=T/N, t,=kh, k=0,1,...,N—1.
Diskrecios Hoino aproksimacijos israiska:

Ftrg1) = 7(tr) + %(a(b —7(tr)) +a(b— f(tk)))h + o\/7(tr) ABy;
¢ia

F(tr) = 7(te) + a(b—7(tx)) h.

Milsteino aproksimacijos israiskas:

(trs1) = 7(tx) + a(b— 7(ty)) b + o/F(tx) ABy, + 302 (ABE —h).

Obligacijos kainos P(t,T') kaip kintamojo ¢ funkcijos grafikai, esant skir-

tingam kintamumui o, skai¢iavimams naudojant (13) formule, o momentinei

palukany normai aproksimuoti — diskrecias ir pusiau diskrecias aproksimacijas,
pateikti Zemiau. Modeliavimui naudojami CIR lygties parametrai i$ [7].
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16 pav.: Obligacijos kaina P(t,T") kaip kintamojo ¢ funkcija CIR modeliui; ¢ia
a=0.5,b=0.51r=04,T = 10.

Pasinaudoje skyrelio 3 lema, apskaiciuojame diskreciy ir pusiau diskreciy
aproksimacijy eile bei paklaida su skirtingu CIR lygties kintamumo parametru
o, o gautus rezultatus pateikiame grafiSkai. Nesunku pastebéti pusiau diskreciy
aproksimacijy pranasuma, geriausiai matoma i§ aproksimacijy paklaidy tyrimo
(paveikslai 18, 20, 22). Pusiau diskreti Hoino aproksimacija yra tiksliausia esant
mazam kintamumui (t.y. CIR lygties koeficientams tenkinant salyga ab > o2).
Nors pastarosios eilé a yra lygi vienam, kaip ir pusiau diskrecios Oilerio ar
diskrec¢ios Milsteino aproksimacijos, taciau is grafiko 18 matyti, kad pusiau di-
skrecios Hoino schemos paklaida CIR lygciai yra ryskiai mazesné.
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17 pav.: Aproksimacijy eilé o CIR modelyje, kai 02 < ab.
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Semidiscrete Qilerio
. —— Semidiscrete Hoino
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=
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18 pav.: Aproksimacijy paklaida, kai 02 < ab.
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19 pav.: Aproksimacijy eilé o CIR modelyje, kai 02 = ab.
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20 pav.: Aproksimacijy paklaida, kai o2 = ab.
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21 pav.: Aproksimacijy eilé @ CIR modelyje, kai 02 > ab.
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22 pav.: Aproksimacijy paklaida, kai o2 > ab.




ISvados

Siame darbe, remiantis Halidias [4] pusiau diskre¢iu Oilerio metodu, su-
konstruota nauja pusiau diskreti Hoino aproksimacija. Naudojantis Alfon-
si [1] lema istirta pusiau diskreciy aproksimacijy eilé bei paklaida. Tiek
diskrecios, tiek pusiau diskrecios aproksimacijos palyginamos tarpusavyje,
o iS skaitiskai gauty rezultaty matomas akivaizdus pusiau diskreciy aprok-
simacijy pranasumas. Verta paminéti, kad stochastinéms diferencialinéms
lygtims skaitinias metodais spresti naudojant Siame darbe pasitlyta pu-
siau diskrecig Hoino schema, gaunami geresni (arba bent jau neprastesni)
rezultatai, nei skaic¢iavimams pasirinkus Halidias aproksimacija.

Diskrecios ir pusiau diskrec¢ios aproksimacijos buvo naudojamos lygties,
apibudinancios momentinés palukany normos r kitima Vasiceko ir CIR
modeliuose, aporoksimavimui ir pritaikyos tiriant bekuponés obligacijos
kainos pokycius artéjant iSpirkimo laikotarpiui 7. Nubrézti bekuponés
obligacijos kainos P(t,T') kaip kintamojo ¢ funkcijos grafikai, apjungiantys
kainos skaic¢iavimus pagal tikslia formule ir momentinés palukany normos
aproksimacijas.

Didziausias démesys buvo skirtas CIR lygties aproksimavimui, kadangi
lygtis néra iSsprendziama isreikstiniu pavidalu. Diskreciy ir pusiau di-
skreciy aproksimacijy elgsena nagrinéta esant mazam, dideliam ir labai
dideliam kintamumui o. Pastebéjome, kad musy sukonstruota pusiau di-
skreti Hoino schema yra bene tiksliausia, lyginant su diskreciomis Oilerio,
Hoino ir Milsteino schemomis ar pusiau diskrecia Oilerio aproksimacija, o
geriausi rezultatai gaunami esant mazam kintamumui (t.y. kai 0% < ab).
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Priedai

1. Geometrinio Brauno judesio tiksli reiksmé bei aproksimacijos.

N<-5

T<-1

x 0<-1

mu <-1
sigma<-2

Dt <- T/N

Z <- rnorm (N)

#Brauno judesio generavimas

B <- numeric (N +1)

for (iin 2:( N +1))

BJ[i] <- BJ[i -1] 4+ Z[i -1]*sqrt(Dt)
t <-seq (0,T, length =N +1)

#Tiksli reiksmé
X_t <-x_0*exp ((mu- sigma ~2/2)*t 4 sigma *B)

#Oilerio aproksimacija

Y E <- numeric (N +1)

Y E[I]<-x 0

for (i in 1:N)

Y E[i +1] <- Y_E[i] + mu*Y_E[{]*Dt + sigma *Y_E[i]* sqrt (Dt)*Z[i]

Y_E <-ts(Y_E, start =0, deltat =T/N)

#Milsteino aproksimacija

Y M<- numeric(N+1)

Y M[1]<-x_0

for (i in 1:N)

Y M[i+1] <-Y_M[i] + (mu*Y_ M][i]-0.5%sigma™2*Y_ M][i])*Dt + sigma *Y__ M][i]* sqrt (Dt)*Z][i]
+0.5%*sigma”2*Y  MJi]* (sqrt(Dt)*Z[i]) "2

Y_M <- ts(Y_M, start =0, deltat =T/N)
#Semidiscrete Oilerio aproksimacija

Y ESD <- numeric (N +1)

Y_ESD[1] <-x_0

Y O<-numeric (N+1)

for (i in 1:N){
Y 0[i]=Y_ESD[i]4+(mu*Y_ESD[i]-0.5*sigma~2*Y_ESD]i])*Dt
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Y ESD[i+1]<-Y_O0li]*exp(sigma*sqrt (Dt)*Z[i])
}

Y_ ESD <- ts(Y__ESD, start =0, deltat =T/N)

#Semidiscrete Hoino aproksimacija
Y HSD <- numeric (N +1)
Y_HSD[1] <-x_0
Y__HO<-numeric (N+1)
Y_H<-numeric(N+1)

for (i in 1:N){
Y_H[i]=Y_HSD[i]+(mu*Y_HSD[i]-0.5%sigma"2*Y_HSDIi])*Dt
Y_HO[i]=Y_HSD[i]+ 0.5%( (mu*Y_HSD[i]-0.5*sigma~2*Y HSDI[i])
+(mu*Y_H[i]-0.5%sigma™2*Y _H[i]))*Dt

Y_ HSD[i+1]<- Y_HO[i]*exp(sigma*sqrt (Dt)*Z[i])

}

Y_HSD <- ts(Y_HSD, start =0, deltat =T /N)

#Grafiko brézimas

ylabel <- seq(0, 3, by = 0.2)

y_range <- range(0, ylabel)

plot (t,X_t, type ="1", lwd=3,ylim=c(0,3),axes="false")
axis(1)

axis(2, at = ylabel las=1)
title(xlab="t", ylab="X_t")

box()

lines(Y__ESD, col="green", lwd=2.5)
lines (Y__HSD, col="pink", lwd=2.5)
lines(Y_E, col="red" lty=3, lwd=2.5)
lines(Y__M, col="blue", lty=3, lwd=2.5)

legend("topleft",c("Tiksli","Semi-discrete Oilerio","Semi-discrete Hoino", "Oilerio", "Milsteino"),
lty=c(1,1,1,3,3),lwd=c(2.5,2.5,2.5,2.5,2.5),col=c("black","green", "pink","red", "blue"), box.lty=0)
text (T-0.15,0.1,expression(paste("X(0)=1", ", h=0.2, ", mu, "=1, ", sigma, "=2")))

. Obligacijos kaina P(t,T) kaip kintamojo t funkcija Vasiceko modelyje.

T<-10
r0<-0.01
a<-0.5
sigma<-0.1
b<-0.05

aproks<-1000
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delta<-0.05
zings<-T/delta
rt<-r0

ht<-r0

R<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
H<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

for (j in 1:zings){
z<-rnorm(1)

R[1,j]<-rt

HI1,j]<-ht

rt<-rt+(a*b-a*rt)*delta+sigma*sqrt(delta)*z
htt<-ht+(a*b-a*ht)*delta

ht<-ht4+0.5*%( (a*b-a*ht)+(a*b-a*htt))*deltatsigma*sqrt(delta)*z

}

At<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Bt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform1<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform2<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

for (i in 1:zings){
Bt[1,i]<- (1/a)*(1-exp(-a*(T-i*delta)))
}

for (i in 1:zings){

At[1,i]<-exp( (b-sigma*sigma/(2*a*a))*(Bt[1,i]- T+i*delta)-(sigma*sigma/(4*a))*Bt[1,i]*Bt[1,i])
Pform1[1,i]<-At[1,i]*exp(-Bt[1,i]*R[1,i])
Pform2[1,i]<-At[1,i]*exp(-Bt[1,i]*H[1,i])
¥

par(mfrow=c(1,2))

plot(Pform1[,],type="1",col="green",,xlab="t",ylab="P(t,T)", xaxt="n", ylim=c(0.5,1))
legend("topleft","Oilerio",cex=0.8,lty=1,lwd=2,col="green", box.lty=0)
at<-seq(from=0, to=200,by=40)

x<-seq(from=0, to=10, by=2)

axis(1, at=at,labels=x)

)

y<-min(Pform1[,])
text (120,0.5,cex=0.8,expression(paste("T=10, ","a=0.5", ", b=0.05, ", sigma, "'=0.1, ", r[0],"=0.01")))

plot(Pform2[,],type="1",col="red" xlab="t",ylab="P(t,T)", xaxt="n",ylim=c(0.5,1))

legend("topleft","Hoino" ,cex=0.8,1ty=1,lwd=2,col="red", box.lty=0)
at<-seq(from=0, t0o=200,by=40)
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x<-seq(from=0, to=10, by=2)
axis(1, at=at,labels=x)
text (120,0.5,cex=0.8,expression(paste("T=10, ","a=0.5", ", b=0.05, ", sigma, "=0.1, ", r[0],"=0.01")))

. Pajamingumo kreivés R(0, T') pagal formule ir pagal aproksimacija Vasiceko
modelyje.

T<-10
r0<-0.06
a<-0.5
sigma<-0.1
b<-0.05

aproks<-5000
delta<-0.05
zings<-T/delta

rt<-r0
ht<-r0
htt<-r0

R<-matrix(nrow=aproks, ncol=zings) #Oilerio
H<-matrix(nrow=aproks, ncol=zings) #Hoino

for (i in l:aproks){

for (j in 1:zings){

R[i,j]<-rt

HIi,j]<-ht

z<-rnorm(1)

rt<-rt+a*(b-rt)*delta+sigma*sqrt(delta)*z
htt<-ht-+a*(b-ht)*delta
ht<-ht+0.5*(a*(b-ht)+a*(b-htt))*delta+sigma*sqrt(delta)*z

rt<-r0
ht<-r0
htt<-r0

¥
#Skaiciavimas pagal Hoino aproksimacija (pagal Oilerio aproksimacija analogiskai)

P <-matrix(nrow=aproks, ncol=zings)
for (i in 1l:aproks){

for (j in 1:zings){

suma<-0

for (k in 1:j){
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suma<-suma+H][i,k]

}

P[i,j]<-exp(-delta*suma)

I}

Pt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
X <-matrix(nrow=1, ncol=zings)
for (i in 1:zings){
Pt[1,i]<-mean(P],i])
X[1,i]<-i*delta

}

Rt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
for (k in 1:zings){

R (1] <-((log(PH[1,K)))/X[1K])
}

#Skaiciavimas pagal formule

Bt<-matrix(nrow=aproks, ncol=zings)
At<-matrix(nrow=aproks, ncol=zings)
P <-matrix(nrow=aproks, ncol=zings)
for (j in 1:zings){
Bt[1,j]<-(1-exp(-a*j*delta))/a
At[1,j]<-(b-(sigma*sigma)/(2*a*a))*(Bt[1,j]-j*delta)-((sigma*sigma) /(4*a)) *Bt[1,j] *Bt[1,]]
PIL < exp(Atl Bl 20

Pt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
X <-matrix(nrow=1, ncol=zings)
for (i in 1:zings){
Pt[1,i]<-mean(P[L,i])
X[1,i]<-i*delta

}

Rt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
for (k in 1:zings){
Re[1,k]<((log(Pt[1,K)))/X[1K])
}

. Pajamingumo kreivés skaic¢iavimas pagal tikslig formule CIR modelyje.

T<-100
a<-0.5
sigma<-0.5
b<-0.5

F<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
K<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
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G<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
R<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

ro<-sqrt(a*a-+2*sigma*sigma)
fl<-2*a*b/(sigma*sigma)

for (j in 1:zings){

K[1,j]<-(2*ro*exp((a+ro)*j*delta/2))/((a+ro)* (exp(ro*j*delta)-1)+2*ro)
FIL]<-K[1,j]"(1)
G[1,j]<-2*(exp(ro*j*delta)-1)/((a+ro)*(exp(ro*j*delta)-1)42*ro)

R[1,j]<-GIL,j]*r0/(j*delta)-2*a*b*log(K[1,j]) / (sigma*sigma*delta*;j)

}

plot(R[,],type="1")

. Obligacijos kaina P(t,T) kaip kintamojo t funkcija CIR modelyje

T<-10
r0<-0.4
a<-0.5
sigma<-0.1
sigma2<-0.5
sigma3d3<-0.7
b<-0.5

aproks<-1000
delta<-0.05
zings<-T/delta

et<-10
ht<-r0
mt<-r0
sdet<-r0
sht<-r0

E<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
H<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
M<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
SDE<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
SH<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

for (j in 1:zings){
z<-rnorm(1)

35



E[L,j]<-et
HJ1,j]<-ht
M[1,j]<-mt
SDE[1,j]<-sdet
SH[1,j]<-sht

et<-et+(a*b-a*et)*delta+sigma*sqrt(delta)*z #Oilerio

htt<-ht+(a*b-a*ht)*delta #Hoino
ht<-ht+0.5*( (a*b-a*ht)+(a*b-a*htt))*delta+sigma*sqrt(delta)*z

mt<-mt+ a*(b-mt)*delta+sigma*sqrt(mt)*sqrt(delta)*z
+0.25*sigma”2*(delta*z*z-delta) #MilSteino

sett<-sdet+(a*b-a*sdet-0.25*sigma*sigma)*delta #Semidiscrete Oilerio
sdet<-(sqrt(sett)+0.5*sigma*sigma*sqrt(delta)*z) "2

shtt0<-sht+(a*(b-sht)-0.25*sigma*sigma)*delta #Semidiscrete Hoino
shtt<-sht+0.5*(a*(b-sht)-0.25*sigma*sigma+a*b-a*shtt0-0.25*sigma*sigma)*delta
sht<-(sqrt(shtt)+0.5%sigma*sigma*sqrt(delta)*z) "2

}

Gt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Ft<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Kt<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

Pform1<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform2<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform3<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform4<-matrix(nrow=1, ncol=zings)
Pform5<-matrix(nrow=1, ncol=zings)

ro<-sqrt(a*a+2*sigma*sigma)
fl<-2*a*b/(sigma*sigma)

for (i in 1:zings){
Gt[1,i]<-2*(exp(ro*(T-i*delta))-1)/((a+ro)*(exp(ro*(T-i*delta))-1)+2*ro)

}

for (i in 1:zings){
Kt[1,i] <—(2*r§*exp((a+ro)*(T—i*delta)/?))/((a+ro)*(exp(ro*(T—i*delta))—1)+2*ro)
Ft[1,i]<-Kt[1,i] (1)

for (i in 1:zings){
Pform1[1,i]<-Ft[1,i]*exp(-Gt[1,i]*E[1,i])
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Pform?2

[1,i]<-Ft
Pform3|

[

[

]
Ji]<-Ft
]

]

Pform4
Pformb

}

. Aproksimaciju eilés « skaic¢iavimas CIR modeliui pagal Alfonsi [1] lema.

i<-Ft
i]<-Ft

o=l
B
I}
]
cTErET
1
QOO
i i

1,
1
1,
1i

T<-1
sigma<<-0.7
r 0<-04
a<-0.5
b<-0.5

M<-5000
taskail<-c(0,1,2,3,4,5,6)
taskai<-length(taskail)

N<-100*2" (taskai-1)

zingsniai<-numeric(taskai)
for (i in 1:(taskai))
zingsniai[i] <-100*27(taskaill[i])

S_ n<-matrix(0,nrow=M,ncol=taskai-1)
for (i in 1:M){

Y E<-matrix(0,nrow=taskai, ncol=zingsniai[taskai]+1)
Y El<-matrix(0,nrow=taskai, ncol=zingsniai[taskai])

#Brauno judesio generavimas
Dt<-T/N

B <- numeric (N +1)

for (jin 2:( N +1)){

B[j] <- B[j -1] 4+ rnorm(1)*sqrt(Dt)}

deltaB <- numeric (N+1)
for (j in 2:(N+1)){
deltaBj]<-B[j-BJj-1]}

for (k in 1:taskai){
h<-T/zingsniai[k]
Y_E[k1]<t 0

Y_ O<-numeric(zingsniai[k]+1)
Y 0O[1l]<r 0
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Y H<-numeric(zingsniai[k]+1)
for (1 in 2: (zingsniailk]+1)){
deltaB<-BJ[(1-1)*N/zingsniai[k]+1]-B[(1-2) *N/zingsniai[k]+1]

#Semidiscrete Oilerio

Y 0[l<-Y_E[kI-1]+(a*b-a*Y_E[k,1-1]-0.25*sigma™2)*h
Y_E[k,]]<-(sqrt(Y_0[l])+deltaB*sigma*sigma/2)"2

if (Y_E[k]]<0) Y_E[k,]<-0

#Semi discrete Hoino

Y H[l|<-Y_E[k]l-1]+(a*b-a*Y_E[k,1-1]-0.25%sigma”2)*h

Y_0[l]=Y_E[k]-1]+ 0.5%( (a*b-a*Y__E[k,1-1]-0.25*sigma™2)+(a*b-a*Y__HJ[l]-0.25*sigma”2) )*h
Y E[k,l]<-(sqrt(Y_0[l])+deltaB*sigma*sigma/2) "2

if (Y_E[k]]<0) Y_E[k,]<-0

#Milsteino

Y_E[kl<-Y_E[k,-1] + (a*b-a*Y__E[k,1-1])*h+sigma*sqrt(Y__E[k,1-1]) *deltaB
+0.25*sigma”2*(deltaB™2-h)

if (Y_E[k,1]<0) Y_E[k,]]<-0

#Oilerio
Y Ekl<-Y_ E[k,I-1] + (a*b-a*Y_E[k,]-1])*h+sigma*sqrt(Y__E[k,1-1])*deltaB
if (Y_E[k]]<0) Y_E[k,]]<-0

#Hoino

Y_H[l]<-Y_E[k}-1]+(a*b-a*Y_E[k,-1])*h

Y E[k]<-Y_E[kl1] + 0.5%(a*b-a*Y_E[k-1]+ a*b -a*Y_H[])*h
+sigma*sqrt(Y_E[k,-1])*deltaB

if (Y_E[k]]<0) Y_E[k,]<-0

}
}

for (m in 1:(taskai-1)){

s<-0

for (n in (2:(zingsniai[m]+1))){
s<-max(abs(Y_E[m,n]-Y_E[m+1,2*n-1]),s) }
S_nfi,m]<-s

}

vidurkis<-numeric(taskai-1)

for (k in 1:(taskai-1)){
suma<-0
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for(i in 1:M){
suma<-S_ nl[i,k]+suma}
vidurkis[k]<-suma/M

alpha<-numeric(taskai-2)

for (i in 1:5)
alphali]<-log2(vidurkis[i])-log2(vidurkis[i+1])
alpha<-ts(alpha, start=0, deltat=T/N)

(a) Aproksimacijy paklaidy skaic¢iavimas.

logSn<-log(vidurkis[1:5])
In_ n<-log(zingsniai[1:5])
plot(logSn~In_ n, type="1")
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