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I[VADAS

1.1. Tyrimy aktualumas

[vairiy riiy ir tipy aproksimacijos problemos sudaro Zenklia nagrin¢jamy tikimybiy teorijoje
ir statistikoje problemy dalj. Norédami pritaikyti matematini modelj realiame kontekste, mes visada
susiduriame su tokiu fundamentaliu klausimu: ar sidlomas modelis yra pakankamai gera
nagrinéjamo reikinio aproksimacija? Jei atsakymas { §{ klausima yra teigiamas, tai kokiose ribose
3i aproksimacija yra pakankamai gera?

Pastaruyjy trijy deimtmeg&iy laikotarpiu itin daug matematiky dirbo ir tebedirba Sioje srityje,
mégindami suformuluoti paminétus klausimus grieZta matematine kalba, naudodami stochastiniy
modeliy tolydumo ir stabilumo sqvokas. Kadangi visas fliuktuacines problemas charakterizacijos
modeliuose jau priimta vadinti stabilumo uZdaviniais, §{ termina autoré (pritardama V. Zolotariovo
straipsnyje [31] pateikiamiems argumentams dél tos pacios terminologijos taikymo ir matematiniy
modeliy stabilumo uZdaviniams, ir jvairaus tipo ribinéms teoremoms) pasirinko ir savo ApZvalgos
pavadinime, ir visuose trijuose jos skyriuose.

Eksponentinis skirstinys turi daug naudingy savybiy. PavyzdZiui, eksponentiniy skirstiniy
klase yra vienintelé klasé, kurios elementai turi veiksmo be praeities poveikio savybg, t.y. §i savybé
charakterizuoja eksponentiniy skirstiniy klasg. Sios charakterizacijos stabiluma pirmakart i3tyré
Hoang Huu Nhu [38], véliau darbe [38] gautus stabilumo jver&ius pagerino T.A. Azlarovas, A.A.
Dzhamirzaevas, M.M. Sultanova. Veiksmo be praeities poveikio savybg ir jos stabiluma detaliai
nagrinéjo R. Shimizu [39], [40], D. Richards [41], B. Dimitrov, L. Klebanov, S. Rachev [42].

Ta&iau ar tikrai bitina veiksmo be praeities poveikio savybg tikrinti visame pusadyje? G.
Marsaglia ir A. Tubilla [35] pirmieji pastebéjo, kad eksponentinio désnio charakterizacijai pakanka
veiksmo be praeities poveikio savybés i¥pildymo ne visame pusalyje, o tik dviejuose
nebendramaciuose tadkuose. Autoré darbe [2] pateiké kitoki — paprastesni — §ios charakterizacijos
irodyma ir ityré jos stabiluma Buvo pasidlytas diofantiniy aproksimacijy taikymo
charakterizacijos modeliy stabilumo tyrimui metodas, kuris yra itin efektyvus tais atvejais, kai
neturima jokios informacijos apie nagrinéjamos imties momentines charakteristikas.

Y.H. Wang (J. Appl. Probab., 1976, 13, 385-391) prie papildomy salygy irodé, kad X yra
Weibull atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai X tenkina apibendrinta veiksmo be praeities poveikio

savybe eilés o. Autoré ne tik atsisaké 3iy papildomy salygu, bet ir apibendrintos veiksmo be

R,
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pracities poveikio savybés eilés o i¥pildyma visoje pusadyje sudvelnino iki jos i¥pildymo tik
dviejuose nebendramaciuose talkuose, bei istyré 3ios charakterizacijos stabilumo jvert;.

Ar diofantiniy aproksimacijy metodas leidZia konstruoti stabilumo jvergius ne tik skirstiniy,
bet ir charakteristiniy funkcijy erdvéje? Gautas teigiamas atsakymas { ¥j klausima leido pagaliau
gauti stabilumo {verlius specialistams gerai Zinomose P. Lévy (Zr. [34]) ir M.L. Eaton [43]
charakterizacijos teoremose. O pritaikius centring ribine teorema pirmosios charakterizacijos
teoremos — G. Pélya [33] — tyrime, buvo gautas naujas ir paprastesnis pirmosios stabilumo teoremos
— L.D. Meshalkin [32] teoremos - jrodymas,

Paprastojo atvaizdzio modelio pavyzdZiu V. Zolotariovas [31] pateikia nepriklausomy
atsitiktiniy dydiy sumy ribines teoremas. Sis modelis tinka ir atsitiktiniy simetriniy polinomy
ribiniy teoremy apra¥ymui. Atsitiktiniy polinomy tyrimo aktualuma salygoja tas faktas, kad tiesiniai
modeliai ne visada tiksliai atspindi realias situacijas, ir ypatingas démesys &ia tenka simetriniams
polinomams (#r. V.M. Zolotariovas [44]). Jy konvergavimo greitio jvertinima autorés darbuose
[19], {20], [24] salygojo, visy pirma, galimybé tiesiogiai idradyti iy polinomy formas. Antros eilés
simetriniams polinomams buvo ne tik gautas konvergavimo grei&io jvertis, bet ir jrodyta, kad &is

{vertis yra nepagerinamas.

1.2. Habilitacijai teikiami pagrindiniai rezultatai

1. Pasitlytas diofantiniy aproksimacijy taikymo charakterizacijos modeliy stabilumo tyrimui
metodas, kuris yra itin efektyvus tais atvejais, kai neturima jokios informacijos apie nagrinéjamos
imties momentines charakteristikas. Diofantiniy aproksimacijy teorijoje yra Zinoma, kad bet kuris
iracionalus skai¢ius o gali biiti aproksimuotas racionaliu skai¢iumi »/k bet kokiu norimu
tikstumu. Autoré jrodé, kad galima jvertinti Zingsniy, reikalingy iracionalaus skaiciaus
aproksimacijai atlikti racionaliaisiais skaidiais pasirinktuoju tikslumu, skaiiy. $is zingsniy skai ‘ius
priklauso tik nuo iracionalaus skaitiaus aproksimacijos racionaliaisiais skaiiais grei&io jvertinimo
i5 apatios. Diofantiniy aproksimacijy metodas analizuojamas pirmajame ApZvalgos skyriuje, o jam
skirti 3ie habilitacijai teikiami mokslo darbai: [2], [3], [8], [9], [10], [22].

2. Gauti nauji stabilumo jvertiai daZniausiai sutinkamose charakterizacijos teoremose,
pagerinti kai kurie Zinomi stabilumo jver&iai. Charakterizacijos modeliy stabilumo plataus spektro
ivertiy konstravimui skirtas antrasis ApZvalgos skyrius ir 3ie habilitacijai teikiami mokslo darbai:

(1], (8], [10], {12], [13], [14], [15].
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3. Atliktas tyrimas, kuriame nustatyta, kokias salygas turi tenkinti atsitiktinio simetrinio
polinomo koeficientai, kad $io polinomo konvergavimas | neiSsigimusj atsitiktinj dydj buty i§
principo jmanomas. Gautas nepagerinamas konvergavimo grei¢io jvertis antros eilés simetrinéms
polinominéms statistikoms. Siy klausimy analizei yra skirtas treiasis ApZvalgos skyrius
.Simetriniy polinominiy statistiky konvergavimo greigiai“ ir $ic habilitacijai teikiami mokslo

darbai: [4], [5), [16], [17], (18], [19], [20], [21], [24].

Formuliy ir konstanty numeracija kiekviename §ios ApZvalgos skyriuje yra savaranki$ka.

1.3. Rezultaty aprobacija

Pagrindiniai rezultatai buvo pristatyti §iuose moksliniuose renginiuose:

I. Tarptautinése nuolatinése konferencijose:
1. Stochastiniy modeliy stabilumo klausimy konferencijose (Varna, Pamplona, Ryga,
Sovata ir kt.).
2. Pasaulinése Vilniaus konferencijose tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos

klausimais.

1L Lietuvos institucijy renginiuose:
1. LMD kasmetinése konferencijose.
2. MII Atsitiktiniy procesy, Tikimybiy teorijos ir statistikos skyriy bei Vilniaus
universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto Matematinés analizés, Ekonometrinés
analizés ir Matematinés informatikos katedry jungtiniame seminare ,Matematika ir jos

taikymai*,

1.4, Publikacijos

Po daktaro laipsnio suteikimo Olga Januskevigiené paskelbé:
* 10 moksliniy straipsniy, kurie publikuoti mokslo leidiniuose (A02), jtrauktuose
i Mokslinés informacijos instituto pagrindinj sara$a— J. Master List (i¥ jy 8 yra

teikiami habilitacijos procedirai);
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W e

16 moksliniy straipsniy, kurie publikuoti recenzuojamuose periodiniuose
mokslo leidiniuose (A03), registruotuose tarptautinése duomeny bazése (i3 jy
12 yra teikiami habilitacijos proceddrai);

3 moksliniai straipsniai, kurie publikuoti recenzuojamuose periodiniuose

mokslo leidiniuose (B09); habilitacijos procedirai Sie straipsniai neteikiami.
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I. DIOFANTINIU APROKSIMACIJU METODAS STABILUMO TYRIME

Tegu X yra bet koks neneigiamas atsitiktinis dydis, kurj galima interpretuoti kaip prietaiso
gyvavimo laikg (pavyzdziui, elektros lemputés tarnavimo laikotarpj) arba kaip aptarnavimo trukme
(pavyzdZiui, telefoninio pokalbio trukmeés laikg).

Tada P(X 2 x) yra tikimybé jvykio, kad “prietaiso gyvavimo laikas yra ne mazesnis uz x”.
Tarkime, kad prietaisas dirbo laiko tarpa y, ir nuo jo, $ito laiko tarpo y, likes prietaiso gyvavimo
amzius nepriklauso, t.y.

P(X2x+y[X2y)=P(X 2x). m
visiems x20ir tokiems y>0, kuriems P(X 2y)>0. Si savybé angliskai vadinama lack of
memory property (paZodZiui verfiant — atminties neturéjimo savybé), o rusi¥kat — ceoticmeo
omcymemeus nocnedeticmsus (veiksmo be praeities poveikio savybé). Autoré pasirinko pastaraji
varianta, nes jis tiksliau aprado praktikoje sutinkamas 3ios savybés realizacijas. Lengva isitikinti,
kad eksponentinis skirstinys
1-exp(-Ax), jei x 20,
0, jei x <0,

P(X <x)= { @

tenkina sary3j (1). Galima jrodyti ir atvirk¢ig teigini. Tai reiskia, kad $i eksponentiniy skirstiniy
klasé yra vienintelé klasé, kurios elementai turi savybg (1), t.y. veiksmo be praeities poveikio
savybé charakterizuoja eksponentiniy skirstiniy klase. Sios charakterizacijos jvairiy aspekty ir
stabilumo tyrimui skirtas autorés darbas [2].

Perralysime sary$i (1) kita, tolimesniam tyrimui patogesne forma. Jei P(X =0)#1 (ty.,
jei atsitiktinis dydis X yra nei$sigimes nulyje), tai galima jrodyti, kad bet kuriam y>0
P(X 2 y)>0,todél veiksmo be praceities poveikio savybg (1) galime perra¥yti taip:

P(Xzx+y)=P(X 2x)P(X2y),Vx20,Vy20. 3)
Pazyméje P(X 2 x) = f(x) gauname, kad veiksmo be praeities poveikio savybé (3) yra ekvivalenti
Cauchy lygg¢iai:
Sx+y)=f(0S(p), Vx20, Yy 20. C)
G. Marsaglia ir A. Tubilla Zurnale Annals of Probability [35] irodé¢, kad eksponentinio désnio
charakterizacijai pakanka veiksmo be praeities poveikio savybés (3) (arba Cauchy lygties (4))
ipildymo ne visuose tafkuose y 20, o tik dviejuose nebendramaciuose talkuose y, ir y,. Autorés

darbe {2] pateiktas naujas, trumpesnis ir paprastesnis §ios teoremos jrodymas.

. S e e
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1.1 teorema (G. Marsaglia, A. Tubilla [35], naujas jrodymas [2]). Jeigu X yra neneigiamas

neidsigimes atsitiktinis dydis ir bent dviejuose nebendramadiuose taskuose 0<y, <y, iSpildyti
sqry$iai f(y,) >0 ir $ivose taskuose tenkinama Cauchy lygtis, t.y.

SG+y) =SS, Vx20,i=12, (5)
tai eg=istuoja A >0 toks, kad f(x) =exp(-Ax), Vx>0.

[¥ tiesy, kadangi X yra neneigiamas nei§sigimgs atsitiktinis dydis, tai bet kuriam y >0

1
)‘I =——‘103f(y,),

i

P(X2y)<l, o todél 1>f(y)>0. Ivede naujus paZyméjimus

©,{x) = exp(A,x) f(x), i§ salygos (5) gauname, kad Vx 20, i=12
@, (x+y.yexp(=h.x -k, y,) = ¢,(x) exp(-A,x)¢,(y, ) exp(-}, ).
Taireiskia, kad Vx20 ir i =1,2
9. (x+y) =900, (») 6

O kadangi ¢,(y,) =exp(A,y,)/(y,) =exp {-—Z’—logf(y,)}f(y,) =1, tai i§ &ia ir (6) gauname, kad
Y

i
Q(x+y)=0¢,(x), Vx20, i=[2 @)
Taigi, pusadyje [0,0) ¢,(x) yra periodiné funkcija su periodu y, 0 @,(x) - su periodu y,.
[rodysime dabar, kad A, = A,. Tarkime, kad taip néra, ty. tegu A, # A,. Kadangi i§ ¢,(x) ir
@,(x) apibrézimy seka, kad f(x) = ¢, (x)exp(-A,x) = ¢,(x)exp(-A,x) Vx 20, tai
@ (x) =@, (x)exp(—(A ~A;)x) Vx20.
Tadiau tada prielaida A, # A, prieftarauja tam, kad ¢,(x) yra periodin¢ funkcija. Taigi, A, =X, ir
@ (x)=0,(x)=@(x) Vx=0. Sarydis (7) reidkia, kad tolydi i§ kairés funkcija ¢(x) turi du
nebendramatius periodus, o tai jmanoma tik tuo atveju, kai ¢(x)=c¢ Vx 20, kur ¢ yrakonstanta.
I3 (5) pastebime, kad f(0) =1. Tada pagal ¢,(x) apibréZima turime, kad ir ¢,(0) =1, ty. ir
@(0) =1. Tai reiskia, kad ¢ =1. Dabar beliecka vél pasinaudoti ¢,(x) apibrézimu, i§ kur ir gauname,

kad f(x)=cexp(—Ax) =exp(-Ax), Vx20; &ia A=A =A,.

Pereiname prie eksponentinio désnio charakterizacijos veiksmo be praeities poveikio savybe

stabilumo tyrimo, t.y. tarsime, kad charakterizacijos teoremos salygos i3pildomos ne tiksliai, o tik
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su tam tikra paklaida €. Tatiau jei charakterizacijos teoremos salygos i¥pildomos ne tiksliai, o tik
apytiksliai, tai ar mes galime tvirtinti, kad charakterizacijos teoremos i§vados taip pat yra apytiksliai
i3pildomos? Teoremos, kuriose nagrinéjamos tokio pobidZio problemos, vadinamos stabilumo
teoremomis, arba charakterizacijy stabilumu.

Autorés darbe [2] auk3¢iau iSnagrinétos eksponentinio désnio charakterizacijos stabilumo
tyrimas atliktas diofantiniy aproksimacijy metodu. Siame darbe [2] irodyta, kad nagrin¢jamos

charakterizacijos stabilumo {vertis priklauso nuo skaiiaus « = y,/y, iracionalumo tipo. Pastarasis

diofantiniy aproksimacijy teorijoje apibréZiamas taip:

ApibréZimas. Skaidius o vadinamas skaic¢iumi tipo <g (g ~nemaZéjanti funkcija,
kurios visos reikimés didesnés uz 1), jei visiems pakankamai dideliems skai¢iams N egzistuoja
nelygybiy

fna—m|sl/n, N/g(N)sn<N
sprendinys toks, kad n ir m yra tarpusavy pirminiai skaiciai. Skaiius o tipo £g vadinamas
pastoviojo tipo skaiciumi, jei g yra konstanta.

Yra Zinoma, kad, pavyzdZiui, skaiiai o = a+b\/5, kur D - natiiralusis skai&ius, kuris néra

kito natiraliojo skai€iaus kvadratas, o a ir b # 0 racionalieji skai¢iai, yra pastoviojo tipo skaiciai.

1.2 teorema (Zr. [2]). Tegu €20. Tarkime, kad veiksmo be pracities poveikio savybé
ispildoma tik apytiksliai §ia prasme ~ egzistuoja du nebendramacdiai taskai y, ir y,, 0<y <y,

tokie, kad

S Vx20, =12, (8)

[F(x45)-F (R ()

kur F(x)=P(X2x),F(0)=1,F(y)>0. Jei a=y/y, yra pastoviojo tipo <d skailius, tai
egzistuoja konstanta C, priklausanti tik nuo y,,y,, F (), ?( ¥, ), d, tokia, kad

F(x)—exp(-Ax) <CVe, kur M =-log 7 (» )/ y.

Si teorema, kaip ir teoremos darbuose {2], [3], [8), [9], [10], [22], [23], [25], [26}, [29],
irodoma diofantiniy aproksimacijy metodu. Diofantiniy aproksimacijy teorijoje yra Zinoma, kad bet
kuris iracionalus skai¢ius o gali biiti aproksimuotas racionaliu skaiiumi »/k bet kokiu norimu

tikslumu. Autoré jrodé, kad
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< palima jvertinti Zingsniy, reikalingy iracionalaus skaitiaus o aproksimacijai atlikti
racionaliaisiais skaiiais /& pasirinktuoju tikslumu, skai&iy. Sis zingsniy skai&ius priklauso
tik nuo iracionalaus skaiiaus o aproksimacijos racionaliaisiais skaidiais greicio jvertinimo i3

apadios.

1.2 teoremoje & =y,/y, yra pastoviojo tipo <d skai¢ius. Dabar iSnagrinésime bendraji
atveji, kai o =y /y, yra skaiius tipo <g (g —nemaZéjanti funkcija, kurios visos reik§mes
didesnés uz 1). Tegu y(g) yra kintamojo € funkcija. DydZius m,, i=1,2,3,... apibrédime taip:

m ={1-1/ g (1/y(e))} 1 ¥(e), my =1/¥(e),
o m, i=3,4,. apibréziamikaip lygdiy m, =m, /(1-1/g(m,)) sprendiniai.
Sekantios dvi teoremos sudaro autorés i¥vystyto diofantiniy aproksimacijy metodo

branduolj.
1.3 teorema (Zr. [2]). Jeigu o yra skaiius tipo < g, eiluté Zg(m/)/m/ konverguoja, o
J=1

e/y(g) = Z gim))/m,, ir, be (o, (tenkinamas sqrysis (8), itai
J=l

v(e) fenkina lygti

’}—"(x)—cxp(—kx) <Ce/v(E), kur A=-logF(y)/ v, o konstanta C, priklauso tik nuo y,,y,.

F(»), F(»)-
Skai¢iaus o racionalumo tipa galima nusakyti ne funkcija g, o, pavyzdzZiui, nelygybe tipo
|ra—k| >br?,

kur &ir b’ yratam tikros konstantos. Si svarbi aplinkybé salygojo 1.4 teoremos aktualuma,

1.4 teorema (2r. [2]). Tegu €2 0. Tarkime, kad egzistuoja du nebendramaciai taskai y, ir

¥, 0<y, <y, tokie, kad

F(x+y‘)—ﬁ(x)[_7(y,) <e, Vx20, i=12,

Wesesera e o
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kur F(x)=P(X2x), F(0)=1, F(y)>0. Tegu be to, =/, yra toks, kad bet kuriems

natiraliesiems r ir k galioja sqrysis |ra—k|>8'r™, kur bir b' yra konstantos, priklausandios
gaiioj y p

tik nuo o, taiegzistuoja konstanta C,, priklausanti tik nuo y,, y,, I?(yI ), F(yz)tokia, kad

F(x) —exp(—kx)' SC e

kur h=-log F(»)/y,.

Kg tik nagrinéta veiksmo be praeities poveikio savybe (1) galima apibendrinti taip: tegu
egzistuoja a > 0 toks, kad

P(ng/x°+y°|xzy)=P(X2x), Vx>0, Vy20. )

Y.H. Wang (J. Appl. Probab., 1976, 13, 385-391) prie papildomy salygu P(X 20)=1,
P(X2y)>0 Vy20 ijrodé kad X yra Weibull atsitiktinis dydis tada ir tik tada, kai X tenkina
sary3{ (9). Autoré ne tik atsisaké 3iy papildomy salygy, bet ir veiksmo be praeities poveikio
salygos (9) idpildyma visoje y pusadyje sudvelnino iki jos iSpildymo tik dviejuose

nebendramatiuose tadkuose y, ir y,.

1.5 teorema (Zr. [9]). Tarkime, kad o > Q. Atsitiktinis dydis X turi Weibull skirstin|
F(x) =1—exp(=Ax®) visiems x20
tada ir tik tada, jei X tenkina eilés o veiksmo be praeities poveikio sqlygq
PX 2gx®+y° X 2y)=P(X2x),Vx20,i=12
bent dviejuose nebendramaciuose taskuose y, ir y,.

Tarkime dabar, kad Wang charakterizacijos prielaida (9) i3pildoma tik su tam tikra paklaida.
[rodysime, kad su tos patios eilés paklaida yra i¥pildoma ir ios charakterizacijos teoremos i¥vada,

t.y. su tos palios eilés paklaida nagringjamas atsitiktinis dydis turi Weibull skirstinj.

1.6 teorema (ir. [9]). Tarkime, kad X yra neneigiamas atsitiktinis dydis, o
U, ={y20/P(X 2 y)>0}. Jei
P(X 28[x" +y° |X 2y) = P(X 2x)+r(x,y), |r(x,y)|S€ Vx20, VyeU,,
tai atsitiktinis dydis X turi visy eiliy momentus, U_=[0,00) ir egzistugja X >0 toks, kad visiems

e20
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IP(X > x) —exp(-Ax®)| < 2e, Vx20.

Diofantiniy aproksimacijy metodas leidZia konstruoti stabilumo veréius ne tik skirstiniy, bet
ir charakteristiniy funkcijy erdvéje. Autorés darbai [3], [8], [22], o taip pat [10] galéty buti gera Sio

teiginio pagrindimo iliustracija.
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II. CHARAKTERIZACIJOS MODELIY STABILUMO IVERCIAI

Nagrinésime populiacija, kurios skirstinys yra funkcija F(x). Tarkime, kad atlikta n
nepriklausomy $ios populiacijos stebéjimy, kuriy rezultate gauta imtis X,,..,X,. Tarkime,
pagaliau, kad yra duotos dvi laisvai pasirinktos statistikos

S, =8(X), X,,... X,) ir S, =5,(X,, X,,.... X,).
Priclaida, kad statistikos S, ir S, yra vienodai pasiskirs¢iusios (vietoj ios prielaidos galéty biti
reikalaujama abiejy statistiky nepriklausomumas, regresijos pastovumas ar pan.), gali biti
panaudojama {vairiy skirstiniy charakterizacijoms gauti.

I skyriuje jau buvo pateikta tokia stabilumo uZdavinio formuluoté: jei charakterizacijos
teoremos salygos iSpildomos ne tiksliai, o tik apytiksliai, tai ar galime tvirtinti, kad charakterizacijos
teoremos idvados taip pat yra apytiksliai i§pildomos? Pirmasis charakterizacijy statistiky vienodo
pasiskirstymo savybe stabiluma nagrinéjo L. Meshalkin {32]. Siame darbe buvo gautas istoriskai
pirmosios charakterizacijos — Georg Pélya teoremos [33] - stabilumo jvertis.

G. Polya teorema teigia, kad jei statistikos S, =X, ir S, =(X, +Xz)/\f2- yra vienodai
pasiskirs€iusios, tai nagrinéjamoji populiacija turi normaluyjj skirstinj su vidurkiu 0, ir atvirk3éiai.

Toliau mes radysime L{}W) = L(Z) norédami pabréZti, kad atsitiktiniy dydziy W ir Z skirstiniai

sutampa. Taigi, L (X,)= L((X, +Xz)/x/§) Lty

Yt € (—00,00), (h

o4

kur Ar) yra atsitiktinio dydzio X, charakteristiné funkcija, tada ir tik tada, kai X, turi normalyjj

skirstini su nuliniu vidurkiu.

Pagal Feller [34], atsitiktinio dydzio X, skirstinys vadinamas grieZtai stabiliu, jei jis
nesukoncentruotas nulyje ir egzistuoja a=(0,2] toks, kad kiekvienam n galioja L(X,) =

LO(X, +..+X)/n"%) Ly

H
f(r)=f”( [/u). ae(0,2), n=2.3,4,... )
h

Paéme a =2 ir palyging sary$ius (1) ir (2) matome, kad kai « =2, tai tam, kad atsitiktinio dydzio

X, skirstinys buty grieztai stabiliu, pakanka saryio (2) i3pildymo vienam vieninteliam n =2, ty.
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visiskai nebutina, kad (2) biity tenkinamas ir atvejais n=3,4,.. Gal analogilkas teiginys yra
teisingas ir atvejais o e (0,2)?

Deja, taip néra. P. Lévy pateiké pavyzdi, i§ kurio matyti, kad salygos (2) tenkinimas
vieninteliam n=2 nepakankamas grieZtai stabiliy skirstiniy klasés charakterizacijai, nes
charakteristiné funkcija

oo
f(r) =exp [2 Z (cos 2*r — I)]
km—00
tenkina lygti (2) atveju n=2 ir a=1,ty. f(f)=f2(¢/2), bet f(r) néra grietai stabili.
I8 kitos pusés, P. Lévy jrodé, kad f(r) yra grietai stabili, jei lygtis (2) yra tenkinama bent
dviejuose tadkuose n=2 ir n=3. Sios Lévy charakterizacijos stabilumas inagrinétas autorés

darbuose [3] ir [8]. 1% 3iy darby darytina i§vada, kad diofantiniy aproksimacijy metodas leidZia

konstruoti stabilumo jver&ius ne tik skirstiniy, bet ir charakteristiniy funkciju erdvéje. Pastarojoje

tolygiaja metrika priimta Zyméti simboliu X :
(X, 1) =sup|f, ()~ £, (1),

kur, kaip jau buvo minéta, f, ir f; yra atsitiktiniy dydZiy X ir Y charakteristinés funkcijos.

I§ tiesy, minéome, jog P. Lévy jrodé, kad nepriklausomy vienodai pasiskirs€iusiy
atsitiktiiniq dydZ¢iy X, X,,X, charakteristiné funkcija f(¢) yra grieztai stabili, jei L(X,) =
LO(X, + X,)/2Y%) = L((X, + X, +X,)/3"%) , kur ae(0,2], ty. lygtis f(t)=/"(t/n"*) yra
tenkinama visiems realiems ¢ ir bent dviems n reik¥méms n=2 ir n=3. Tarkime dabar, kad 3i
lygtis — o jei tiksliau, tai Sios dvi lygtys — yra tenkinamos tik su tam tikra paklaida €, kuri yra
matuojama A, metrikoje. 2.1 teoremos formulavimui mums dar prireiks papildomy rezultaty i§
diofantiniy aproksimacijy teorijos. Yra Zinoma, kad bet kuriems natiiraliesiems » ir k egzistuc,a
konstantos & ir 5" tokios, kad

|log2-klog3|>b'r. *)

I3 Gouillon [37] isplaukia, kad 3iai tiesinei formai rlog2 —k log 3 teisingas toks jvertis i§ apacios:

(~36821log 2kog 3)

|r log 2~k log3| > (23r) ,

todél toliau mes fiksuosime ias konstanty b ir b°, apibréty formuléje (*), reikimes:

b =3B - p = 36821 log 2 log 3.
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2.1 teorema (2r. [3), [8]). Tarkime, kad X,, X,, X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirst¢
atsitiktiniai dydZiai ir, be to,
Aol X, (X, + X127 S, A (XL (X, + X, +X,)/3") Se, ae(0,2].
Tada yra galimas tik vienas i§ dviejy varianty: 1) egzistuoja stabilusis atsitiktinis dydis Y ir
konstanta C, tokie, kad A (X ,,Y) <Ce™, kur A, =1/(b+max(l,0)); 2) nagrinéjami atsitiktiniai
dydziai yra beveik i$sigime Sia prasme: jy charakteristiné funkcija yra artima 1, kai ed0, o

tiksliau, lj(t)[21—2a visiems £ €{0,1/4).

Lévy charakterizacija apibendrino M.L. Eaton {43]. Tarkime, kad X,,..X,...X, yra
simetriniai nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydZiai. Jei 0 <o <2, o natlraliyjy

skaitiy k, ir k, logaritmai yra nebendramagiai (t.y. santykis log k, /log k, yra iracionalus), ir
LX) =L({X +..+ X, Y k)= L((X, +"'+Xh)/k2”ﬂ)’ 3)

tai X, turi simetrinj stabilyji eilés o skirstinj.
Lengva pastebéti, kad salyga (3) bty ekvivalenti salygai (2), jei pastaroji buty iSpildoma ne

visiems natiiraliesiems n, o tik dviems n reikiméms n=4k, ir n=k,.

Tarkime dabar, kad Eaton charakterizacijos salyga (3) tenkinama ne tiksliai, o tik

apytiksliai, su tam tikra paklaida €. Parametru € jvertinamas statistiky X, ir (X, +..+X,)/k'""
bei statistiky X, ir (X, +..+X, )/k"* artumas A-metrikoje, kuri apibréziama tarp bet kuriy

atsitiktiniy dydZziy X ir Y taip:

B}

1 1
AMX.Y) = min {max [— max{| fx(1) — fy(D]: 11 1), 7] T > 0],

&a f, ir f, yraatsitiktiniy dydziy X ir Y charakteristinés funkcijos.
A-metrika yra ekvivalenti Lévy metrikai L ta prasme, kad atsitiktiniy dydZiy sekos

{X,} konvergavimas L-metrikoje implikuoja $ios sekos konvergavima A-metrikoje, ir atvirkiciai.

A -metrikos dvipusius {ver&ius nagrinéjo V. Zolotariovas ir V. Senatovas.
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Autorés  darbe [10] nagrinéjamas toks uZdavinys: jei statistikos X, ir
(X, +..+ X, )1 k" bei statistikos X, ir (X, +..+X,)/k"® yraartimos A-metrikoje 3ia prasme:
AX,, (X, +...+X,‘I)/k,”“)S£, A(X,, (X, +...+Xk,)/kz““)Se, 4)

ty. Eaton charakterizacijos salygos yra i¥pildomos tik su tam tikra paklaida €, tai ar galima
tvirtinti, kad 3ios charakterizacijos i§vados irgi yra i¥pildomos su kazkokia paklaida? Jei taip, tai

kaip galima jvertinti $ia paklaida?

2.2 teorema (Zr. [10)). Tarkime, kad X, Xysos Xy X, yra simetriniai nepriklausomi
vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai, o skaitiy k, ir k, logaritmai yra nebendramaciai (1.y.
santykis logk /logk, yra iracionalus). Jei egzistuoja we(0,2] toks, kad statistikos X, ir
(X, +..‘+Xh)/k,”“ bei statistikos X, ir (X, +...+X, )/ k""® tenkina sqrysius (4), tai egzistuoja
atsitiktinis dydis Y, turintis simetrinj stabily skirstinj eilés o, toks, kad
MX,Y)<Ce?,
kur A=1/(b+max(l,)), C, yra konstana, priklausanti tik nuo a,k, k,, o b yra konstanta,

priklausanti tik nuo k ir k,.

Konstanta b nuo o nepriklauso, o jos iSraiskos pateikimui mums dar prireiks papildomy rezultaty i3
diofantiniy aproksimacijy teorijos. Yra Zinoma, kad bet kuriems natiraliesiems 7 ir & ir bet kuriems
natiraliesiems k, ir k,, kuriy logaritmy santykis logk,/logk, yra iracionalus, egzistuoja
konstantos b ir b’ tokios, kad

Irlog k, —klogk,|> b'r~*.
I3 Matveev [36] i¥plaukia, kad 3iai tiesinei formai rlog k, —k log &, teisingas toks jvertis i§ apagios:

-2 logk, logk,)

|rlogk, ~klogk,| > (3r)'
§i jvertj neseniai pagerino Gouillon [37] (Corollary 2.3):
rlog k, —klog k| > (23r)(_]681”°”"°“‘),

todél 2.2 teoremoje mes fiksuojame $ig konstantos b reik¥mg:

b:=36821 logk, log k,.

it VP
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Tarkime dabar, kad turime papildoma informacijg apie nagrinéjamos imties pirmy r (r >2) eiliy
momentus. Tada Eaton teoremoje galima atsisakyti nuo simetridkumo salygos, o vietoj statistikos
(X, +..+ X, )1k nagrinéti bendresni atveji (X, +..+8 X, ), ty koeficientai prie
X, i=12,.,k, nebitinai lygls. Mes nagrinésime tokio tipo charakterizacijos stabiluma atveju
o =2. Tuo tikslu indikatoriy 8, , apibrézkime taip: § , =1, jei x=y,ir 8 =0, jei x=y, 0

simboliu [x] Zymésime realiojo skaitiaus x sveikajg dalj.

2.3 teorema (Zr. [1]). Tarkime, kad X, X\,..., X, ,...X, yra nepriklausomi vienodai
pasiskirste atsitiktiniai dydiai ir eg=istuoja r >2 toks, kad EX’ =EN’, j=1,2,..,[r] =8, kur N
yra standartinis normalusis atsitiktinis dydis, E |X I’ <M. Jei
MX 4+ X, )5, b X, +..+b, X, ) ¢,
ir b +.. +b,’2 =1, 0< ‘b]l\/;,- <1, tai egzistuoja konstantos C, ir A,, priklausancios tik nuo s,, s, ir
M, rb,..b, tokios, kad nagrinéjama imtis yra beveik normali §ia prasme:

MX,N) < Ce™. 5)

Autorés darbe [13] parodyta, kad kuo daugiau turime auk3&iau minétos papildomos
informacijos apie nagrinéjamos imties momentus, tuo geresnis stabilumo {vertis (5), t.y. kuo
didesnis r, tuo didesnis ir A, . Tadiau, ai¥ku, visada A, <1, o tai natiiralu — jei charakterizacijos
teoremos prielaidos buvo tenkinamos tik su paklaida €, tai teoremos i3vady paklaida negali biti
geresné uZ prielaidy paklaida.

Akademikui V. Statuleviiui priklauso toks uZdavinys: pritaikyti stabilumo tyrime
ribines teoremas. Autorés darbe [1] tai buvo atlikta. O biitent, pritaikius centring ribing teoremg
pirmosios charakterizacijos teoremos — G. Pélya [33] teoremos — tyrime, buvo gautas pirmosios

stabilumo teoremos — L.D. Meshalkin [32] teoremos — naujas ir paprastesnis jrodymas.

2.4 teorema (L.D. Meshalkin [32], naujas jrodymas [1]). Tarkime, kad X, X, X, yra
nepriklausomi vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydiai, EX=0, EX*? =1, EI/\’|3 <M, Jei

AMX (X, +X,)/V2) <, (6)
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tai nagrinéjami atsitiktiniai dydziai yra beveik normalis Sia prasme: M X,N)<C,'"; ¢ia C, yra

konstanta, N ~ standartinis normalusis atsitiktinis dydis.

/1 Tolimesni 2.4 teoremos apibendrinimai vyko keliomis kryptimis:

* formuléje (6) salyga LX) =L((X, +X1)/~/5) pakeitiama salyga L(X)=L(aX, +bX,),
t.y. nereikalaujama, kad a=b= 1/\/5 , bet, suprantama, paliekant G. Pélya
charakterizacijos salyga a® +5* =1 [I. Shiganov];

o formuléje (6) A-metrika keic¢iama idealiaja metrika [V. Zolotariov];

¢ salygoje L(X)=L{aX, +bX,) koeficientai a ir b nagrinéjami kaip atsitiktiniai dydziai
[R. Shimizu, L. Davies];

o priclaidose i3vis atsisakoma momentiniy apribojimy, tafiau dar licka kompaktiskumo
apribojimai [A. Zinger, L. Klebanov];

¢ prielaidose atsisakoma ne tik momentiniy, bet ir kompaktiskumo apribojimy [A. Zinger,
L. Klebanov, R. Januskevi&ius];

» apibendrinta Pélya teorema tatkoma naujy statistiniy kriterijy sudarymui [V. Litvinova,
Ya. Nikitin];

» kvazistabiliy désniy klaséje A,-metrikoje gaunamas nepagerinamas stabilumo jvertis [O.

Janudkevicien€].

Pastaraji autorés rezultata [15] — nepagerinama G. Polya charakterizacijos stabilumo jvertj

kvazistabiliy charakteristiniy funkcijy klaséje A, -metrikoje — panagrinésime 3iek tiek detaliau, pries

tai priming kvazistabilaus skirstinio savoka,

Funkcija f vadinama kvazistabilaus skirstinio charakteristine funkcija (arba tiesiog
kvazistabilia charakteristine funkcija), jeigu egzistuoja x >0 ir §,0 <[B| <1 tokie, kad
S =(f(Bt))" visiems realiems /.
Vienintel¢ lygties «|B|" =1 reali Saknis o vadinama kvazistabilaus skirstinio charakteristiniu

rodikliu. Kvazistabilus skirstinys yra neapré’tai dalus, o jo spektrineé funkcija H(x) Lévy

iSrai¥koje uzrafoma taip:
H(x)=-x"0,(logx), x>0; H(-x)=x%,(logx), x>0,

+ v 5 AR -
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kur 6, - neneigiamos tolygiosios i§ de3inés periodinés funkcijos su periodu a.
Pazymeékime simboliu 2(a,a) klase visy kvazistabiliy skirstiniy su charakteristiniu

rodikliu o, & €(0,2), kuriems Lévy iSrai3koje atitinka funkcijos 6, su periodu a.

2.5 teorema (Zr. [15]). Jei 1.5 S o <2, tai egzistuoja absoliucios konstantos C ir C,

tokios, kad

Cy(2-a)exp(-oa) S sup infsup ]f(t) —exp(ity —o*t? /2)| < C,(2~a)exp(aa) max(a, 1).
SeN (@) VO

Dabar belieka pritaikyti 3 rezultatg G. P6lya charakterizacijos stabilumo jver€iui gauti. Jei L{X)=
=L((X, + Xz)/2”" ), 0 X, X,, X, yra nepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydzZiai, turintys
charakteristing funkcija f(z), tai
S(0) = f2(t/2"%) visiems realiems ¢,
ty. X, X,, X, yrakvazistabilGs. Sia lygtj galima perradyti tokia forma:
f(O)=/(IN2) +r(2-0,1).
Pa’yméje 2-a =g, visoje realioje alyje nesunkiai gauname lygti (7) ir jvertj ]r.(s,t)|sC7z

Vi e (-, ). I3 &iair 2.5 teoremos gaunamas toks rezultatas.

2.6 teorema (2r. [15]). Kvazistabiliy deésniy klaseje A =A(a,(1/a)log2) G. Pdlya
charakterizacijos stabilumo [vertis turi pirmq € laipsnj, kuris yra nepagerinamas, ..

C,e <supinf sup‘f(t) ~exp(ity —o’t? /2)] <G,
fea 1O

kur Cy=C,/2,C, =2C,.

Sekantis natdralus Zingsnis — stabiliy procediiry konstravimas statistiniy jveriy teorijos

kontekste. Sio klausimo jvairiis aspektai nagrinéjami autorés darbe [14].
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IIL. SIMETRINIU POLINOMINIU STATISTIKYU KONVERGAVIMO
GREICIAI

Sekdami [31], pailiustruosime centrinés ribinés problemos pateikima tam tikro atvaizdZio
tolydumo problemos pateikimo forma.

Tegu X. yra atsitiktiniy dydzZiy, igyjanéiy reik¥mes Hilberto erdvéje 2 su elementy norma
| | erdvé. PaZymékime raide & aibe¢ visy galimy elementy Y=(X|,‘.,,X,,) Jkur X e Z.. Teguy,
be to, erdvé Y sutampasu X.. Atvaizdj F: £ — Y mes apibrédime taip:

FX=AX,+.+4X,,
kur 4, yra apréZtas tiesinis operatorius erdvéje 2.

Aibe AcX paZymékime aibg ty /\—’z(Xl,...,X"), kuriy komponentés X, e X, yra
nepriklausomi normalieji atsitiktiniai dydZiai (taip jau tapo jprasta sutrumpintai vadinti angl.
normally distributed random variables — aut. pastaba). Vaizdas F@ aibéje Y sutampa su aibe
normaliyjy atsitiktiniy dydZiy erdvéje X,. Taigi, gavome [vade apibréZta paprastojo atvaizdzio
modelj.

Tarkime, pagaliau, kad p. yra metrika erdvéje .. Erdvéje X metrikq p  apibrézkime
taip:

w(X0 X7 )= (X0, XY+ (X0, XD,
o erdvéje Y analogidkai apibrézkime metrikq v. Mus domina atvaizdZio F (u,V)-tolydumas
Zemiau aptarta prasme,

O bitent, mus domina sumy FY=A,X,+..‘+A"X" skirstiniy aproksimavimo sumy

F)_’=A1Y, +.+AY, Ye@ skimstiniais tikslumo ivertinimas. Zinoma, 3is ivertinimas turi biti

atlickamas individualiy démeny charakteristiky terminais. Trumpai i$nagrinésime konkrety pavyzdj.

Tegu S, = X,, + X,, +..., n21 — nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy, tenkinan¢iy salygas

x [, 2<rs3,

n

EX,=0, d}f=DX,, B, =E

"

2 2
d)f+d,) +.=1, g =B,+B,+.. 20, nowo,

< ranam > N T :



20 Daktarés Olgos JanuSkevicienes habilitacijos procedirai teikiamy mokslo darby apzvalga

sumos. Tai kaip tik ta salygy sistema, kurig naudojo Liapunovas savo garsiojoje teoremoje. Pats
modelis truputj idpléstas , nes sumos S, gali turéti begalini démeny skaiéiy, o atsitiktiniai dydziai
X, J=1 sudaro bet kokio pavidalo serijy seka.

Sumy S, skirstiniy aproksimavimo standartinio normaliojo atsitiktinio dydZio N skirstiniu
tikslumo {vertinima galime atlikti jvairiose metrikose. Paprastai pasirenkama tolygioji metrika.
Nagrinéjamu atveju centriné ribiné teorema su Liapunovo salyga sudaro tokj teigini:

Jei n—ew, € -0, tai p(S,,N)->0.

Vadovéliuose daZniausiai naudojamas dar nuo Liapunovo laiky i8likes 3ios teoremos jrodymas
grindziamas charakteristiniy funkcijy metodu ir yra gana griozdi¥kas. Metriky metodas yra
kompaktiskesnis.

I3 tiesy, atstumui tarp sumos S, ir normaliojo atsitiktinio dydZio N skirstiniy nustatyti
pasirinkime taip vadinamg idealiajg metrika ¢, eilés . Atsitiktini dydi N uZradykime kaip
nepriklausomy atsitiktiniy dydziy suma;

N=Y, +Y, +., kur L(Y,)=L(d,N)
Pasinaudoj¢ metrikos ¢, pusiau adityvumo savybe gauname, kad

G (S M) S (X K +6 (X Fad 4+
Kiekviename i§ démeny ¢ (X,,Y,) atsitiktiniai dydZiai X ,Y, turi vienodas matematines viltis ir
dispersijas ir, be to, eilés r baigtinius momentus. I3 3iy salygy nesunku gauti toki jvert{:

ri2

6 {X,.1,) s((u %/; F(I—ELJ]B",}/F(IH) =KpB,, Jj2L

Tai reiskia, kad
G (S, N)SG(X,,.Y,)+¢.(X,,, Y, )+ . <K (B, +B,,+.)=K¢, >0, no>w

Taigi, i¥ teoremos salygy gav¢ démeny X, artumg su normaliaisiais Y, , gavome sumy
FX=X,+X,+.=5, artuma su normalisja suma FY=Y,+Y,+..=N, ty. konkregiu
pavyzdZiu ne tik apZvelgéme atvaizdzio F tolydumo schemg, bet ir elementariai pademonstravome

konkreZius tolydumo jvertinimus.
Kadangi, kaip jau minéjome |vade, visas fliuktuacines problemas charakterizacijos
modeliuose jau priimta vadinti stabilumo uXdaviniais, todél §j (o ne folydumo) terming mes

naudosime ir §iame paskutiniame ApZvalgos skyriuje.
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Sekantis natiiralus po sumy ribiniy teoremy analizés tyrimo objektas yra simetriniy polinomy
nuo atsitiktiniy dydziy ribiniai skirstiniai.

Simetriniy polinominiy statistiky konvergavimo greiio {vertinima autorés darbuose [19]},
[20], [24] salygojo, visy pirma, galimybé tiesiogiai iSradyti 3iy polinomy formas. Antros eilés
simetrinéms polinominéms statistikoms buvo ne tik gautas konvergavimo greiio jvertis, bet ir
jrodyta, kad 3is {vertis yra nepagerinamas.

[¥nagrinésime tai detaliau. Jy autorés darbuose

Tegu X, X,,X,,.., X, yranepriklausomi vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydZiai tokie, kad
EX =0, EX*=1, E|X[ =B, EX'=p,<wx. m
Nagrinésime antros eilés simetrinius polinomus 7.,

T=T(X,..X,)=2 > XX,.

V1<ik<n
ik

Pazyméje Y, = X} -1, mes galime i¥reikiti 7. tokia forma:

T.=T!-T -1,

politett, L XiaoaX,

n : Jn

Turédami visus $iuos pazymejimus, galime formuluoti 3.1 teorema.

3.1 teorema (Zr. [24]). Jei tenkinamos sqlygos (1), tai egzistuoja absoliuti konstanta C, tokia,
kad
p(TL N =) SC, (B, +B, )n",
kur p yra tolygioji metrika, o N — standartinis normalusis atsitiktinis dydis. Jei, be to,
EX® =P, <w, tai egzistuoja absoliuti konstanta C, tokia, kad

LT N -1)s 105" +CB 4+ CB B 1 s (14 C, + i, B, 1) '°5",

kur L yra Lévy metrika. Sie [verdiai yra nepagerinami ta prasme, kad egzistuoja nepriklausomi

vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai W, W,,.. W, ir teigiama absoliuti konstanta C, tokie, kad

logn

p(T.(W,,.. . W), N =y 2Cn™, L(T.(W,,.. W), N -1)2C, f .
n

..... - R —— .-
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Mes istyréme atsitiktiniy simetriniy polinomy konvergavimo { ribinius skirstinius
jvercius. I3kyla natfiralus klausimas — kokias salygas turi tenkinti atsitiktinio simetrinio polinomo
koeficientai, kad §io polinomo konvergavimas | nei¥sigimusj atsitiktinj dydj bity i§vis jmanomas?

iy salygy tyrimuj skirti autorés darbai (4], [S), [16), [17], [18] ir [21]. Deja, dél iy
salygy sudétingumo, paZyméjimy griozdi¥kumo ir ribotos §ios Ap2valgos apimties néra galimybés

pateikti net jdomiausig rezultatq i¥ kq tik i§vardyty autorés darby — Teorema i3 straipsnio [5).
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