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Santrauka

Klasiking logika praplétus modalumo operatoriais gaunama modalumo logika. Laiko logika
gaunama klasikine logikg papildZius laiko logikos modaliniais operatoriais. Siame darbe nagriné-
jama tiesiné laiko logika. Magistro baigiamojo darbo tikslas — iSskirti tiesinés laiko logikos frag-
mentus ir jiems sukonstruoti efektyvius sekvencinius skai¢iavimus. Plaiausiai Zinomi trys pagrin-
diniai sekvenciniai skai¢iavimai tiesinei laiko logikai: begalinis, invariantinés taisyklés ir ciklinio
tipo. Sio darbo pagrindiniai rezultatai yra apibréZtas unarinis tiesinés laiko logikos fragmentas,
apibréZtos ir jrodytos pagalbinés lemos tiesinés laiko logikos sekvenciniam skaic¢iavimui. Sukurtas
naujas tiesinés laiko logikos sekvencinis skai¢iavimas, nenaudojantis cikly aptikimo mechanizmo
iSvedimo paieSkoje, kuris apibréZtame fragmente yra efektyvesnis uz klasikinj sekvencinj skaicia-
vimg. Irodytas ekvivalentumas tarp naujai sukurty skai¢iavimy ir klasikinio tiesinés laiko logikos

sekvencinio skai¢iavimo apibréztame fragmente.

Raktiniai ZodzZiai: sekvenciniai skaiciavimai, tiesiné laiko logika, laiko logikos fragmentai,

modaliné logika, ciklai



Summary

Modal logic is obtained by extending classical logic with modality operators. Temporal logic is
obtained by extending classical logic with temporal operators. This paper deals with linear temporal
logic. The work objective is to distinguish fragments of linear time logic and construct efficient
sequential calculi for them. There are three most widely known sequent calculi for linear temporal
logic: infinite, invariant rule, and cyclic type. The main results of this work are the definition of
a unary fragment of linear temporal logic, and the definition and proof of auxiliary lemmas for
sequent calculus in linear temporal logic. A new sequent calculus for linear temporal logic has
been developed, which does not use cycle detection in proof search and is more efficient than the
classical sequent calculus in the defined fragment. The equivalence between the newly developed
sequent calculi and the classical sequent calculus for linear temporal logic in the defined fragment

has been proved.

Keywords: sequent calculi, linear temporal logics, fragments of LTL, modal logics, cycles
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Ivadas

Logika yra mokslas apie désnius, nuo kuriy priklauso taisyklingas mastymas. Si mokslo $aka
nagrinéja Zmogaus mastymo forma. Logika, kaip savarankiSska mokslo $aka susiformavo 20 a. ket-
virtajame deSimtmetyje. Matematiné logika remiasi matematika ir tyrinéja matematinius sampro-
tavimus. Matematikoje, pagrindinis tyrinéjimo metodas yra laikomas jrodymu, o ne eksperimentu,
todel svarbus uZdavinys yra rasti tam tikras logikos taisykles, kuriomis naudojantis galima bty
jrodyti teoremas.

Teiginiy ir predikaty logikos yra matematinés logikos atSakos, kuriose formaliosios kalbos sim-
boliais bei loginémis operacijomis nusakomi teiginiai ar predikatai. Teiginiu vadiname bet kokj
sakinj, kuris yra teisingas arba klaidingas. Predikatu vadiname teiginj, kuris savyje turi tam tikra
objekta (ar objektus) ir poZymij, kuris nusako ar tam tikru biidu apibiidina §j objekta. Sios logikos
yra labai naudingos, nes jos leidzia formalizuoti kalbg ir apibréZti logikos taisykles, kurios yra labai
svarbios jvairiy matematikos ir informatikos sri¢iy taikymuose.

Modalumo logikos suformuojamos klasikinés logikos kalbg praplétus modalumo operatoriais,
kurie nusako biitinumg ir galimybe. Siy logiky pagalba galime formalizuoti jvairius jsitikinimus ir
abejones, o tai labiau atitinka realy pasaulj.

Tiesiné ir skaidaus laiko logikos yra specifinés modalumo logikos nagrinéjancios objekty ar
reikSmiy busenas kintancias laike. Abi Sios logikos skirtos formalizuoti teiginius apie objektus
laiko eigoje. Tiesingje laiko logikoje nagrinéjama vientisa laiko linija, o skaidaus laiko logikoje
jmanomas laiko iSsiSakojimas.

Tam tikrais atvejais, norint jrodyti iSsprendZiamuma, baigtinuma, ar egzistuojant dideliam su-
détingumui, nagrinéjami logikos fragmentai. Logikos fragmentas yra sintaksiSkai suvarZytas visos
logikos formuliy poaibis. Nagrinéjant tik konkrecius logikos fragmentus lengviau jiems sukonst-
ruoti efektyvesnius skaic¢iavimus, jrodyti fragmenty i§sprendZiamuma ar baigtinuma. Siame darbe
bus nagrinéjama tiesiné laiko logika.

Skaic¢iavimai logikose leidZia nustatyti ar tam tikri teiginiai nagrinéjamoje logikoje yra teisin-
gi. Norint jrodyti teiginio teisingumg pasitelkiamos tam tikros taisyklés, kurias pritaikant gali-
ma i3vesti teiginj nagrinéjamoje logikoje. Sie skai¢iavimai turi pasiZyméti Siomis pagrindinémis
taisyklémis: buti neprieStaringi (negalima iSvesti teiginio ir jam prieSingo teiginio) ir buti pilni
(skai¢iavime galima iSvesti visus tapaciai teisingus teiginius ir tik tokius). DaZnai nagrinéjami ir
skaiciavimai, kurie yra pilni ne tik tapaciai teisingy formuliy atZvilgiu, taciau ir kity formuliy aibiy
atzvilgiu. Tarkime, skaiCiavime, kuris yra pilnas jvykdomy formuliy atZvilgiu, galima jrodyti visas
jvykdomas ir tik jvykdomas formules. Paprastai yra siekiama, kad skai¢iavimai pasiZymeéty pil-
numo ir korektiSkumo savybémis, nes norima sukonstruoti skai¢iavima tinkamg tikrinti ar formulé
yra tapaciai teisinga.

Siame darbe nagrinéjami skai¢iavimai tiesinés laiko logikos fragmentams, norint sukonstruoti
efektyvesnius sekvencinius skaiiavimus. PlaCiausiai Zinomi sekvenciniai skai¢iavimai tiesinéje
laiko logikoje yra invariantinés taisyklés, begalinis ir ciklinio tipo. Sie sekvenciniai skai¢iavimai
skiriasi butinumo desSingje taisykle, kuri kiekvieno skai¢iavimo atveju turi savy pliusy ir minusy.

Invariantinis skai¢iavimas reikalauja naujos formulés jvedimo, o begaliniame skai¢iavime atsiranda
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begalinis kiekis sekvencijy, todél Sie skai¢iavimai yra arba labai sunkiai arba praktiSkai neautoma-
tizuojami.

Sj darbg sudaro 10 skyriy. Pirmajame skyriuje apibréZiamos esminés matematinés logikos s3-
vokos, kurios naudojamos tolimesniuose skyriuose. Antrajame skyriuje apraSoma teiginiy logika
ir skai¢iavimai Siai logikai. TreCiajame skyriuje nagrinéjamos modalumo logikos, jy semantika
ir skaiCiavimai. Ketvirtajame skyriuje apraSomos laiko logikos pritaikymo sferos. Penktajame
skyriuje apibréZiama fragmento savoka ir naujas fragmentas ;. Sestajame skyriuje jrodomos pa-
galbinés lemos skai¢iavimui L7T'L. Septintajame skyriuje pateikiamas naujas skaiciavimas LT L1,
jrodomas naujojo skai¢iavimo ir klasikinio tiesinés laiko logikos sekvencinio skai¢iavimo ekviva-
lentumas fragmente, skaiCiavimai palyginami. AStuntajame skyriuje apibréZiamas skaiiavimas
LTL2, jrodomas ekvivalentumas tarp LT'L ir LT'L2. Taip pat apibréZiamas skai¢iavimas LT'L3,
jrodomos specifinés skaiciavimo savybés, bei ekvivalentumas tarp LT L1 ir L1 L3 fragmente «;.
Devintajame skyriuje pateikiamas skaiciavimas beciklis skai¢iavimas L7'L4, jrodomas ekvivalen-
tumas tarp LT'L ir LT L4 fragmente «;. Galiausiai pateikiami pagrindiniai darbo rezultatai ir is-
vados.

Magistro baigiamojo darbo tikslas — iSskirti tiesinés laiko logikos fragmentus ir jiems sukonst-
ruoti efektyvius sekvencinius skai¢iavimus. Magistro baigiamojo darbo metu apibréZtam tiesinés
laiko logikos fragmentui buvo sukurti sekvenciniai skai¢iavimai LT L1, LT L2, LT L3 ir LT LA4.
Skaic¢iavimuose LT'L1, LT'L3 nebelieka cikliniy aksiomy, o skai¢iavimas L7'L4 yra visai beciklis

skaiciavimas, kuriam cikly aptikimo mechanizmo nebereikia.



1. Esminés matematinés logikos sgvokos

Siame skyriuje apraSomos pagrindinés matematinés logikos savokos ir apibrézimai, kurie vé-

lesniuose skyriuose papildomi arba specifikuojami.
1 Apibrézimas. Loginis kintamasis yra kintamasis galintis jgyti tik dvi reiks§mes tiesa arba netiesa.
2 Apibrézimas. Formulés apibréZimas.

1. Loginis kintamasis yra formulé

2. Jeigu F yra formulé, tai OF taip pat formulé, kur © - kuris nors unarinis operatorius

3. Jei F, G yra formulés, tai F © G, taip pat yra formulé, kur © - kuri nors loginé operacija ar

binarinis operatorius

Matematin€je logikoje formulés yra klasifikuojamos j tris kategorijas. Bet kuri formulé gali
but tapaciai teisinga, tapaciai klaidinga arba jvykdoma. Priklausomai nuo skirtingos logikos (teigi-
niy, predikaty, modalumo) interpretacija yra apibréZiama skirtingai. Toliau pateikiamas formuliy

klasifikavimo apibrézimas.

3 Apibrézimas. Formuliy klasifikavimas.

1. Formulé F' vadinama tapaciai teisinga, jei ji teisinga su bet kuria interpretacija.

2. Formulé F vadinama tapaciai klaidinga, jei ji klaidinga su bet kuria interpretacija.

3. Formulé F' vadinama jvykdoma, jei egzistuoja interpretacija su kuria formulé teisinga.
4 Apibrézimas. Poformulio apibréZimas.

1. Formulé F' yra F' poformulis.

2. Jei F = OG, tai formulé G ir visi G poformuliai yra ir F' poformuliai, kur © kuris nors

unarinis operatorius.

3. Jei F = G O H, tai formulés G, H bei jy poformuliai yra ir F' poformuliai, kur © - kuris

nors binarinis operatorius



2. Teiginiu logika

Teiginiu vadiname sakinj, kurio atzvilgiu prasmingas klausimas teisingas jis ar klaidingas
[Nor04]. Teiginius Zymime mazosiomis lotyniSkomis raidémis pvz. p,q,r,s. Jeigu teiginys yra
teisingas, sakoma, jog jo reikSmeé yra lygi t, jeigu teiginys klaidingas, sakoma, kad jo reikSme lygi
k. Informatikos moksle patogu teiginiy kitimo sritj pakeisti j aibe {0,1}, t.y. k keiCiamas j 0, o
t i 1. Kadangi teiginiai gali jgauti dvi skirtingas reikSmes, juos vadiname loginiais kintamaisiais.
Sudétinj teiginj gauname logines operacijas pritaike teiginiams, o jo reik§meé priklauso nuo jj su-
daranciy paprastesniy teiginiy reikSmiy. Sudétinius teiginius galime iSreiksti formulémis, kurios

Siame darbe bus Zymimos didZiosiomis raidémis F, G, H, . . ., kurios gali buti indeksuojamos.

2.1. Loginés operacijos ir formulés

Loginiy teiginiy manipuliavimui yra apibréZtos tam tikros loginés operacijos, tokios kaip neigi-
mas, disjunkcija, konjunkcija, implikacija ar ekvivalentumas. Kiekvienai teiginiy logikos formulei
galima rasti ekvivalenéia, kurioje yra tik loginés operacijos i$ aibés {—,v, A}. Teiginiy logikoje

naudojamas unarinis operatorius — ir binariniai operatoriai {v, A, —}.

5 Apibrézimas. Loginiy kintamyjy aibés {p1,...,p,} interpretacija teiginiy logikoje vadiname

kurig nors funkcijq v su apibrézZimo sritimi {py, . .., pn} ir reikSmémis {1, 0}.

Formuliy klasifikavimo apibréZimas toks pat kaip (3) apibréZime, kur interpretacija apibréZia-

ma kaip (5) apibréZime.

2.2. Skaiciavimai

Siame skyriuje apraSomi daZniausiai literaturoje naudojami teiginiy logikos skaiciavimai.

Skaic¢iavimu nusakome jrodomy jame formuliy aib¢ [Nor04].

2.2.1. Hilberto tipo teiginiy skai¢iavimas

Siame skyrelyje apraSomas pataisytas ir papildytas konjunkcijos ir disjunkcijos aksiomomis G.
Frege 1879 m. apraSytas skai¢iavimas. Tokio tipo skaiiavimai jprastai vadinami Hilberto tipo
skaiCiavimai, kadangi vokieCiy matematikas D. Hilbertas taip pat nagrinéjo skaiCiavimus ir Sioje
srityje pasieké gery rezultaty [NorO4].

Skaic¢iavimas yra nusakomas aksiomomis, kur A, B ir C bet kokios teiginiy logikos formuleés:

. 1. A—>(B— A)
2. (A->(B—-C))—>((A—B)—~>(A->C0C))

2. 1.(AAB)— A
2. (ArB) > B
3. (A= B) = (A=) = (A= (BAC))



3. 1. A— (AvB)
2. B— (Av B)
3. (A= C) > ((B—C)—((AvB)—0))

4. 1. (A— B) - (=B — —A)
2. A ——A
3. ——A A

ir taisykle Modus Ponens (MP):

A A—> B
(MP) 5
1.1 - 4.3 vadinamos aksiomy schemomis, o pakeitus A, B, C' i konkrecias formules yra gauna-

mos aksiomos.

6 Apibrézimas. [rodymu Hilberto tipo teiginiy skaiciavime vadiname baigtine formuliy sekq, ku-
rioje kiekviena is formuliy yra gauta is pries jq esanciy formuliy pagal modus ponens taisykle arba

yra aksioma.

1 Teiginys. Formulé F' yra jrodoma Hilberto tipo teiginiy skaiciavime tada ir tik tada, kai F' yra

tapaciai teisinga.

2.2.2. Sekvencinis skai¢iavimas

Vokieciy logikas G. Gentzen 1930 m. aprasé sekvencinj skai¢iavima, kuriame iSvedimo paies-
ka gali buti automatizuojama ir daugeliu atveju paprastesné nei Hilberto tipo skai¢iavime. Sekven-

cinis skaiciavimas jgalina formuliy teisingumo jrodyma.

7 Apibrézimas. Sekvencija vadinamas reiskinys pavidalo
Fr,....,F,+Gy,...,Gp, kur F; (i=1,...,n)irG,; (i =1,...,m) yra formulés, o n +m > 0.

Sekvencijoje I' — A seka I' vadinama antecedentu, o A vadinama sukcedentu.
Aksiomos: I', F' — A, F.

Struktiirineés taisykles:

o ' A ' A
(silpninimas) FIEA TEAF
(prastinimas) FETEA TEARF
P FT-A T A F



(perstatymas) LB G A I'EALF G A
p y I',G,FI'hy A I'-A, G F A,
Loginiy operacijy taisyklés:
'-AF ET A
CP —Freac == TEA-F
FGTH+A I'-AF I'-AG
N F GTEA (- A) AT AG
FTHA G,THA I'-AFG
v FvGTEA =V TEA PG
reAF GTEA FT - AG
=) F—>GTIEA ’ (=) I'-AF—-G

8 Apibrézimas. MedZio pavidalo orientuotq grafg, kurio visos virsinés paZymétos sekvencijomis
(Saknis - pradiné sekvencija) ir kiekviena virsiuné (isskyrus lapus) gauta is tiesiogiai virs jos esan-
ciy sekvencijy, pritaikius kurig nors sekvencinio skaiciavimo taisykle, vadiname isvedimo paieskos

medZiu.

9 Apibrézimas. Sakome, kad formulé F yra isvedama sekvenciniame skaiciavime, kai egzistuoja
bent vienas isvedimo paieskos medis, kurio visuose lapuose yra aksiomos, o medZio Saknyje yra

sekvencija - F.

10 Apibrézimas. Sakome, kad taisyklé T’ apverciama, jei jos prielaidos isvedamos sekvenciniame

skaiciavime tada ir tik tada, kai isvedama isvada.

11 Apibrézimas. Taisyklé vadinama pusiau apverciama, jeigu egzistuoja tokia taisyklés prielaida,

kuri yra isvedama, kai isvedama taisyklés isvada.



12 Apibrézimas. OR taisykle vadiname sekvencinio skaiciavimo taisykle pavidalo:

I = A | I = Ay . 1, - A,
(T) =X

Sio pavidalo taisyklé reiskia, jog taisyklés isvada isvedama, jeigu isvedama bent viena i OR tai-

sykles prielaidy.

Kaip ir kitur literaturoje [BirQ7] Siame darbe naudojama OR tipo taisykle. OR tipo taisyklé
yra pusiau apver¢iama. Norint parodyti, kad sekvencija yra iSvedama, reikia sukonstruoti iSvedimo
medj, kuriame kiekviename OR taisyklés taikyme yra palikta bent viena OR taisyklés prielaida
ir visos medzZio Sakos baigiasi aksiomomis. Daznai konstruojant iSvedimo paieSkos medj tenka
patikrinti visas OR taisyklés prielaidas, norint rasti tokia, kuri yra iSvedama, arba norint parodyti,

kad tokios néra.

2 Teiginys. Formulé F' yra tapaciai teisinga tada ir tik tada, kai sekvencija — F' isvedama klasi-

kiniame teiginiy logikos sekvenciniame skaiciavime.

Pavyzdys. Klasikiniu teiginiy logikos sekvenciniu skai¢iavimu iSvesime sekvencija
S:(FAG)—H,FA—-HF—G.

wﬁ)RﬁHGFG
F—Ht -G, F F—Hr -GG (~ 1) HFv -G H
F-HF -G FAG HF—-Hr -G

(=) (FAG) > H F—H- -G

(FAG)—>H,FA—HF -G

(A F)

Sekvenciniu skai¢iavimu sékmingai iSvedéme sekvencijg S (kiekviename iSvedimo paieSkos
medZio lape gavome aksiomas), tai reiskia, jog i§ formuliy esanc¢iy antecedente seka bent viena
i§ formuliy esanciy sukcedente. PaZymint sekvencijos antecedente esancias formules sujungtas
konjunkcija - © ir sukcedente esancias formules sujungtas disjunkcija - T gauname, jog formulé

© — 7T yra tapaciai teisinga.
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3. Modalumo logikos

Klasikinés logikos kalba prapléte modalumo operatoriais, nusakanciais butinuma ir galimybe,
gauname modalumo logikg. Siy operatoriy déka galime formalizuoti tvirtinimus, kurie reiskia tvir-
tg jsitikinima, kurio nors teiginio teisingumu ar klaidingumu arba abejones, Zinojima, tikéjima ar
dar kitokj samprotavimuose naudojama aspekta. Viena i§ pagrindiniy priezasciy, lémusiu moda-
lumo logikos atsiradima, yra noras iSvengti implikacijos paradokso — i$ klaidingo teiginio galimas
bet kokio teiginio i§vedimas [Nor04]. Siuo metu yra sugalvota daug skirtingy modalumo logiky
varianty, Zinomiausios jy: K, T, S4, S5, KT45 ir laiko logikos. Skirtingas modalumo logikas cha-
rakterizuoja tam tikra skirtinga aksiomy aibé. Taip pat, kai konkreciuose aksiomose yra specifiniy
pasauliy sarySio apribojimy, pavyzdZziui, logikoje S4, formulé yra tapaciai teisinga tada ir tiktai
tada, kai ji teisinga kiekvienos strukturos, kurios sarySis refleksyvus ir tranzityvus, bet kuriame
pasaulyje. Kokias tiksliai aksiomas reikia pridéti prie teiginiy skai¢iavimo, kad buty sukurta tinka-
ma modalinés logikos sistema, yra filosofinés nuomonés klausimas, daZniausiai nulemtas teoremy,

kurias norima jrodyti [Nor0O4].

3.1. Semantika

Modalumo logikoje butinumo operatorius Zymimas [], o galimumo <). Formulés apibréZimas
toks pats kaip 2 apibréZime, tik 2-ame punkte ® € {—,[], {} ir 3-ame punkte ©® € {v, A}.
Paprastumo délei, daznai nagrinéjamos formulés, kuriose yra tik vienas modalumo operatorius

[J. Tokiu atveju formulé {F' yra Zzymima —[]—F.

13 Apibrézimas. F' yra be-moduliné formulé, jeigu Sioje formuléje néra nei vieno [] modalumo

operatoriaus.

14 Apibrézimas. Teiginiy modalumo logiky formulés F' Kripke struktira vadiname trejetq ® =
(S, R,V), kur S — kuri nors netuscia aibé, vadinama galimy pasauliy aib¢, R — apibréZtas aibéje

S binarusis predikatas, vadinamas pasauliy sqrysiu, V — aibé interpretacijy pasauliuose.

Tegul ® yra tam tikros formulés £, kuri nors struktura. Tvirtinima, jog formulé teisinga struk-
turos ¢ pasaulyje 3, suvokiame, kad formulé teisinga su pasaulj 3 atitinkancia interpretacija i$
V' [Nor04]. Formulés F' teisingumas struktiiros ¢ pasaulyje 5 nusakomas taikant indukcijg pagal

formulés pavidalg. Kripke struktiirg taip pat galime atvaizduoti grafu.
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15 Apibrézimas. Formulés teisingumo apibréZimas.
* jei F' yra loginis kintamasis, tai F yra teisinga tada ir tiktai tada, kai Sis loginis kintamasis
yra teisingas pasaulyje 3
e jei F' = —G@, tai F teisinga tada ir tiktai tada, kai G yra klaidinga pasaulyje [3
e jei = G A H, tai F teisinga tada ir tiktai tada, kai abi G, H teisingos pasaulyje [
e jei ' = G v H, tai F teisinga tada ir tiktai tada, kai bent viena is G,H teisingos pasaulyje 3

» jei F =[G, tai F teisinga tada ir tikrai tada, kai G teisinga visuose tokiuose pasauliuose

B, kuriems R(S,3') = t.
o jei F = G, tai F teisinga tada ir tiktai tada, kai yra bent vienas toks pasaulis 3, kuriam
R(B, ') = tir G teisinga pasaulyje 3.

Pavyzdys. Imkime Kripke struktirg ¢, = (M, R,V), kurioje nagrinéjami du loginiai
kintamieji p ir ¢, kar M = {1,2,3,4,5}, R = {(1,2),(1,3),(3,3),(4,3),(4,5)} ir V =
{(1,0,0),(2,1,0),(3,1,1),(4,1,0),(5,1,0)}. Aibés V elementai yra sudaryti i§ trejeto, kur pir-
mas elementas nusako pasaulj, antrasis ir treciasis atitinkamai p ir ¢ loginiy kintamyjy interpreta-
cija. Grafe prie atitinkamy pasauliy paZymimi loginiai kintamieji jgyjantys reikSme 1. Orientuotas

grafas apibudinantis Sig struktirg 1.

p
Ok
P p_ql

1 pav. Kripke struktura ®, apibudinantis grafas.

Toliau galime svarstyti apie tam tikry formuliy teisinguma specifiniuose pasauliuose. Pastebé-
kime, jog formulé <{>q yra neteisinga pasaulyje 5 (Zymime &, 5 H <{q), taciau teisinga pasaulyje 1
(zymime ®,,1 = {$q).

16 Apibrézimas. Formalus modalumo logikos formuliy klasifikavimas.
* Sakoma, kad formulé F jvykdoma, jei egzistuoja tokia struktira ® = (M, R, V') ir pasaulis

B € M, kad F teisinga pasaulyje [

o Sakoma, kad formulé F' tapaciai teisinga, jei ji teisinga bet kurios struktiros kiekviename

pasaulyje

» Sakoma, kad formulé F' tapaciai klaidinga, jei ji klaidinga bet kurios struktiiros kiekviename

pasaulyje
12



3.2. Modalumo logiky skaiciavimai

Siame skyriuje apraSomi dazniausiai naudojami skai¢iavimai modalumo logikoms. Dazniau-

siai Siy skai¢iavimy pagrindg sudaro klasikinés teiginiy logikos taisyklés ir papildomai apibréZia-

mos taisyklés modalumo operatoriams.

3.2.1.

Hilberto tipo skai¢iavimai modalumo logikoms

Hilberto tipo skai¢iavimas modalumo logikai gaunamas klasikinj skai¢iavimg su aksiomomis

1.1 - 4.3 papildZius aksiomomis:

k.

skai¢iavimas, kuriame yra 1.1 - 4.3 aksiomos ir

O(A —~ B) - (0A - OB)
O0A— A

OA—-[1TJA

CA - [0A

OA —- QA

bei taisykle:

Skirtingos modalumo logikos yra nusakomos skirtingais skai¢iavimais.

k aksioma, vadinamas K logika

k, t aksiomos, vadinamas T logika

k, t, 4 aksiomos, vadinamas S4 logika
k, t, 5 aksiomos, vadinamas S5 logika
k, d aksiomos, vadinamas D logika

k, t, 4, 5, vadinamas KT45 logika

A

A

Modalumo logikos
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3.2.2. Sekvenciai skaiciavimai modalumo logikoms

Siame skyrelyje apraSomi sekvenciniai skaic¢iavimai gerai Zinomoms modalumo logikoms K, T,
S4. Siuose sekvenciniuose skai¢iavimuose yra visos loginés taisyklés nurodytos 2.2.2 ir papildytos

atitinkamomis taisyklémis modalumo operatoriui [].

Modalumo logika K:
I'=F
0 SO EAOF
Modalumo logika T:
FOF I EA I*-F
G5 “grur-a 0 SEreaor
Modalumo logika S4:
F.OFITE A Or - F
OF —grmca 0D SEr-AOF
Modalumo logika SS:
FII- A Or - F,OA
G5 mrnea D S Erroaor
Modalumo logika KD45:

‘:‘PI;FQ = DA, F, DF

(D) HlaDFhDFQ l_ ‘:‘A7DF7 H2

Cia IT, A yra baigtinés formuliy sekos; ¥ - baigtiné seka formuliy, neprasidedanciy operato-
riumi [J; (I - baigtiné seka formuliy, prasidedanc¢iy operatoriumi [J; I' - gauta i§ [(JI", iSbraukus i

visy [JI' formuliy pirmasias [] jeitis; ' - formulé [Nor04].
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Pavyzdys. [Nor04]. I§vesime sekvencijg — —[]—(F v [J—F) logikos S4 sekvenciniame skai-

¢iavime.

F.O—~(F v[O—F) + F,[O—F
F.O—-(FvO—F)~ Fv[-F
E t; F,—(F v[O-F),0~(F v[O—F)
F.O0—-(FvO—-F) +
O—(F vO—-F) + —F
O—-(F vO-F)+ F,00-F
O—~(FvO—-F)+ Fv[O-F
—(FvO—~F),0~(F vO—F)
(- ) O-(F vO-F) -
- —O—(F v[O-F)

(= v)

(F-)
(—0)
(Fv)
(=F)
OF)

Pastebékime, jog taisyklé (] ) pakartoja formule su [] operatoriumi. Jeigu Sioje taisykléje

to nebuty, minétoji sekvencija buty neiSvedama:
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3.3. Laiko logikos

Formalizuodami uZdavinius klasikinémis logikos formulémis, atskleidZiame nagrinéjamy ob-
jekty ar reikSmiy busenas. Keiciantis laikui, kinta objekty vertés, todél formalizavimui reikia ki-
tokios logikos, kuri atsiZvelgty j laiko faktoriy [Nor0O4]. Toliau Siame skyrelyje nagrinésime laiko
logika, kurios modelis yra baigtiniai orientuoti grafai.

Formulés apibréZimas toks pats kaip klasikinés teiginiy logikos formulés apibréZimas, tik pa-

pildomas
o Jei F formulé, tai OF taip pat formulé, kur ® € {o, {, [}

o Jei F, G formulés, tai O(FUQG) taip pat formulé, kur © € {A, E, &}

17 Apibrézimas. Laiko logikos Kripke struktiira vadiname ketvertq ® = (S, I, R, L) kur S — kuri
nors baigtiné aibé, vadinama buseny aibe, I = S — netuscia aibé, vadinama pradiniy biiseny aibe,
R < S x S — peréjimy sqrysio aibé, L : S x 2V — loginiy kintamyjy interpretacijy aibé. Cia V
Zymi baigtine loginiy kintamyjy aibe.

Kripke struktura yra atvaizduojama baigtiniu orientuotu grafu, kurio virStunés atitinka busenas,
kurios reiSkia skirtingus laiko momentus, o lankai peréjimy sarysj. Laiko logikose yra naudojami
Sie logikos operatoriai: o, {,[], U, A, E. Jy apibréZimai nurodomi tolimesniuose skyriuose.

Verta paminéti, jog skirtingos laiko logikos naudoja skirtingus laiko operatorius. Tiesinéje
laiko logikoje paprastai naudojami [JF' ir o arba kaip alternatyva Siems dviems operatoriams
vienas operatorius F'UG (atsisakoma A ir £/ Zyméjimy, kadangi yra tik vienas galimas kelias), o

skaidaus laiko logikoje naudojami sudétingesni A(FUG) ir E(FUG) operatoriai.

3.3.1. Tiesiné laiko logika

Tiesiné laiko logika apraSo jvykius, kurie vyksta vientisame laike, t.y. néra jokiy laiko iSsi-
Sakojimy ir jmanoma tik viena laiko linija. Tiesiné laiko logika yra atskiras atvejis sudétingesnés,
skaidaus laiko logikos, kurioje jmanomas laiko iSsiSakojimas [Arz21].

Formulés teisingumo apibréZimas toks pats kaip klasikinés modalumo logikos formulés teisin-
gumo apibréZimas, tik papildomas modalumais.

Toliau apibréziama tiesinés laiko logikos operatoriy semantika [Bir10]:
1. oF' - F'teisinga kitoje (angl. next) kelio virSunéje

2. OF - F teisinga kurioje nors kelio vir§iinéje (egzistuoja ateities laiko momentas ¢, kuriame

F teisinga)
3. [JF - F teisinga visose kelio virStunése

4. FUG - F yra teisinga iki tol kol G tampa teisinga
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Tiesinés laiko logikos operatoriy semantikg aiSkinancios schemos - Kripke pasauliai (Pav. 2)
[Nor0O4]. F raide paZymétuose grafinés interpretacijos pasauliuose, formulé F' yra teisinga, tus-

Ciuose pasauliuose formulés F' teisingumas, operatoriaus iSaiSkinimo prasme, neturi reikSmes.

2 pav. Tiesinés laiko logikos operatoriy semantikos grafiné interpretacija

3.3.2. Skaidaus laiko logika

Skaidaus laiko logikoje galimi du ar daugiau iSsiSakojimy laike. Kitaip tariant, tam tikrame
laiko momente, laiko linijg galime i$skaidyti j kelias.

Skaidaus laiko logikos operatoriy semantikg aiSkinancios schemos - Kripke pasauliai (Pav. 3).
F ir G raidémis paZymétuose grafinés interpretacijos pasauliuose, formulés F, G yra teisingos, tus-
¢iuose pasauliuose formuliy £, G teisingumas, operatoriaus iSaiSkinimo prasme, neturi reik§mes.

Toliau apibréziama skaidaus laiko logikos operatoriy semantika [Bir10]:

1. A(FUQG) - kiekvienam laiko keliui ¢1, to, . . . egzistuoja laiko momentas ¢, kad F' yra teisingas

kiekvienam laiko momente ¢, t; < ¢ < t ir G yra teisingas laiko momentu ¢.

2. E(FUG) - egzistuoja laiko kelias ¢1, to, . . . ir laiko momentas ¢, kad F' yra teisingas kiekvie-

nam laiko momente ¢, t; <t < tir G yra teisingas laiko momentu .

O—-0O-
O—-0O-
O—C-0O-

OO
NGEG OO0
e OO0

3 pav. Skaidaus laiko logikos operatoriy semantikos grafiné interpretacija

AlFLUG) o
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3.3.3. Zinomi sekvenciniai skai¢iavimai tiesinei laiko logikai

Tiesinei laiko logikai yra sugalvotas ne vienas sekvencinio skai¢iavimo variantas. Siame sky-

relyje aptarsime tris pagrindinius [AP13].

18 Apibrézimas. Begalinis tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas yra skaiciavimas su
aksioma I', F — A, F, loginémis taisyklemis (v +),(F v),(A F),(F A),(— F),(F —)ir

modalinémis taisyklémis:

'~ A A oJA T A
(O) H,OF}—@,OA (\:H_) ‘:IA,Fl—A
(- Ou) A A ' A, 0A '-AG...0A
v I'-AOA

Cia A ir B yra formulés, ', A, 11, © Zymi baigtines, galimai tus¢ias formuliy aibes. oI, o/

Zymi aibes formuliy, suvarZyty iSoriniu o operatoriumi.

Sio skai¢iavimo pagrindiné problema yra begalinis sekvencijy kiekis, atsirades pritaikant
(- [Jy) taisykle. Informatikos moksle sunku (arba nejmanoma) automatizuoti proceso, kuriame
vyrauja begalinés sekos. Taikant §j sekvencinj skai¢iavima nesinaudojant automatizavimo priemo-
némis, nesudétinga pritaikius (- [J,,) taisykle, neraSyti begalinio kiekio sekvencijy, papras¢iausiai
pasizymeéti abstrakty skaiCiy n ir iSvedimo eigoje jj inicializuoti j tinkama, kad iSvedimas buty
sékmingas. IS gerosios puseés, Sis skaiCiavimas nereikalauja naujos formulés konstravimo, kuris

apsunkina ir automatizuota ir neautomatizuotg iSvedima.

19 Apibrézimas. Invariantinés taisyklés tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas yra skai-
ciavimas gaunamas is begalinio tiesinés laiko logikos sekvencinio skaiciavimo taisykliy, tik pakei-
tus (= ) taisykle j:

AT I'=A,of I-A

Cia I (vadinama invariantine formule) yra nauja formulé, daznai konstruojama i§ sekvencijos
I' = A, A formuliy.

Invariantinés taisyklés skaiCiavimas taip pat sukelia bédy, norint automatizuoti sekvencijos
iSvedima, kadangi taisykléje (- [J;) atsiranda nauja formulé, kurig reikia sugalvoti tinkamai, kad
tolimesnis iSvedimas buty sékmingas. Tinkamos invariantinés formulés sukonstravimas gali buti
ne toks sudétingas uzdavinys kai numatoma tolimesné iSvedimo eiga ir neperrenkami visi jmanomi
formulés variantai. Automatizuoti §j procesg buty labai sunku, nes neaiSku kaip sugalvoti tinkama
formule pritaikius (- ;) taisykle. Literaturoje taip pat nagrinéjami Sio skai¢iavimo variantai su

apribota invariantine formule ar konstruktyvus metodai invariantinei formulei rasti [Val80].
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20 Apibrézimas. Primariné sekvencija yra sekvencija pavidalo ¥, 0" oA 1l, kur 3,11 - tik

atominiy formuliy aibés.

21 Apibrézimas. Taisyklés (o,) apibréZimas.

I A
(r) S o oA

Sios taisyklés isvada yra primariné sekvencija.
22 Apibrézimas. Neigiamas ciklas S ~ S’ yra isvedimo paieskos medZio fragmentas, kur S’ yra

virs SirS < S. Cia S antecedentas yra S antecedento poaibisir S’ sukcedentas yra S sekvencijos

sukcedento poaibis.

Pavyzdys. Toliau pateikiamas neigiamo ciklo atsiradimo pavyzdys, bandant iSvesti sekvencija

F.oF F v G+ H,oG, G begaliniu tiesinés laiko logikos sekvenciniu skai¢iavimu.

(o) S :FrG (o) S" FrG
(v i) F F oF - H,oG,G G, F oF - H,oG,G
v S:FoF,FvGr HoG,G

Pastebékime, jog gavome sekvencijas S ir S, kurios yra auki¢iau paieikos isvedimo medyje
nei pradiné sekvencija S ir tenkinamos salygos S’ < S, S" < S. Taigi gavome du neigiamus ciklus
S ~» S"ir S ~ S". Si sekvencija yra nei$vedama. Konstruojant i§vedimo paieskos medj ir gavus
neigiama cikla dazniausiai skai¢iavimuose tolimesnis Sios Sakos konstravimas yra beprasmis. Jeigu
i§vedama S, tai galima rasti ir analogiska sekvencijos S i§vedimo medj. Taigi bet kokiai i§veda-
mai sekvencijai galima rasti iSvedimo medj be neigiamy cikly, o tai reiSkia, kad paieSkoje galima
apsiriboti tik iSvedimo paieSkos medziais be neigiamy cikly. Tokiy cikly aptikimas automatinémis

priemonémis yra brangi operacija.

23 Apibrézimas. Teigiamas ciklas S ~ S’ yra isvedimo paieskos medZio fragmentas, kur S yra

virs S ir 8" > S. Cia yra S’ sudaryta is ty paciy ir galimai papildomy formuliy.
24 Apibrézimas. Ciklu S ~ S’ vadinsime teigiamq arba neigiamq ciklg.

25 Apibrézimas. Indukciné laiko operatoriaus taisyklé (& (1) yra:

TEAA THA DA

26 Apibrézimas. Sekvencija S yra ciklinio tipo aksioma, tada ir tiktai tada, kai:

1. S ~ S yra teigiamas ciklas

2. S pasirodo desinéje isvedimo Sakoje S atZvilgiu pritaikius (- (1) taisykle ir S ~ S’ néra

nei vieno taisyklés (- [11) taikymo su kairigja Saka.
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27 Apibrézimas. Ciklinio tipo laiko logikos sekvencinis skaiciavimas LT L yra skaiciavimas su
taisykléemis (v ), (F V), (A F),(F A), (= F),(F =), O ), (~ O), (o) ir ciklinio tipo
aksioma, bei aksioma I', F — A, F.

Pastaba. Toliau Siame darbe ciklinio tipo laiko logikos sekvencinj skai¢iavimg vadinsime kla-
sikiniu sekvenciniu skai¢iavimu tiesin¢je laiko logikoje arba LT'L.

ISvedimo eigoje atsirades neigiamas ciklas, dazniausiai lemia, jog sekvencija S’ bus neigve-
dama. Literaturoje toks ciklas vadinamas “bloguoju” ciklu. Jeigu iSvedime gauname tiksly ciklg
S = S ir tai néra cikliné aksioma, tai reiSkia, jog §i Saka nei$vedama, nes jos i§vedimas bus be-
galinis. Taciau tai nereiskia, jog neiSvedama sekvencija S. Sekvencijai S galima sukonstruoti k
skirtingy iSvedimo paieSkos medZiy, iS kuriy keli turés neigiamus arba tikslius ciklus ir dél to jie
nebus iSvedimo medZiais (visi medZio lapai nesibaigs aksiomomis). Tuo paciu galbut kaZkuris i$
kity .S iSvedimo paieSkos medZiy neturi cikly ir baigiasi aksiomomis, o tai reikSty, kad sekvencija
S visgi iSvedama. DazZnai keliamas tikslas yra aptikti tokius ciklus, norint gauti baigtinj skai¢iavi-
mga. Kai kuriuose skai¢iavimuose tokie ciklai negalimi, o kai kuriuose jie gali atsirasti. Ciklinés
aksiomos literaturoje dar vadinamos ”geraisiais” ciklais.

Pirmasis ciklinio tipo sekvencinj skai¢iavima aprase P. Wolper 1985 metais [Wol85]. Autorius
pastebéjo, jog ne klasikinei logikai nepakanka paprastosios F' - F' aksiomos ir norint iSvedimo
medj laikyti jrodymu reikia papildomy suvarZymy (Siuo atveju cikly), kuriuos reikia aptikti. Laikui
bégant efektyvus cikly aptikimas ar fragmenty konstravimas norint iSvengti neefektyvaus cikly tik-
rinimo pritaikytas BDI logikai [Bir10], DPDL logikai [Pli08] ir daugeliui kity ne klasikiniy logiky.

Ciklinio tipo sekvencinio skai¢iavimo pilnumas ir iSsprendZiamumas jrodytas [APP*20] 2020
metais. Sj sekvencinj skai¢iavima galima nesudétingai automatizuoti, taiau cikliniy aksiomy tik-
rinimas naudoja daug resursy ir yra labai brangi operacija. Naturaliai kyla poreikis mokeéti nustatyti
galimg ciklg i§ anksto netikrinant ank$¢iau iSvedimo medyje esanciy sekvencijy. Cikly egzistavimo
galimybe priklauso nuo sekvencijoje naudojamy formuliy struktiros, ypac¢ nuo [] ir o operatoriy
kiekio ir pozicijos formulése.

Pavyzdys. Toliau pateikiamas ciklinés aksiomos atsiradimo pavyzdys skai¢iavime L7T'L, iSve-
dinéjant sekvencija S : [JP + [J(P v Q). Pastebime, jog, desinéje medzio iSvedimo $akoje S
atzvilgiu, pritaike taisykle (- [J) gauname tokig pacig sekvencijg S ". Tai ir yra vadinama ciklu,
kadangi i¥vedinéjant sekvencija S* vél gausime tokig pacia sekvencija deSinéje medzio i¥vedimo
Sakoje S” atzvilgiu. Siuo atveju gavome cikline aksioma, kadangi jgyvendintos abi ciklinés ak-
siomos salygos: S ~» S yra teigiamas ciklas ir S* pasirodo deinéje i¥vedimo $akoje S atzvilgiu

pritaikius (- [Jr) taisykle.

() PeOPEPQ ) S :OP-OPvQ)

oy LOPrPve P,o00P - o[J(P v Q)
PoOP +—O(P v Q)

S:OP (P v Q)

3 Teiginys. [rodyta, jog aprasyti sekvenciniai skaiciavimai (begalinis, invariantinés taisyklés ir

)

ciklinio tipo) tiesinei laiko logikai yra ekvivalentiis ir pilni. [AP13].
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4. Laiko logikos pritaikymo sferos

Laiko logika turi daugybe pritaikymo sfery informatikos srityje. Tarp jy yra ir tradiciniy, gerai
iSvystyty sriciy, tokiy kaip programy specifikavimas ir verifikavimas [MP91; Pnu06], laikinosios
duomeny bazés [Cho94], paskirstytos ir multi-agenty sistemos [FHM*95; TD16] ir naujesniy -

Ziniy reprezentacija ir samprotavimas [AF94; Sch93].

4.1. Laikinosios duomeny bazeés

Laiko logika gali buti pritaikyta duomeny bazéms ir uzklausoms, kuriomis galime i§ duomeny
bazés iSgauti informacija. Laiko duomeny bazé yra saugykla, kurioje saugoma informacija turin-
ti prasme laiko atzvilgiu. Laiko uzklausy kalba yra uzklausy kalba skirta laiko duomeny bazéms.
Pasitelkdami laiko logika, galime specifikuoti uzklausas, kuriose nurodomi su laiku susij¢ paramet-
rai. PavyzdZziui, uzklausa “pateikite sarasa Saliy, kurios prarado ir atgavo nepriklausomybe”, galéty
biti formuojama su operatoriy until ir since pagalba. J. Chomski pateiktoje apZvalgoje apie laiko
uzklausos kalbas [Cho94] formaliai apibréziamas laiko domenas ir laiko duomeny bazé ir naudo-
jantis $iais apibréZimais apZvelgiamos laiko uzklausos kalbos. Sioje apZvalgoje pasiilyta formali

sistema, skirta laiko duomeny bazéms ir laiko uzklausy kalboms tirti.

4.2. Ziniy reprezentacija ir samprotavimas

Tam tikriems samprotavimams ir Ziniy reprezentacijai taip pat gali buti pasitelkta laiko logi-
ka. A. Artale ir E. Franconi savo darbe [AF94] tyré formalig sistema, leidZiancCia nagrinéti laika,
veiksmus ir planus tuo paciu vienu budu. Autoriai pristaté¢ formalig kalba, skirtg laikui ir veiks-
mams iSreiksti ir apie juos samprotauti. Jy darbe veiksmas iSreiSkiamas apibréZiant jvykiy eigg
laike veiksmo vykymo metu. Veiksmas apibréZiamas per laiko apribojimus pasaulio busenoms

(kurios priklauso pa¢iam veiksmui) ir paprastesniems veiksmams vykstantiems per tam tikra laika.

4.3. Multi-agenty sistemos

Pastaraisiais metais daug démesio buvo skiriama multi-agenty sistemoms. Sios sistemos gali
buti sudarytos i tam tikry regiony (A, B, C, .. .) ir roboty, kurie yra atsakingi uz juos. Tam tikrais
atvejais gali susidaryti tokios salygos, kurioms galiojant vienas agentas gali buti nepajégus jgyven-
dinti jam priskirty tiksly, todél turi bendradarbiauti su kitais agentais. J. Tumova ir D. Dimarogonas
savo darbe tyré multi-agenty sistemas, kur kiekvienas agentas yra modeliuojamas kaip diskreti bu-
seny peréjimy sistema apraSyta tiesine laiko logikos formule. Tradiciniai baigtiniais automatais
grindZiami metodai, skirti multi-agentams valdyti remiasi pilna agenty komandos sinchronizaci-
ja po kiekvieno agenty diskretaus Zingsnio, todé¢l reikalauja dideliy skai¢iavimo sanaudy [TD16].
Vietoje agenty specifikacijos vertinimo kaip tiesinés laiko logikos formuliy konjunkcijos per visg
agenty komanda, autoriai pasiulé buda nagrinéti tiesinés laiko logikos formulés jgyvendinamuma

iS lokalios perspektyvos.
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4.4. Veiksmuy laiko logika

Veiksmy laiko logika (angl. Temporal Logic of Actions - TLA) yra logika, leidZianti nagrinéti
ir specifikuoti lygiagreciai vykdomas sistemas [Lam93] apraSyta L.Lamport.

Lygiagretus algoritmai daZniausiai yra specifikuojami kokia nors programa. Algoritmo korek-
tiSkumas nusakomas tuo, jog programa patenkina tam tikrg savybe. Veiksmy laiko logikos pagrin-
diné idéja yra algoritmo ir norimos patenkinti savybés nusakymas vienos (TLA) logikos formulé-
mis. Motyvacija tokiam sprendimui kyla ne i§ noro nusakyti tam tikras sistemas elegantiskiau, o
i§ praktinés problemos, kuri yra samprotavimas apie realius algoritmus. Vienintelis budas iSvengti
subtiliy problemy, kylan¢iy programuojant lygiagrecius algoritmus, yra grieztas ir konkretus argu-
mentavimas. IS ¢ia kyla motyvacija padaryti §j argumentavima kuo paprastesniu, kad programos

formalizavimas irgi buty paprastas ir intuityvus [Lam93].
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5. Fragmentai

Egzistuojant tam tikroms problemoms logikoje, pavyzdZiui, kai neZinomas iSsprendZiamumas,
baigtinumas ar egzistuoja didelis sudétingumas, nagrinéjami logikos fragmentai ir bandoma jrodyti,
jog apsibréZtuose fragmentuose minéty problemy néra. Kitaip tariant specifiniams fragmentams

jrodomas iSsprendZiamumas, baigtinumas ar pateikiamas efektyvesnis skaiiavimas.

28 Apibrézimas. Tam tikros logikos fragmentas yra sintaksiskai suvarZytas visos logikos formuliy
poaibis [AZO7]. Isskirto fragmento ir visos logikos semantika sutampa, taigi bet kokia fragmente

apibrézta formulé, gali biiti isreiksta originalioje logikoje.

29 Apibrézimas. Unarinis fragmentas yra fragmentas, kuriame formulé gali buti suvarZyta ne

daugiau nei vienu biitinumo operatoriumi.

5.1. Naujo fragmento apibrézimas

Siame skyriuje apraSomas fragmentas, kuriam bus formuojamas naujas, efektyvesnis tiesinés

laiko logikos sekvencinis skai¢iavimas.
30 Apibrézimas. Apibrésime modalumo logikos fragmentq o, kuriame:
1. Loginis kintamasis yra formulé.
2. Jei F' yra be-modaliné formulé, tai [ F irgi formulé
3. Jei F formulé, tai —F irgi formulé
4. Jei F, G formulés, tai F' v G ir F' A G taip pat formulés.
31 Apibrézimas. Apibrésime ispléstinj oq modalumo logikos fragmentq o, kuriame:
1. Loginis kintamasis yra formulé.
2. Jei F' yra be-modaliné formulé, tai [ F irgi formulé
3. Jei F formulé, tai —F irgi formulé
4. Jei [1F formulé, tai o[ F irgi formulé
5. Jei F, G formuleés, tai F' v G ir F' A G taip pat formulés.

Pastaba. Sekvencijos iSvedime L7'L1 fragmentui «; gausime formules ir i§ iSpléstinio a,
fragmento. DaZniausiai sekvenciniuose skai¢iavimuose turint sekvencija sudarytg i§ fragmento
formuliy visose sekvencijose, esanciose iSvedimo medyje, visos formulés bus pradinés sekvencijos
formuliy poformuliai, todél irgi priklausys tam pa¢iam fragmentui. Laiko logikai skirtuose sekven-
ciniuose skai¢iavimuose paieSkos iSvedimo medyje galima gauti ir formules, kurios néra pradinés
sekvencijos formuliy poformulis, todél apibréziame iSpléstinj fragmenta. Tai reiskia, kad tikrinama
sekvencija privalo priklausyti a; fragmentui, o iSvedimo medyje sutinkamos sekvencijos formulés
gali priklausyti ir iSpléstiniam fragmentui o
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Fragmentas «; yra unarinis tiesinés laiko logikos fragmentas. Sio fragmento formuliy pavyz-

dziai galéty buti:
- OG
s F'v[OG
* [I(G A —F)
Formulés nepatenkancios j fragmenta:
 [IP v [(Q A[IP)
s [OPvQ
s o[ (P AQ) v IQ

Siose pavyzdinése formulése, nepatenkanciose j iSskirta fragmenta, iSorinis butinumo opera-

torius jtakoja vidiniy formuliy veikimo sritj taip paZeisdamos fragmento apibréZimo 2. punkta.
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6. LT'L skaiCiavimo savybeés

Siame skyriuje apibrésime ir jrodysime pagalbines lemas. Sios lemos ir jy jrodymai galio-
ja sekvencijoms i§ fragmento ;. Vélesniuose skyriuose pasinaudosime Siomis lemomis siekiant
jrodyti naujai apibréZty skaic¢iavimy ir L7'L skai¢iavimo ekvivalentuma.

Pasizymékime [][' = [JG1,[1Gos, . . . ,[JGy, kur Vi, G; - be-moduliné formulé. II, ¥ - tik ato-

miniy formuliy aibés.
1 Lema. Visos skaic¢iavimo LT L taisyklés yra apverciamos, isskyrus (Weak) ir (o) [Nor0O4].

ISvedinéjant skirtingos strukturos sekvencijas galima pastebéti tam tikry pasikartojimy ar ten-
dencijy, kurios leidZia daryti prielaidas apie galimg iSvedimy optimizavimg. Nagrinékime sekven-
cijos S = [(p A ¢q) — [p, g, kurios sukcedente yra dvi formulés suvarZytos iSoriniu batinumo

operatoriumi, iSvedimo medZio pavyzdj.

&)
o A q),p,q + °p,q
AH)
pA g, o0p A q) - op,q Or)
Sy O(p A q) = op, q Sa (-0)
O A q) - Og,p O A q) = Og, oOp (- 0)
S=0(p A q) +0Op,0Oq
@ @
o(p Aq),p,qF p.q o(p A q),p,q = p,olq
) (A F)
pPAgoPAq)Dg p A g, o0 A q) = p,olg
) OrF)
O Aq) =p,q O(p A q) = p,olq (- 0)
O A q) =0Og,p
Sh
loop®

C(p A q) + Olp,Clg
o(p A q),p,q = op, ol g
p A q,o0(p A q) = olp,olg
C(p A q) = oClp, g
So

(©)

(A F
(mly)

Paprastai iSvedinéjant tokio tipo sekvencijas skaiCiavime L7T'L, deSiniausioje Sakoje atsiranda
cikliné aksioma, o kity Saky iSvedimai gaunasi gana panaSus tarpusavyje (tarp jy taip pat gali buti
cikliniy aksiomy). Tai ir buvo pagrindinis motyvas tikétis, jog galima rasti optimalesnj iSvedima,
kuris iSnaudoja Siuos pastebéjimus. Atlikus gilesnius nagrinéjimus, pavyko suformuluoti ir jrodyti

toliau pateiktas lemas.
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2 Lema. Jeigu L'TL skaiciavime isvedama sekvencija S = II,[ ' + X, [JF},...,JF, i frag-

mento «y, kur Vi, F; - be-moduliné formulé, tada isvedama
1. II,OI' = %, arba

2. (T +—0OR,...,0F,

[rodymas. Sekvencijai S taikome visas galimas (- [];,) taisykles ir gauname 2" sekvencijy,

kurios visos yra iSvedamos, kadangi buvo taikytos tik apver¢iamos taiskylés:

I, + %, F,..., F,

IL,0T - %, F, ..., o0F,

II,O = X, o[F, ..., o]F,

Viena i§ $iy sekvencijy yra ir S; = II,([" = X, o[ JF}, ..., o[ JF, (gauta visada imant tik de-
Sine taisyklés (- [Jr) taikymo Sakg). Sekvencijai S; taikome visas galimas ((J ) taisykles ir
gauname sekvencijg Sy = II,I', o[ " = X, o[F},...,o[]F,. II,T", ¥ yra be-modulinés formuliy
aibés, nes sekvencija S yra i§ fragmento o, taip pat Siose aibése nebus formuliy suvarZyty o opera-
toriumi. Taikytos taisyklés ([] ) yra apver¢iamos ir S; iSvedama, tai S, irgi iSvedama. Kadangi

Sy iSvedama, tai:

a) iSvedama II, I' - X, arba
b) iSvedama o[ I' - o[ JF}, ..., o 1F,

Atveju (a), bus iSvedama ir II, ] - 3, nes jai pritaikius visas ([] ) gausime sekvencijg
II, T, o' + 2, kuri iSvedama, nes iSvedama II,I" — .

Atveju (b), bus i8vedama ir [(JI' + [JF}, ...,[1F,, nes i§vedama o[ ' + o[JF},...,o[]F, ir
jai galima pritaikyti tik taisykle (o).

Pastaba. Kadangi sekvencija .S yra i§ fragmento «; visos formulés F; yra be-modulinés for-

mulés.
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3 Lema. Jeigu L'TL skaiciavime isvedama sekvencija S = [ + [JF1, ..., [1F, is fragmento o

ir (JF; yra bet kuri modaliné formulé is S sukcedento, tai galimi 2 atvejai:
1. Isvedama sekvencija [ ' - (1FY, ... ,[1F;_1,[Fi+q, . .. ,[1F,, arba
2. I$vedama sekvencija 1" + F;

Cia Vi, F; - be-moduliné formulé.

[rodymas. Pradinei sekvencijai S taikome visas jmanomas ([] ) taisykles ir taip gauname
sekvencijg So = I', o' - [, . .., [JF},. S, iSvedama, kadangi iSvedama S ir taikytos tik apver-
¢iamos taisykleés.

Sekvencijai Sy taikome visas jmanomas (- []) taisykles ir gauname 2" sekvencijy, kurios

visos yra iSvedamos, kadangi taikytos tik apver¢iamos taisyklés:

el Fy,...,F,

I' o' - F4,...,o0F,

F,ODF = ODFI?"WODE—l?FinDE—‘rI "‘7O|:|FTL

I', o' - o[ JF,...,o]F,

Viena iS $iy sekvenciju yra ir S3 = ', o[J[" - o[ JF}, ..., o[ 1F;_1, F;, o[ 1F;11 . .., o[1F,, ku-
rios sukcedente visos formulés ' yra su o[ ] operatoriais, iSskyrus F;.

Dabar sekvencijai S5 pritaikome visas logines taisykles (v, A, —) formuléms i$ I ir gauname
m naujy sekvencijy, kuriy antecedente ir sukcedente galimai atsirado papildomy atominiy formuliy
I, F;. Jeigu iSvedimo eigoje gauname aksioma, toliau Siai Sakai taikome logines taisykles tol, kol
ta galima daryti. Visose Siose sekvencijose formulés suvarzZytos su o yra tokios pacios, kadangi I'

sudaryta tik i§ be-moduliniy formuliy, nes sekvencija i§ fragmento «:
° Fl) ODF [ Fllq ODFla I oDE—la E7 ODE+1 SRR ODFH

® F27ODF l_ F127ODF17 AR ODE*ljFZ'7ODE+1 A '70|:|Fn

FZ7 OI:\F }_ Flzy O\:‘F]_7 ety ODE—].)E) OI:‘E+1 et ODF’I’L

o Ty, ol T oJF, ..., odF_y, Fy,odF, ..., o1F),

Tegul Sy =T, o' - I‘;, oJFy,...,oJF;_1, F;,o[JF;41 ..., o]F, viena iS Siy sekvencijy.
Si sekvencija yra ivedama, kadangi ji gauta i§ S taikant tik apver¢iamas taisykles. Taip pat I, ir

I, sudarytos tik i§ atominiy formuliy, ir jose néra modaliniy operatoriy.
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Turime du galimus atvejus:
1. Sekvencija Sy iSvedama taikant taisykle (o)
2. Sekvencija Sy iSvedama netaikant taisyklés (o)

Taip yra todél, kad sekvencijai .S, galime taikyti logines taisykles formulei F; (2 atvejis), arba taikyti

taisykle (o) (1 atvejis) ir ji iSvedama. Todél viena i§ $iy sekvencijy yra iSvedama:
¢ S5 =T, T, F; arba
* S = ol' - o[JFj_y,00F;41 ..., oJF,
IS to seka, kad:

* S5 iSvedama (pati yra aksioma arba gauname aksiomas Sios sekvencijos iSvedimo medZio

lapuose, taikant logines taisykles F}), arba
* I§vedama sekvencija Sg, kuriai taikoma taisyklé (o).
Galiausiai gauname du atvejus:

1. 3z € {1,2,...,m}, kad iSvedama Sg.
Tada iSvedama ir S; =" — (JFY, ..., [JF;_1,(F1, ..., [F,.

2. Vze{l1,2,...,m}idvedamos I, |- I",, F;. Tada idvedama ir I" - F;

Pastaba. Kadangi sekvencija S yra i$ fragmento «; visos formulés F; yra be-modulinés for-

mulés.
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4 Lema. Jeigu sekvencija S = (' + [JF1, ... ,[1F, is fragmento o isvedama skaiciavime LT L,
tai egzistuoja toks i, kad isvedama ir sekvencija S, = (I - F; arba i§vedama S;’ = +.

Irodymas. 18 3 lemos Zinome, jog jeigu iSvedama .S, tai
1. ISvedama sekvencija (1I' — [JF1, ... ,[F;_1,(0F;41, ..., [1F;,, arba
2. ISvedama sekvencija I' - F;

Sakykime egzituoja toks ¢, kad iSvedama Sy = I' I F; (3 lemos 2 atvejis). Tada parodysime,
kad i§vedama ;.
Sekvencijai S; pritaikome taisykle (] I-) visoms formuléms i§ [JI" ir silpninima. Pasizyméki-

me [ formuliy kiekj aibéje I, o atsiradusiy naujy formuliy aibe o[ "

(Weak) P,l_Fi
ODF,FI—FZ

) sl ——

( ) S1:DF|—Fi

Pritaikius taisykles gavome I' - F} (kuri yra i§vedama), vadinasi i§vedama ir .S.

Jei toks 7 neegzistuoja, tai parodysime, kad i¥vedama ir S;. Siuo atveju galioja 3 lemos 1
atvejis. Su kiekvienu ¢, [JF; yra nebitina ir gali buti paSalinta iS iSvedimo medZio su silpninimo
taisykle. Pa3alinus visas [JF} lieka i§vedama sekvencija S;.

Pastaba. Kitaip tariant, jeigu turime sekvencijg S = [I' + [1F,...,[JF, i§ fragmento o
jrodéme, jog:

* jeiguiSvedama[JI' - [, tai reiSkia, jog pakanka tik vienos, kurios nors sukcedento formulés

F; norint iSvesti sekvencija S, arba

* jeigu iSvedama [JI" |-, tai reiSkia, kad jokia F; nedalyvauja tolimesniame iSvedime.
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7. Skaiciavimas L7T'L1

Siame skyriuje apibréZiamas naujas sekvencinis skai¢iavimas LT L1 fragmentui cv;. Pateikiami
sekvencijy iSvedimo pavyzdziai L1'L1 skai¢iavime, kurie lyginami su ciklinio tipo tiesinés laiko
logikos sekvenciniu skai¢iavimu. [rodomas minéty skaiciavimy ekvivalentumas sekvencijoms i$

fragmento «;. Galiausiai pateikiamas skai¢iavimy L7'L ir L'T'L1 palyginimas.

7.1. Sekvencinio skaifiavimo L7 1 apibréZimas

Siame skyriuje pristatomas sekvencinis skai¢iavimas tiesinéje laiko logikoje fragmentui «;.

32 Apibrézimas. Taisyklés (- [(p*) apibréZimas.

(- Cs») C'-B, || ... || O'FB, || IILOCFX
L IL,OL - %,0B,,...,1B.

cian,me N, ' =A,,...,[HA,. I, X - atominés, be-modulinés formulés.

33 Apibrézimas. LT'L1 yra tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas su taisyklémis
(v ) (F V), (A B), (= A) (=) (F =), ([@F), (- Owx), (o) ir aksioma T', F' = A, F.

LT L1 yra tiesinés laiko logikos sekvencinis skai¢iavimas gaunamas i$ ciklinio tipo laiko lo-
gikos sekvencinio skai¢iavimo, panaikinus cikling aksiomg ir taisykle (W eak) ir pakeitus taisykle
(- 1) nauja taisykle (- [p.*).

Siame sekvenciniame skai¢iavime eliminuojamas cikliniy aksiomy naudojimas ir cikly, ku-
riuos lemia taisyklés (- [];) taikymas, atsiradimas. Si savybé remiasi pastebéjimu, jog pritaikius
(- [p) taisykle tam tikro tipo sekvencijai, po taisyklés pritaikymo, deSiniausioje medZio Sakoje
visuomet atsiras cikliné aksioma. Kitaip tariant, II,1[" - >, (1B, .. .,[15,, tipo sekvencija lemia
cikly atsiradima.

Likusiame medyje lieka jrodyti sekvencijas, kuriy antecedentas yra vienodas. Jis susidaro iS vi-
sy formuliy esanciy pradinés sekvencijos antecedente, kurios yra apribotos butinumo operatoriaus.
Naujai atsiradusiy sekvencijy sukcedenta sudaro atskirai paimtos formulés i$ pradinés sekvencijos
sukcedento, kurios taip pat yra apribotos butinumo operatoriaus, ta¢iau uZraSomos be [] operato-
riaus. Sj pastebéjima iliustruosime pavyzdZiu pateikdami i§vedimo medZio fragmenta sekvencijai
OF + OH, G skaic¢iavime LT L:

loop®
OF - [H
: o JF, F' + o[ JH
OF - H COF = oJH
OF - 10H
: oJF,F + oJH,G
OF - H,G OF + oH, G S1
OF - 0H,G OF + OH, oG
OF + 0OH,0G
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loop®

OF - 0G
: oJF, F + o[1G
OF -G OF + oG loop®
OF - 06 OF - 0OH,0G
oJF, F'+ H,o1G oJF, F + o[JH, o[JG
F + H, oG OF = oOH, oG
OF + H, oG
Sh

Siame medyje $akos neuZsibaigian¢ios cikline aksioma yra[(1F + G, [JF + H,Gir[JF + H.
Kadangi, jeigu iSvedama [JF' + G ir [JF' — H iSvedama ir [JF'  H, (G, todél Sios sekvencijos
atskirai jrodinéti nereikia.

Pavyzdys. Nagrinékime sekvencija [1(pAq) - Cl(pAx),Clg. Si sekvencija patenka j fragmenta
a1, todél Siai sekvencijai gali buti taikomas skaic¢iavimas L7'L1. Pateiksime pavyzdj sekvencijos

C(p A q) = O(p A x),[Cg iSvedimo LT L skaiCiavime ir naujame LT L1 skai¢iavime. ISvedimas
LTL:

@®
op A q),p,qg-pAwx,q
opAq)pAqg=pAz,q Sy
OpAq)=pAz,q C(p A q) =p A x,olq S,
O Aq) =p Az, O A q) = o0(p A x), g
Olp A q) =0 A x),0q

) loop®
0P Aq),p,qt+q CO(p A q) =g
opArq)prqg-q  OpAq),prqkog
Op A q) - q Cl(p A q) = ollg
@ O(p A q) =g
o(p A q),p,q = p, g o(p A q),p,q = x,0g
oO(p A q),p.qpAx,oldg
o(p A q),pAqtpnaz,og
C(p A q) = pAx,oldg
Si

&) loop®
oO(p A q),p,q oA x),q O(p A q) =0(p A x),0q
O Arg,prgEodparz),g  oOpag)pagtclpaw), ol
O A q) o0l Azx)g O(p A ) FoO(p A z),000g
CO(p A g) = o0(p A x),0q
Sy
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Sekvencijos [I(p A q) + [p, g i8vedimas skai¢iavime LT L1 atrodo taip:

&)
_neiSvedama_ o0 Aq),p,qtq
: OpArqprqgbg
Oprg)-prz | OlpAg)t-q

O A q) =0 A x),0q

Pastebime, jog skaiCiavimas labai supaprastéja - jame nebelieka cikliniy aksiomy ir iSvedimo
medis tampa daug mazesnis. Pastebékime, jog naujos taisyklés pagalba uztenka jrodyti vieng iSve-
damg Saka. Pavyzdyje Saka [1(p A ¢) + p A z neiSvedama, taciau i§vedama [](p A q) - ¢, 0 to
pakanka norint jrodyti sekvencija [(1(p A ¢) - CI(p A x),g-

Kaip ir kituose darbuose, kuriuose nagrinéjami sekvenciniai skai¢iavimai [BLOS], [HTG15],
Siame darbe pateikiamos lemos, susijusios su silpninimo (W eak) taisyklés leistinumu. Tokios le-
mos daznai pateikiamos apraSant sekvenciniy skai¢iavimy logines sistemas, siekiant formalizuoti
strukturiniy taisykliy taikyma. Musy atveju Sios lemos padés lengviau konstruoti tolimesnius jro-
dymus, kuriuose bus pasitelkiama (W eak) taisykleé.

5 Lema. Taisyklé (W eak) yra leistina skaiciavime LT L1 - jeigu sekvencija S isvedama skaiciavi-
me LT L1 su (Weak) taisyklés taikymu, tai S isvedama ir skaiciavime LT L1 be (W eak) taisyklés
taikymo.

Jrodymas.

Tarkime S yra iSvedama LT L1 + (Weak) ir jos iSvedimo medis yra M;. Konstruokime nau-
ja iSvedimo medj M, kuriame (Weak) taisyklé yra, bet iSvedimo medyje pakelta per vieng lygj
aukstyn.

Toliau nagrinékime atvejus, kuomet medyje M egzistuoja tam tikras fragmentas f; ir jj medyje

M, keic¢iame kitu specifiniu fragmentu fs:

Sg 3
o L (Weah) S
a (Weak) gj L (1) -2

S

Cia sekvencija S| gauta i§ sekvencijos S pritaikius (7') taisykle, kur (7°) bet kuri taisyklé
iSskyrus (Weak).

D
S, D
b) fi= (Weak)Tl —>  fo= S

Siuo atveju tiesiog netaikome (W eak) taisyklés ir S, taip pat yra aksioma.
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S5

_ (Weak) —==- _ S

) ﬁ—ngggz T L= (Weak) -
1

Vietoje dvieju i§ eilés taisyklés (WWeak) taikymy, taisykle (Weak) pritaikome vieng kartg.

Gavome modifikuotg iSvedimo medj, kuriame Zemiausias taisyklés (W eak) taikymas nukeltas
vienu iSvedimo zingsniu aukS¢iau. Toliau pagal matematine indukcijg Sj procesa kartojame, kol
taisyklés (Weak) taikymas iSkeliamas iki pat aksiomy. Tokiu budu parodéme, jog sekvencija S
skai¢iavime LT L1 yra iSvedama ir be taisyklés (WWeak).

Pastaba. Atvejis a) apima ir taisykle (o). Sis pakeitimas atrodyty taip:

Sy =T1 - A

(o]
= o) ) o= ol - S o
Sl = H17H27OF170F2 - 21722>OA17OA2
Sg - F.l f— Al
k
fa= Weah) G T - A

(O) Sl - H17H27OF170F2 = 217227OADOA2

Pirmuoju atveju (framgente f;) i$§ pradZiy yra pritaikyta (W eak) taisyklé, o po jos (o). Antruo-
ju atveju (framgente f>) Siy taisykliy taikymo tvarka apsikeicia vietomis. Galutinis rezultatas (sek-

vencija S3) lieka toks pats.
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7.2. LTL1 ir klasikinio sekvencinio skai¢iavimo ekvivalentumas

1 Teorema. Sekvencija is fragmento oy yra isvedama skaiciavime LT L1 tada ir tik tada, kai ji

isvedama skaiciavime LT L.

Pasizymékime [(I' = [(1G;,[Ga, . . ., [1Gg. 11, 3 - tik atominiy formuliy aibés.

[rodymas.

(=>) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skaic¢iavime L7 L1, tada parodysime, kad .S iSvedama
ir skai¢iavime LT'L. Jos iSvedimo medis skai¢iavime LT'L1 yra M;. IS M; medZio konstruojame
medj M, tokiu budu:

1. Jeigu iSvedimo medyje M sutinkame taisykle iS aibés
T={(v ), (V) (A F) (= A)(0), (= k) (F =), (OF)}
§j iSvedimo Zingsnj paliekame.

2. Taiskylés (- [r,) taikymo i$vada pasizymékime S' = II,[(" - ¥, [JF}, . ..,[JF,. Kadan-
gi sekvencija yra iSvedama skaic¢iavime L7'L1, turi buti iSvedama viena i§ OR Saky.

(a) Sakykime, kad iSvedama Saka [JI' I~ F;. Jeigu iSvedimo medyje sutinkame taisykle
(- Ops« ), tai Sakg B =

O+ Fy | .. || OrwE | e ILOC - X
S =1L, + 3, 0F, ...,[0F,

Y

kei¢iame $aka B’ =

Se = IL,OI = X,0F;
S =100+ %,0F,...,0F,
Toliau taikome LT'L skaic¢iavimo taiskyles sekvencijai S5:

(Weak)

@ - cikliné aksioma
(0) Sy =00+ OF;
I, o' = oJF;

(iSvedama) :
oy SO F kO Freoor
L
(Weak) Or - OF

So =11, — X, [JF;
(b) Jeigu néra tokios [I' - F; Sakos, kuri buty jrodoma, vadinasi jrodoma II,[I' - 3.
Siuo atveju, iSvedimo medzio Saka B, kei¢iame Saka B =
ILOD - X
S =1L,00 + 3,0F,...,0F,
Cia k = (T) reiskia, jog k karty buvo taikyta taisyklé T. o[ JI' Zymi formuliy aibe, gautg k karty

(Weak)

pritaikius taisykle ((] ). Visuose iSvedimo medZio lapuose gavome LT L skai¢iavimo aksiomas
arba iSvedamas sekvencijas: S; yra iSvedama, pagal apibréZima, o S5 - cikliné aksioma. Pakei-
tus visus taisyklés (- [Jz*) taikymus sukonstravome medj M,, kuriame taikomos tik tasyklés i$

skai¢iavimo LT L.
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(<=) Tarkime sekvencija .S yra iSvedama skaiciavime LT L, tada parodysime, kad S i§vedama ir
skaic¢iavime LT'L1. Tegu S iSvedimo medis skai¢iavime LT L yra M,. IS M; medZio konstruojame
medj M, tokiu budu:

1. Jeigu iSvedimo medyje M sutinkame taisykle iS aibés
T= {(\/ l_)v (l_ \/), (A l_)v (l_ A)? (O)ﬂ (_' |_)7 (|_ ﬁ)a (D |_>7 (Weak>}
§j iSvedimo Zingsnj paliekame.

2. Taisyklés (- [Jr) taikymo i$vada pasizymékime S' = II,[(" - X, [JF}, ..., [JF),. Zinome,

kad §i sekvencija yra iSvedama skaiciavime L7'L.
3. Jeigu skai¢iavime LT L i¥vedama sekvencija S, tai i§vedama sekvencija (pagal Lema 2):

a) 1L, - X, arba
b) (' — [JFy, ... ,[F,

4. Nagrinékime atvejj 3a). Jeigu skai¢iavime LT L i§vedama sekvencija IT, ]I" - ¥, tai esama

iSvedimo Saka kei¢iama j iSvedimo Saka:

(Weak) Lo E > DF, ik

Skaiciavime LT'L1 Sios sekvencijos iSvedimas yra toks pats, nes sukcedente nebelieka for-

muliy apriboty [] operatoriumi ir nereikés taikyti (- () taiskylés.

5. Nagrinékime atvejj 3b). Jeigu i§vedama sekvencija (I - [1F}, ... ,[]F, taikome Lema 4 ir

gauname du atvejus:

a) SkaiGiavime LT L i¥vedama S| = [ - F}, arba
b) Skaitiavime LT'L i$vedama S, = [II' I

6. Nagrinékime atvejj 5a). Jeigu ivedama S, i§vedimo medZio Sakg B =

IL,Or - %,0fR,...,F,...,0F, ILODk S,0F,...,o0F,...,00F,
S/

(- r)
keiCiame Saka B’ =
iSvedama skai¢iavime LT L1

| Sy =0T+ F, |
S =100 + X,0F,...,0F,

(- D) =

Pastaba. Kitos OR taisyklés Sakos néra reikalingos, kadangi pasirenkama iSvedama sekven-

cija.

7. Nagrinékime atvejj 5b). Jeigu i$vedama S5, i§vedime nebereikalinga taikyti (- [J) taisyklés
ir iSvedimas lieka toks pats kaip ir skai¢iavime LT'L.
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Kadangi konstruodami medj M, 4-ajame Zingsnyje pasinaudojome taisykle (WWeak) ir pali-
kome visas iSvedimo vietas, kuriose $§i taisykl¢ galéjo buti taikoma pradiniame L7T'L iSvedime,
gautasis iSvedimas formaliai priklauso skai¢iavimui LT L1 + (Weak). Vis délto, remiantis Lema
5, jeigu sekvencija S iSvedama LT L1 + (Weak), tai ji iSvedama ir LT'L1 be (W eak) taikymo.

7.3. LTL1ir LTL skai¢iavimy palyginimas

Naujame skai¢iavime L7'L1 néra cikliniy aksiomy ir paieSkos iSvedimo medis supaprastéja,
todél skaiCiavimas LT'L1 yra efektyvesnis uz skai¢iavimg LT'L fragmente ;. Nagrinékime sek-
vencijos S = [(p A q) + (s v q),[]z paieskos i§vedimo medj abiejuose skai¢iavimuose.

Pirmiausiai nagrinékime iSvedimo paieSkos medj skaiciavime L7'L:

S3
O Aq) =0(s v q)
o Aq),p,qo(svq),z

odpAq),pnrgt=o(svaq),z Sy
S Op A q) =o(s v q),2 C(p A q) = o(s v q), 00z
O Aq) -svgle O A g) = eO(s v q), 02

Op A q) =0(s v q), 0z

) )
oI(pAq),p,q+ 8,q,2 olI(p A q),p,q + 8,q,00z
oIpAq),p,qbsva,z oIp A q),pAqt s q,o]z

pArq,prqsvagz O(p A q) = s,q,0002
OpArg-svgz O(p A q) = s v g0z
OpAgksvglk
Si

loop®
O A q) =0(s v q),0z
o(pAq),pArqbosvq)ollz
O A g) = oO(s v g), o0z

So
@ loop®
oO(p A q),p,qF s,q O(p A q) =0(s v q)
opAq),pAqls,q o(p A q),p,q = oI(s v q)
O(p A q) - 8,q op Aq),pAqtosvaq)
Oprg)t=svg CO(p A @) = o0(s v q)
O g =06V
S3
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Dabar nagrinkékime sekvencijos S iSvedimo paieSkos medj skaiCiavime L7T'L1:

Saka neiSvedama

Op A q) =
P .
oO(p A q),p,q - s,q Op A q)
o Aq),pAqhs,q olp A q)p,q 2
pAq,pAqEsvg olpAg)prghk 2
Oprq)-svq | OpAg) bz

COp Aq) (s v q),0z

Kadangi skaic¢iavime L7'L1 néra cikliniy aksiomy, skai¢iavimas LT'L1 fragmente «; tampa
efektyvesnis uz skai¢iavimg L7 L. Taip pat pastebékime, jog Saka [J(p A ¢) - z yra nei§vedama -
susidaro neigiamas ciklas, ta¢iau skai¢iavime L7 L1 pritaikius taisykle (- [];*) uZtenka, jog buty

iSvedama viena iS Saky.
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8. Sekvenciniai skaiCiavimai su apribotomis taisyklémis

Siame skyrelyje pristatomi du nauji sekvenciniai skai¢iavimai LT L2 ir LT L3 su taisyklémis

apribotomis primarinéms sekvencijoms.

8.1. Skaiciavimas LT 2

Skaic¢iavime LT'L1 gali atsirasti neigiami ciklai, kuriy aptikimas yra butinas gauti sekvencijos
iSvedimui. Tai reiskia, kad iSvedimo metu privaloma taikyti cikly aptikimg norint gauti baigtinuma,
todél toliau nagrinésime galimybe eliminuoti ir Sio tipo (neigiamus) ciklus. Siame skyriuje pristato-
mas naujas sekvencinis skai¢iavimas L7'L2. Suformuojama ir jrodoma pagalbiné lema. Jrodomas

ekvivalentumas tarp skaiCiavimy LT'L ir LT L2.

34 Apibrézimas. LT L2 yra tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas su taisyklémis
(\/ |_>7 (l_ v)v (A |_>7 (l_ /\)7 <_‘ |_>’ (l_ _')7 (D l_)a (|_ D>7 (OP> ir aksioma I', F' = A, F.

Skai¢iavime LT L2, klasikinio skai¢iavimo taisyklé (o) kei¢iama j taisykle (o,), kurig galima
taikyti tik primarinei sekvencijai.

Pavyzdys. Nagrinekime iSvedimo paieSkos medzio fragmenta skaiciavime L7'L2:

(D(O:; T oL L. 1L, ol — oLIA
OF) I, o, I - o[JA
OC, O - oA

Pavyzdyje matome, jog pries taikant taisykle (o, ) skai¢iavimo apribojimai reikalauja pries tai
pritaikyti visas jmanomas ([] ) taisykles. Be §io apribojimo, sekvencijai I", o[ JI", (]I + o[JA
galéty buti pritaikyta (o) taisyklé ir gauta nauja sekvencija [(JI" - [JA.

6 Lema. Tuisykle (W eak) yra leistina skaiciavime LT L2 - jeigu sekvencija S isvedama skaiciavi-
me LT L2 su (Weak) taisyklés taikymu, tai S isvedama ir skaiciavime LT L2 be (W eak) taisyklés
taikymo.

Jrodymas. Lemos jrodymas toks pats kaip ir Lemos 5.
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8.1.1. LTLir L'TL2 ekvivalentumas

2 Teorema. Sekvencija S yra isvedama skaiciavime LT L tada ir tik tada, kai ji isvedama skaicia-
vime LT L2.

[rodymas.

Raidémis II, A Zymimos baigtinés formuliy aibés, kurios gali biiti ir tuscios.

(=>) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skaic¢iavime L7T'L, tada parodysime, kad S iSveda-
ma ir skai¢iavime LT'L2. Jos iSvedimo paieSkos medis skai¢iavime LT'L yra M,. 1S medZio M,

konstruojame medj M, tokiu budu:

1. Jeigu medyje sutinkame taisykle (o), kuri buvo taikyta ne primarinei sekvencijai, tai Sakg
B =

Slell_Ag

(©)
S = H, OAl [ E,OAQ

“ Ve v /
keidiame Saka B =

Sl - Al l— AQ
S” = OAI l_ OAQ
Sl = H, OAl [ Z, OAQ

(op)
(Weak)

2. Jeigu medyje sutinkame taisykle (o), kuri buvo taikyta primarinei sekvencijai, tai Saka B =

S1 =401 Ay
Sl = H, OAl [ E,OAQ

(0)
keiCiame Saka B’ =

Sl - Al [ AQ
S/ = H,OAl [ Z,OAQ

(op)

Siuo atveju sekvencijos $akoje liko tos pacios, tadiau pasikeité taisyklés vardas.

3. Jeigu iSvedimo medyje M sutinkame taisykle iS aibés
T={(v ), (V) (r ) (= A) (=), (F =), (FO)
§j iSvedimo Zingsnj palickame.

Pakeite visus tokius atvejus, sukonstravome medj M, kuriame taisykliy taikymas atitinka
leisting taisykliy taikyma skai¢iavime L7 L2 + (Weak), o tada pagal lemg 6 sekvencija iSvedama

ir skaiciavime LT L2.

(<=) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skaic¢iavime L7'L2, tada parodysime, kad .S iSvedama

ir skai¢iavime L7'L. Sakykime sekvencijos S iSvedimo paieSkos medis skai¢iavime LT'L2 yra M;.

Sekvencijos S iSvedimo medyje M; visus taisyklés (o,) taikymus pakei¢iame j taisyklés (o)
taikymus ir gauname iSvedimo medj M, skai¢iavime L7T'L.
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8.2. Skaiciavimas L7'L3

Siame skyriuje pristatomas naujas sekvencinis skai¢iavimas LT L3 fragmentui «;. Jrodomas
ekvivalentumas tarp skai¢iavimy L7T'L1 ir LT L3. Galiausiai pateikiamos ir jrodomos dvi pagalbi-

nés lemos.

35 Apibrézimas. LT'L3 yra tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas su taisyklémis
(VvE),FVv),(AF),(FA),(=F),(F—),(@OF),(FOcx), (o) ir aksioma ', F = A, F.

SkaiCiavimas L7'L3 yra gautas i$ skai¢iavimo LT L1 tik pakeitus taisykle (o) j (o,). Taisykle

(op) galima taikyti tik primarinei sekvencijai.

8.2.1. LTL1ir LTL3 ekvivalentumas

7 Lema. Taisykle (W eak) yra leistina skaiciavime LT L3 - jeigu sekvencija S i§vedama skaiciavi-
me LTL3 su (Weak) taisyklés taikymu, tai S isvedama ir skaiciavime LT L3 be (W eak) taisyklés
taikymo.

Irodymas. Lemos jrodymas toks pats kaip ir Lemos 5.

3 Teorema. Sekvencija is fragmento o yra isvedama skaiciavime LT L1 tada ir tik tada, kai ji

isvedama skaiciavime LT L3.

Jrodymas.

Raidémis II, A Zymimos baigtinés formuliy aibés, kurios gali biti ir tuscios.

(=>) Tarkime sekvencija .S yra iSvedama skaiciavime L71'L1, tada parodysime, kad .S iSvedama
ir skai¢iavime LT'L3. Jos iSvedimo paieSkos medis skaiCiavime LT'L1 yra M;. IS medzio M,

konstruojame medj M, tokiu budu:

1. Jeigu medyje sutinkame taisykle (o), kuri buvo taikyta ne primarinei sekvencijai, tai Sakg
B =

Sl - Al I— AQ
Sl = H, OAl = Z7OA2

(©)

"« Ve v /
keiciame Saka B =

S1 =401 Ay
S” = OAl — OAQ
Sl = H, OAl [ Z, OAQ

(op)
(Weak)

2. Jeigu medyje sutinkame taisykle (o), kuri buvo taikyta primarinei sekvencijai, tai Sakag B =

Sl - Al [ AQ
Sl = H, OAl [ Z,OAQ

(©)

keiCiame Saka B =
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Sl - Al f_ AQ
Sl = H,OAl [ E,OAQ

(op)

Siuo atveju sekvencijos $akoje liko tos pacios, tadiau pasikeité taisyklés vardas.

3. Jeigu iSvedimo medyje M sutinkame taisykle i$ aibés
T={vE) (= V) (A E) (= A)(=F) (= =), (- Owx)}
§j iSvedimo Zingsnj paliekame.

Pakeite visus tokius atvejus, sukonstravome medj M, kuriame taisykliy taikymas atitinka
leisting taisykliy taikyma skaiciavime LT L3 + (Weak), o tada pagal lemg 7 sekvencija i§vedama

ir skai¢iavime LT L3.

(<=) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skaic¢iavime L7 L3, tada parodysime, kad .S iSvedama
ir skai¢iavime LT'L1. Sakykime sekvencijos S iSvedimo medis skai¢iavime L7 L3 yra M.
Sekvencijos S iSvedimo medyje M; visus taisyklés (o,) taikymus pakei¢iame j taisyklés (o)

taikymus ir gauname iSvedimo medj M, skai¢iavime L7'L1.
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8.2.2. Skaiciavimo L7T'L3 savybés

Siame skyriuje apibréziama ir jrodoma pagalbiné lema. Vélesniuose skyriuose pasinaudosime

Sia lema siekiant jrodyti skai¢iavimy ekvivalentuma.

8 Lema. Jeigu sekvencija is fragmento o isvedama skaiciavime LT L3, tai egzistuoja isvedimo

medis kuriame néra (o,,) taisyklés taikymuy.

Irodymas. Tarkime sekvencija S iSvedama skaic¢iavime L7'L3. Nagrinékime sekvencijos S

iSvedimo paieskos medzio M, fragmentg f;:

Sl :DA:LJ."'?DAH l_
S, =11, 0004, ..., 0004, - ¥’

(op)

(T) « k

S—1IL0A, ... .0A, - %.00F,....00F,

SkaiCiavime LT'L3 taisykle (o,) galime taikyti tik primarinei S, sekvencijai. Iki sekvencijos
S, buvo pritaikyta k taisykliy i§ aibés T = {(v ), (- Vv),(A F),(F A), (= F),(F —),(F

[(lz+), (O +)}. Toliau nagrinékime paieskos medZio fragmentg f;:

1. Jeigu iSvedama S| = [JAq,...,[JA, , taiiSvedamair S5 = Ay, ..., A, .
Taip yra todél, kadangi sekvencijai S pritaikius visas galimas modalines taisykles (Siuo at-

veju (] +), gauname:

Sg:Al,...,An7ODA1,...,ODAn —

(D l_)*n Sl :DAla."wDAn l_

Formulés Ay, ..., A, néra suvarzZytos jokiais modalumo operatoriais (nes $ios formulés yra
i§ fragmento ay). Jeigu S> neiSvedama, tai sekvencijai S, taikant visas logines taisykles
(kurios yra apverCiamos) atsiras bent viena Saka, kuri nebus aksioma ir bus sudaryta tik
i§ atominiy formuliy. Sakykime tokia yra S, = ¥  II. Tada sekvencijai S5 pritaikius
visas logines taisykles (tas pacias ir tokia pacia tvarka kaip ir S5) atitinkamoje medZio Sakoje
gausime primarine sekvencija S, = %, o[ Ay, ..., o[]A, F II, kuri nebus aksioma ir jai bus
galima taikyti tik taisykle (o,). S, pritaikius (o,) gausime sekvencijg S, = [14,,...[14, .
Tuomet S; ~» S, yra ciklas, bet ne cikliné aksioma, o tai reiskia, jog sekvencijos S, kaip ir
S, yra nei§vedamos. Dél to neiSvedama ir Ss ir S; (nes taikéme tik apverdiamas taisykles).
Gavome priestarg, nes turéjome sekvencijos S iSvedimo medj, kuriame visos sekvencijos,
taip pat ir S1, buvo iSvedamos. Taigi, jeigu S; iSvedama, tai iSvedama ir .S5.

2. Jeigu iSvedama sekvencija So = Aj,..., A, I, tai iSvedama ir sekvencija S, be taiskylés
(o) taikymo.

Sekvencijos S iSvedimo paieskos medZio M, fragmentg f; keiCiame fragmentu fo:
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Al,....,Anl—
Al,...,An,ODAl,...,ODAnI—

(Weak)

(Weak) 5— M,0A,....0A, - ».0F.,....0F,

Pakeite visus tokius fragmentus kaip f; fragmentais f, gauname naujg iSvedimo medj, kuriame
nebéra taisyklés (o,) taikymy skaic¢iavime LT L3 + (Weak) ir pagal lema 7 skaiCiavime L1 'L3.
Parodéme, skaiCiavime L7 L3 nereikalingas taisyklés (o,) taikymas.
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9. Skaiciavimas L7114

Siame skyriuje pristatomas sekvencinis skaiCiavimas tiesinéje laiko logikoje fragmentui o .

Irodomas ekvivalentumas tarp skaiCiavimy LT'L, LT'L3 ir LT L4 fragmente «;.

36 Apibrézimas. LT L4 yra tiesinés laiko logikos sekvencinis skaiciavimas su taisyklémis
(v ), (F V), (A ), (FA), (=) (F =), (@F), (- Owx) ir aksioma I', F = A, F.

Skai¢iavimas L7 L4 yra gaunamas i§ skai¢iavimo L7 L3 paSalinus taisykle (o, ). Taigi skaicia-
vime LT'L4 visai nelieka “sekan¢iame Zingsnyje” (angl. next) tipo taisyklés. Skaiiavime LT'L4,
formuojant iSvedimo paieSkos medj, nebereikia taikyti jokio cikly aptikimo, kadangi i§vedimo pa-
ieSkos medyje netaikant (o) ar (o,) taisykliy nebejmanoma gauti tokios pacios sekvencijos, todél

ir ciklo.

9.1. LTL3ir LTL4 ekvivalentumas

4 Teorema. Sekvencija is fragmento oy yra isvedama skaiciavime LT L3 tada ir tik tada, kai ji

isvedama skaiciavime LT LA4.

Irodymas.

(=>) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skaiCiavime L7'L3, tada ji iSvedama Siame skaicia-
vime ir be taisyklés (o,) taikymo (pagal Lema 8). ISvedimo paieskos medis skai¢iavime LT L3 be
taisyklés (o,) taikymo ir yra i§vedimo paieSkos medis skai¢iavime LT L4.

(<=) Tarkime sekvencija S yra iSvedama skai¢iavime L1 L4 ir jos iSvedimo medis yra M, tada
sekvencijos S i§vedimo medis skai¢iavime LT L3 ir bus M.

9.2. LTLir LTL4 ekvivalentumas

S Teorema. Skaiciavimai L'T'L ir LT L4 yra ekvivalentiis fragmente ;.

Irodymas. Kadangi Zinome, jog LTL4 <— LTL3, LTL3 <— LTLlir LTLl —
LTL fragmente o, taigi LT'L. <= LTL4 fragmente ;.

Siame sekvenciniame skai¢iavime visiskai eliminuojamas cikly atsiradimas (tiek cikliniy ak-
siomy, tiek neigiamy cikly), t.y. skai¢iavimas L7'L4 yra beciklis fragmente o, todél Sis skaiciavi-
mas yra efektyvesnis tiek uz LT'L, tiek uzZ LT'L1 fragmente «;.

Nagrinékime pavyzdj sekvencijos [J(p A ¢) + (s v q),[Jz iSvedimo pavyzdj skaiCiavime
LTLA:

@

olI(p A q),p,q - s,q Saka neiSvedama
opAq),pAqhks,q oOp A q),p gt 2
opArq)prqksvyg opArq),prqltz

OpArg)=svg I OpAg) -2

Op A q) =0(s v q), 0z
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Pastebékime, jog pirma iSvedimo Saka, kaip ir skai¢iavime LT'L1, yra iSvedama. Taciau, skir-
tingai nei skai¢iavime L7'L1, iSvedinéjant nebereikia taikyti cikly aptikimo. DeSinéje Sakoje gavo-
me sekvencija, kuri néra aksioma ir Siai sekvencijai negalima pritaikyti jokios taisyklés. Pavyzdyje
kairéje Sakoje ciklas nesusidaro, nei LT L1, nei LT L4 skai¢iavimuose, taciau deSinéje Sakoje LT L1

skai¢iavime susidaro ciklas:

Saka neiSvedama

Op A q) =
@ .

oO(p A q),p,q - s,q Op A q) -
op Aq),pAqls,q oOp A q),p gt 2
oprq)prqghksvyg opArq),prqhz

OpArq)=svq | OpAg) -2

OlpAq) =O(s v q), [z

Nebandant aptikti cikly, Sios Sakos iSvedimas buty begalinis. Skai¢iavime L7'L4 ciklas susida-
ryti negali, nes sekvencijai [J(p A ¢) + [1(s v ¢q),[]z nebegalima taikyti jokios L7 L4 skai¢iavimo
taisykles.

9.3. LTL4ir LTL skaiciavimy palyginimas

Skai¢iavime LT L4 visiSkai eliminuotas ,,next “~tipo (o) operatoriaus taisykliy taikymas, todél
iSvedimo paieSkos medyje nelieka jokiy cikly — nei ,,geryjy‘ (cikliniy aksiomy), nei ,,blogyjy* (nei-
giamy cikly). Cikly aptikimas L7T'L skai¢iavime sudaro didZiausig automatinés jrodymy paieskos
kaSty dalj, todél jy paSalinimas jgalina maZesnj iSvedimo paieSkos medj ir paprastesne automatiza-
cija.

LT L4 islaiko pilnumg ir korektiSkumg o, fragmente ir tampa visiSkai becikliu skai¢iavimu,
todél yra efektyvesnis (lyginant su skai¢iavimu L7'L) fragmente o, tiek automatizuotam, tiek ran-

kiniam iSvedimui.
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10.

Rezultatai ir iSvados

Siame darbe buvo nagrinéjama tiesiné laiko logika, jrodytos tam tikros savybés, kurios leido

apibreZti logikos fragmenta «; bei tam fragmentui sukonstruoti efektyvesnius skai¢iavimus, i$ kuriy

skaiCiavimas L'T" L4 visai nereikalauja cikly aptikimo. Skai¢iavimas tampa efektyvesnis uZ klasikinj

tiesinés laiko logikos sekvencinj skai¢iavima L7'L minétame fragmente. Pagrindiniai Sio darbo

rezultatai yra:

l.

ApibréZtas unarinis tiesinés laiko logikos fragmentas o, kuriame limituojamas formuliy su-

varZzymas butinumo operatoriais.

Apibréztos ir jrodytos pagalbinés lemos skai¢iavimui L7'L, kurios leidZia pasinaudoti tam
tikromis L7'L skai¢iavimo savybémis. Lemomis jrodoma, jog jeigu skai¢iavime LT'L iSve-
damos tam tikro tipo sekvencijos, vadinasi turi buti iSvedamos ir kitos specifinés sekvencijos.

Irodytos lemos panaudotos ekvivalentumo tarp skai¢iavimy LT'L ir LT L1 jrodyme.

. Sukurtas naujas tiesinés laiko logikos sekvencinis skai¢iavimas L7'L1, kuriame néra cikliniy

aksiomy. Sugalvota nauja taisyklé (OR tipo), leidZianti nagrinéti tik vieng iS taisyklés prie-
laidy - likusios iSvedimo paieSkos medZio sekvencijos gali biti toliau nebei§vedinéjamos.
Naujos (- [p+) taisyklés pagalba eliminuojamos ciklinés aksiomos ir i§vedimo paieskos

medis tampa maZesnis.

. Irodytas ekvivalentumas tarp skai¢iavimy L7'L ir LT'L1 fragmente ;. Irodymas buvo grijs-

tas iSvedimo paieSkos medZio viename skai¢iavime transformavimu j iSvedimo paieSkos medj

kitame skaiciavime.

. Sukurtas naujas sekvencinis skai¢iavimas L7 L2 su apribota taisykle (o,). Irodytas ekviva-

lentumas tarp skaic¢iavimy LT'L ir LT L2.

Sukurtas naujas sekvencinis skai¢iavimas LT'L3 su (o,) ir (- [Jp*) taisyklémis. Irodytas

ekvivalentumas tarp skai¢iavimy L7 L1 ir LT'L3 fragmente «;.

. ApibréZtos ir jrodytos pagalbinés lemos skai¢iavimams LT'L1, LT'L2 ir LT L3.

Sukurtas naujas sekvencinis skai¢iavimas L7 L4 be (o) ir (o,) taisykliy, kuriame néra cik-
liniy aksiomy ir neigiamy cikly. Irodytas ekvivalentumas tarp skai¢iavimy L7T'L ir LT L4

fragmente ;.

Pagrindinés $io darbo iSvados:

1.

2.

Fragmenty nagrinéjimas tiesinei laiko logikai pasiteisino - pavyko sukonstruoti efektyvesnj

ir labiau automatizavimui tinkama skaic¢iavima L7'L4 fragmente «;.

LT L1 skai¢iavime sekvencijy iSvedimas fragmente «; yra efektyvesnis lyginant su skaicia-
vimu LT'L, nes konstruojamas mazesnis iSvedimo paieSkos medis ir tuo paciu nebereikia
tikrinti cikliniy aksiomy. Skaiciavime LT'L1 gali atsirasti ciklai, kurie néra ciklinés aksio-

mos, todél cikly tikrinimo eliminavimas iSvedimo medZio konstravimo procese néra galimas.
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3. LT L4 skaic¢iavime sekvencijy iSvedimas fragmente «; yra efektyvesnis nei L7'L1, kadan-
gi skai¢iavimo LT'L4 iSvedime negali susidaryti jokie ciklai — nei ciklinés aksiomos, nei

neigiami ciklai — todél cikly aptikimo visai nereikia taikyti.

Efektyvesnis skai¢iavimas leidZia potencialiai grei¢iau spresti problemas, kurios yra susijusios
su sritimis, kuriose pritaikoma tiesiné laiko logika. PavyzdZiui, programy specifikavimas ir verifi-
kavimas, laikinosios duomeny bazés, paskirstytos ir multi-agenty sistemos, bei Ziniy reprezentacija
ir samprotavimas. Skai¢iavime LT L1 vis dar gali atsirasti neigiami ciklai, lemiantys Sakos neis-
vedamumag. Skaiciavimas LT L1 yra efektyvesnis uz skaiCiavima L7'L, nes jame néra cikliniy
aksiomy, ta¢iau vis dar gali atsirasti neigiami ciklai. Sig skai¢iavimo LT L1 problemg pavyko vi-
siSkai iSspresti sukonstravus skaiciavima L7'L4. Skai¢iavime LT'L4 negali susidaryti jokie ciklai
(nei teigiami, nei neigiami), todél iSvedimo paieSkos algoritmams paremtiems skaic¢iavimu LT L4

visai nereikia taikyti cikly aptikimo, o tai daro iSvedima ne tik efektyvesnj, bet ir paprastesnj.
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