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Santrauka

Sis darbas yra pagrjstas P. Drungilo, J. Jankausko ir G. Junevic¢iaus staripsniu [5], kuriame ap-
raSomi kompleksiniai Pizo skaiciai, kurie yra Borveino trinomy Saknys. Pateikta formulé, leidZianti
kiekvienam Borveino trinomui nustatyti, kiek jo Sakny priklauso vienetinim skrituliui |z| < 1. Taip
pat pateikiami skaiciavimo eksperimenty rezultatai.

Raktiniai Zodziai: Borveino trinomas, Pizo skaiCius, vienetinis apskritimas, Saknis i$ vieneto,
Pitagoro trejetas.



Summary

This work is based on the article [5] by P. Drungilas, J. Jankauskas, and G. Junevicius, which
describes complex Pisot numbers that are roots of Borwein trinomials. A formula is presented that
allows for determining, for each Borwein trinomial, how many of its roots belong to the unit disk
2l < 1. The results of computational experiments are also provided.

Keywords: Borwein trinomial, Pisot number, unit circle, root of unity, Pythagorean Triplet.
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Zyméjimai

e N(f)-polinomo f = a(z — a1)(z — ag)...(2 — o) € C[z] Sakny ag,aa,...,cr, € C, esantiy

vienetinio skritulio viduje, skaicius, t. y.

N(f)=#{j1<j<n:|a| <1}

U(f) - polinomo f = a(z — a1)(z — az)...(z — a,,) € C[z] $8akny ay,as,...,a,, € C, esanciy

ant vienetinio apskritimo, skaicius, t. y.

U(f)y=#{j,1<j<n:lo| =1}

e [*(z) - sangrazinis polinomas, t. y. f*(z) = znf(%)'

|a] - skai¢iaus a € R sveikoji dalis t. y. didZiausias sveikasis skaiius, nevirsijantis a.

{a} - skaitiaus a trupmeniné dalis, t. y. {a} = a — |a].



Jvadas

Kompleksinis skaicius o vadinamas algebriniu skai¢iumi, jei jis yra kokio nors polinomo
M, 12V 4 a2+ ag (1)

su racionaliaisiais koeficientais Saknis. MazZiausio laipsnio toks polinomas vadinamas algebrinio skai-
¢iaus o minimaliuoju polinomu, o jo laipsnis — algebrinio skai¢iaus « laipsniu. Jei (1) polinomo visi
koeficientai yra sveikieji skaiciai, tai @ vadinamas sveikuoju algebriniu skaic¢iumi.

PavyzdZiui, kiekvienas racionalusis skaiCius r yra pirmo laipsnio algebrinis skaicius, kurio mini-
malusis polinomas yra z — r. Be to, r yra sveikasis algebrinis skaiCius tada ir tik tada, kai r € Z.
Skaitius /2 yra antrojo laipsnio sveikasis algebrinis skaitius, nes jis yra polinomo 22 — 2 aknis ir $is
polinomas yra jo minimalusis polinomas.

Tegul p(z) — algebrinio skaiciaus « minimalusis polinomas. Remiantis pagrindine algebros teo-
rema, egzistuoja tokie kompleksiniai skai¢iai oy = o, an, ..., o, kad

p(z) = (z = a1)(z = az) -+~ (2 = ),

¢ia n yra algebrinio skaiciaus « laipsnis. Skaiciai o, as, ..., o, vadinami skaitiaus « algebriniais
jungtiniais skaiciais. Pavyzdziui, —v/2 yra skai¢iaus v/2 algebrinis jungtinis skaicius.

Realusis sveikasis algebrinis skaicius o > 1, kurio visi algebriniai jungtiniai skaiciai, iSskyrus patj
a, moduliu yra mazesni uz 1, vadinamas Pizo skai¢iumi. PavyzdZziui, aukso pjuvis ¢ ~ 1.618, kuris yra
polinomo 22 — x — 1 3aknis ir kurio kitas algebrinis jungtinis ¢~! ~ —0.618, yra Pizo skaicius.

Pizo skaiciai pritraukia démes;j jvairiuose kontekstuose, tarp jy: fraktalai ir plokStumos klojimas
(zr. [1, 2, 3]), realiy skaiciy trupmeninés dalies pasiskirstymas (zr. [7, 8]).

Pizo skaiciai pasizymi keliomis jdomioms savybémis: Pizo skaiiy aibé yra skaiti (zr. [12]). Jie turi
jdomias sgsajas su realiyjy skai¢iy trupmeniniy daliy sekomis (Zr. [6]). Zinoma, kad turint trupmeniniy
daliy seka {\0"}, kur A > 0, ir f yra algebrinis skaicius didesnis uz 1, jei seka turi baigtinj skaiciy ribiniy
tasky, tada @ yra Pizo skaicius ir A priklauso Q(6)[4]. Tam tikra prasme Pizo skaiciaus laipsniai artéja
prie sveiky skaiciy, t. y. jy laipsniy trupmeninés dalys artéja prie 0 (zr. [4, 11].)

Analogiskai, kompleksinis skai¢ius « vadinamas kompleksiniu Pizo skaic¢iumi, jei o« ¢ R, |a| > 1,
ir visi jo algebriniai jungtiniai skaiciai 8’ ¢ {6,3} moduliu yra mazesniuz 1, t. y. |5/ < 1.

Jie ypatingai svarbus nagrinéjant Gauso sveikuosius skaicius (Zr. [16, 17]), kur jie atlieka analo-

giska vaidmenj, kaip ir virs realiy skaiCiy, t. vy.
0 € C\R\ e C\ {0}, jeiribiniy tasky aibé Re(\0")baigtiné,

tai 6 bus kompleksinis Pizo skaicius, ir A € Q(0)

[16]

Pirmoji darbo dalis sudaro straipsnio [5] apZvalga, su iSpléstais jrodymais ir papildomo konteks-



to, kur mes surandame visus Borveino trinomus ir jy Saknis, kurios yra Pizo skaiciai. Antroje dalyje

pritaikome jrodytus metodus kitai aibei trinomy, kuriy koeficientai sudaryti i$ Pitagoro trejety.



Ve

1. Borveino trinomai ir Pizo skaiciai

1.0.1. Borveino trinomas

Borveino polinomas yra polinomas su koeficientais i$ aibés {—1,1}. Trinomas yra polinomas
formos ax™ + bx™ + c. Pavyzdziui,

2 —rt+1

Yra Borveino trinomas. Borveino polinomai yra pakankamai paprasti, ir tai supaprastina Pizo skaiciy
paieska, nes daugelyje atvéjy mes galime gauti baigtinj skaiciy polinomy, kuriy mums reikés nagrinéti.
Autorius [8] Rado visus trinomus ir keturnomus su realiais Pizo skaicCiais, o autoriai [5] rado baigtinj

skaiciy Borveino trinomuy, turincius kompleksinius Pizo skaiciy kaip Saknj.

1.1. Bolio teorema

1.1..1 Teorema (Bolio Teorema(5]). Tegul f(z) = 2" + pz™ + q, kur p,q € C ir n,m yra tarpusavyje
pirminiai, tokie, kad n > m. Tarkime,kokiam nors realiam v > 0 ,egzistuoja trikampis su krastinémis
ilgiais v™,|p|v™, |q|, tegul o« = Z(|p|v™,|q|) ir B = Z(v",|q|), tada Sakny, esanciy vienetiniame

skritulyje, skaicius bus sveikyjy skaiciy kiekis intervale (C'y — 6¢,C'y + d¢), kur

C; — n(m + arg(p) — a?“92(7qr)) — m(m — arg(q))
ir
_ na+ mp

5f 27

Apsiribojus trinomais ir apribojus koeficientus, mums reikéty dar vieno apribojimo, kad mums
likty baigtinis skaicius polinomy, kuriy mes galétume jvertinti rankiniu budu, Bolio teorema suteiks
mums dar vieng apribojima, ties laipsniy n ir m. apsibrézkime dar kelias sgvokas.

Bet koks kompleksinis n-polinomas f(z) virs C issiskaido j f(z) = (z — a1)(z — a2)...(z — ay,).
Mes apibrésim N ( f) kaip polinomo (nebatinai skirtingy) Sakny «; skaiciy, esanciy vienetinio skritulio

viduje, ir U( f) analogiskai $akny, esanciy ant vienetinio apskritimo.
N(f)=#{j,1 <j<n:|a <1}

U(f)=#j1<j<n:lol=1}

Tuo paciu, apibrézkime f*(z) = z"f(%), ji vadinsime sangraziniu polinomu. Nagrinékime jo iSkaidi-

ma j pirmo laipsnio polinomus. Jei f(z) ISsiskaido

fR)=EF—-—m)(z—ag)...(z — ap)
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tai f*(z) iSsiskaido j:

Gauname polinoma, kurio Saknys bus atvirkstinés f(z) Saknys, be to, jei |o;| > 1, tai ai < 1. Taip

mes surasime Sakny, nepatenkandiy j vienetinj apskritimo vidy, skaiciy.
N(f*(z)) =#{j,1<j<n:|aj| >1}
Bendrai paémus, mes galime Sakny skaiciy n iSskirstyti tokia iSraiska:

N(f) + U(f) + N(f*) =n

1.2. Bent dvi Saknys vienetiniam skritulyje

Pirmiausiai apsibrézkime porg funkcijy, kurias mes naudosime veliau:

 |z] - didZiausias sveikasis skai€ius, mazesnis arba lygus z.

 [x] - maZiausias sveikasis skaicius, didesnis arba lygus x.
Jrodysime kelius teiginius apie Sitas funkcijas.
1.2..1 Teiginys ([5]). Sie teiginiai teisingi:
1. Bet kokiam realiam skaiciui z, x| < x < [z]
2. Bet kokiam realiam skaiciui z, [x] = — |—x| , |x| = — [—z]
3. Bet kokiems realiems skaiciams a ir b, a < b, intervalas (a,b) turés lygiai [b] — |a]| — 1 sveiky
skaiciy.
1.2..2 Teiginys ([5]). Tegul n > m teigiami sveikieji skaiciai, ir a,b € {£1}, tada kompleksinis polino-
mas z" + az™ + b neturés kartotiniy Sakny.

Jrodymas. Naudosimés faktu, kad jei polinomas f(z) turés kartotine Saknj zy, jo iSvestiné bus lygi
nuliui taske zp.
Tarkime priesingai, kad zj yra kartotiné Saknis polinomo f(z) = 2" +az™ +b, tada f(z) = f'(20) =
0. 18vestiné bus

f(2) +nz"t +amz™t = 2" "™ 4+ am)

n—m

Gauname, kad z; = —am/n, jei imsime $aknies modulj (nepamirsus, kad |a| = 1), gausime,
kad |z9|"™™ = m/n < 1, iri$ to gauname, kad |z < 1 Kita vertus, i§ f'(z) = 0 gauname z{ =

—am/nzy", jsistacius j f(z), gauname

—am/zy" +azl' +b=10

11



I$ kurio iSplaukia, kad 2" = —bn/(a(n —m)), ir gauname jvertj |2o|™ = n/(n —m) > 1 = |z| > 1,
kuris prieStarauja pirmam jverciui.
[

1.2..3 Teiginys ([5]). tegul n > m tarpusavyje pirminiai, tada:

NE'+2"+1)=n—m—-1-2

n+m|
6

N(z"—i—zm—l):Q[

4
J\f(,z”—z””url):zFH6 mw —m—1

6
Jrodymas. Pritaikysime Bolio teorema 1.1..1 polinomui z" + pz™ + g kur p,q € {1} irv = 1, pagal

on —
N(z”—zm—l):n—Q{ z mJ -1

1.1..1 mes gausime lygiasonj trikampj v = |p|v™ = |q| = 1, ir kad kampai « = § = 7/3. Dabar,
mes galime apskaiciuoti intervalo (Cy — 05, Cr + d) centro taskg C'y ir plotj 6 Pradékime nuo pirmo
polinomo f; = 2" + 2™ + 1.

n(m+ arg(l) —arg(l)) — m(w —arg(1))

Cfl =

kadangiarg(1) =0

0§, = nekms _ (wtmin/3

kiekio jvertj , pritaikome 1.2..1 trecig punkta.

= "ng Turime dabar abu intervalo galus, kad gautume sveikyjy skaiciy

n—m n+m n—m n+m
|-l

N(f1)=[ 5 " 6

Pastebékime, kad n — m — 221 = 202,

N(f) = {n_m_n—i)’?m-‘ B {n—g?mJ L

ir pasinaudojus 1.2..1 antru punktu, galime iskelti sveikajg dalj uz skliausty.

oot [ e

3 3 3
Likusius atvejus gauname analogiSkai, gavus intervalg, ieSkome sveikyjy skaiciy kiekj, ir suprastinus
reiskinius.

Mes gausime skirtingus kiekvienam atveju (Y, .

12



i Cf2:0

° Cf3 — 2n—m

_n
® Cp =3

1.2..4 I18vada ([5]). Tegul n > m tarpusavyje pirminiai, tada:

N((z"+zm+1)*):2[ngm—‘ —m—1

Jrodymas. Mes pasinaudosime faktu, kad (2" + 2™ £ 1)* = 2"(& £ 5 + 1) = £2" £ 2" " + 1,
imkim 2! &+ 2* + 1,1 = n, k = n — mir jsistatome j 1.2..3, gausime atitinkamas lygybes. ]

1.2..5I18vada ([5]). Tegul n > m tarpusavyje pirminiai, tada:

U((z"+ 2™ +1)) =2 <1— <—”+m_ _|rrm ))
3 L 3 ]
U((z" + 2™ — 1)) =2 (1— ( ";m - _"ng_))
U((z" — 2"+ 1) = 2 (1 - U" *647”_ - |- +64mJ>)
U((z" — 2 — 1)) = (1_ ({2n6—m— B _2n6—mJ >
Jrodymas. Kadangin = U(f)+ N(f)+ N(f*), mes galime i3reiksti U(f) = n— N(f) — N(f*) per
1.2..3ir 1.2..4. Analogiskai pritaikius apvalinancias funkcijas. L]

Skaicius, kuriy modulis bus lygus 1, vadinsime skaiCiais ant vienetinio apskritimo. Vieneto Sak-
nys yra ant vienetinio apskritimo, bet ne visi skaiciai ant vienetinio apskritimo yra vieneto Saknys,

kaip pavyzdj imkime ¢, n € N.

1.2..6I1Svada ([5]). Teguln > m tarpusavyje pirminiai, tada polinomai forma z" ++2"+1 turés Saknj
ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, kai laipsniai taikys dalumo salygq. Be to, jei taiko dalumo
sqlygq, galima i$skaidyti j formgq (2% 4+ z + 1)g(z), kur g(z) neturi Sakny ant vienetinio apskritimo.

Dalumo sqglygos:

13



1. Polinomas z™ + 2™ 4+ 1 turés saknj ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, jei n + m dalijasi

i$ 3. Be to, iSsiskaido j (2* + z + 1)g(z), kur g(z) neturi $akny ant vienetinio apskritimo.

2. Polinomas z" + z™ — 1 turés Saknj ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, jei n + m dalijasi

i$ 6. Be to, iSsiskaido j (2* — = + 1)g(z), kur g(z) neturi Sakny ant vienetinio apskritimo.

3. Polinomas z™ — 2™ + 1 turés Saknj ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, jei n + 4m dalijasi

i$ 6. Be to, iSsiskaido j (2? — z + 1)g(z), kur g(z) neturi Sakny ant vienetinio apskritimo.

4. Polinomas 2™ — 2™ — 1turés Saknj ant vienetinio apskritimo tada ir tik tada, jei 2n — m dalijasi

i$ 6. Be to, iSsiskaido j (2* — z + 1)g(z), kur g(z) neturi Sakny ant vienetinio apskritimo.

Jrodymas. Pirmoji dalis visy punkty seka i$ 1.2..5, kai | x| ir [z] sutampa batent, kai x yra sveikas
skaicius, be to, mes turime, kad kiekvienas polinomas, kuriam galioja dalumo sglyga, tureés lygiai dvi
Saknis ant vienetinio apskritimo.

1. Tariam, kad 3|n + m. Polinomui z" + 2z + 1 parodome, kad { = %5 yra Saknis. Be to, C ir

¢ = e 5" yrapolinomo z2+2+1 = (z—C)(z+C) $aknys (prisiminkime, kad jein > 1 laipsnio

polinomas su realiais koeficientais turés Saknj «, tai @ irgi bus polinomo $aknis). kadangi n +
m = 3k,:

FO=C 4+ +1=C"+ M+ 1= (M L= (" ]

Dabar atkreipime démési j tai, kad ¢ yra primityvi vieneto Saknis, t.y. jos laipsniai generuos
visas treiojo laipsnio vieneto $aknis, kadangi jy yra tik ¢,C,1, ir kadangi n,m yra tarpusavyje

pirminiai, tai m nesidalija i$ 3. Gauname, kad ("™ yra 22 + z + 1 $aknis.

2. Tarkim, kad 6|n + m. Imsime ¢ = e%i, turime, kad n + m = 6k, be to, { bus primityvi vieneto

$aknis, kurio minimalus polinomas yra 22 — 2z + 1 = (z — {)(z — (), ir (¢ = 1, tai
FQO=¢"+¢"=1=¢Fm 4 ("1 = (M 1= (-

(™ yra primityvi 6-ojo laipsnio vieneto Saknis, kadangi n-+m = 6k ir n,m tarpusavyje pirminiai,

tai 6 ir m bus tarpusavyje pirminiai, gauname, kad ¢ yra f(z) $aknis ir (™ yra 2% — z + 1 8aknis.

3. Tarkim, kad 6/n—+4m, parodysime, kad ¢ = ¢, kaip ir antram punkte, z2—z+1 = (z2—()(2—()
yra minimalus polinomas, n + 4m = 6k ir (® = 1. Analogi$kai gausime:

F(Q) = ¢ = ™ = (PR (M = (I (1 = O - (M

14



1 lentelé. Polinomai su Saknimis vienetiniame skritulyje, pateiktas tik vienas is + f (+z)

N =1 N(f) = N =2
224z —1 A 42— 1 D421
P | A —22-1 B —z41
B H+z4+1 28424 -1 A+ 2241
Arz—1 26— 241 A 4z+1
P4z—1 S+ 224+1 P+ +1
254221 P e |

B422-1 P+ 41

A e | 2P —z4+1

2104221 S+z+41

21042241 2T+ 2241

2T —z+1

B+z+1

C—6mc2m_gm+1:<—2m_<m+l

m ir 6 yra tarpusavyje pirminiai, ir n + 4m = 6, gauname, kad (" irgi bus vieneto Saknis, tai ir

bus 22 — z + 1 $aknis.

. Mes pasinaudosime antru punktu, jsistacius sangrazinj polinoma

—(" == =241

Pastebékime, kad Saknys ( = e ir (=ce 5 yra atvirkstiniai daugybos ativilgiu, tai juos

nepakeis apvertimo operacija. Reiskia, kad jie bus ir polinomo 2z — z™ — 1 Saknys.

]

1.2..7 Teorema ([5]). Tegul m > n teigiami sveikieji skaiCiai, visi Borveino trinomai su bent dviem

Saknimis vienetiniame skritulyje yra lenteléje 1:

Jrodymas. Tegul n > m teigiami sveikieji skaiciai, tarkim f(z) = 2" £ 2™ + 1 yra Borveino trinomas,

kuriam N(f) < 2, nagrinékime du atvejus.

1. n ir m tarpusavyje pirminiai. Mes pritaikysime Bolio teorema 1.1..1 polinomui 2" + pz™ + g,

kurp = +1,¢ = +1,v = 1. Panasiai kaip 1.2..4, gauname lygiaSonj trikampj, taia« = 3 = Z.
N(f) bus lygus sveikyjy skaiciy kiekiui intervale (C'y — 07,Cf + 6f) kur §5 = w = DAy
Cfl

¢, — Mt arg(p) — argla)) + mix — arg(a))

- 21

Pritaikius 1.2..1, mes gauname:

N(f)=1[Cs+07] = [Cy =05 =1 > (Cp +65) = [Cp =07 =1 >

15



n+m-—3
3

Pastebékime, pasizitréjus j 1.2..3, pas mus d; visais atvejais pastovus, paémus bet kokig va-

> (Cr+0) = (Cp=05) —1=20; 1=

riacijg polinomo 2" + z™ £ 1 Kuo mums svarbi gauta nelygybé, prisiminkime, kad N(f) < 2,

sujungus abu gausime
n+m—3

3
Sita salyga, kartu su gcd(n,m) = 1irn > m, mums apriboja galimas poras (n,m), i$ viso jy bus
13.[5, p.7]

<2&n+m<9

(8,1),(7,2),(7,1),(6,1),(5,4),(5,3),(5,2),(5,1),(4,3),(4,1),(3,2),(3,1),(2,1)

Kadangi galime 4 skirtingais budais isrinkti Zenklus Borveino trinomui, turésime isvis 13-4 = 52,
kuriuos reikéty tikrinti. Pritaikius 1.2..3(Galime naudotis bet kokiu matematikos programiniu
paketu, Sitie buvo rasti Drungilo ir kt.[5] naudojus SageMath[14] paketu), mes gauname visus

atvejus N(f) = 1ir N(f) = 2, kuriuos galime matyti 1 pirmame ir tre¢iame stulpelyje .

. m ir m néra tarpusavyje pirminiai. Tai turésime a|n ir a|m, pazymékime n = an;,m =
amq, gcd(ny,my) = 1,ny > my. Turime f(z) = 29" 4+ 2%™ + 1, arba f(z) = g(2%), kur
g(z) = 2™ 4 2™ £ 1. Pastebékime, kad N (g(2*)) = kN (g(2))

9(2) = (z —a1)(z — a2)...(2 — o)

g(2") = (2F — o) (ZFaw)... (2" — a;)
2F — QG = (Z - 52‘1)(2 - 52‘2)---(2 - /Bz’k)

Atsizvelgus j tai, kad a > 1ir N(f) < 2, gauname, kad a = 2, N(f) = 2, kai N(g) = 1. Mes
jau suradome Borveino trinomus formos g(z) su N(g) = 1 1 pirmame stulpelyje. Tai lieka tik

patikrinti visus f(2) = g(2?%), N(f) = 2, visi tokie trinomai bus lentelés antrame stulpelyje.

]

Borveino trinomai, kuriy Saknis yra Pizo skaicius

1.3..1 Teorema ([5]). Bet koks Borveino trinomas su Saknimi, kuri yra kompleksinis Pizo skaiCius, bus

formos £+ f(£z), kur f(z) yra polinomas is lentelés 2:

[5]. Tegul f(z) = z™ & z™ =+ 1 Borveino trinomas su Saknimi /3, kuri yra kompleksinis Pizo skaicius,

Sios skai¢iaus minimalus polinomas yra p(z), jis neredukuojamas ir dalija f(z), pagal 1.4..1, kiekviena

Saknis polinomo (jeiyra ) f(z)/p(z) bus skai€ius ant vienetinio apskritimo (kita vertus, jei f(z) yra ne-

redukuojamas, gausime f(z) = p(z)ir f(z)/p(z) = 1), reiskia, kad f(z) ir p(z) turés vienoda skaiciy

Sakny, esanciy uz vienetinio skritulio, ir jy turésime lygiai 2, kadangi p(z) yra minimalus polinomas

kompleksinio Pizo skaiciaus. Gauname, kad N(f*) = N(p*) = 2, turime, kad Borveino trinomas
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2 lentelé. Polinomai su Saknimis, kurie yra Pizo skaiciai,imame tik vieng is +f(+z)

2+z+1 20 —22+1
-2 41 S+ 41
A4z4+1 42541
4221 2T+ P41
A2 41 20— 2541
P+z+1 2481
2P — 2241 B42T+1
P42 41 2042841
-2 41

f(2) turi lygiai dvi Saknis vienetinio skritulio viduje. Turime visus Borveino trinomus su N(f) = 2.

Juos patikrinus, randame tik kelias iSimtis su realiomis Saknimis vienetinio skritulio viduje. Jos buty:
o 2t 4221
o 204241
o 204221

o 24221

204221

Taigi, visi Borveino trinomai su kompleksiniu Pizo skai¢iumi duoti lenteléje 2. L]

1.4. Borveino trinomy neredukuojamumas

Polinomy skaidomumag nagrinéjo Selmeris [13] ir Tverbergas [15]. Selmeris atitinkamai jrodé
polinomo 2" — z — 1 neredukuojamuma visiems n. > 1. Tverbergas jrodé Borveino trinomams 1.4..1,
O Liungrenas jrodé teiginj Borveino keturnomams[10].

1.4..1 Teorema ([5]). Tegul n > m teigiami sveikieji skaiciai, trinomas f(z) = 2" + 2™ + 1 yra
redukuojamas virs QQ tada ir tik tada kai tures Saknj ant vienetinio apskritimo. Jei turés Saknis ant

vienetinio apskritimo, jomis galima iSskirti racionaly f(z) daliklj, likes daliklis bus neredukuojamas.
Sitg teiginj jrodé Liungrenas[10], mes naudosime jrodyma i$ Drungilo ir kt. [5]

1.4..2 18vada ([5]). Tegul n > m teigiami sveiki skaiciai, kuriems gcd(n,m) = a.
Polinomas f(z) = 2™ 4+ 2™ % 1 yra neredukuojamas tada ir tik tada, kai jis atitinka vienq is keturiy
atvejy, tada jis turés lygiai 2a Saknis ant vienetinio apskritimo, kurios bus polinomo f(z) daliklio h(z)

Saknys. Be to, f(z)/h(z) yra neredukuojamas.

1. f(2) = 2"+ 2™ + 1 redukuojamas < 3|™™, f(z) daliklis bus h(z) = 2°* 4+ z* + 1.

2. f(z) = 2" + 2™ — 1 redukuojamas < 6|™t™, f(z) daliklis bus h(z) = 2% — 2% + 1.

a

3. f(z) = 2" — 2™ + 1 redukuojamas < 6", f(z) daliklis bus h(z) = z** — 2* + 1.
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4. f(z) = z" — 2™ — 1 redukuojamas < 6|>*=", f(z) daliklis bus h(z) = 2** — z* 4 1.

Jrodymas. Nagrinésime atvejj f(z) = 2" + 2™ + 1, visi kiti atvéjai gaunami analogiskai.

Tegul f(2) = 2" + 2™ + 1ir f(z) = 2" 4 z™/% 4 1. Atkreipkime démesj, kad n/a ir m/a
yra tarpusavyje pirminiai. Tuo paciu (analogiskai, kaip 1.2..7) turime, kad U(f(z)) = U(f(z“) =
aU(f(z)).Pasinaudojus teiginiu 1.2..6, parodome, kad jei n/a + m/a = (n 4+ m)/a dalosi i§ 3, tai
pagal 1.4..1, jis bus redukuojamas. Jrodom pirma dalj teiginio.

Tarkim, kad 3|(n + m)/a, pagal 1.2..6 trinomas f(z) galima i$skaidytij f(z) = (2% + z + 1)g(z), kur
g(2) neturi $akny ant vienetinio apskritimo. Kiekviena $aknis 2%% + 2% + 1 bus vieneto 3aknis, kadangi
23 —1 = (2% —1)(2% + 2% + 1). Galiausiai, i§ 1.4..1 iplaukia, kad f(2)/(2%* + 2+ 1) = g(z?) yra
neredukuojamas. []
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3 lentelé. Kai kurie trinomai su koeficientais is Pitagoro trejety, kuriy Saknis yra Pizo skaicius

Apytiksli reikSmeé Polinomas Parametras
0.479 + 4.602i 4123 + 840z + 841 k=10
0.481 — 4.815; 4523 4+ 10122 + 1013 k=11
0.482 + 5.019¢ 4923 + 1200z + 1201 k=12
0.483 + 5.215¢ 5323 + 14042 + 1405 k=13
0.484 + 5.403i 57x% + 16242 + 1625 k=14
0.485 + 5.586i 6123 + 1860z + 1861 k=15

2. Trinomai su koeficientais iS Pitagoro trejety

2.1. Pitagoro trejetai

Teigiami sveikieji skai€iai a,b,c, kurie tenkina lygtj a® 4 b? = ¢2, vadinami Pitagoro trejetais. Jie
yra nagrinéjami nuo senoves graiky laiky ir jy savybés yra placiai Zinomos.
Jei a,b,c yra tarpusavyje pirminiai, mes tokj trejetg vadinsime primityviu. Yra Zinoma Euklido formu-
le, kurig mes galime generuoti primityvius trejetus. Imdami sveikus skai¢ius j > k& > 0, kurie yra
tarpusavyje pirminiai, ir tik vienas i$ jy yra lyginis, mes galime generuoti visus primityvius trejetus.
[9]
a=j*—k*b=2jk c=j>+k

2.2. Trinomai su koeficientais iS Pitagoro trejety

Kuo mums jdomus Pitagoro trejetai, yra tai, kad mes galime generuoti aibe trinomy, kuri lengvai
nagrinéjama Bolio teorema.
az"+bz" + ¢

Mes galime koeficientus surasyti ir prieSinga tvarka, tuo mes gausime atitinkamus sangrazinius poli-
nomus.
c2"+b2" +a

Kadangi gauname Zymiai didesne aibe polinomy, juos iSanalizuoti yra sudétingiau, kadangi néra aiskiy
skaidomumo kriterijy. Sioje dalyje bus pateikiami keli jrodymai, analogidki Borveino trinomy atvéjui,
ir dar vienas papildomas jrodymas ypatingas bltent Pitagoro trejety atvejui. Galutiné hipotezé re-

miasi kompiuterine paieska Sympy paketu, buvo istiriami iki 600 atvejy.

2.2..1 Teorema. Tegul n > m teigiami sveiki skaiciai, n,m yra tarpusavyje pirminiai. Trinomui p(z) =
az" +bz"+c

N(p):n—m—l—Z{M—ny

4

n

kur v = " arccos (%)

Jrodymas. Pirmiausiai, mes pakeiskime trinomga j normuotg pavidalg z”+§zm+§ Remdamiesi 1.1..1,
imdami v = 1 mes gausime statyjj trikampj, su krastinémis 1,b/a,c/a pastebékime, kad o + = 5
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Gauname:
o n(r+0-0)—m(r—0) n-m
P o 2

na+m5_m7r/2+(n—m)oz_m+n—marccos<b)_ 4 N
2m B 2m 4 2m o Tm 7

op =

gauname intervala (2”23’” — %2"27“ + 7)_

Pasinaudosime panasiu argumentu, kaip ir 1.2..3.

N(p) = Fn_mjLﬂ_LM_vJ_l: [(”_m)—n_er@jtﬂ—{M

4 4

]

2.2..2 18vada. Tegul n > m teigiami sveiki skaiCiai, n,m yra tarpusavyje pirminiai. Trinomui p(z)* =

cZ"+ b2+ a

4

U(p)=n+2—2([2m4_n+ﬂ - V_Qm—’y*J)

-2
N(p*):n—m—1—2{n m—”y*J

4

kur v = " arccos (%) y* = 2% arcsin (%)

Jrodymas.
o - n(r+0-0)—m(r—0) n-m
P 27 2
nm/2+marcsinb/c n m b
= — + ——arcsin —
2m 4 27 c

¥ S LG x _..m b : n—32m * 3n—2m *
Pazymeklme Y= o arcsin py) gauname mtervalq ( 1 -7, 1 + Y )

Op

n—m

N(p*) = { 1 1

Ir remiantis 2.2..1

U(p)—n+2—2(n—m)+2({@—7J 4 {”_Qm—y*J)

3n —2m . n—2m . n . n—2m
T+7 - T 7 —1=|(n—m)— 5 + -+

-
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:n+2+2(_<n_m)+L"—Qm_%_vJ%n;?m_,ﬁJ)
:n+2+2({—(n—m)+n;m_%_7J+{n_42m_7*J)
:n+2+2(L_”—2m_%_J V_fm‘”*J)
:n+2+2(L—;m_7J ["‘fm—v*p

]

2.2..3 Teorema. Jei p(z)* = cz" + bz™ + a turi Saknj ant vienetinio apskritimo, tai arcsin(b) bus

formos:
. (b) n =+ 2m
arcsin| - | =

c 2m

Jrodymas. Imkime $aknj zy = €%, jsista&ius j p(z)* gauname:
ce 4 pe?™ 4 g =0

Pastebékime, kad pirmy dviejy nariy suma yra realus skaicius

ce™ 4+ pe’m = —q
I$ to iSplaukia, kad Im(ce™™) = — Im(be?®™) Kita vertus, turime kad,
‘a + bewm} = |—cei9”|

(a + be™™)(a + bei®m) = (a + be™™)(a + bei?m)
a? + b* + a(be’™ 4 beifm) =

I$ Sito gauname, kad be™ + beif™ = (), tai reikia, Re(be?™) = 0, tai

be '™ = +ib
Jsistatom gautg reikSme
ce = —aq +ib
Padaliname abejas puses iS ¢,
: a b
ez@n — 4=
c c

Pastebékime, kad gauname staciojo trikampio kampo kosinusg ir sinusg, pakeiskime juos eksponen-
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tiniu pavidalu.
ei@n _ _(e:tiarcsinb/c>

eiGn — ei(:l: arcsinb/c+m)
b
On = tarcsin— + w + 2wk
c

Prisiminkime, kad 0m = +7 + 27k,

b
n <iz + 27Tk:1> = darcsin- + 7+ 2wk
m 2 &

b
arcsin— = n (f + 27Tk1> Fr— 2k

c m\2
b nm + dmmk,
arcsin- = | —— | ¥ 7 — 27k
c 2m

Mes galime ignoruoti perioda k, bet mums reikéty patikrinti, ar iSraiska patenka j intervalg [—m,7].

b ( nr+4mmkq

Imkime arcsin? = T ) — m — 2wk, kitas atvejis analogiSkai ves prie tos pacios k; reikSmés.

—wgg—ﬁ+27rk:1—7r§7r

m

Prie visy nelygybés pusiy pridedame 7 ir po to daliname i$ 27
0< = 4k <1
4m

Kadangi n > m, maziausia n reikSmé, kurig galime imti, baty m + 1

m—+1

0< +k <1

Gali lengvai parodyti, kad tinka tik vienintelis k; = 0. Gauname

n =+ 2m
2m

) nmw
arcsin—- = (—) Fr=m
c 2m

O
2.2..4 Hipotezé. Jei trinomas az>+bz+c, sudarytas is Pitagoro trejety, generuojamas Euklido formule

su parametrais k = k, 7 = k + 1. Visada turés Pizo skaiciy kaip Saknj.
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