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Santrauka

Tegul N > 3 - bet koks pirminis skai¢ius. Siame darbe pristatomas jrodymas pagal [2] darbg,
kad lygiakrascio trikampio nejmanoma supjaustyti j NV lygiy trikampiy.

Raktiniai Zodziai: Trikampis, iSkloté, padalinimas.



Summary

Let N > 3 be any prime number. This paper presents proof according to the work of [2], that
it is impossible to cut equilateral triangle into [V tiles.

Keywords: Triangle, tile, tiling.
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Lenteliy sarasas
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Jvadas

Tegul N - natiralusis skaiCius, o ABC'ir T' - du plokstumos trikampiai. Sakysime, kad trikampis
ABC yra N-isklotas trikampiu T, jei egzistuoja tokie plokStumos trikampiai 17, 15, ..., T, tenkinantys
Sias sglygas:

1. kiekvienas trikampis 7 yra lygus trikampiui 7;
2. bet kuriy trikampiy 7; ir T}, ¢ # j, vidus nesikerta (jokie du skirtingi trikampiai nepersidengia;
3. trikampiy T3, T5, ..., Ty sgjunga lygi trikampiui ABC.

Tarkime, kad ABC' yra lygiakrastis trikampis. Yra Zinoma(pacituoti), kad tik tam tikros 7" formos
yra jmanomos, bet iki $iol labai mazai buvo zinoma apie galimas NV reikimes. Siame darbe, pagal [2]
darbg pateikiame jrodyma, kad joks lygiakrastis trikampis néra N-isklotas kai NV > 3, N yra pirminis
skaicius.

Miklds Laczkovich parasé daug straipsniy apie isklotines, nagrinéjo trikampius, iSkylus daugia-
kampius, trikampiy dalijima j lygius trikampius bei trikampiy dalijimg j panasius trikampius. Darbuose
[4] ir [3] buvo susiaurintas galimy trikampiy 7, kurie gali biti naudojami iSkloti kokj nors lygiakrastj
trikampj, sarasas. Laczkovich jrodé, kad trikampiy 7" kampai (v, 3, 7) (tam tikra tvarka) turi bati vieni
i$ Siy:

(i) (r/3,7/3,7/3) (lygiakrastis)

(i) (x/6,7/6,27/3)

(iii) (7/6,7/2,7/3)

(iv) (av, 3,7/3), kai a néra racionalus 7 daugiklis
(v) (o, 8,27/3), kai o néra racionalus 7 daugiklis

Galimos N reikSmés pirmaisiais trim atvejais yra Zinomos. Atveju (i), /N turi bati kvadratinis
skaicius. Jrodymg j §j teigininj galima rasti [5] ir [6]. Kadangi N yra kvadratinis skaiCius tuomet NV
negali bati pirminis. Atveju (i) IV turi turéti forma 3n2, o (iii) NV turi bati formos 6n? arba 2n? iy
formy jrodymai yra pateikti straipsnyje [1]. Né vienas i$ jy negali bati pirminis, iSskyrus , kai N = 3
ir N = 2 yra galimas. Padalinimy pavyzdzZiai pateikiami 1, 2, 3 paveiksléliuose. Toliau mus domina
paskutiniai du atvejai (iv) ir (v).

1pav. N =4, N =9ir N = 16, kai T kampai (7 /3,7 /3,7/3)



2pav. N =3ir N =12, kai T kampai (7 /6,7/6,27/3)

3pav. N =6ir N =8, kai T kampai (7 /2,7 /6,7/3)

Skaitytojg gali nustebinti, kad isklotinés, patenkancios j (iv) ir (v) atvejus, egzistuoja. 1995 m.
Laczkovich jau pateiké metoda, kaip sukonstruoti kokio nors lygiakrascio trikampio iSklotine i$ bet
kurio trikampio 7', tenkinancio (iv) arba (v) atvejus, bet /N gali bati gana didelis.

Kas jdomu, jog M. Beeson straipsnyje [2] pateiké (v) atvejo pavyzdj (zr. 4 pav.). Maziausias
N tenkinantis sglygg gavosi N = 10935, Siuo atveju trikampiy 7" krastinés buvo (3,5,7), o kampai

(cos™!(13),cos7 (13),27/3).



4 pav. N = 10935, kai T krastiniy santykiai (3,5,7)

Siame straipsnyje mes jrodome, kad jei lygiakrastis trikampis yra N-i$klotas pagal auki&iau pa-
teiktus atvejus (iv) arba (v), tai N néra pirminis skaicius. Laczkovich jrodé [3] 3.3 teoremoje, kad tais
dviem atvejais trikampis 1" yra racionalus, kas reiskia, jog trikampio krastiniy santykiai yra racionals.
Tai suteikia mums gerq atspirties taska. Tuo remiantis, mes tesiame atvejj (iv) algebriniais skaicia-
vimais, pasiekdami tam tikras lygtis, kurias turi tenkinti V. Nors sumazinti Siy lygciy iki elegantisko
skaiciy teorijos kriterijaus nepavyko, bent jau galime parodyti, kad N negali bGti pirminis skaicius.
Algebriniai skai¢iavimai buvo atlikti arba patikrinti naudojant kompiuterinés algebros sistemg Sage-
Math.

Spresdami atvejj, kai tikampis 7" turi 7w /3 kampg, mes pasinaudojame Laczkovich [3] straipsnyje
pateiktu metodu. Siame straipsnyje mes pateikiame reikiamus apibrézimus ir paminime lemas, kuriy
mums reikia, bet jrodymus paliekame cituojamame straipsnyje.

Siame darbe pristatytas rezultatas, kad lygiakra$¢iai trikampiai negali bati N-iskloti, kai N yra
pirminis skaicius, didesnis uz 3, atsako j klausimg, uzduotg [6] straipsnyje. lki 2019m. iSleisto M.
Beeson [2] straipsnio nebuvo Zinoma, ar yra kiek norima didelis IV, kad joks lygiakrastis trikampis
negaléty bati /V-isklotas.
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1. Spalvinimo lygtis

Siame skyriuje mes pristatome jrankj, kuris yra naudingas kai kurioms, i8klotiniy problemoms.
Tarkime, kad trikampis ABC' yra iklotas trikampiais 7" su kampais («, 3, ) ir krastinémis (a, b, ¢), ir
tarkime, kad prie virsinés A yra tik vienas trikampis 77. Mes nuspalviname 7T juodai, o tada nuspal-
viname kiekvieng trikampj 7" juodai arba baltai, keisdami spalvas, kai kertame jy krastines, pazymime
T} ir Ty,. Tam tikromis sglygomis Sj spalvinimg galima apibrézti vienareikSmiskai, ir tada mes apibré-
Ziame spalvinimo skaiciy kaip juody 7} skaiCiy minus balty 7 skaiiy. Toks spalvinimas pavaizduotas
5.

5 pav. Trikampio nuspalvinimas, jog beislieCiantys trikampiai baty skirtingy spalvy

Toliau sekanti teorema iSdésto saglygas, su kuriomis galima atlikti tokj trikampio padalijimg. Teo-
remoje krastiné virstné reiskia virstne, kuri yra ABC krastinéje arba kito trikampio T krastinéje, taip

kad kampy suma toje virsiinéje yra 7. Viduje esancioje virStinéje kampy suma yra 2.

1.0.1 teorema ([2]). Tarkime, kad trikampis ABC yra isklotas trikampiais T, kuriy krastinés (a, b, c)
taip, kad

(i) Virsinéje A yra tik vienas trikampis T'.
(ii) Kiekvienoje krastinéje virstinéje susitinka nelyginis skaicius trikampiy T

(i) Kiekvienoje viduje esancioje virstinéje susitinka lyginis skaicius trikampiy T
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(iv) Trikampiy T skaicius prie B ir C' yra arba abiem atvéjais lyginis, arba nelyginis.

Tada kiekvienam trikampiui 1" galima priskirti spalva (juodg arba baltg) taip, kad spalvos keistysi
per dalijanciy trikampiy krastines, o trikampis 7" prie A baty juodas. Tegul M yra juody trikampiy T’
skaicius minus balty trikampiy skaicius. Tada spalvinimo lygtis

X+Y+Z=M(a+b+c)

galioja, kur Y yra ABC krastiné, esanti priedais A, o X ir Z yra kitos dvi kradtinés. Zenklas

skiriasi, atsizvelgiant j tai, ar trikampiy 7" skaiCius prie B ir C' yra nelyginis ar lyginis.

Jrodymas. Kiekvienas trikampis 7" yra nuspalvinta juodai arba baltai, atsiZzvelgiant j tai, ar trikampiy 7T’
krastiniy skaicius, kirstas pasiekiant jg nuo A neperéjus per virsiine, yra lyginis ar nelyginis. Teoremos
hipotezés garantuoja, kad taip apibrézta spalva nepriklauso nuo kelio, pasirinkto pasiekti trikampj 1T’
nuo virsinés A. Bendras juody krasty ilgis, minus bendras balty krasty ilgis, yra M (a + b + ¢), nes
a + b + c yra kiekvieno trikampio 1" perimetras. Kiekviena vidiné krastiné prisideda nuliu prie Sios
sumos, nes ji yra juoda vienoje puséje ir balta kitoje. Todél prisideda tik ABC' krastinés. Dabar X
ir Y krastinése yra tik juody trikampiy 7" krastinés pagal hipotezes (i) ir (ii). Y krastiné taip pat yra
juoda, jei trikampiy 7' skaiCius prie B ir C' yra nelyginis, ir balta, jei jis yra lyginis. Taigi skirtumas
bendrame juody ir balty trikampiy 7" ilgiy yra X + Y + Z, o Zenklas skiriasi, atsizvelgiant j tai, ar
trikampiy skaicius prie B ir C yra nelyginis ar lyginis. Tai uzbaigia jrodyma. [
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2. Trikampis T su kampu v = 7/3, kai o/ 7 irracionalus

Siuo atveju mes turime a+/3 = 27/3. Tada galimi badai paradyti 7 ir 27 kaip tiesine kombinacija

i$ (a, B, 7y) yra Sie:

T=a+f+y
2 =200+ 28 4 2y
21 = 6y
2Zr=a+f+4y
2r =200+ 268 + 2y

Taigi kiekviena virSuné su bendru kampu 7 turi nelyginj trikampiy 7', besidalijanciy ta virSune,
skaiciy, o kiekviena virsiné su bendru kampu 27 turi lyginj trikampiy 7', besidalijanciy ta virsine,
skaiciy. Be to, kiekvienoje ABC' virSinéje yra tik vienas trikampis 7" su savo v kampu virsiinéje.
Taigi spalvinimo teorema (1.0.1 teorema) galioja. Ji sako, kad kai trikampiai 7" yra nuspalvinti juodai
ir baltai, o virsiné prie A yra juoda, jei M yra juody trikampiy 7" skaicius minus balty trikampiy T’

skaicius,

M(a+b+c)=3X (1)

kur X yra kiekvienos ABC krastinés ilgis.
Msy antrasis jrankis yra ploto lygtis, gauta prilyginant ABC' plotg N karty trikampiy 71" plotui:

X?= Nab (2)

Sie jrankiai leidZia mums suformuluoti biting sglyga tokios isklotinés egzistavimui ir apibadinti tri-
kampj 7', t.y., apskaiciuoti trikampj 7" turint N ir spalvinimo skaiciaus isklotine.
2.0.1 teorema ([2]). Tarkime, kad trikampis ABC yra lygiakrastis. Tarkime, kad jis yra N-isklotas

naudojant trikampj T' su kampais (v, 3, 5 ), kur 3 néra racionalus 7 daugiklis. Tegul M yra isklotinés
spalvinimo skaicius. Tada

(i) ¢ = ' tenkina kvadratine lygtj su koeficientais (jtraukiant N ir M) Q(i/3).

(ii) N ir M vienareiksmiskai nustato trikampio I" formq; tai reiskia, jog yra algebrinés formulés
(b/a) ir (c/a) isreiskus N ir M. Konkreciai, a/c ir b/c yra pateikti

2\ 3N — M2 3N — M2

| <3N+M2 | VON = IP)(N - M2))
2

(i) M? < N
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Jrodymas. Tarkime, kad lygiakrastis trikampis ABC' yra N-isklotas naudojant trikampius 7" su kam-
pais (a, 3, 5 ). Apibrézkime

(:=e"
Tada
. V3
c=siny=—
1
a=sina = ¢ C
21
b=sing
=sin(27/3 — )

= sin(27/3) cos a — cos(27/3) sin «

_§C+C‘1+1C—C‘1
2 2 2 2

Jstatome X reikSme i$ spalvinimo lygties (1) j ploto lygtj (2):
M?*(a+b+c)* = 9Nab
Dabar jsistate a, b ir ¢ reikSmes gauname koeficientus prie (:

0= (M?*(—iv3—1) + N(3iv3 + 3))¢*
+2M?(—ivV3 +1)¢
+6(M* — N)¢* (3)
+2M% (V3 4+ 1)¢
+ (M*(iv3 = 1) + N(=3iv3 + 3))

Pirmiausia pastebékime, kad ( = 1 néra sprendinys, nes f(1) = 8M?, o pagal spalvinimo
lygti M > 0. Toliau pastebékite, kad ( = —1 yra sprendinys. Taigi nerealls sprendimai, kurie yra
mums jdomds, tenkina kubine lygtj. Ta lygtis yra f(¢)/(¢ + 1) = 0. Lygtis gali buti suskaiciuojama
pasinaudojant ilggja dalyba arba naudojant SageMath, kodu:

g = (f-mazimayethods().divide(x + 1)[0]). fullsimpli fy()

Lygties rezultatas yra:

0= (M?*(—iv3 —1) + N(3iv3 + 3))¢?
+ (M?*(=iV3 +3) + N(=3iV3 — 3))¢?
+ (M?(iV3 + 3) + N(3iv3 — 3))¢
+ M*(iv/3 — 1) + N(=3iV3 + 3)
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Galiausiai $i lygtis turi kitg aisky sprendima, batent ¢ = e~" /3, kurj galima patikrinti ranka arba
paprasius SageMath g(x=exp(-i*pi/3). Padalijus i§ z — e~™ /3, randame kvadratine lygtj (:

0= (M?*(—iv/3 — 1) + N(3iV3 + 3))¢?
+ (M?(—=ivV3 + 1) + N(=3iv3 + 3))¢
+2M? — 6N

Tai yra kvadratiné lygtis, paminéta (i) teoremoje.

ISsprende tg lygtj, mes randame

M?(iy/3 — 1) + N(3iv/3 — 3)
M?2(—2iv/3 — 2) + N(6iv/3 + 6)
\/M4 6iv/3 + 6) + M2N(—60iv/3 — 60) + N2(54iv/3 + 54)
M?2(—2iy/3 — 2) + N(6iv/3 + 6)

13N+ M? (i3 -1
23N - M2\ iV/3+1
\/M4 6iv/3 + 6) + M2N(—60iv/3 — 60) + N2(54iv/3 + 54)

2(3N — M?)(zf+ 1)

13N + M2 (@ 3—1) V6\/iv3 + 1,/(MP=9N)(M? — N)

T 23N M2\ /311 2(3N M2)(i/3 + 1)
13N + M? (1+iv3) + V3e™/0 | /(M2-9N)(M? — N)
T 43N — M2 2¢it/3 3N — M2
13N + M? 3e~ /6 /(ON-M2)(N — M?2
43N — M?2 2 3N — M2
13N + M2 3 — i3/ (ON=-M2)(N — M?2
e N i3 ) )
43N — M?2 4 3N — M2

Trikampiy 7" krastinés a ir b yra jsivaizduojamosios dviejy ¢ reikSmiy dalys. Mes jas aiskiai ap-

skaic¢iuojame:

V3 [3N+M? /(9N — M?)(N — M?)
Ty \sN-oa2 T 3N — M2

p_ V3 (3N M JON - M(N - M)
“ T \avoaet 3N — M?
V3

‘T

Tai atitinka formules (ii) teoremos dalyje.
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Toliau jrodysime nelygybe M? < N, kuri yra (iii) dalis teoremoje. 1§ ploto ir spalvinimo lyggiy

mes turime

X2 = Nab

M 2
(E(a—l—b—l—c)) = Nbc
M2 9Nbc

(a+b+c)?

I$ anksciau apskaiciuoty formuliy (a, b, ¢), mes turime

V3

+b+ — 1+M
“ €T 3N — M2

3N
=3[ ——
V3 (SN — MQ)
Tai jau reidkia M? < 3N, nes jei ne, dediné pusé yra neigiama, bet kairé pusé yra teigiama.
Dabar atkreipkite démesj, kad lygtis (ii) dalyje yra 1/ (9N-M?2)(N-M?). Kadangi M? < 3N, pirmasis
faktorius yra teigiamas. Todél antrasis faktorius V-2 turi bati neneigiamas, arba kvadratiné $aknis

nebus reali, bet santykis a /b yra realus. Todél M? < N . Mes negalime turéti M? = N, nes tuomet
turésime a = b, o tai reiskia & = /3. Gauname priestara hipotezei, todél M? < N. Tai jrodo (iii) dal;
teoremoje.

[

2.0.2lema ([2]). Tarkime, kad trikampis ABC yra lygiakrastis. Tarkime, kad jis yra N-isklotas naudo-
jant trikampius T' su kampais (v, 3, ), kur o néra racionalus w kartotinis. Tegul (a,b,c) yra trikampiy
T krastinés. Tada

ab AMAN
2 (3N — M?2)2
Jrodymas. Pradedame nuo formulés a ir b i$ Teoremos 2.0.3, btent, jog a ir b yra duota pasirenkant

+ arba — atitinkamai formuléje:

2\ 3N — M2 3N — M2

1 <3N+M2 L VON- M?)(N—M2)>
2

Naudojant tapatybe (u — v)(u + v) = u* — v?, gauname

ab  1(3N + M?)? — (9N — M*)(N — M?)

24 (3N — M?2)?
Supaprastine skaitiklj, turime

16M?N

ab 1
2 4(3N — M?2)2
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Panaikinus 4, gauname formule, nurodytg lemoje. Tai uzbaigia jrodyma. [

2.0.3 teorema ([2]). Tarkime, kad trikampis ABC' yra lygiakrastis. Tarkime, kad jis yra N-isklotas

naudojant trikampius T su kampais («, 3, %), kur o néra racionalus w kartotinis. Tada:
(i) (AN — M?)(N — M?) yra kvadratas;
(i) N néra pirminis.

Pastabos. (1) Ypac, N negali bati 7, 11 ar 19. Darbe [1] yra jrodyta, kad 7 ar 11 iskloté neegzis-
tuoja, o Cia nagrinétas atvejis buvo iSsprestas kompiuteriniu btdu, kuris neveikia N = 19.

(2) Laczkovich jrodé, kad kiekvienas racionalus trikampis T su kampu v = 7/3, kur a néra
racionalus 7 kartotinis, gali biti naudojamas isSkloti tam tikrg lygiakrastj trikampj. Taciau reikiami NV
gali bati labai dideli.

Jrodymas. Tarkime, kad lygiakrastis trikampis ABC yra N-isklotas. Tegul (a,b,c) yra triakmpio T kras-
tinés. Tada, pagal Teorema 2.0.3, kai M < v/ N, trikampio T krastiniy santykiai a/c ir b/c yra duoti

L (3N 402 | JON = MH(N — M)
2 \ 3N — M2 3N — M2 ‘

Pagal Teorema 3.3 i$ [3], trijy krastiniy (a,b,c) santykis yra racionalus, todél a/c ir b/c yra
racionalus. Kadangi Saknies iSraiSka yra sveikasis skaicius, tai jrodo teoremos (i) dalj.

Prisiminkime ploty lygtj X? = Nab. Kadangi trikampis T yra racionalus, galime i§ naujo parinkti
mastelj taip, kad (a,b,c) buty sveikieji skaiciai be bendro daliklio. (Tai pakeicia trikampio ABC' dydj
ir paveré&ia X sveikuoju skai¢iumi.) Tegul s yra nekvadratiné ab dalis. Tada s dalija X?, kadangi s néra

kvadratas, tai s dalija X. Vadinasi, s2 dalija Nab, o tai reiskia, kad s dalija V.

Dabar tarkime priesingai, kad N yra pirminis skaiCius. Tada s yra arba 1, arba N. Jei s = 1, tai
ab yra kvadratas, taigi X = X?/ab yra racionalus kvadratas, kadangi N yra sveikasis skaiius, tai N

turi bti sveikasis kvadratas. Bet tai priestarauja prielaidai, kad N yra pirminis.

Taigi lieka kita galimybé: s = N. Kadangi N yra numanomas pirminis, s taip pat yra pirminis,
ir vienas i$ a,b yra N karty kvadratas, o kitas yra kvadratas. Tarkime, kad a néra kvadratas, tada
a = Nd?irb = e? Tada ab = Nd?e? yra N karty kvadratas.

Tai nepriestarauja 2.0.2 lemai, su salyga (3N — M?) dalija 2M. Tegul dalmuo yra g, tada (3N —
M?*)q = 2M, taigi gM?* + 2M = 2N = (¢M + 2)M. Kadangi N yra pirminis, turime M = 2 ir
gM +2 = N.Betjei M = 2,taigM +2 =2q+2 = 2(q+ 1) = N, o tai prieStarauja prielaidai,
kad N yra pirminis, nebent ¢ = 0. Bet tokiu atveju N = 2, kas yra nejmanoma, nes reikia bent
trijy trikampiy 7', kuriy viena turéty 7 /3 kampg kiekvienoje trikampio ABC' virsinéje. Tai uzbaigia
teoremos jrodyma. ]
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2.1 Algoritmas nustatyti, ar egzistuoja (N)-isklote

2.1.1 teorema ([2]). Duotam N ir lygiakrasciui trikampiui ABC' egzistuoja baigtiné trikampiy T" aibé
S, kurios dydis nevirsija 3v/N, tokia, kad jei bet kuris trikampis T su kampais (o, 3, 7/3), kur a néra
racionalus m kartotinis, gali bati naudojama trikampio ABC N-isklotei, tada bent vienas is trikampiy
T is S gali bati panaudota. Ar tokia iSkloté egzistuoja, galima apskaiciuoti baigtiniu (galbat dideliu)
veiksmy skaiciumi.

Pastaba. Mes neteigiam, kad Sis algoritmas yra efektyvus.

Jrodymas. Pagal teoremg 2.0.3, bet kokiam N-dalijamam trikampyje ABC' spalvinimo skai¢ius M
yra daugiausia v 3N ir (N, M) kartu nusako trikampio 7" krastines (a,b,c). Tai leidZia gauti baigtinj
trikampiy 7" rinkinj S, ir teorema 2.0.1 teigia, kad bet kuris N-déliojimas naudoja vieng i$ Siy trikam-
piy T'. Visi trikampiai 7" i$ .S tenkina ploty lygtj: trikampio ABC plotas yra lygus IV karty trikampiy 7’
plotui. Turint tokj trikampj 7" su krastinémis (a,b,c), naudojant gerai Zinomus paieskos grafuose algo-
ritmus (pavyzdZiui, paieska gylyn) galima nuspresti, ar (a,b,c) gali sudélioti ABC'. Tai gali pasirodyti
akivaizdu, bet trumpai aptarkime detales.

Galime traktuoti sujungtus dalinius padalinimus kaip grafy virSunes, kur yra briauna tarp virsa-
niy p ir ¢, jei déliojimas ¢ gaunamas i$ p pridedant dar vieng trikampj 7" trikampio ABC ribose taip,
kad naujojasis trikampis 1" dalintysi bent viena virSline ir bent dalimi bent vienos briaunos su délio-
jimu p, ir nesikirsty su jokiu trikampiu 7" i$ p. Kiekvienas dalinis padalinimas p turi tik baigtinj skaiciy
kaimyny, kurie gali bUti algoritmiSkai sugeneruoti iSnagrinéjus visas galimas padalinimo plétimo ga-
limybes. Tokiu atveju reikia patikrinti, ar naujas trikampis kertasi su jau esamais; Sioje vietoje iSkyla
tikslumo klausimas, kuris aptariamas toliau. Né vienas kelias negali bti ilgesnis nei IV, nes dalinio
padalinimo plotas negali virsyti IV karty trikampio 1" ploto. Galiausiai, algoritmiskai galima patikrinti,
ar duotas dalinis padalinimas sudaro pilng padalinimg ABC — ¢ia taip pat iskyla tikslumo klausimy.
Siy tikslumo problemy esmé — algoritmiskai nuspresti, ar du taskai sutampa, ar ne, ar trikampiy T
briaunos sutampa, ar ne, ir ar taskas priklauso duotai atkarpai.

Dalinius padalinimus vaizduojame kaip trikampiy sgrasus, kur kiekvienas trikampis apibréztas
trimis taskais, o kiekvienas taskas — koordinaciy pora tam tikrame lauke K, arba tiesiog baigtinio tiks-
lumo kompleksiniais skaiCiais. Gerai Zinoma, kad algebriniy skaiCiy laukuose sprendziamas lygybés
klausimas, todél, jei tasky koordinatéms naudojami algebriniai skaiciai, tikslumo problemy neiskyla
— skaiciavimai yra tikslUs. Tai uzbaigia jrodyma. []

Pastaba. Galétume parasyti Sig jrodymo programg Python kalba, naudodami SageMath biblio-
teka algebrainiy skaiciy lauky aritmetikai. Ta¢iau to nepadaréme. Vietoje to paraséme programg C++
kalba, naudodami fiksuoto tikslumo realiuosius skaicius. Teoriskai fiksuoto tikslumo realieji skaiciai
visada veikty, nors kartais gali reikéti labai didelio tikslumo, jei trikampyje 1" yra labai mazas kampas.
Kadangi trikampiy 7" kampai kiekvienoje virSlnéje susideda i$ o, (§ ir v, tai dvi trikampiy 1" krastinés
arba sutampa, arba aiskiai skiriasi. Praktikoje nenaudojome trikampiy su labai mazais kampais, todél
jprasti fiksuoto tikslumo realieji skaiciai nesukélé problemy. Si programa neturéjo jokio vaidmens
musy jrodymuose ir nerado jokiy naujy padalijimy. Taliau ji padéjo atmesti visas NV < 105 reikSmes,

kaip aprasyta toliau.

18



2.2 Palyginimas su Laczkovich rezultatais

Dabar, kai Zinome, kaip nustatyti baigtinj galimy trikampiy 7T rinkinj, kuriame yra kiekvienas
trikampis 7" su 7 /3 kampu ir «v, kuris néra racionalus 7 kartotinis, kurj gali bati naudojama N-isklotéje
lygiakrascio trikampio ABC, jei pasirinksime N pakankamai didelj. Kitaip tariant, esant duotam N,
bent viena (N,ABC') pora yra nustatyta taip, kad iSkloté egzistuoja.

Lyginant Siuos rezultatus, kyla nattralus klausimas, ar trikampis 7" i$ tikryjy nustato V. Tai yra,
ar tas pats trikampis 7" gali buti naudojama dengiant du skirtingo dydzio lygiakrascius trikampius? Jei
yra duotas vienas trikampis 7', visada galima jj pakeisti j kvadratine m? mazesniy trikampiy danga,
taip sukuriant m?N-denginj. Taigi, geriausia, kg galime tikétis, yra tai, kad N kvadratiné dalis gali
blti nustatyta pagal trikampj 7". Kadangi turime tikslias formules a/b ir b/c, Sis klausimas gali bati
atsakytas.

2.2.1teorema ([2]). Tarkime, kad T yra trikampis su kampais (o, 8, 7/3), kur [3 néra racionalus /3
daugiklis. Tarkime, kad T yra naudojamas N-denginyje lygiakrascio trikampio ir taip pat K -denginyje
(kitame) lygiakrasciame trikampyje. Tada N ir K turi tq pacig bekvadratine dalj.

Jrodymas. Paiymékime M kaip spalvinimo skai¢iy /N-denginyje ir J kaip spalvinimo skaiciy K-

denginyje. IS 2.0.2 turime:

3N + M? N VON — M?)(N —M?) 3K+ J? N VK — J2)(K — J?
3N — M2 3N — M2 - 3K —J? 3K — J?
Sudéjus abi lygtis (gautos keiciant Zenklus) gauname:

3N +M? 3K+ J?
3N — M2 3K — J2

(4)
Apibrézkime:

0= 5

Mes esame suinteresuoti tik racionaliy > 1 reikSmiy sritimi. Tada f’ yra neigiamas, todél f

yra mazéjanti funkcija ir todél funkcija yra injekciné. Pagal (4),

N K
1(am) =1 ()
Kadangi f yra injekcing, gauname N/M? = K /J?. Taigi J2N = M?N, todél M ir N turita

pacig bekvadratine dalj. Tai uzbaigia teoremos jrodyma.
O

2.3 Skaitiniai rezultatai

M. Beeson straipsnyje [2] jrodé, kad jei /N yra pirminis skaicius, N > 3, lygiakrascio trikampio
padalijimas j N daliy su kampais («, 5,7/3), kai a néra racionalus 7 daliklis néra jmanomas, taciau
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bendros taisyklés visiems N rasti nepavyko. Nepaisant to jis pasiulé dviejy Zingsniy strategija, kaip
patikrinti kiekvieng konkrety V:

1. Pirmiausia patikrinti ar lygtis i$ lemos 2.0.2 turi racionalius krastiniy santykius a/cir b/c. Jei
ne, vadinasi, toks N-denginys neegzistuoja. Jei taip, vadinasi, potencialus trikampis ' rastas, ir jo
krastines galima iSreiksti sveikaisiais skai¢iais be bendro daliklio.

2. Jei teorinis patikrinimas sékmingas, tuomet reikia sukonstruoti padalijimg, naudojant paies-
kos algoritmg (konkrediai, gylio paieska, ang. Depth-First Search arba DFS).

Taigi, Beeson atliko skaitinius eksperimentus mazoms N reikSméms. Jo tikslas buvo iSsiaiskinti,
ar egzistuoja tokie N denginiai, kai N yra maZesnis uz 105.

Pirmiausia, jis parasé programa SageMath kalba, kuri atliko teorinj patikrinima. Si programa
perziuréjo N reikSmes kai N < 200 ir susijusio spalvinimo skaiciaus M, kurie tenkino teorine s3alyga

ir egzistavo tinkamas trikampis 71" (krastiniy santykiai pateikti lenteléje 1).

N M Trikampis

54 6 (3,8,7)

66 4  (11,96,91)
70 5  (7,40,37)
85 6 (17,80,73)
9% 8 (3,8,7)
105 7  (5,21,19)
105 9  (7,15,13)
130 9 (40,117,103)

150 10 (3,8,7)

153 5 (17,225,217)
156 9  (13,48,43)
198 10 (72,275,247)

1 lentelé. Dengimai, kurie néra eliminuoti ploty ir spalvinimo lygtimis.

Galutiné M. Beesono iSvada, remiantis Siais skaiciavimais, buvo suformuluota kaip teorema: jei
N < 105, tai néra jokio N-denginio, kai didysis trikampis yra lygiakrastis, o naudojamas trikampis 7’
turi vieng kampa 7/3, o kitas jos kampas néra racionalus 7 kartotinis.

Nors teoriskai bty galima bandyti tikrinti ir didesnes N reikSmes, pasitelkus galingesnius kom-
piuterius, pati paieSkos problema, ieskant bendro sprendimo tokiu metodu, tampa nebe optimali.

Taciau M. Beeson darbas suteike jzvalgy bent mazoms N reikSmémes.

2.4 Jrodymas, jog N negali buti pirminis

Dabar jrodysime pagrindinj Sio darbo tikslg, jog /N negali bati pirminis, kai lygiakrastis trikampis
ABC yra padalintas | N mazesniy trikampiy su kampais («, 3, 7/3), o néra racionalus 7 kartotinis.

2.4.1 teorema. Tarkime, kad lygiakrastis trikampis ABC' yra N-isklotas trikampiais T su kampais

(e, B,7), kur v = /3 ir o néra racionalus 7 kartotinis. Tuomet N néra pirminis skaicius.
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Jrodymas. Tarkime priesingai, kad IV yra pirminis. Pazymékime X - lygiakrascio trikampio ABC kras-
tiniy ilgis, (a,b,c) - dalijamo trikampio krastiniy ilgiai. Remiantis teorema 3.3 i$ [3], (a,b,c) yra sveikieji

skaiciai, kuriy didzZiausias bendras daliklis yra lygus 1. Pritaikome trikampio ploto formule:

absin(7y)
2

Kur a ir b yra trikampio krastinés, o y yra kampas tarp jy.

S:

Tada ploty lygtis yra:

X?%sin(7/3) = Nabsin(r/3)
Kairéje puséje 7/3 yra lygiakraséio trikampio ABC' kampas, o desinéje 7/3 yra trikampio T
kampas 7.
Suprasting sin(7/3) turime:
X?% = Nab (ploto lygtis)
Kadangi kiekviena trikampio ABC' krastiné yra padalyta j mazesniy trikampiy 7" krastiniy aibes,
egzistuoja tokie sveikieji skaiciai (p,q,r), kad
X =pa+qgb+re.
Kadangi X yra sveikasis skai€ius ir X2 = Nab, vadinasi, N dalija X?, kg jprastai Zymime N | X?.
Tada turime:
N | X?
N | X kadangi N yra pirminis
N? | X?
N?| Nab kadangi X* = Nab
N | ab

Kadangi N yra pirminis skaicius, tai N | a arba N | b. Kadangi iki Siol niekas neisskyré « i$ j3,
iSskyrus jy pavadinimus, galime be bendrumo praradimo daryti prielaida, kad NV | a. Tada egzistuoja
toks e > 0, kad @ = Ne. Tuomet X2 = NZ2eb. Padalije i§ N2, gauname eb = (%)2 Kadangi X
ir N yra sveikieji, % yra racionalus skaicius. Kadangi e ir b yra sveikieji, eb yra sveikasis skaicius. Jei
sveikasis skaicius eb yra racionalaus skaiCiaus kvadratas, tai eb turi biti sveikojo skaiciaus kvadratas.

Remiantis kosinusy teorema, turime:

¢ =a® +b* — 2cos(r/3)ab
? =a’ +b* —ab kadangi cos(m/3) =1/2 (5)

Jsistatius a = Ne gauname ¢ = N2%e?+b*>— Neb
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Todél ¢ = +b mod N ir N { b, nes jei N | b, tuomet N | 2 ir N | ¢, tai reidkia, N dalija visus
Kadangi X yra trikampiy 7" krastiniy suma, egzistuoja tokie ne neigiami sveikieji skaiciai (p, q, ),
kad:

X =pa+qb+rc

Be to, galime daryti prielaidg, kad abu p ir ¢ néra lygls nuliui tuo paciu metu, nes kiekviename
ABC! virsunés taske visi trikampiai 7" turi v kampa (y = 7/3), todél tas trikampis neturi ¢ krastinés
ant ABC' krasto.

Pagal Laczkovich lemas 4.5 ir 4.6 i$ [3] straipsnio r = 0.

Remiantis, kad c-krastinés negali bati ant ABC' krastiniy ABC' krastiné X gali bati iSreiksta

forma:

X =pNe+qb

Kadangi N | X, pazvelge j lygtj moduliu N, gauname:

0=qgb mod N

Zinome, jog N 1 b, taigi N | ¢, vadinasi ¢ turi bati 0 arba ¢ > N.

q negali buti lygus 0, nes tuomet krastine X padengs tik a krastinés, o tai néra jmanoma, nes
tuomet prieStarausime salygai, jog trikampio ABC' kampus sudaro trikampiy 7" kampai, kurie yra
lygas 7/3

q > N reiksty, kad vienai trikampio krastinei tekty ne maziau kaip N trikampiy 7, bet visas
trikampis ABC' sudarytas tik is NV trikampiy, tad tai nejmanoma.

Taigi gauname priestarg teiginiui, jog N yra pirminis, kai trikampis yra sudarytas iS kampy
(o, 8,m/3), kai @ néra racionalus 7 kartotinis ir ABC' yra lygiakrastis trikampis.

O

Pastaba. Panasiai galima jrodyti ir atvejj, kai lygiakrastis trikampis, iSklotas trikampiais T', tu-
rindiais kampus (o, 3,27 /3). Tik iuo atveju kosinusy teorema duoda ¢ = a? + b? + ab vietoje

c? = a® + b — ab. Sis jrodymas yra pateikiamas [2] straipsnyje.
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