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1 Jvadas

Tegul 0 < a; < as... yra begaliné naturaliyjy skaiciy seka. Pazymékime lygties n =
a; + a; sprendiniy skai¢iy f(n). 1941 m. P. Erdés ir P. Turan [12] iskélé hipoteze, kad jei

f(n) > 0 su visais n > ng, tuomet limsup f(n) = oo. Kitaip sakant, funkcija f neturéty
n—oo

buti aprézta. 1954 m. Pats P. Erdés [10] minéjo, jog tokj tvirtinima jrodyti bus labai sunku.
2003 m. G. Grekos, L. Haddad, C. Helou, J. Pihko [5] parodé, kad jei f(n) > 0 visiems n,
tuomet f(n) butinai jgyja reikséme didesne uz 5. 2006 m. P. Borwein, S. Choi, F. Chu [9]
pagerino §j rezultata ir parodé, kad jgyjama reikSmé turi buti didesné uz 7.

Sj uzdavinj bandoma spresti ir is kitos pusés, t.y. konstruoti N U{0} adityvias bazes (aibes
A ={ay,as,...}, kurioms f(n) > 0 visiems n), kuriy reprezentacijos funkcijos f(n) jigyja kiek
jmanoma mazesnes reikSmes. 1954 m. P. Erdgs [10] parodeé, kad egzistuoja N U {0} adityvi
bazé, kurios reprezentacijos funkcijai teisinga nelygybé f(n) < ¢; logn, visiems n > 1. 2012
m. A. Dubickas [1] parodé, kad egzistuoja NU{0} adityvi bazé, tokia kad f(n) < (2e+¢) logn
visiems n > n(e).

1990 m. I. Z. Ruzsa [6] parodé, kad egzistuoja NU{0} adityvi bazé su apréztu reprezentaci-
jos funkcijos kvadratiniu vidurkiu, t.y. tokia, kad > _5 f*(n) = O(N). Sis rezultatas
rodo, kad egzistuoja NU{0} adityviy baziy, kuriy reprezgntacijos funkcijos jgyja daug mazy
reiksmiy. Tokiy adityviy baziy egzistavimas reiskia, kad Erdgs-Turédn spéjimo jrodyti nau-
dojant Dirichlé principa bus sudétinga.

Siame darbe taip pat nagrinésime Sperner tipo nelygybes aibiy ir multiaibiy Seimoms.
Vienas zinomiausiy ekstremalios aibiy teorijos rezultaty yra Sperner teorema. Tarkime, kad
F yra baigtinés aibés {1,2,...,n} poaibiy Seima. Sperner teorema teigia, jog jei neegzis-

tuoja dvi aibés A, B € F tokios, kad A C B, tai |F| < ( ) Teorema taip pat teigia,

n
[n/2]
jog lygybé galioja tada ir tik tada, kai F yra sudaryta i$ visy aibiy, turin¢iy lygiai |n/2]
arba [n/2] elementy. Egzistuoja daugybé skirtingy Sios teoremos jrodymy, tac¢iau né vienas
i juy néra elementarus ir remiasi viena ar kita lema ar teorema. Sia teorema naudojant tik
matematine indukcija jrodé sio darbo vadovas T. Juskevi¢ius savo disertacijoje [14]. Var-
dan pilnumo, §is jrodymas pateikiamas ir Siame darbe. Siame darbe prapleciame §j teiginj
multiaibiy, kuriose elementy kartotinumas nevirsija 2, Seimoms.

Darbas sudarytas i$ penkiy skyriy: pirmame skyriuje pateiksime nagriné¢jamos Erdés—Turan
problemos motyvacija; antrasis skyrius skirtas Erd6s—Turan problemos versijai grupése Z,,,
kai sudedami du elementai, ¢ia suformuluosime pagrindine teoremg, apibrésime tam tikra
atsitiktinj Newman polinoma, jrodysime kai kurias jo savybes, apzvelgsime jrodymui reikalin-
gus jrankius i§ tikimybiy teorijos: Chernoff jvertj, FKG nelygybe, apibrésime susijusias

savokas, bei jrodysime pagrindine skyriaus teoremag; treciasis skyrius skirtas atvejui, kai



sudedami daugiau nei du elementai, ¢ia suformuluosime pagrindine skyriaus teorema (ji bus
panasi j antro skyriaus teorema), apzvelgsime jrodymui reikalingus jrankius ir jrodysime jau
minéty teorema; ketvirtasis skyrius skirtas elementariam Sperner teoremos jrodymui; penk-

tasis skyrius skirtas Sperner tipo teoremai multiaibése, kur elementy kartotinumas nevirsija
2.



2 Du uzdavinio susiaurinimai j baigtine aibe

Pradzioje P. Erdds nagrinéjo tik N U {0} aditivias bazes, jas apibrézdamas kaip aibes
A C NU{0} kuriy Minkovskio sumai A + A priklauso visi naturalieji skai¢iai pradedant
kokiu nors ng € N. Sis apibrézimas patogus, nes jj nagrinéjant jtakos nedaro krastas, t.y.
nereikia uztikrinti, kad jau minéta Minkowski suma padengty mazus naturaliuosius skaicius,
kuriuos kaip dviejy naturaliyjy skaic¢iy suma isreiksti yra salyginai mazai budy.

Norint 8] uzdavinj nagrinéti baigtinéje aibéje i esmeés turime du pasirinkimus - galime
nagrinéti aibiy [2n] = {0,1,...,2n} adityvias bazes arba grupiy Z, = {0,1,...,n — 1} adi-
tyvias bazes. A. Dubickas baigtinés aibés [2n| aditivia baze apibrézé kaip aibe A C [n] tokia,
kuriai teisinga A + A = [2n]. Sis atvejis, atrodo, i§ esmés skiriasi nuo begalinio dél krasty
efekto. Norint uztikrinti, kad buty padengti krastiniai aibés [2n] elementai tenka gerokai su-
tankinti aibe A, ko pasekoje padidéja didZziausios reprezentacijos funkcijos f(n) reiksmes eilé.
Kol kas geriausias rezultatas priklauso A. Dubickui, kuris 2012 m. [1] parodé, jog bet kuriam
e > 0 ir visiems n > N(e) egzistuoja tokia [2n] adityvi bazé, kurios reprezentacijos funkcijos
visos reik§mes priklauso intervalui [1, (1 + €)(4/7)(log n)?]. Cia reikty pastebeéti, kad pats P.
Erdds parodeé, jog egzistuoja N U {0} adityvi bazé, kurios reprezentacijos funkcijos eilé yra
log(n). Siame darbe mes apsiribosime aibiy Z, adityviy baziy nagrinéjimu. Pastebésime, jog
Sis atvejis yra panasSesnis j originaly begalinj atvejj, nes ¢ia neegzistuoja jau minetas krasto
efektas.

3 Antros eilés Z, adityvios bazeés

Aibe A C Z,, vadiname antros eilés Z,, adityvia baze (toliau - tiesiog Z, adityvia baze),
jeigu Minkowski suma A+ A = {a+0b | a € Ab € A} = Z, (3is apibrézimas yra mo-
tyvuotas A. Dubicko darby apie polinomine Erdés—Turan problemos versija). Apibrézkime
atitinkama Newman polinoma (tokj polinoma, kurio koeficientai yra 0 arba 1) Ps(t) =
> aeat®. Pastebékime, kad Sio polinomo kvadrato P3 (mod ¢") koeficientas prie t* (daz-
nai zymimas f(k)) yra lygus skaic¢iui budy, kuriais galime elementa k € Z, iSreiksti kaip
dviejy elementy (nebutinai skirtingy) i§ aibés A suma. Nuo $iol laikysime, kad visi polino-
mai nagrinéjami (mod t"). Taigi, dirbant su adityviomis bazémis patogu nagrinéti Newman
polinomus ir jy kvadraty koeficientus. Aisku, kad aibé A C Z, yra Z, adityvi bazé tada ir
tik tada, kai atitinkamo Newman polinomo kvadrato visi koeficientai yra didesni arba lygus
1.



3.1 Adityvios bazés ciklinése grupése: pagrindinis rezultatas

Sio skyriaus tikslas yra parodyti, jog pakankamai dideliam n visada egzistuoja Z,, adityvi
bazé su maza maksimalia reprezentacijos funkcijos reikSme. Performulavus §j teiginj Newman

polinomy kalba suformuluojame teorema, kurios jrodymas seks kitame Sio darbo skyriuje:

1 teorema. Egzistuoja skai¢ius N € N toks, kad visiems n > N galime rasti Newman
polinoma P,(t) = ag+ ait + ...+ a, 1t"', kurio kvadrato P2(t) = Ty + Tt + ...+ T,,_1t"!
visi koeficientai 7; priklauso intervalui [1; C'log(n)), kur C' yra konstanta, nepriklausanti nuo

n.

Si teorema intuityviai sako, jog pakankamai dideliam n egzistuoja adityvi Z,, bazé su maza
reprezentacijos funkcija. Reikty pastebéti, jog Sis koeficienty T; jvertis i$ virSaus yra tokios
pat eilés kaip P. Erdds 1954 m. [10] gautas jvertis, kur jis parodé jog visiems n egzistuoja

N U {0} adityvi bazé kurios reprezentacijos funkcija priklauso intervalui [1, ¢; log(n)].

3.2 Reikiamo tankio Newman polinomy apibrézimas

Pagrindiné idéja konstruojant atsitiktinj Newman polinoma - uztikrinti, kad aibés A C Z,
tankis buty toks pat, kaip jau minétame P. Erdds pavyzdyje.

Apibrézkime atsitiktinj Newman polinomg
Pn<t) - XO + Xlt + ...+ anltn_l,

kur Xy, ..., X,,_1 yra nepriklausomy Bernulio atsitiktiniy dydziy, su parametrais py, seka.
Tikimybes p;, parinkime taip, kad vidutiniskai ¢y/nlog(n) dydziy X; atvirsty 1. Tai yra,

P(Xy=1) =pr = C—‘IOg(n)
NG
ir
kur ¢ yra teigiama reali konstanta, nepriklausanti nuo n. Dabar jau galime suformuluoti

teoremos 1 atitikmenj atsitiktiniams Newman polinomams.

2 teorema. Visiems ¢ > 2 egzistuoja skai¢ius N € N toks, kad visiems n > N tikimybe,

kad polinomo P? koeficientai priklauso intervalui [1; (¢* + ¢)log(n)) yra teigiama.

Reikeéty pastebéti, kad i$ teoremos 2 iSplaukia teorema 1. Nors §i teorema neduoda budo

sukonstruoti reikiamg Newman polinoma, ji patvirtina tokio polinomo egzistavima.



Pries pradedant jrodyma mums reikia keliy baziniy apibrézimy ir jverciy.
1 apibrézimas. Didéjantis joykis.

Tegul (92, F,P) - tikimybiné erdveé, kur Q@ = {0,1}". Vektoriams i§ Q apibrézkime
iprasta daline tvarka <. Didéjanciu jvykiu tikimybinéje erdvéje (2, F, P) vadinsime kolekcija
vektoriy B € F, jeigu visi x € () tokie, kad y < x bent vienam y € B taip pat priklauso B.

1 lema. FKG nelygybe.
Tegul (Q, F,P) - tikimybiné erdve, kur Q = {0,1}" ir P(w) = [T, ¢¢*(1 — gx)* " yra
sandaugos matas (¢ia w = (wq,...,wy)), 0 A, B € F - didéjantys jvykiai. Tuomet teisinga

nelygybeé

/Q 1o () dP(w) > / L)) | 1a()dP()

Q

2 lema. Chernoff jvertis. |7|
Tegul X, ..., X, - nepriklausomy atsitiktiniy Bernulio dydziy seka, kur P(X; = 1) = p;
ir P(X; =0) =1 — p,. Pazymékime X = > " | X, ir 4 = E[X]. Tuomet teisingas jvertis

P(X > (14 6)p) < e 25" kur § > 0.

3.3 Irodymai

Sis skyrius susideda i§ trijy jrodymuy: pagalbinés lemos, kuri leidzia jvertinti anksciau
apibrézto atsitiktinio Newman polinomo P, kvadrato P? koeficienty T}, vidurkius, teoremos,
kuri teigia kad tikimybe jog visi P? koeficientai T; yra teigiami yra teigiama, bei fakto, kad
tikimybe jog visi P2 koeficientai T} yra maZzesni uz (c® + c¢)log(n) yra teigiama. Pradékime

nuo pagalbinés lemos.
3 lema. PaZymeklme Pg(t) = (X() + Xlt + ...+ Xn_ltn71)2 = TQ —+ Tlt + ...+ Tn_ltnil.

Tuomet visiems n > 1 ir k € [n — 1] teisinga nelygybe

ET}, < (* + ¢)log(n).

3 lemos jrodymas. Isskirkime visus atvejus j dvi dalis: kur n yra lyginis ir k& nelyginis,
bei likusius. Pastaba: Siame jrodyme raSydami Xj turime omenyje Xy mod n, t.y. 1 visus

indeksus Ziurime mod n.



1) kai n yra lyginis ir k£ yra nelyginis:
Matome, kad

ETk — ]E(X()Xk + Xle,1 + PN + anle—(n—l))
n—1
= ) E(X; X))
=0

B 1 cy/log(n) ?

2]
.. € log(n)

n
= c*log(n)

< (¢ +c)log(n).

2) kai n yra nelyginis arba k yra lyginis:
Matome, kad

ETk — ]E(X()Xk + Xle,1 + PN + anle—(n—l))
n—1
= ) E(X; X))
=0

B <2 [ e\/log(n) ’ cy/log(n)
% (A7) %
c*log(n) N cy/log(n)
n vn

(¢® + ¢) log(n).

=0

—

= (n—1)-

IA

Paskutinés nelygybes teisingumu galime jsitikinti tiesiogiai nagrinédami skirtuma

(c + ¢)log(n) — ((n _ ). 2 105(71) . C\/W)
(n) + c? los;(n) B c\/ijgw

- SR o ((Vios - = ).

= clog

1 o
pastebédami, kad funkcija g(n) = /log(n) — T yra didéjanti visoje savo apibrézimo srityje
n

ir patikrindami, kad ¢g(2) > 0. [



Dabar jau galime pereiti prie pagrindiniy Sio darbo jrodymy. Pradésime nuo apatinio

jvercio.

3 teorema. Visiems ¢ > 1 ir visiems n tokiems, kad

yra teigiami su teigiama tikimybe.

3 teoremos jrodymas. Atskirkime du atvejus, kai n

1) kai n yra lyginis ir ¢ > 1:

P (ﬂ{T > 1}) > ﬁwm > 1)

c*log(n) < n visi P? koeficientai T;

yra lyginis ir kai n yra nelyginis:

- H<1 — B(T} = 0))

= nﬁl(l — P(Ty = 0)) -nﬁl(l — P(Thiy, = 0))

(- (- ) (T (-
(- (- -y ) )
(1)) o o))

> <1 B (1 B 021ong(n)>">"

> (1 - (exp (_62 hf(n)))”)”

- (1 _ nfcz)" —

P (ﬂ{T > 1}) > TTew 2
- TI0 -k =o)



v

Pastaba: (1) ir (2) pasinaudojome faktu, kad jvykiai {7; > 1} yra didéjantys (apibrézimas
1) ir pritaikéme FKG nelygybe (lema 1).
Galima pastebéti, kad ¢ = 1 yra maziausia galima c reikSmé, su kuria P (ﬂ”_l{T > 1})

neartéja j 0, kai n — +oo. Kai ¢ = 1 gauname, kad P (N, 1{T >1}) —— etir

n——+o00

]P’(ﬂ?:_ol{Ti > 1}) > }1 visiems n > 1. Tai tuo labiau teisinga kai ¢ > 1, todél
V

P (O {Ti>1}) >4

siems n tokiems, kad ¢*log(n) < n ir ¢ > 1. O

Toliau pereisime prie virsutinio jvercio.

4 teorema. Visiems ¢ > 2 ir visiems n tokiems, kad ¢?log(n) < n visi P? koeficientai T

yra maZesni nei 2(c? + ¢) log(n) su teigiama tikimybe.

4 teoremos jrodymas.

P(T; > 2(c* + ¢) log(n)) = P (T > (1 G E%jog(”) - 1> ]EE-) (3)

- (_M (2(0 +o) log ) ( c —l—c log( )H)—l) n

B (2(c* + ¢) log( ) ETy)

B exp< 2(c? 4 ¢) log(n) + ET;, )
_ (¢ + ¢) log(n))*

< o0 (<SG )

— (I3 <2

Pastaba: 18 (3) i (4) peréjome panaudodami Chernoff jvertj (lema 2).

Taigi, tikimybé, jog bent vienas P? koeficientas yra ne mazesnis uz 2(c* + ¢) log(n) yra



P (U{ﬂ > 2(c* +¢) log<n>}> < ipm > 2(c? + ¢) log(n))

1=0

AN
S 5
3
s

Aigku, tuomet tikimybé, jog visi P? koeficientai yra maZesni uz 2(c? + c) log(n) yra

P ((ﬁ{TZ <2(c®*+¢) log(n)}> = 1-P (U{TZ > 2(c* +¢) 1og(n)})

=0 =0
> 1l—-n"!t — 1.

n—-+00

Matome, jog si tikimybé taip pat yra teigiama visiems n > 1ir artéjaj 1, kain — +oo. [

Dabar jau galime jrodyti pagrindine Sio skyriaus teorema.
2 teoremos jrodymas. Pasinaudodami teoremy 3 ir 4 rezultatais matome, kad visiems

¢ > 2 ir n tokiems, kad ¢*log(n) < n abiejy teoremy rezultatai galioja su tikimybe

P ((ﬁ{T > 1}> N (ﬁ{T <2(c* +0) log(n)}>)

i=0 i=0
> <1 - n_02> +(1—-n"t -1

= (1 — n702) —n Pt — 1.
n—+o0o

Reikéty pastebéti, kad §i tikimybé visiems n > 1 yra teigiama:

P ((ﬁ{Tz > 1}) N (ﬁ{ﬂ <2(c* +¢) log(ﬂ)}))

1=0

> (1—222)2—21 > 97
= = 256

O

Taigi, mes jrodéme, jog visiems ¢ > 2 ir n tokiems, kad c?log(n) < n (arba, imant
blogiausia atvejj ¢ = 2, visiems n > 9) egzistuoja toks Newman polinomas P,(t) = ag+at+

.o+ a,_1t"L, kurio kvadrato P? visi koeficientai T; priklauso intervalui [1;2(c? + ¢) log(n))

10



su teigiama tikimybe, t.y. jrodéme teorema 2, i§ kurios iSplaukia teorema 1, o tai reiskia,
jog egzistuoja Z, adityvi bazé visiems n > 9 su reprezentacijos funkcija, kurios didziausia

reikdmeé yra log(n) eilés.

4 Aukstesnés nei antros eilés 7, adityvios bazes

Siame skyriuje kalbésime apie k > 2 eilés Z, adityvias bazes, t.y. aibes A C Z, tokias,
kad {a1 +... +ax | a; € A,a; # a;} = Z,, (3is apibrézimas yra motyvuotas P. Erdds ir P.
Tetali 1990 m. straipsnio [11]).

Nagrinékime atsitiktine aibe A C Z,, kur kiekvienas elementas z € Z,, patenka j aibe A
c(logn)/*
n(k=1)/k
iSreiksti kaip £ skirtingy elementy is A suma. 7, vadinsime aibés A eilés k reprezentacijos

su tikimybe p = . Pazymékime ry(z) skai¢iy budy, kuriais galime Z,, elementa z

funkcija. Musy tikslas yra parodyti, jog Sios reprezentacijos funkcijos reiksmeés su teigiama
tikimybe yra teigiamos (t.y. kad A yra k eilés Z,, adityvi bazé) ir kad iy reiksmiy vidurkiai
yra ne didesni nei Cy log(n).

4.1 Pagrindiné teorema

Sio skyriaus tikslas yra parodyti, jog pakankamai dideliam n visada egzistuoja Z, eilés
k > 2 adityvi bazé su maza vidutine reprezentacijos funkcijos reikSme. Suformuluojame

teorema, kuri bus jrodyta sekanciame skyrelyje:

5 teorema. Bet kokiam k£ > 2 ir pakankamai dideliam n egzistuoja k eilés Z,, adityvi bazeé,

kurios reprezentacijos funkcijos reikimiy vidurkiai yra ne didesni nei c* log(n).
Kaip ir praeitame skyriuje, Siame skyriuje taip pat jrodysime, jog teoremos 5 salygas

tenkinanti bazé atvirs su teigiama tikimybe.

4.2 Jrodymai

Pirmiausia suformuluokime teorema apie reprezentacijos funkcijos vidurkiy jvertj.

6 teorema. Bet kokiam k£ > 2 teisingas reprezentacijos funkcijos reiksmiy vidurkiy jvertis

E(r(2)) < *log(n).

11



6 teoremos jrodymas. Norint jvertinti E(ry(z)) i$ virSaus tereikia laisvai pasirinkti k — 1
skirtinga elementa (tai automatiskai fiksuoja paskutinj elementa, nes visy k elementy suma

turi buti lygi z):

pPnn—1)...(n—k+2)

c*log(n) k1
ot

E(ri(2))

IA

IN

" log(n).

O
Dabar jau galime pradéti jrodyma, kad A bus Z,, adityvi bazé su teigiama tikimybe.
Tegul S; ir S; yra dvi Z,, elemento n reprezentacijos kaip k elementy is Z,,, kurios dalinasi
lygiai | elementy, t.y. S; = {z1,...,2,21,..., %k}, S; = {21, ., 2, Y1, Y1}, kur
T;, Ui, z; yra skirtingi Z,, elementai. P(.S;) laikysime tikimybe, jog visi S; elementai priklauso
aibei A. Tegul )", 2, =m, tuomet > .2, =>  y; =n—m
Taigi,

Y OPSNS) = ). > (P(z1) ... P(2)P(x1) ... P(zp_y)
|S;NS;|=l m z1+...+z1=m

r14..+Tp_j=n—m
Yy1t+...FYpr—1=n—m

P(y1) ... P(yr—1))
- Z E(ry(m))(E(re—i(n — m)))?

IN

nptonn—1)...(n—1+2)-(p" " nn—1)...(n—k+1+2)"

- plol . pkelel L 2kt

o (clogn) /M
O N

nk—lch—l(

IN

logn)?
1
n2k—l-2+

IN

_ —p—L
2R 2, 1+—k—1

logn)

-1

IN

A (logn)*n

Tuomet
k( k.2
Z Z P(S;NnS;) < M(logn)gn_1
1<I<k—2 |5;nS,|=l N

12



2%
c 1

(logn)?n

<
- c—1

Toliau pasinaudosime Janson nelygybés versija, suformuluota P. Erdés ir P. Tetali straip-

snyje [11]:
7 teorema. Jei 0 < e < 1, tuomet

P(r(z) < (1 — e)E(rx(2))) < exp (_%)

kura_ Z Z P(S; N S;)

1<l<k 218,08, |=l

Pries pradedant reikia jvertinti E(r(z)) i§ apacios, laisvai renkantis & — 2 skirtingus
elementus, o priespaskutinj renkantis taip, kad garantuotai galétume gauti dar nepanaudota
paskutinj elementa. Aisku, kad tokiy pasirinkimy priespaskutiniam elementui turime bent
n—(k—2)—(k—1)=n—2k+ 3. Taigi,

nin—1)...(n —k+3)(n—2k+3)-p*
*(n — 2k)*Llog(n)

nk—-1

= "log(n) - (1 - %) !
= Flog(n)(1+ o(1)).

E(ri(2))

v

v

Toliau jvertinsime 0:

§ = ZZSHS

1<l<k 2(5,n8,|=l

c? -1
N (logn)*n" - ("log(n)(1 + o(1)))

ctlog(n) _,

= — " (I+0(1)) =o(1).

5 teoremos jrodymas.

Pasirinkime € = 1/2 ir taikykime teorema 7:

13



B2 = e (-HEEED)

NO| —

P (rk(z) <

*log(n)(1+ o(1))
= o (‘ S(1+ (1)) )

_Fato)
8

= N

— a5 (1+o(1)).

Dabar jau galima jvertinti tikimybe, kad visi 74 (2) yra teigiami:

P (h{rk(z) > 1}) = 1-P (O{rk(z) = 0})

> 1-P (Q {ne) < %Em(z))})
> 11— iP (m(Z) < %E(m(z)))
> 1—n- n_§(1 +0(1))

= 1—nF(1+0(1))
— 1)

visiems ¢ > \k/g
Taigi, tikimybeé kad A yra k eilés Z,, adityvi bazé artéja j 1, kai n — 400, todél pakanka-
mai dideliam n §i tikimybé yra teigiama. O]
Reikia pastebéti, kad mes nejrodéme, jog reprezentacijos funkcijos reikSmeés priklauso

kokiam nors intervalui su teigiama tikimybe.

5 Sperner teorema ir jos apibendrinimai

Sioje magistro baigiamojo darbo dalyje kalbésime apie viena i$ labiausiai zZinomy ekstre-
maliosios aibiy teorijos rezultaty - Sperner teorema. Teorema tvirtina, kad bet kokios

baigtinés aibés [n] = {1,...,n} poaibiy Seimos F, neturin¢ios poros aibiy A, B su A C B,

7l = (ﬁ)

14
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Nesunku pastebéti, kad pastarasis jvertis nepagerinamas. Tai yra, egzistuoja aibiy Seima
F, su kuria pastarasis jvertis tampa lygybe. Tokios aibés pavyzdys - visy aibés [n] poaibiy
Seima, kuriai priklausancios aibés turi lygiai [%]| elementy. Joje tikrai néra poros A, B
tenkinancios salyga A C B, nes visos aibés Sioje Seimoje yra vienodo dydzio ir skiriasi bent
per vieng elementg.

P. Erdés [13] apibendrino §j rezultata aibiy Seimoms, neturin¢ioms (k + 1)-grandinés, t.y.
aibiy Ay, ..., Agyq, tokiy, kad A; C --- C Ap,1. Tokias Seimas nuo Siol vadinsime k-Sperner

Seimoimis.

8 teorema. (Erdés) Jei F yra k-Sperner poaibiy i$ [n] Seima, tuomet

L5 ]

Fl<inb = 3 (’Z)

-2

Yra bent keli Sperner teoremos jrodymai. Duosime nuorodas tik j du jrodymus, kurie
yra geriausiai zinomi. Naudojant atsitiktines grandines, D. Lubell [4] jrodé nelygybe bet
kokios aibiy Seimos be grandiniy k& dydZzio poaibiy svorinei sumai, i$ kurios lengvai iSplaukia
Sperner teorema. Kitas standartinis kelias - galima jrodyti, kad baigtinés aibés poaibiy aibe
galima iSreiksti kaip nesikertanciy (Lg J) grandiniy sajunga (simetriné grandiniy dekompozi-
cija). Tuomet bet kokiai Seimai be grandiniy, galime paimti ne daugiau kaip vieng aibe
is kiekvienos grandinés ir gausime Sperner teorema. Sio fakto irodyma galima rasti kny-
goje [3]. Visi zinomi jrodymai naudoja ne visai elementarius metodus ir reikalauja didesnio
matematinio iSprusimo.

Siame skyrelyje pristatysime elementary teoremos 8 jrodyma, kuris naudoja tik matem-
atine indukcija. Sis jrodymas aprasytas disertacijoje [14]. Pagrindinis darbo autoriaus jnasas
] tema - elementarus teoremos 8 jrodymas multiaibéms, kuriose elementy kartotinumas ne
didesnis nei 2. Sio rezultato formuluoté ir jrodymas pateikiami sekan¢iame skyriuje.

Tarkime kelis zodzius apie elementary teoremos 8 jrodyma. Jis naudoja tik indukcija
per baigtinés aibés [n] dydj ir grandiniy ilgio jvertj & € [n]. Irodyme padalinsime Seima F
1 dvi aibiy Seimas, priklausomai nuo to, ar jos turi elementa n, ar ne. Tuomet tam tikrus
elementus i§ vienos i§ daliy paSalinsime ir perkelsime j kita Seima. Tuomet pastebésime,
kad viena Seima yra poaibiy Seima i$ [n — 1] ir yra (k — 1)-Sperner. Kita dalis turés tiek
pat elementy, kaip tam tikra Seima poaibiy i§ [n — 1], kuri yra (k + 1)-Sperner. Irodyma
baigsime pasinaudoje rekursija f(n,k) = f(n — 1,k — 1) + f(n — 1,k + 1), kurios irodyma
pateikiame skyrelio pabaigoje dél pilnumo (i§ esmeés, Sis tvirtinimas ekvivalentus Paskalio
trikampio savybei).

8 teoremos jrodymas. Rezultatas trivialus kai n = 1 visiems k. Todél toliau laikysime,
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kad n > 1 ir kad reikiamas jvertis galioja visiems baigtinés aibés dydziams, mazesniems uz
n.

Tegul F yra k-Sperner poaibiy i§ [n] Seima. Apibrézkime F, = {A€ F:n€ A} ir
F¢ = F/F,. Imkime elementus i§ F,, kurie yra kokios nors k ilgio grandinés apacioje
(maziausia aibé grandinéje aibiy jdéjimo tvarkos prasme). PaSalinkime i§ visy 8iy aibiy
elementa n ir perkelkime gautas aibes j Seima F.. Pazymeékime padidéjusia Seima simboliu
G. Pastebékime, kad perkeltos aibés be elemento 7 né viena negali priklausyti F. nes kitaip
galétume gauti k + 1 ilgio grandine pradinéje Seimoje F, kas prieStarauty musy prielaidai.
Dabar pasalinkime elementa n ir i§ visy likusiy Seimoje F, aibiy ir pazymékime Sig Seima
H.

Abi 8eimos G ir H turi poaibius tik i§ aibés [n — 1] ir jose abiejose esanciy elementy
skai¢ius yra |F| (negaléjome perkeldami nieko dubliuoti, o elemento n pasalinimas nekei¢ia
Seimoje JF,, likusiy elementy skai¢iaus). Pastebékime, kad pagal konstrukcija H negali turéti
k ilgio grandiniy, nes jei tokiy buvo - paSalinome jy minimalius elementus. Todeél H yra
(k—1)-Sperner. Taip pat pastebékime, kad visos Sios ,,grandiniy apacios” yra jdéjimo prasme
nepalyginamos aibés ir todél jas perkeldami j F negalime ten esanciy grandiniy prailginti
daugiau nei per 1, kai jas perkéléme ir gavome Seimg G. Todél G yra (k + 1)-Sperner.

Remiantis indukcine prielaida ir lema 4 gausime

\Fl=|H|+ G| < f(n—1,k—1)+ f(n—1,k+1) = f(n, k).

Kaip jau miné¢jome, skyrelio pabaigoje pateikiame reikiamos rekursijos jrodyma.

4 lema. Visiems 1 < k£ < n turime
fnk)=f(n—1,k—1)+ f(n—1,k+1).

4 lemos jrodymas. Tvirtinimas trivialus, kai n = 1;2. Kai n > 2 naudodami Paskalio

)2 ()

tapatybe ir grupuodami atitinkamus démenis gauname

Ln+§_3J
fo—Lk=1)+fln-Lk+1) = Y

16
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6 Optimalios nelygybeés multiaibiy Seimoms su apribotu
grandiniy ilgiu

Siame skyriuje nagrinésime baigtines aibés [n] multiaibiy Seimas, kur kiekvienas elemen-
tas pasikartoja ne daugiau kaip du kartus. Aibiy atveju konkrety poaibj vienareikSmiskai
atitinka jos charakteristinis vektorius i§ {0, 1}™. Multiaibe, su maZesniu nei 2 kartotinumu,
analogiskai vienareikSmiskai atitinka jos elementy kartotinumy vektorius i§ {0, 1,2}". Todél
nagrinéjamy multiaibiy i§ viso turime 3.

Multiaibés A dydziu vadinsime jos elementy kartotinumy suma. Nagrinéjamy multiaibiy
dydziai aiSkiai nevirsija 2n. Pazymeékime L, ; dydj Seimos, kurig sudaro visos dydzio k
multiaibés. Kiekviena nagrinéjama multiaibe A atitinka vienareik§miskas jos papildinys,
todél Ly, x = Ly 2,—1 (Paskalio tapatybés analogas multiaibéms). Zinoma, kad Ly k-1 < Ly,
kail < k <nir L,y > Ly, kain < k < 2n — 1. Kitaip tariant, analogiSkai kaip ir
aibéms, daugiausiai rinkiniy turime vidutinio dydzio.

Elemento z kartotinuma aibéje A Zymeésime m4(x).

Kai 1 < k < 2n pazymékime fo(n, k) didziausia suma L;,, ..., L;, . Tai yra
fQ(nv k) = Ln,n + Ln,n+1 + Ln,n—l + Ln,n+2 + ...

Formaliai bus patogu apibrézti fo(n, k) =0 jei k =0 ir fo(n, k) = 3" jei k > 2n + 1.

Irodyme mums svarbus rekurentinis sarysis, kurio jrodyma galima rasti Sio skyriaus gale.

5 lema. Visiems n > 2 ir £ > 2 turime
fa(n,k) = faln — 1,k — 2) + fo(n — 1,k) + fo(n — 1,k + 2),

o jei k =1, tuomet
fg(n, k?) = fQ(?’L — ]_,k’ -+ 2)

Dabar suformuluokime pagrindinj Sio skyriaus rezultata, kuris yra teoremos 8 analogas.

9 teorema. Tarkime F yra k—Sperner multiaibiy Seima (1 < k& < 2n + 1) i§ [n], kur

elementy kartotinumas ne didesnis uz 2. Tuomet
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9 teoremos jrodymas. D¢l patogumo Siek tiek formaliai praplésime tvirtinima ir leisime
reiksSmes k£ = 0. Tokiu atveju tik tuscig Seima laikysime k-Sperner ir jos elementy skaicius
0, todél jai trivialiai galios teoremos nelygybe.

Jei n = 1 teiginys trivialus visiems k£ > 1. Imkime bet kokia multiaibiy i§ [n] (n > 2)
su ne didesniu nei 2 elementy kartotinumu Seimg F. Galime ja iSskaidyti j tris dalis pagal

paskutiniojo elemento kartotinuma, t.y.,
F =FoUFUF,,

kur

Fi={AC F: my(z) =i}

Laikykime, kad k& > 2. Tegul M;, i € {1,2}, yra multiaibés, esan¢ios tam tikros k ilgio
grandineés i§ F; apacioje. PaSalinsime visus M; U M5 elementus i atitinkamy daliy ir ,ig-
noruodami“ elementa n perkelsime jas visas j Fy. Perkeliami elementai negali jau priklausyti
Fo, nes tuomet pradinéje Seimoje F turétume k + 1 ilgio grandine, prasidedancia tokiu ele-
mentu. Tai yra, tegul M; = {A\ {n,n} : A C M;}. Tuomet Fo=FoUM; UM, ir
Fi = F;\ M, i € {1,2}. Perkelti elementai negaléjo grandiniy, buvusiy Fo, pailginti per
daugiau nei 2. Jei taip buty, tai reiksty jog pradinéje Seimoje F buvo bent viena k + 1 ilgio
grandiné, o tai prieStarauja prielaidai. Taigi, Fo yra (k4 2)-Sperner. Tuo tarpu Fiir F yra
(k — 1)-Sperner, nes jei jose buvo k ilgio grandiniy, mes paSalinome jy apatines multiaibes.

Toliau dirbsime tik su ]:'1 ir JEQ. Tegul N5 yra multiaibés, esancios tam tikros
k — 1 ilgio grandinés i§ F, apacioje. Pasalinsime visus N3 elementus i§ F, ir ,ignoruodami®
vieng elementa n perkelsime jas visas j Fi. Perkeliami elementai negali jau priklausyti F;,
nes tuomet Seimoje F; U Fy turétume k ilgio grandine, prasidedancia tokiu elementu. Tai
yra, tegul Ny = {A\ {n} : A C Ny}. Tuomet F|, = FIUNy it Fy = Fy \ N2. Taip
perkeldami elementus negaléjome prailginti grandinés Seimoje F; per daugiau nei 1, todél
Fi yra k-Sperner. Akivaizdu, jog F, yra (k—2)-Sperner. Seimose Fi ir F» galime ,ignoruoti“
elementus n. Taigi, turime tokio pat dydzio kaip F Seima Fo U F1 U Fy, todel

|f| = |ﬁ0| + |.f1| + |f2| S fg(n - 1,]{7 - 2) + fg(n — 1,l€) + fQ(TZ - 17]6' + 2) = fg(n,k’)
Jei k = 1, tuomet Seimos Fy, Fi, Fo yra 1-Sperner, t.y. jos neturi grandiniy. I8 Seimy
multiaibiy iSimkime elementus n su bet kokiu kartotinumu. Gausime Seimas Fo, Fi, Fa,

kurios bus nesikertanc¢ios. Taip yra todél, kad jei kurios nors dvi multiaibés sutapty, tai

pradiné Seima JF turéty grandiniy. Sios trys Seimos turi tik multiaibes su elementais i$
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[n — 1], kuriy kartotinumai nevirsija 2. Todél remiantis indukcine prielaida ir lema 5 turime

| = |Fol + | A+ |F| = |Fol + | Fi| + | P

N

O

5 lemos jrodymas. Visy pirma pereikime nuo multiaibiy nagrinéjimo prie jy charakteris-
tiniy vektoriy nagrinéjimo. Kiekviena multiaibé A su elementais i§ [n], kuriy kartotinumas
nevirsija 2, vienareik§miskai atitinka tos multiaibés kartotinumy vektorius (z1,...,xz,) (¢ia

z; € {0,1,2} yra elemento i € [n] kartotinumas multiaibéje A). Todél dydis L, ; yra lygties
x4+, =7, x; €{0,1,2}

sprendiniy skaicius.

Tuomet fy(n, k) yra lygéiy
T+ 2y € g, x; € {0,1,2}
sprendiniy skaicius, kur
Liy={nn—-1n+1n—-2n+2---}

yra k reik8miy turintis diskretus intervalas.
Laikykime, kad k& > 2. Istate j Sia lygtj tris galimas kintamojo z, € {0,1,2} reik3mes
gausime tris lygtis

T4+ a1 € L — 4, 2,7 €{0,1,2}.

Pazymeékime Siuos tris intervalus I; pagal kintamojo x,, atitinkancia reikSme. Pastebékime,
kad Iy = {n—1,n—2,n,---} = I,_1 . Intervalo I, maziausi elementai nepriklauso intervalui
Iy. Perkeliame Siuos du elementus j [ ir taip gauname du intervalus I, I, kurie atitinkamai
turi k£ 4+ 2 ir £ — 2 elementus. Belieka pastebéti, kad 1:0 = [p_1 g2 Ir fg = Ip_1-2. Todel

turime lygybe
fg(ﬂ, k) = fg(n — 1, k — 2) + fg(n — 1, k) + f2(n — 1, k + 2)
Jei k =1, tai intervalai /; yra vientaskeés aibés, kuriy sajunga yra I,,_; 3, todel

fa(n,1) = fo(n —1,3).
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7 Santrauka

Siame magistro baigiamajame darbe nagrinéjamos dvi pagrindinés temos: Erdés-Turan
problemos versija grupése Z, ir Sperner tipo teoremos multiaibéms. Pirmoje darbo dalyje
pateikiama Erdgs-Turan problemos versijos motyvacija ir jrodoma, kad pakankamai dideliems
n visada galime rasti grupés Z, adityvia baze, kurios reprezentacijos funkcija nevirsija
C'log(n). Irodome, kad pakankamai dideliems n galime rasti aukstesnés eilées k > 2 grupeés Z,
adityvia baze, kurios reprezentacijos funkcijos reikSmiy vidurkiai nevirsija C, log(n). Antroje
darbo dalyje pateikiamas elementarus (tik matematine indukcija naudojantis) Sperner teo-
remos jrodymas bei naujai jrodoma analogiska teorema multiaibéms su apribotu elementy

kartotinumu.

8 Summary

This master’s thesis explores two main topics: a version of the Erdés—Turédn problem in
groups Z, and Sperner-type theorems for multisets. The first part of this thesis is concerned
with explaining the motivation behind this version of the Erdés—Turan problem and the
proof that for sufficiently large n there always exists an additive base of the group Z, with
representation function bounded above by C'log(n). We also prove that for n large enough
one can find an additive basis of order k£ > 2 of Z, with representation function values not
exceeding Cj, log(n) on average. The second part of this thesis contains an elementary proof
of Sperner’s theorem using only mathematical induction, and a new proof of a similar result

for families of multisets with bounded element multiplicities.
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